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CAPITULO 3
SOLUCAO DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA
OPERACAO DE SISTEMAS HIDROTERMICOS

3.1 INTRODUCAO

O problema de planejamento da operacdo de sistemas hidrotérmicos
apresentado no capitulo anterior pode ser resolvido por programacdo dindmica
estocastica (PDE) [29]-[30]. Neste algoritmo as variaveis que podem influir no
resultado da operacdo hidrotérmica compdem o estado do sistema e séo
representadas por valores discretos. Devido a isto, sdo feitas diversas
simplificacBGes na representacdo do sistema para que o algoritmo PDE seja viavel
do ponto de vista computacional.

Este Capitulo descreve também uma outra metodologia baseada na
programacdo dindmica dual estocastica (PDDE) [31]-[33], onde ndo € necessario
discretizar o espa¢o de estados do sistema. Serd mostrado que o custo de operagédo
em um estagio t qualquer até o final do horizonte de planejamento T pode ser
representado por uma funcéo linear por partes e, entdo, uma aproximacao desta

funcdo e construida de forma recursiva.

3.2 PROGRAMACAO DINAMICA ESTOCASTICA

O objetivo da operacdo Otima de sistemas hidrotérmicos € encontrar uma
estratéegia de operacdo para cada estdgio do periodo de planejamento.
Conhecendo-se o0 estado do sistema no inicio do estudo e com a estratégia de
operacdo calculada, é possivel determinar a meta de geracdo de cada unidade
geradora. Esta estratégia de operacdo deve minimizar o custo de operacédo, no qual
estdo incluidas eventuais penalidades por ocorréncias de déficit de energia, como
no problema apresentado na Expressao (2.3). Esse problema de planejamento da
operacdo hidrotérmica pode ser resolvido por Programacdo Dindmica Estocéstica
(PDE).

Considerando que o estado do sistema X; € composto pelo vetor com o0s

volumes iniciais de cada usina hidrelétrica (VA; e pelos vetores de vazdes
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afluentes incrementais a cada usina hidrelétrica nos estagios anteriores (a}‘l,

a}_z, ...), pode-se representar a PDE pela seguinte equacéo recursiva (t =T, T-1,

1),

. 1
0\ Xi)= E [Min Ci(U;)+——a;4(X 3.1
)= £ [ C0)* Tpanata) @

onde E[.] representa o operador valor esperado, considerado sobre diversos
cenarios de afluéncias, e B a taxa de desconto utilizada para valorar

adequadamente o0s custos no tempo.

Na minimizagdo da funcdo objetivo devem ser consideradas diversas
restricdes, dentre as quais, as restricoes de balango hidrico e atendimento a
demanda podem ser destacadas. Na Expressao (3.1), Ci{(U;) representa o custo
imediato associado a decisdo U; e a.1(Xt+1) representa o custo futuro associado a
decisdo U;, uma vez que o estado X1 € uma conseqliéncia da decisdo operativa
U:. Ou seja, o custo associado a um determinado estado X; é funcdo do custo de
operacdo imediato dado por Cy(U;) mais o custo futuro associado ao estado X+1.

O vetor Uy, que representa a decisdo operativa em t, & dado pelos vetores

correspondentes aos volumes turbinados e vertidos (u} e s}) e em funcdo de U;

sdo calculados os montantes de geragdo térmica e déficit que compdem o custo de

operacédo do estagio t.

O custo imediato de operagdo C(Uy) representa o custo de geracdo térmica
necessaria para atender a carga prépria no instante t. Uma parte da carga propria é
atendida pelas usinas hidrelétricas de acordo com a decisdo operativa U; e 0
restante é atendido com as unidades térmicas, considerando que o déficit de
energia é representado através de uma térmica com custo variavel igual ao custo
do déficit.

A ordem de entrada de operacdo das unidades térmicas é dada pelos
respectivos custos variaveis (pregos), ou seja, a unidade térmica mais barata é
despachada até a sua capacidade maxima antes que outra térmica com custo
superior entre em operacdo. Logo, o custo imediato de operacdo é funcdo da

geracdo das unidades termicas (incluindo o déficit) que, em geral, é representada
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por uma funcéo linear por partes, como indicado na Figura 3.1, apresentada a

sequir.

Custo Imediato de Operagéo
(%)

/’/

|<—GT 1—>|<—GT 2—>| " |<—GT n—>|<—Déficit—>|

Geracao Térmica
(MWmédio)

 J

Figura 3.1 - Representacdo da Geragao Térmica

O algoritmo de PDE constroi a funcdo de custo futuro, ai(X),
discretizando o espaco de estados X; em um conjunto de valores e resolvendo a
Equacdo (3.1) para cada um desses valores. Valores intermediarios de a:(X;) séo
obtidos atraves da interpolagdo dos valores discretizados vizinhos. O algoritmo de
PDE pode ser sintetizado pelos seguintes passos:

Passo 1) Inicialize at41
Passo 2) Repitaparat=T,T-1, ..., 1
Repita para X¢, i =1, 2, ..., n° de discretizaces
Repita para cada cenario de afluéncia a}
Resolva o problema de despacho hidrotérmico
apresentado na Expresséao (2.3).

Calcule o custo de operacao

Construa a funcdo de custo futuro
(caracterizada pelo conjunto o (X{), i = 1, 2,

..., N® de discretizacdes.
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Passo 3) Teste de convergéncia

Passo 4) Se ndo convergiu va para 0 passo 2

3.2.1 EXEMPLO SIMPLES

Com o objetivo de ilustrar o algoritmo da PDE, serd utilizada uma
configuragcdo com uma usina hidrelétrica e duas usinas térmicas (sem restricdo de

geracdo térmica minima), como ilustrado na Figura 3.2.

- - UHE - -

CARGA

Figura 3.2 — Caso Exemplo para Algoritmo de PDE

O horizonte de planejamento é composto de trés estagios mensais. A carga
sera considerada constante e igual a 1200 MW-médios ao longo dos trés estagios.
O dados das usinas térmicas sdo apresentados na Tabela 3.1. Os dados referentes a
usina hidrelétrica sdo apresentados na Tabela 3.2. O custo de déficit sera de 684
R$/MWh e a taxa de desconto de 10%.

Tabela 3.1 — Dados das Usinas Térmicas

Nome Custo Capacidade
(R$/MWh) (MW)
Térmica 1 35,91 300
Térmica 2 58,55 514
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Tabela 3.2 — Dados da Usina Hidrelétrica

Volume Volume | Produtibilidade | Vazéo Vazéao Poténcia

Usina Minimo Maximo (p) Minima | Maxima | Instalada
(hm?) (hm?) (MWIm¥s) | (m¥s) | (m¥%s) | (Mw)
Hidro 1 7000 12540 0,6093 408 2394,33 1710

mostrados na Tabela 3.3. Foram considerados dois cenarios com

Os cenarios de afluéncias ao reservatério da usina hidrelétrica sdo

igual

probabilidade de ocorréncia: cenario de afluéncia alta e cenario de afluéncia

baixa.

Tabela 3.3 — Cenérios de Afluéncias por Estagio ao Reservatdrio

Estagio Afluéncia Alta | Afluéncia Baixa
(m3/s) (m/s)
1 1300 650
2 1000 580
3 1500 600

Por simplificacdo, o estado do sistema serd representado somente pelo

armazenamento no inicio do estagio em 100%, 50% e 0% do volume util do

reservatorio, como apresentado na Tabela 3.4. Isto torna o problema pouco

realista, pois a decisdo tomada em uma dada discretizagcdo, de acordo com as

afluéncias associadas a mesma, pode levar o problema a um nivel de

armazenamento inicial no proximo estagio que ndo foi previamente calculado.

Caso isto ocorra, sera feita uma interpolacao entre os valores discretizados, e com

isto o problema pode ser resolvido de forma bastante simplificada. Na verdade, o

ideal seria discretizar o reservatorio em um nimero significativo de intervalos, o

que tornaria o exemplo inviavel do ponto de vista didatico.
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Tabela 3.4 — Discretizacdo do Reservatério

Discretizagéo Volume do
Reservatorio
(hm?)
0% 7000,00
50 % 9770,00
100 % 12540,00

Para a construcdo aproximada da Fungdo de Custo Futuro, Ot+1(Xt+1), cada
nivel discretizado de reservatério sera testado para as duas possibilidades de

afluéncias relacionadas na Tabela 3.4.

Resumo do problema a ser resolvido:

Funcédo Objetivo

Min 35,91[(13{+58,55B5t2+684[|Deft+1 L [0y

+0.1

Restri¢fes:

GH{ + Gi + Gtz + Def' =1200 (Atendimento a Demanda)
Vi +ul +st =FATOR, @I +V!  (Balanco Hidrico)
1 1 "1™ t =% 1 ¢

10,6093

t t ~ .
————u; +GH; =0 Producéo de Energia
FATOR, 1 1 ( ¢ gia)

7000< V}* <12540  (Armazenanento)

0< u{ < 2394,33[FATOR,  (Engolimento)

0<si <o (Vertimenb)

0< GH{ <2394,33[0,6093 (GeracdoHidraulica)
0<G!<300 (GeracioTérmical)

0<G) <514 (GeracdoTérmica2)

31


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916969/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916969/CA

Considerando que os trés estagios correspondem aos meses de outubro,
novembro e dezembro, a constante FATOR; assume respectivamente os valores de
2,6784; 2,592 e 2,6784. A constante FATOR; é responsavel pela transformacéo de

mS/s em hm®/més.

Outra simplificacdo adotada, neste exemplo, é relativa & decisdo de
geracgdo térmica, que deveré obedecer & Tabela 3.5, ou seja, as térmicas ou ndo séo

acionadas ou sdo acionadas na capacidade maxima.

Tabela 3.5 — Decisfes Térmicas Caso Exemplo de PDE

Deciséo Térmica 1 Térmica 2 Custo Imediato
Térmica | (MW-médio) | (MW-médio) Associado a Deciséo
(R9)
1 0 0 0
2 300 0 300035,91=10773
3 300 514 300 [35,91 + 514 [58,55 = 40867

Na pratica, a regressao deve ser iniciada em um periodo N futuro qualquer,
suficientemente distante de t = T, para que, em t = T, o valor da 4&gua armazenada
nos reservatorios ou sistemas equivalentes seja diferente de zero. O horizonte

t=T+1, ..., N € denominado aqui de periodo pds-estudo.

Inicialmente, supde-se que os custos futuros associados ao final do dltimo
estagio (inicio do quarto estagio) sejam nulos. Em cada nivel de armazenamento
resolve-se dois problemas de despacho de operacdo, um para cada cenario de

afluéncias.

Como existem duas possibilidades de afluéncias para cada estado de
armazenamento discretizado, o custo a ser atribuido ao estado é o valor esperado,
Ou seja, a esperanca matematica dos custos relacionados a cada uma das

afluéncias equiprovaveis.
Para iniciar, deve-se considerar que o sistema esteja com o nivel de

armazenamento igual a 100% de seu volume util, ou seja, Vlt= 12540hm®,
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resolve-se entdo o problema para as duas possibilidades de afluéncias relacionadas

com o estagio 3, da seguinte maneira:

Passo 1: V| = 12540 hm® e a = 4017,60 hm® (cenério da afluéncia alta). Como a

Passo 2:

fungdo de custo futuro associada ao estagio quatro é nula para qualquer
decisdo tomada no estagio trés, o custo 6timo associado é dado apenas
pelo valor 6timo do custo imediato de operacdo. Dessa forma, ou a
deciséo térmica 2 ou 3 (Tabela 3.5) s6 sera acionada quando ndo houver
disponibilidade de agua. Resolve-se entdo o problema obtendo-se o0s
resultados mostrados na Tabela 3.6. A carga propria é atendida
exclusivamente pela usina hidrelétrica que fica com armazenamento no
final do estagio trés (ou inicio do quarto estagio) de 11282,87 hm?®, ndo
havendo necessidade de despachar nenhuma térmica e sem a ocorréncia
de déficit.

V) = 12540 hm® e a] = 1607,05 hm® (cendrio da afluéncia baixa).

Novamente a carga propria € atendida exclusivamente pela usina
hidrelétrica que fica com armazenamento no final do estagio (ou inicio
do quarto estagio) de 8872,31 hm® ndo havendo necessidade de

despachar nenhuma térmica e sem a ocorréncia de déficit.

O custo 6timo associado ao estado é igual a média (valor esperado) dos

custos calculados anteriormente, ou seja, R$ 0,00. O mesmo processo deve ser

repetido para os demais niveis de armazenamento discretizados no problema (50%

e 0%), referente ao estagio 3. Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.6.
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Tabela 3.6 — Resultados do Célculo Recursivo por PDE no Terceiro Estagio

Armazenamento (hm°) 7000 9770 12540
Afluéncia (hm®) 4017,60 1607,04 4017,60 1607,04 4017,60 1607,04
Decisdo Otima V (7061,56) | V (7000,00) | V (8512,87) | V (7421,00) | V (11282,87) | V (8872,31)
u(3956,04) | u(1607,04) | u(5274,72) | u(3956,04) | u(5274,72) | u(5274,72)
s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00)
GH (900,00) | GH (365,60) | GH (1200,00) | GH (900,00) | GH (1200,00) | GH (1200,00)
G1(300,00) | G1(300,00) | G1(0,00) | G1(300,00) | G1(0,00) G1 (0,00)
G2(0,00) | G2(514,00) | G2 (0,00) G2 (0,00) G2 (0,00) G2 (0,00)
Def (0,00) | Def (20,40) Def (0,0) Def (0,0) Def (0,0) Def (0,0)
Custo Imediato (R$) 10.773,00 54.820,21 0,00 10.773,00 0,00 0,00
Custo Otimo (R$) 32.796,60 5.386,60 0,00

Legenda: V (volume final — hm®); u (volume turbinado — hm®); s (volume vertido — hm®); GH (geragéo
hidraulica — MWmédio); G1 e G2 (geragdo da térmica 1 e 2 respectivamente — MWmédio); Def
(déficit — MWmédio)

Realizados os calculos para o estagio 3, todo o problema deve ser repetido

para 0 estdgio 2. Para cada problema resolvido deve ser observado o

armazenamento final do estagio 2 e verificado o custo futuro correspondente. Se o

armazenamento final for baixo, o custo futuro associado sera mais alto. Portanto, a

partir do estagio 2, para cada combinacdo de armazenamento no inicio do estagio

e afluéncia no estagio t, as trés decisdes térmicas devem ser testadas com o

objetivo de verificar qual delas leva ao custo 6timo. A Figura 3.3 mostra a funcéo

de custo futuro correspondente ao estagio 3, que serd utilizada na resolucéo do

problema do estagio 2.
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Funcéo de Custo Futuro (Estagio 3)

35000
$32796.60

30000 4

25000 +

20000 +

15000 -

Custo Futuro ($)

10000 +
$5386.60

5000 -
$0.00

0
7000 (hm®) 9770 (hm®) 12540 (hm®)
0% 50% 100 %

Volume Armazenado

Figura 3.3 — Aproximacéao da Funcéo de Custo Futuro
Construida no Estagio 3

Note que uma decisdo com um menor custo imediato pode nédo ser a de

custo minimo. Como é mostrado na Tabela 3.7 onde é feita a analise do custo

Otimo para o estagio dois, armazenamento inicial de 50% (Vlt = 9770 hm®) e

cenario de afluéncias alta (a{ = 2592 hm®). Apesar da decisao térmica 1 ter um

custo imediato nulo, ela leva a usina hidrelétrica a um armazenamento baixo no
final do estagio dois, acarretando um custo futuro alto. A decisdo térmica 2 tem
um custo imediato de R$ 10773,00, mas em contrapartida a usina hidrelétrica
chega no final do estagio com um armazenamento maior e um custo futuro mais

baixo.

O valor da funcéo de custo futuro do estagio trés deve ser corrigido pela
taxa de desconto para ser utilizado no estagio dois. A taxa de desconto mensal

utilizada neste exemplo é de 10%, ou seja, 0 valor consultado da fungéo de custo

futuro no estagio trés deve ser multiplicado por . antes de ser utilizado no

estagio 2.
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Tabela 3.7 — Decis6es térmicas no Estagio 2 (Vlt =50% e a{ =Alta)

Decisdo |Custo Associado a| a t1(Xes1) a; (X)
Térmica | Decisdo Térmica
1 0,00 30245,75 27523,63
2 10773,00 17618,78 26805,38
3 40867,70 3539,15 44088,33

Os resultados da seqliéncia de problemas resolvidos para cada nivel de

armazenamento e para cada cendrio de afluéncia do estagio dois sdo mostrados na

Tabela 3.8. Os resultados apresentados correspondem a decisdo térmica 6tima.

Tabela 3.8 — Resultados do Célculo Recursivo por PDE no Segundo Estagio

Armazenamento (hm?) 7.000 9.770 12.540
Afluéncia (hm®) 2592,00 1503,36 2592,00 1503,36 2592,00 1503,36
Decisdo Otima V (7950,14) | V (7000,00) | V (8533.84) | V (7445.20) | V (10027,79) | V (8939,15)
u(1641,85) | u(1503,36) | u(3828.16) | u(3828.16) | u(5104,21) | u(5104,21)
s (0,00) s (0,00) 5 (0.00) 5 (0.00) s (0,00) s (0,00)
GH (386,00) | GH (353,44) | GH (900.00) | GH (900.00) | GH (1200,00) | GH (1200,00)
G1(300,00) | G1(300,00) | G1(300.00) | G1(300.00) | G1(0,00) G1 (0,00)
G2 (514,00) | G2(514,00) | G2 (0.00) G2 (0.00) G2 (0,00) G2 (0,00)
Def (0,00) | Def(32,56) | Def (0.00) Def (0.00) Def (0,00) Def (0,00)
Custo Imediato (R$) 40867,70 63138,78 10773,00 10773,00 0,00 0,00
Custo Futuro 21899,15 2984491 16032,18 25836,00 4445,62 12383,39
Atualizado (R$)
Custo Otimo (R$) 77875,27 31707,09 8414,50

Legenda: V (volume final — hm®); u (volume turbinado — hm®); s (volume vertido — hm®); GH (geracéo
hidrdulica — MWmédio); G1 e G2 (geragdo da térmica 1 e 2 respectivamente — MWmédio); Def
(déficit — MWmédio)

A mesma sequéncia de operagdes deve ser repetida para o estagio 1, e 0s

resultados s@o mostrados na Tabela 3.9. As Tabelas 3.6, 3.8 e 3.9 mostram que ao

final do processo recursivo dispbe-se para cada estagio t do horizonte de

planejamento de funcgdes de custos futuros. Estas funcdes fornecem para cada

discretizacdo analisada, o valor esperado e atualizado do custo de operagédo do

estado t até o final do horizonte de planejamento.
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Tabela 3.9 — Resultados do Célculo Recursivo por PDE no Primeiro Estagio

Armazenamento (hm°) 7.000 9.770 12.540
Afluéncia (hm®) 3481,92 1740,96 3481,92 1740,96 3481,92 1740,96
Decisdo Otima V (8785,22) | V (7044.26) | V (9295,88) | V (9814,25) | V (10747,19) | V (10324,92)
u(1696,70) | u(1696,70) | u(3956,04) | u(1696,70) | u(5274,73) | u (3956,04)
s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00) s (0,00)
GH (386,00) | GH (386,00) | GH (900,00) | GH (386,00) | GH (1200,00) | GH (900,00)
G1(300,00) | G1(300,00) | G1(300,00) | G1(300,00) | G1(0,00) | G1(300,00)
G2 (514,00) | G2(514,00) | G2(0,00) | G2(514,00) | G2 (0,00) G2 (0,00)
Def (0,00) Def (0,00) Def (0,00) Def (0,00) Def (0,00) Def (0,00)
Custo Imediato (R$) 40867,70 40867,70 10773,00 40867,70 0,00 10773,00
Custo Futuro 43789,77 70195,20 36044,51 28514,85 21375,92 24607,16
Atualizado (R$)
Custo Otimo (R$) 97860,19 58100,03 28378,04

Legenda: V (volume final — hm®); u (volume turbinado — hm®); s (volume vertido — hm®); GH (geracéo
hidrédulica — MWmédio); G1 e G2 (geragdo da térmica 1 e 2 respectivamente — MWmédio); Def
(déficit — MWmédio)

As Figuras 3.4 e 3.5 ilustram as Fungbes de Custo Futuro do segundo e

primeiro estagio respectivamente. Sendo assim, se 0 reservatorio da hidrelétrica

estiver com 100% de sua capacidade maxima no inicio do periodo de

planejamento, o custo total esperado ao longo dos trés estagios é R$ 28378.04.

90000 +

Funcé&o de Custo Futuro (Estagio 2)

80000 | $77875.27

70000 +

Custo Futuro ($)

20000 4

10000 -

60000 +
50000 +
40000 +

30000 4

$31707.09

$8414.50

0
7000 (hm®)

0%

Volume Armazenado

9770 (hm®)

50%

12540 (hm®)
100 %

Figura 3.4 — Aproximacéao da Funcéo de Custo Futuro

Construida no Estagio 2
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Funcéo de Custo Futuro (Estagio 1)

120000 +

100000 1$97860.19

& 80000 -

o

=]

S 60000 - : $58100.03

L

2

3 40000 -

20000 | $28378.04
0
7000%hm?) 9770 (hm?) 12540 (hm®)

0% 50% 100 %

Volume Armazenado

Figura 3.5 — Aproximacéao da Funcéo de Custo Futuro
Construida no Estagio 1

Este algoritmo pode ser aplicado a problemas multi-estagios, problemas
estocasticos, e pode representar ndo linearidades, mas apresenta a desvantagem de

exigir a discretizacdo do espaco de estados, X;.

Note que, supondo que cada um dos NUH niveis de armazenamento e
afluéncias no estagio anterior sejam discretizados em N intervalos, isto leva a
N2NYH estados discretizados. Portanto, o niimero de estados discretizados cresce
exponencialmente com o nimero de variaveis de estado, tornando o algoritmo de
PDE inviavel do ponto de vista computacional mesmo para sistemas com poucas
usinas hidrelétricas. Entdo, é preciso buscar uma alternativa, que sera apresentada

nos proximos itens.

3.3 PROGRAMACAO DINAMICA DUAL

3.3.1 PROGRAMACAO DINAMICA DUAL DETERMINISTICA PARA 2 ESTAGIOS

Nesta secdo, considera-se que a afluéncia a cada usina hidrelétrica é
conhecida em todos os estagios do planejamento. O problema de otimizacéo

hidrotérmica para apenas dois estagios pode ser escrito da seguinte forma:
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Z=Min Cqx1+CyX>
sa.

A1x1 2B,

Eix1 +AoXy 2B>

(3.2)

Os vetores X; € X, representam todas as variaveis de decisdo, ou seja, 0s
volumes finais das usinas hidrelétricas, as vazdes turbinadas e vertidas, a geracéo
térmica e déficits no primeiro e segundo estagio respectivamente. E o objetivo a

ser atingido é minimizar Cy1x; + CoXa.

Para o exemplo apresentado na Secdo 3.2.1., considerando a resolucéo
para o primeiro e segundo estagios, com um volume armazenado inicial na usina
hidrelétrica de 9770hm® (50%) e apenas cenario de afluéncias baixas, a

formulacdo acima assumiria a seguinte forma:

V11+1 V12+1
ui uf
51 st
Z=Min [0 0 0 0 3591 5855 684,00](JGHL|+[0 O 0 0 3591 5855 684,00 [} GHZ
Gl G?
G} G3
| Def! | | Def?

sa.
V]:.Hl
u
1 1 100 0 0]| st | [9770+650(2,6784
0 0 01111 []GH% = 1200
0 -02275 0 1 0 0 O G% 0
G}
Def!
V11+1 _V12+l
u uf
-1 000 00O si 1 1 1 00 0O 312 580[2,592
OOOOOOO[]GH%+O 0 Ollll[]Glez 1200
0 000O0O0CDO G% 0 -023%1 0 1 0 0 O (;12 0
Gy G3
Def! | Def?

Ou seja, 0s vetores X; € Xp, sédo dados por:
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V11+1 'V12+1
uj uf
st 52 9770 + 650 [2,6784 580 2,592
X1 =|GHL [; Xp=|GH? |} By = 1200 , B,=| 1200
Gi G} 0 0
G} G3
_Defl_ _Def2_

Os vetores X; e X, contém as variaveis de decisdo do primeiro e segundo
estdgio. No vetor B; aparece o valor 9.770 que corresponde ao volume
armazenado no inicio do primeiro estagio e este valor é somado a vazéo afluente
no primeiro estagio multiplicado pela constante FATOR;. No vetor B,, s6 aparece
a vazdo afluente no segundo estagio, pois o volume armazenado é uma variavel de

decisdo que esta no vetor x;. Os vetores A; e A, sdo dados por:

1 1 10000 1 1 10000
A=|0 0 01111;A=0 0 01111
0 -02275 0 1 0 0 0 0 -02351 0 1 0 0 0

Observando que os valores —0.2275 e —0.2351 aparecem na fungdo de
producdo de energia e sdo diferentes pois a constante FATOR; é diferente de um
més para o outro. E finalmente, o vetor E; é dado por:

-1
Elz

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

0
0
Este problema é resolvido através de um processo de decisdo em dois

estagios, onde:

1° Estéagio: escolhe-se uma decisdo x; viavel, representada por x;’, tal que a

restricdo A;x; = B;

2° Estagio: feita a escolha x;, resolve-se o problema de otimizacdo do
segundo estagio. Sendo x;  conhecido, este passa para o lado direito do

conjunto de restricdes do problema que € dado por:
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Min C2X2

sa. (3.3)
A2X2 > BZ —E]_XI

Chamando a solugéo 6tima do problema anterior de X, , pode-se dizer que

C,X, 6 uma funcéo da decisdo x;” adotada no primeiro estagio, logo:

al(x1)=Min C2X2
s.a. (3.4)
A2X2 > BZ —E]_Xl

Podendo-se reescrever o problema original da seguinte forma:

Min C,x, +al(xl)
s.a. (3.5
AXx =B,

Conclui-se que ai(x;) € uma funcdo que possui informacdes sobre as

consequéncias da decisdo x; no futuro.

O principio de Decomposicdo de Benders [34] é uma técnica que permite
construir, de forma iterativa, aproximacdes para a funcdo ai(x;) baseada na
solugdo do problema de 2° estagio. De forma simplificada, os problemas de 1° e 2°

estagio sdo resolvidos como se segue:

Passo 1) Adote uma aproximacéo de ay(x;) chamada de dl(xl)

Passo 2) Resolva o problema de 1° estagio, obtendo-se x; "
Passo 3) Dado X, resolva o problema de 2° estagio, cuja solucdo é dada por x, "

Passo 4) Associados a solucdo do 2° estagio existem os Multiplicadores de
Lagrange, que medem varia¢Ges na funcgdo objetivo devido a variagGes
marginais em X;. Através destes multiplicadores é construida uma

aproximagéo mais precisa de &1 (x;) [34].

Passo 5) Caso a aproximacgédo de dl(xl) ndo esteja suficientemente precisa,

retorne ao passo 2.

Passo 5) Fim do algoritmo.
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O comportamento da fungéo de custo futuro, a1(x1), pode ser caracterizado
a partir do dual do problema de 2° estagio, sob a hipdtese de linearidade deste
problema.

Seja o dual do Problema (3.4):

az(x;)=Max n(B, ~E1xy)
sa. (3.6)
Tl'AZ < C2

Onde 1T € um vetor que representa as variaveis duais. O conjunto de
restricbes 1A, < C, define uma regido viavel para o Problema (3.6) que néo
depende da decisdo do 1° estagio x;. Da teoria de programagcéo linear sabe-se que
esta regido € um poliedro convexo, e pode ser caracterizada pelo pontos extremos
ou vértices T = (1T, T, ... TF). Como a solugdo 6tima de um problema de

programacao linear sempre corresponde a um vértice da regido viavel, o Problema
(3.6) pode ser resolvido por enumeracao:

Max (B, -Eqxq) ; 7 Om (3.7)

O Problema (3.7) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Min «

sa.

az= Tll(Bz - Elxl)
(3.8)
az= Tll(Bz - Elxl)

az= T[p (BZ - Elxl)

Como o é uma variavel escalar maior ou igual a cada T'(B»-E1x1), i = 1, ...,
p, também sera maior ou igual ao maior deles. Como a fungdo objetivo do
Problema (3.8) é minimizar a, pelo menos uma restricdo estara ativa na solucéo
6tima. Portanto, a solucdo deste problema é igual a solucdo 6tima do Problema
(3.7), e consequentemente a solucdo 6tima do Problema (3.6).

Em um problema de programacéo linear, o valor da funcdo objetivo do
problema primal e do problema dual coincidem na solucdo 6tima. Como o
Problema (3.8) € equivalente ao Problema (3.6), pode-se concluir que as restricdes
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o = TU(B,-E1x1) do Problema (3.8) definem a funcéo a(x;) do problema original

(3.5). Logo, este problema pode ser reescrito como:

Min C]_Xl +d

sa.
A]_Xl > Bl
(B, ~Eyx;)-a<0 (3.9)

(B, ~Eyx;)-a <0

™ (B, —Ejx1)-a<0

Onde a corresponde ao valor de uma funcdo convexa definida por
restricoes lineares do tipo T(B>-E1x1), e 0s T sdo os coeficientes dos hiperplanos

suporte, ilustrados na Figure 3.6.

4
— - — W(B-Ex)
- - - mB-Ex)
—————— (B - Ex)
----------- 7B - Ex)
o = Max (B - Ex)

Custo Futuro

Variavel de Estado X

Figura 3.6 — Interpretacdo Geométrica da Func¢ao de Custo Futuro

Logo, o Problema (3.1) que originou este desenvolvimento pode ser
escrito somente em fungdo das varidveis do problema do 1° estagio mais a

variavel escalar a.

O conjunto de restrigdes TH(B,-E1x1) - o < 0 pode ter grandes dimensdes,
mas somente algumas delas estardo ativas na solugdo Otima. Isto sugere a
utilizacdo de técnicas de relaxacao, base do algoritmo de Benders. A idéia € obter,
iterativamente, um subconjunto desses vértices e construir, a cada iteracdo, uma

aproximacéo mais precisa da funcéo de custo futuro.

O algoritmo da programacdo dinamica dual (PDD) em dois estagios é

descrito pelos seguintes passos:
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Passo 1) Faca J = 0; limite superior 7=+0] aproximacdo inicial para a fungéo de
custo futuro &(xy)=0, Ox; (isto significa que ndo esta disponivel

nenhuma informac&o sobre o conjunto de pontos extremos ou Vértices 1)
Passo 2) Resolva o problema relaxado:

Min Cyxq +a
sa.

A1X1 = Bl (310)
(B, ~E;x;)-6<0 j=1..J

Passo 3) Seja (x. ,0) a solugdo 6tima do Problema (3.10). Definindo:
2=Cixq +& (3.11)

Pode-se concluir que z é um limite inferior para a solu¢do do problema
original (3.5), pois o Problema (3.10) é uma versdo relaxada do
Problema (3.9).

Passo 4) De posse da decisdo x; , resolva o problema do 2° estagio.
al(xf): Min CyX5
s.a. (3.12)
AoXy 2By —EiXg

Passo 5) Seja x, a solucdo 6tima do Problema (3.11). O par (X1, X2 ) é uma
solucdo viavel do Problema (3.5), mas ndo necessariamente a solucéo
Otima. Portanto, o limite superior da solucdo 6tima passa a ser dado por:

- I * *
z= Mln{z,Clxl +sz2}

Passo 6) Considerando que TOL é uma tolerancia pré-especificada, verifique se
z-2<TOL. Em caso afirmativo, a solugdo 6tima é o par (X.", X2
associado & z . Caso contrario va para 0 passo 7.

Passo 7) Seja Tt o vetor de multiplicadores simplex [35] associados &s restricdes
do Problema (3.12). Sabe-se da teoria de programacdo linear que este

vetor é uma solucdo basica viavel do problema dual (3.6), e portanto um
vértice da regido viavel 77°(B, —E,x,)-a <0, denominada Corte de

Benders, que sera adicionada ao Problema (3.10).
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Seja w™ o valor da solucéo 6tima do Problema (3.12) e Tt o vetor de
multiplicadores simplex associado. Da igualdade de solugdes 6timas dos
problemas primal e dual pode-se escrever:

wo=T (82 —Ele) (3.13)

Colocando-se Tt B, em evidéncia:
* * * *
TMhy=w +1EXq

Substituindo na expressdo T (B, —EjX;)-a<0, obtém-se uma

expressdo alternativa para o Corte de Benders:

w +n*E1(xI —xl)—aso (3.14)
Passo 8) FacaJ=J + 1; Tt = 1T ; V4 para 0 passo 2.

E importante observar que neste algoritmo nio ha necessidade de
discretizacdo do espaco de estados x. A cada iteracdo, uma nova aproximacao da
funcéo de custo futuro é gerada em torno do ponto obtido a partir do problema de
1° estagio, x; . Isto significa que, a cada iteracdo, uma nova restricdo linear (com

coeficiente dado por ) é adicionada & aproximagao 6 (x; ).

3.3.2 EXEMPLO SIMPLES

Na Secdo anterior 0s vetores Xi, Xz, B1 e B,, bem como as matrizes A;, A,
e E; foram definidas para 0 mesmo exemplo resolvido utilizando PDE na Secéo
3.2.1. O objetivo agora é demonstrar a seqliéncia de passos para a resolucdo do
mesmo problema utilizando PDD. Para isto, ser& considerado que o reservatorio
da usina hidrelétrica parte de 50% e sera considerado o cenario de afluéncias

baixa. Com isto, os vetores B e B, sdo alterados para:

9770 + 650 [2,6784 580 [2,5920
B, = 1200 . B,=| 1200
0 0
Passo 1) J=0, z =+, TOL=1,0

Passo 2) Inicialmente sera resolvido o seguinte problema:
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Min C1X1+d

S.a.

A1X1281

(B, ~Eyx)-G<0  j=1..J

que considerando J=0 e &(x; ) =0, pode ser reescrito da seguinte forma:

Vit
ug
st

Min [0 0 0 0 3591 5855 684,00]0] GH! |+0,00
G
G
_Defl_
S.a.
Vf+l
d
1 1 1000 0]|s | [115109
0 0 0111 1|figH}|=]1200,00
0 -02275 0 1 0 0 0f| G} 0
G
_Defl_

Cuja solucéo é:

v+t [7000,00]
uj 4510,96
st 0,00
GH} |=|1026,24 | e a = 0.
Gl 173,76
G5 0,00
Deft| | 000 |

* A K
Passo 3) z=Cyx; +a ou
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7000,00]
4510,96
0,00
z=[0 0 0 0 3591 5855 684,00][1026,24 |+ 0 =$6239,60
173,76
0,00
| 0,00

Passo 4) De posse da deciséo x; , o problema é resolvido para o segundo estagio:

‘V12+1'
uf
st
al(x’{):lvlin [0 0 0 0 3591 5855 684,000 GH2
Gf
G
_Defz_
S.a.
Wad [7000,00]
u? 4510,96
1 1 1000 0] ¢ 150336| [-1 0 0 0 O O O 0,00
0 0 0111 1|fgHZ|=| 1200 |-|0 0 0 0 0 0 0|[11026,24
0 -02351 0 1 0 0 0f| G2 0 0 00000 017376
G3 0,00
Def? | 000 |
Cuja solucéo é dada por:
VE | 17000,00]
u? | |150336
s? 0,00
GH12 =| 353,44 |, com o custo dado por: R$ 63138,78
6?2 300,00
Gg 514,00
Def2 | L 3256 |
Passo 5) E:Min{E,ClxI+C2x§} , ou substituindo pelos valores do
problema:

z = Min{;6239,60 + 63138,74 =$69378,38
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Passo 6) E—;sTOL ou 63138,74<TOL, logo o problema deve continuar e ir

Passo

a0 passo 7.

7) O vetor 1'[*2[—160,8084 +684,00 —684,00] corresponde aos

multiplica- dores simplex do problema resolvido no passo 4. Logo a
seguinte restricdo serd adicionada ao problema resolvido no passo 2 e 0

processo sera reiniciado:

7000 + v
63138,78 +[-160,8084 +684,00 —684,00] 0 -a<0
0

ou, simplificando,

160,8084 V! + 0 21188797,5837

Passo 2 — 2° Iteragdo) Resolve-se 0 mesmo problema do passo 2 da 1° Iteragdo

adicionando-se a restri¢ao calculada no passo 7. E a solucéo é a seguinte:

VitL] [7392,63]
uj 4118,33
st 0,00
GHi | _| 936,92
Gl | | 263,08
Gs 0,00
Def! 0,00
a | | 000 |

Passo 3 - 2° Iteragdo) z=Cyx; +& ; z=9447,23

Passo 4 — 2° Iteracdo) De posse da decisdo x;, 0 problema é resolvido para o

segundo estagio:
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'V12+1'
uf
5
al(xI)=Min [0 0 0 0 3591 5855 684,000 GH?
G
G3
_Defz_
S.a.
Wad [7392,63]
u? 4118,33
1 1 1000 0] ¢ 1503361 [-1 0 0 0 0 0 0]| 0,00
0 0 0111 1|igH2|=| 1200 |-|0 0 0 0 0 0 0|0 936,92
0 -02351 0 1 0 0 0]| G2 0 0 0000 O 0]]|26308
G3 0,00
Def? | 000 |
Cuja solucéo é dada por:
V| 17000,00]
u? | |1896,00
s? 0,00
GH12 =| 445,75 |, com o custo dado por: R$ 37369,45
6?2 300,00
Gg 454,25
Def2 | L 000

Passo 5 — 2% Iteragdo) z = Min{E, C1X1 +C2x§}, ou substituindo pelos valores

do problema:
z = Min{69378,38,9447,23 + 37369,45 =$46816,68

Passo 6 — 2% Iteracao) E—;S TOL ou 37369,45<TOL, logo o problema deve

continuar e ir ao passo 7.

Passo 7 — 2° Iteragéo) O vetor TT = [— 13,7651 5855 - 58,55] corresponde aos

multiplicadores simplex do problema resolvido no passo 4 desta 2°
iteracdo. A seguinte restricdo sera adicionada ao problema de 1°estagio e o

processo € reiniciado:
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-7392,63+ V4™t
37369,34 +[-13,7651 +5855 -58,55| 0 —a<0
0

que pode ser reescrita da seguinte forma:
1376510/, + o 2139129,8267

Passo 2 — 3% Iteracdo) Resolve-se o problema de primeiro estagio, adicionando-se

a restricdo calculada no passo 7 da 2° Iteracgio.

Min Cixq + a

S.a.

Alxl = Bl

160,8084 V! + 0 21188797,5837

13,7651 V11 +a 2139129,8267

A seguir € mostrada a sua solug&o:

Vi™ | r9814,25]
ui | |1696,70
s} 0,00
GHI | _| 386,00
Gl || 300,00
6l 0,00
Defl 0,00
5 | 1403555

Passo 3 — 3% Iteracdo) z = ClxI +4": z=4490325

Passo 4 — 32 Iteracdo) De posse da decisdo x;, 0 problema é resolvido para o

segundo estagio:
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'V12+1'
uf
5
al(xI)zlvnn [0 0 0 0 35901 5855 684,00]( GHZ
G
G5
_Defz_
S.a.
Wad [9814,26
u? 1696,70
1 1 1000 0]| s? | [150336] [-1 0 00 0 0 0]| 000
0 0 0111 1/0gH2|=| 1200 |-[0 0 0 0 0 0 0| 38600
0 -02351 010 0 0]| g2 0 0 0000 O Of]|30000
G3 514,00
Def? | 0,00
Cuja solucéo é dada por:
VE™ | 17000,007
uZ | 1431762
s 0,00
GH12 =[1015,07 |, com o custo de R$ 6640,77
Gf 184,93
G% 0,00
Def2 | L 000

Passo 5 — 3% Iteragdo) z = Min{E, Ci1X; +C2x§}, ou substituindo pelos valores

do problema:

z = Min{46816,68;40867,70 + 6640,77 = $47508,47

Passo 6 — 3% Iteracao) E—;STOL ou 2605,22<TOL, logo o problema deve

continuar e ir ao passo 7.

Passo 7 — 3% Iteracdo) O vetor T :[— 8,44 3591 —35,91] corresponde aos

multiplicadores simplex do problema resolvido no passo 4 (3% Iteracdo).
Logo a seguinte restricdo serd adicionada ao problema resolvido no passo

2 da 3% iteracdo e o processo sera reiniciado:
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-9814,26 + Vit
6640,77 +[-8,44 +3591 -35091] 0 -~a<0
0

Reescrevendo, tem-se
8,4424[V; ™ + o > 89497,0589

Passo 2 — 4% Iteracédo) Resolve-se o problema a seguir, que é o mesmo resolvido
no passo 2 da 2° Iteracdo, adicionando-se a restrigdo calculada no passo 7
da 2% Iteracéo.

Min Cixq + a

S.a.

A1X1 = Bl

160,8084 V! + 0 21188797,5837
13,7651 0V, +a 2139129,8267

8,4424 V" + o 2 89497,0589

A seguir é mostrada a solugédo do problema:

VI 1324807
ul | | 218616
53 0,00

GH% _| 497,35
Gl 300,00
ol 402,65

Def L 0,00
5 | 11077300

Passo 3 — 4° Iteracdo) z = ClxI +4" ;  2=45121,05

Passo 4 — 4% Iteracdo) De posse da decisdo x; , 0 problema é resolvido para o

segundo estagio:
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'V12+1'
uf
st
al(x’l”)zlvlin [0 0 0 0 3591 5855 684,000 GH2
Gf
G3
_Def2_
S.a.
Wad 9324,80
u? 2186,16
1 1 1000 0]| ¢ 150336] [-1 0 0 0 0 0 0] | 0,00
0 0 0111 1|JGH2|=| 1200 [-|0 0 0 0 0 0 0|(49735
0 -02351 0 1 0 0 0]| G2 0 0 0000 O 030000
G3 402,65
Def? | 0,00
Cuja solucéo é dada por:
V| 17000,00]
u? | |382816
52 0,00
GH12 =| 900,00 |, com o custo dado por: R$ 10773,00
6?2 300,00
G% 0,00
Def2 | L 0,00 |

Passo 5 — 4% Iteragdo: z = Min{E, Ci1X; +C2x§}, ou substituindo pelos valores

do problema:

z =Min{47508,47;34348,05 + 10773,0¢ =$45121,05

Passo 6 — 4° Iteracao: z- Z<TOLou 0<TOL, processo iterativo convergiu !

A Figura 3.7 mostra a funcdo de custo futuro utilizada na iteracdo de

convergéncia, apés a adi¢cdo de 3 cortes, enquanto a resume a evolucdo do z e do

Z.
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Custo Futuro ($)

70,000.00 -

60,000.00 -

50,000.00 +

40,000.00 -

30,000.00 +

20,000.00 +

10,000.00 +

Funcéo de Custo Futuro (Iteracéo 4)

Corte 2

\

Corte 3
<

Corte 1

7000

T T T
8000 9000 10000

Volume Armazenado (hm®)

T T
11000 12000

Figura 3.7 — Funcéo de Custo Futuro PDD Utilizada na 4° Iteracéo

A Tabela 3.10 mostra um resumo do processo de convergéncia. Se ao
invés de utilizar PDD, o problema for resolvido através de um anico problema de
despacho hidrotérmico com dois estagios, como é formulado atraves da Expresséo

(3.2), a solucédo 6tima sera exatamente a mesma, ou seja, igual a R$ 45.121,05.

Tabela 3.10 — Resumo da Convergéncia do Processo Iterativo da PDD

Iteracéo z (R$) z (R$)
1 6239,60 69378,38
2 9447,23 46816,68
3 44903,25 47508,47
4 45121,05 45121,05

ESTAGIOS

ser estendido da seguinte forma:
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Min C1X1+C2X2 +---+CTXT

sa. (3.15)
A]_Xl 2 Bl
E]_Xl + A2X2 > 82
E2X2 + A3X3 > Bg
EraXt + Arxy 2 By

O problema anterior pode ser representado como:

Min Clxl +Gl(X1)
S.a.
A1X1 > Bl

onde o (X1) representa as conseqiéncias da deciso de 1° estagio, X1, nas decisdes

dos demais estagios.
A fungdo a;(x;) é calculada através de:

Gl(Xl) = Min C2X2 +-..-+ CTXT

s.a. (3.16)
A2X 2 2 BZ - Elxl
E2X2 + A3X3 > B3

ET—le—l + ATXT > BT

Repetindo este procedimento (T-2) vezes, obtém-se:

ar-p(X1-2)=Min  Cropxyy +ar(x7-q)
sa. (3.17)

ATaXT-12Brg —Er_pX1-2
onde a.1(Xt-1) € funcdo do T-ésimo estagio:

ar(xr4)=Min Crxg
s.a. (3.18)
ATXT 2B —B19X74

Dessa forma, uma estratégia para a solugdo do problema com multiplos

estagios é:
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Passo 1) Faca J = 0; limite superior 7=+ aproximacdo inicial para a funcéo de

custo futuro 4,(x,)=0, t=1.--,T, Ox (isto significa que nio esta

disponivel nenhuma informacéo sobre o conjunto de pontos extremos ou

vertices Ttrassociados a cada estagio)

Passo 2) Resolva o problema relaxado para o 1° estagio:

Min Cx, +4,

S.a.

Alxl 2 Bl

m(B,-Ex)-d,<0 j=1..,J

(3.19)

solugio otima: (x;", &)

Passo 3) Calcule z pela equacéo (3.11)

Passo 4) Repita parat=2, ..., T (simulagéo “forward”)

20)

Dado X t.1, resolva o problema aproximado do t-ésimo estagio:

Gy (Xiq)=Min Cyx( +6,
S.a.

AXy 2B - Et_le_l (representam as restrigdes do estagio t) @3
T[f+1 (Bt+1 -E X4 )— a, <0 (representam a aproximagao para a
ou funcédodecusto futuro & (x ¢ ) exceto

wfﬂ +T[{+1Et(xt -X¢)-0; <0 parat=T,onded, ésempreigual a zero)

solugio otima: (x;", 6it)

Passo 5) O conjunto de vetores (X;, Xz, ..., Xr) é uma solucdo viavel do

problema (3.15), mas ndo necessariamente a solugdo étima. Portanto,

_ _ T .
z= Min{z, ZCtxt}

t=1

Passo 6) Considerando que TOL é uma tolerancia pré-especificada, verifique se

z-2z<TOL. Em caso afirmativo, a solugdo 6tima é o conjunto de vetores

Passo 7) FacaJ =J + 1.
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Repitaparat=T, T-1, ..., 2 (regressao “backward”)
Resolva o problema de otimizagéo :

Min CtXt+6(t
S.a.

*
AtXy 2By —EtgXt4

1,4 (Brag —Eyx¢) -8 <0 (3.21)
ou
W%+1+T[%+1Et(xt‘xt)—6(ts0 j=1--,]

(excetoparat=T,onde 0 =0)

Seja T o vetor de multiplicadores simplex associados ao conjunto de
restricdes do Problema (3.20) na solugdo 6tima. T’ medem a variacdo do
custo de operagdo do estagio t até o final do periodo de planejamento T
devido a variagbes marginais nos niveis de armazenamento dos
reservatorios no inicio do estagio t (ou final do estagio t-1 ), representados

por X'r1. Estes multiplicadores serdo utilizados para formar uma nova
restricdo do tipo 11} (B —E;X{—)—0 -1 <O (Corte de Benders) que
serd adicionada a fungdo dt_l(xt_l), obtendo-se uma nova aproximagao.
Passo 8) Va para 0 passo 2.
Observa-se que o0 passo 4 do algoritmo PDD (simulacdo “forward”) tem
dois objetivos:
1. calculo de um limite superior para z

2. selecdo dos pontos (x;, t = 1, ..., T), em torno dos quais sd0 geradas novas

aproximagcdes para a funcao de custo futuro.
3.3.4 PROGRAMAGAO DINAMICA DUAL ESTOCASTICA (PDDE)

E possivel estender o algoritmo PDD para problemas de otimizacio
estocastica, em que o problema do 2° estagio depende dos valores que uma ou
mais variaveis aleatdrias podem assumir. Admitindo que o vetor B, do Problema
(3.2) possa assumir m valores, B,1, By, ..., Bom, associados a probabilidades Py,
P2, ..., Pm e considerando que (P;+P,+...+Pn=1), o problema consiste em

determinar a estratégia que minimiza o valor esperado do custo de operacao:
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z=Min Cixq+ (P1C2x2,1 +PnCoXp o +--+ Pmczlem)

sa.

Ax1 2By

Eaxq +AgX1 2 By 3.22)
E1xp +AgXp 2 2 By

E1xy +ApXom 2 Boy
O problema acima corresponde ao seguinte processo de decisao:

1° Estégio: determine uma solucéo viavel x;” tal que Aix;” >By;

2° Estagio: o problema deve ser dividido em m subproblemas de

otimizacédo separados, sejam eles:

Min C2X2,1 Min C2X2’2 Min C2X2,m
sa. sa. . lsa.
AopXp12Bo1—EXq| Agxpo 2By —Eixq AoXo m 2 Bom —Epxq

(3.23)

Nos quais as solucBes 6timas dadas, respectivamente, por wi, W , ...,
Wm , serdo ponderadas pelas probabilidades Pi, P, ..., Pn. Para cada um dos
problemas relacionados em (3.23), pode-se extrair 0S vetores com 0S
multiplicadores simplex, dados por T4 To, ..., Ti, respectivamente, que serdo

utilizados na construcao dos cortes de Benders.

De maneira similar ao caso deterministico, a solucéo de cada subproblema
do 2° estagio é uma funcdo da decisdo x; do problema de 1° estagio. Logo, o

problema (3.22) pode ser reescrito como:

z=Min Cixg +6(x1)

s.a. (3.24)

Ale > Bl

Na expressdo anterior, Cix; representa o custo imediato e o(x;)
representa o valor esperado do custo futuro (valor esperado das conseqiiéncias da
decisdo x; no futuro). A funcéo E(xl) € um poliedro convexo que pode ser
construido a partir do valor esperado dos multiplicadores simplex associados a

cada subproblema. Ou seja, a funcéo E(xl) pode ser aproximada pelos Cortes de
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Benders construidos com os multiplicadores simplex obtidos na resolugdo dos
subproblemas (3.23). A expressédo de cada Corte de Benders adicionado durante o

processo iterativo pode ser resumida pela expresséo a seguir:

W +ﬁE1(xI —xl)s a (3.25)
onde

W o= leI + PZWZ +eo me’:n (3.26)
e

TI=PyTy +P, T, +---+ Py Ty (3.27)

Se o problema for estocastico e com multi-estagios os resultados acima

sdo facilmente extensiveis.

Assumindo, inicialmente, a hipotese de que as afluéncias em um estagio
qualquer ndo dependem das afluéncias anteriores, isto é, os vetores By, t=1, 2, ...,
T, s@o variaveis aleatorias independentesb e 0 espaco de estados € composto

somente pelos niveis de armazenamento dos reservatorios.

Discretizando os reservatorios em n intervalos para cada estagio t, pode-se
definir um conjunto de vetores (X ti; i =1, ..., n;t=1, ..., T), e 0 algoritmo PDDE

pode ser resumido pelos seguintes passos:

Passo 1) Faca J; =0 (t = 1, ..., T); limite superior Z = +oo; aproximacao inicial da
funcéo de custo futuro & (x;)=0,t=1, .., T e Ox, ou seja, n4o existe

nenhuma informacéo sobre o conjunto de pontos extremos ou Vértices Tt

associados a cada estagio.
Passo 2) Defina um conjunto de decisdes X, i=1, .., n;t=1, .., T.
Passo 3) Repitaparat=T, ..., 2 (regressdo “backward”)
Faca J; = J; + nUmero de estados escolhidos no estagio (n)
Repita para cada seqiiéncia X ¢j, i = 1, ..., n
Repita para cada cenario By, k=1, ..., m

Resolva o problema de otimizagéo:
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: L
Min  CixXy i o,
sa.

Agxyi 2 By — Et_lx’t*_Li (3.28)
Wish * ’Ttl+1,hEt(Xt,j - Xt,i)_ ;<0 j=1..

Seja Tgx 0 vetor de multiplicadores simplex associado ao conjunto de
restricbes para cada Problema (3.28) e cenério k (k = 1, ..., m), cujas
solucBes 6timas sdo dadas por w;x. Os vetores Ttk medem a variacdo do
custo de operagdo do estagio t até o final do periodo de planejamento T
devido a variagbes marginais nos niveis de armazenamento dos
reservatorios no inicio do estagio t (ou final do estagio t-1), representados

por X 1. Estes multiplicadores sao usados para formar uma nova restrigio
N _
do tipo: wtk + ”t,kEt—l(X?—l,i ‘Xt—l,i)‘ d;i_1j <0 (Corte de Benders) que

seré adicionada a funcéo dt_l(xt_l), obtendo-se uma nova aproximagao,

. —i 10 =i 10
considerando que Wtk =— > W € Ttk =— > T, .
Mg=1 My=1 -

Passo 4) Va para 0 passo 2.

Na programacdo dindmica dual o espaco de estados ndo € discretizado,
mas é necessario definir o conjunto (X ¢, i = 1, ..., n; t = 1, ..., T) em cada iteracéo
do algoritmo. Da mesma forma que no caso deterministico, esse conjunto é
definido através de uma simulacdo “forward” para cada seqiiéncia de estados i =
1,..,n

Na etapa de simulacéo “forward” devem ser definidos o limite superior, z,
e o limite inferior, z, da solucdo 6tima. zé obtido na solugéo do problema do 1°

estagio, como no caso deterministico, equacao (3.11). Ja z é estimado a partir dos
resultados de todas as sequéncias e estagios da simulacéo:

N |
Il
S|

M=

Z, (3.29)
1

Considerando que z; € o custo total de cada sequiéncia:
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T *
ZI = thXt,i (330)
t=1
A incerteza associada & estimativa z na Expressao (3.29) pode ser medida

pelo desvio padrao do estimador:

% 3 (i -2 (3.31)

i=1

Para um intervalo de confianca de 95 % para o valor de populacéo de zé

definido por:

z-19610; ; z+1.96; (3.32)

A incerteza em torno da estimativa z pode ser utilizada como critério de
convergéncia para o algoritmo. O limite dado por ztraduz o valor que espera-se
gastar durante o periodo de estudo em fun¢do do estado inicial. Caso o valor z

esteja no intervalo dado por (3.32), o algoritmo para. Este critério introduz uma
relacdo entre a precisdo da simulacdo (dada pelo nimero de combinacdes ou
sequéncias que serdo percorridas, n) e a precisdo do calculo da politica 6tima de

operacdo calculada pelo algoritmo de PDDE.

Com isto, 0 passo 2 do algoritmo de PDDE pode ser detalhado da seguinte

maneira:
Passo 2.1) Resolva o problema aproximado de 1° estagio:

Min C]_Xl +6(1
S.a.
A1xg 2 Bl

—] .
W2k +T[2k [El[ﬁxlj—xl) 1SO J:l,...,Jl

(3.33)

Solucdo 6tima: (X 1; =X 1,i=1, ..., n)

Passo 2.2) Calcule z pela Expressao (3.11).

Passo 2.3) Repita parat=2, ..., T (simulacdo “forward”)
Repitaparai=1,...,n

Amostre um vetor By do conjunto By, j =1, ..., m.
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Dado X 1.1, resolva o problema aproximado do t-ésimo estagio:

6(»[_1=Min Ctxt,i +6(t

S.a.

* 3.34
AiXti 2Bti —Et1Xti (3:34)

—] =
Wik T Tk

[Et(xzi _Xt’i)_at <0 jzl,...,Jt
Solugéo 6tima (X, @;)
Passo 2.4) Calculo do limite superior da solucéo 6tima.

Z=Min (E; Expresséo (3.29) ) (3.35)

Passo 2.5) Verifique se z esta dentro do intervalo dado pela Expressdo (3.32).

Em caso afirmativo, pare. Caso contrario, va para o Passo 2.6.

Pass02.6)J;=J; +1
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3.4 CONCLUSAO

Inicialmente, este capitulo apresentou a técnica de programacdo dinamica
estocastica (PDE) utilizada na solucdo do problema de planejamento da operagéo
de sistemas hidrotérmicos. Neste algoritmo as varidveis que podem influir no
resultado da operacdo hidrotérmica compdem o estado do sistema e sdo
representadas por valores discretos. Devido a isto, € necessario fazer diversas
simplificacbes na representacdo do sistema para que a PDE seja viavel do ponto

de vista computacional.

Este capitulo descreveu também outras duas técnicas: a programacao
dindmica dual deterministica (PDD) e a programacao dindmica dual estocéstica
(PDDE), ambas utilizadas na solucdo do problema de planejamento da operagéo
de sistemas hidrotérmicos. Foi mostrado que nestas técnicas ndo é necessario
discretizar o espaco de estados do sistema, sendo o custo de operagdo em um
estagio qualquer é representado por uma funcéo linear por partes e, entdo, uma

aproximacéo desta funcdo € construida de forma recursiva.

Enfase foi dada & PDD através de um exemplo didatico, pois esta técnica é
utilizada pelo modelo de planejamento da operagdo de curto prazo utilizado no
sistema brasileiro, modelo este que sera a base para a avaliacdo das estratégias de

oferta 6timas no tight pool, como sera visto no proximo capitulo.
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