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Programacéao Linear

4.1.
Conceitos Gerais

Programacéo Matemética é a ciéncia e arte da otimizacdo de funcdes com
restrigdes, geralmente inequacdes. Foi prevista por Fourier em 1823 juntamente
com aandlise limite.

O problema fundamental de otimizacéo € fornecer a melhor decisdo em
qualquer circunstancia. Em um problema de otimizacdo matemética escolhe-se
uma quantidade, tipicamente uma funcdo de varias variaveis (ou fungdes), para ser
maximizada ou minimizada, podendo n varidveis serem submetidas a uma ou
mais restrigdes, as quais devem ser satisfeitas.

A Programacdo Matematica (PM), € a parte da matematica que trata da
determinacdo de distribuicdo Otima de recursos limitados para satisfazer
determinados objetivos dados, mais especificamente, ela trata de situagdes onde o
numero de recursos disponiveis, tais como, homens, materiais, maquinas, etc...,
estdo para serem combinados para produzir um ou mais produtos. H&, contudo,
certas restricdes sobre a quantidade total de cada recurso disponivel, sobre a
guantidade de cada produto feito e/ou sobre a qualidade de cada produto. Mesmo
dentro destas restrices, existirdo muitas distribuicdes possivels. Dentre todas as
distribuicdes permissiveis de recursos, € desgavel determinar aquela(s) que
maximiza(m) ou minimiza(m) alguma quantidade numérica, tal como lucro ou
custo.

A Programacdo Linear (PL) trata desta classe de problemas de
Programacéo Matematica para os quais todas as relagfes sfo lineares tanto nas
restrigdes como nas fungdes a serem otimizadas. A PL € freqUentemente utilizada
na solucéo de problemas de programagéo ndo- linear, quando estes sdo resolvidos
de forma recursiva, ou sgja, como uma seqiéncia de problemas de PL.

Algumas caracteristicas de um problema de PL sdo listadas a seguir:
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= 0 vaor “6timo” global exato € acancado num numero finito de
passos. N&o existe “6timo” local;

» 0S programas computacionais de PL sdo bastante eficientes;

» devido aaltaeficiéncia e confiabilidade dos programas de PL, eles sdo
freqUentemente utilizados como sub-rotinas na resolugcéo de
problemas de programagdo ndo- linear, quando estes sdo resolvidos de

forma recursiva, ou sgja, uma sequiéncia de problemas de PL.

A formulag&o de um problema de PL envolve as seguintes etapas:

» escolhemse as varidveis do problema, e constitui-se uma funcéo
linear de tais variaveis, que é denominada funcdo objetivo e seu valor
deve ser otimizado (maximizado ou minimizado);

» as relagbes de interdependéncia entre as varidvels se expressam por
um conjunto de equagdes e/ou inequacdes lineares. Essas relaces séo
denominadas restricoes,

» asvaridvels do modelo devem ser positivas ou nulas.

O problema geral da programagéo linear pode ser descrito como se segue:
“Dado um conjunto de m desigualdades ou equacOes lineares em r
varidveis, queremos determinar valores ndo negativos dessas variaveis que
satisfardo as restricdes e maximizardo ou minimizardo alguma fungdo linear das
varidveis’.
Matematicamente, isto significa:
MinZ =c,Xx, +C,X, +...+C, X, (4.1
Sujeito a
a,x +a,x, +..+a x{£=23h i=1.,m 4.2

Onde cada restricdo pode assumir um e somente um dos sinais 3, =, £,
mas o sinal pode variar de uma restricdo para outra.

Valores das variaveis x; satisfardo a equagdo (4.2) e
X 30 j=L..r 4.3

J

Onde g, bi, ¢; sdo constantes conhecidas.
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Qualquer conjunto que satisfaca as restricdes (4.2) serd chamado uma
solucéo de problema de PL. Qualquer solucdo que satisfaca as restrigdes de ndo-
negatividade € chamada uma solucdo possivel. Qualquer solucdo possivel que
otimize a funcéo-objetivo € chamada uma solucéo possivel 6tima. Normalmente,
haverd um ndmero infinito de solucBes possiveis para um problema de PL. De
todas essas solugdes, precisamos determinar uma que otimize a funcéo-objetivo.

Quando o problema de PL envolver somente duas varidveis, a solucéo
pode ser obtida graficamente, e quando envolver uma gama maior de variaveis,

aplicamse métodos mais sofisticados para a solugédo do problema.

4.2.
A Programacgéo Linear na Forma Padréo

Devido a grande variedade de formas que um mesmo problema de PL
pode ser expresso, torna-se necessaria, para formulagdo computacional, a
utilizacéo de uma forma padréo. A grande vantagem desta forma de representacéo
dos problemas de PL esta na possibilidade de se utilizar um algoritmo padrdo na
resolucdo de tais problemas. As restricdes de desiguadade podem ser
transformadas em restricdes de igualdade através da introducédo de variavels néo-
negativas ditas de folga (restricbes £ 0) ou de excesso (restricdes 3 0).

A forma padrdo para problemas de PL é entéo dada por:

MaxZ =f(x) =c¢' X (4.4)
Sujeito a

Ax=b com x50

Sendo que X inclui as novas variaveis introduzidas, que seréo abordadas

com mais detalhes a seguir.
E sempre possivel transformar o sistema de equagdes em outro equivalente
Ccujas equagdes sdo obtidas por combinacdes lineares das equagdes originais. Este
procedimento chama-se operacao de pivoteamento e conduz a um novo sistema
no qual pelo menos m colunas seréo compostas por zeros (0) e um unico um (1).
Uma vez apresertado o problema de PL na forma padréo, algumas

defini¢des fundamentais podem ser feitas:
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» solucéo viadvel, factivel ou compativel — é um vetor X que satisfaz as
condigdes Ax=b e x3 0;

» regido viavel, factivel ou compativd — é o conjunto de todas as
solucdes viaveis. Se este conjunto é vazio, o problema € impossivel ou
inviavel;

» solucdo basica — € uma solucdo obtida fazendo-se (-m) variaveis
iguais a zero (variaveis ndo-bésicas) e resolvendo-se em relacdo as
demais (variaveis basicas);

» solugdo bésica vidvel — € uma solucdo basica que também satisfaz a
condicdo de ndo negatividade (x23 0). Ela serd ainda dita degenerada
se alguma varidvel bésicafor nula;

=  solucdo 6tima — é um vetor vidvel X que otimiza o valor da fungdo

objetivo, Z'=c'x . Esta solugdo pode ser Unica ou podem haver

yoes - * * * *_ t * — t * — — t * .
Otimas alternativas X, , X, ,...,X, quando Z =c'X;, =C'X, =... =C X,;

»  solugdo ilimitada — (MaxZ ® ¥ ou MinZ ® - ¥ ) é aquelaem que ha

uma regido viavel, mas o 6timo nédo é finito.

4.3.
Variaveis em Excesso e Folga

Em geral é muito mais conveniente trabalhar com equagdes de igualdade
do que com desigualdade. Por esta razéo € viavel converter todas as inequactes
das restrigdes de (4.2) em equagles de igualdade, formando assm um sistema de
equacdes lineares. Esta transformacdo pode ser facilmente feita introduzindo
algumas varidveis adicionais que serdo chamadas de varidveis de folga ou
EXCEeSsS0.

Segja 0 conjunto de restricdo dado por (4.2)

aile+a1'2X2+"'+a'irxr{£’:’3}bi I £n

Considerando primeiro as restricdes com sinal de (£), essas podem ser

escritas como,

a ayX; £ by, (4.9)

=1
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Introduzindo uma nova variavel Xx,,, 2 0, onde

Xp =Dp- & anx; % 0 (4.6)
j=1

Denomina-se X,,, variavel de folga, porque bn pode ser considerada a
quantia maxima avaliada dos recursos de h, e qualquer conjunto de X, é_ ayX;, e

a quantia efetivamente utilizada. A diferenca entre a quantia avaliada e realmente
usada € afolga.

Desta forma a equagéo (4.6) pode ser reescrita como,

3
a anX; t X, = b, 4.7

=1

Assim, apds aintroducdo da variavel de folga, converteuse a desigualdade
em uma igualdade.
Considerando agora as restricdes (% ): Estas inequacbes podem ser

representadas como o conjunto de restricdes que podem ser escritas naforma,

élaijj 3 by (4.8
=

Ent&o definimos uma nova variavel x,,, 3 0, por:

X ok =§1 aX; - b 20 (4.9

j=l

Denomina-se x,,, varidvel de excesso, porque bk pode ser considerado a
quantia minima de um recurso a ser usado, para qualquer conjunto de X;, e

é a,;X; €aquantia efetivamerte usada. A diferenca entre a quantia efetivamente

usada e 0 minimo necessario para ser produzido um determinado valor de uma
funcdo é o excesso sobre o minimo produzido. Assim a equagdo (4.9) pode ser

reescrita como:

é QX - Xy = b, (4.10

=1
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Assim a desigualdade (4.8) foi transformada na igualdade (4.10) com a

introducdo da variavel em excesso X,,, . Desta forma converte-se asrestricbes de

desigualdades (4.2) para um conjunto de equagoes lineares da forma

r

a apX; + Xy =by h=1..u (4.11a)
=1
é. X - X = by k=u+1..v (4.11b)
=1

o

a a;x; =b, p=v+l.m (4110

A X=X, 8+ X, 8y e X,a,=b (412)

Onde as colunas @ de A representam os coeficiente das variaveis do
problema origina e as variaveis de folga e excesso X+ S0 representadas pelo

vetor unitario g quando for de excesso e —g quando for de folga.

a; A, e a, +1 0 ... 0

A,y Ay e a, 0 +1 ... 0
A,y Bygp e a,, 0 -1 ... 0 (4.13)
a, a, .. a, 0 0 ... -1

.......... O 0 ... O

Ay Ay e a, 0 0 ... 0

Um exemplo de um problema de programacdo linear [6], com solucéo

grafica esta apresentado a seguir:

Sga
MaxZ =5x, +3X, (4.14)
Sujeito a
3X, +5x, £15 (4.15.9)
5x, +2x, £10 (4.15.b)

X, X,3%0 (4.15.c)
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Primeiro encontra-se 0 conjunto de pontos (x,X2), que sdo solugbes do
problema. Para isto, cria-se um sistema de coordenadas com eixos em x € X. A
restricdo apresentada em (4.15.c), estabelece que x e % deverdo ser maiores ou
iguais a zero, logo todos os pontos que estiverem no primeiro quadrante do plano
X1-X2 que satisfazem essas restricbes. Para encontrar 0s pontos no primeiro
guadrante que satisfazem as equacbes (4.15.8) e (4.15.b) faremos uma
interpretaco geometrica

Primeiro transformaremos (4.15.a8) numa igualdade,

3x,+5x, £15 ? 3x, +5x, =15 (4.16)

Reescrevendo
X, =-0.6x, +3 (4.17)

Logo os pontos que obedecem a restricéo (4.15a) sdo 0s pontos que estdo

sobre e abaixo da reta representada por (4.17), como mostraaFig. 4.1.

Plano x - X,
6
5
4
< 3
2
1 I
0 . . . \
0 1 2 3 4 5 6
X1

Figura 4.1 - Pontos do Plano x;-X; que sdo solucéo para (4.15.a)

Da mesma forma para a restricdo (4.15.b) tem-se que,
5X, +2x, £10 ?  5x, +2x, =10

X,=-25%X,+5

(4.18)
(4.19)
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Logo os pontos que obedecem a restricdo (4.15b) sdo os pontos que estéo

sobre e abaixo da reta representada por (4.19), como mostraaFig. 4.2.

Plano x; - X,

O P, N W~ 01 O

Figura 4.2 - Pontos do Plano x;-x, que sao solugéo para (4.15.b)

Superpondo os gréficos das Figs. 4.1 e 4.2, a regido viavel das solugdes
para afuncdo-objetivo da equacdo (4.14) esta representada na Fig. 4.3 pela area
hachurada do gréfico. Todos os pontos que estiverem dentro da regido viavel sdo
possivels soluces para equacdo (4.14). Neste passo devemos encontrar 0 ponto
que fornece a melhor solugéo ou solucéo Gtima para a fungéo objetivo.

Se fixarmos um valor para Z por exemplo igual a 10 na expresséo (4.14)
teremos a equagdo dareta 5x, +3x, =10, representada na Fig. 4.4. A medida que
mudam-se os valores Z, obteremos novas retas que serdo paralelasa esta primeira.
Pode-se observar que z (10 =5x, + 3x2) possui pontos que pertencem a regido
viavel de solucéo. Mas por outro lado a reta z (15 =5x, + 3x2)néo pertence a

regido viavel. Portanto ao deslocarmos a reta z paralelamente, o sentido de z, 0
trecho de reta que pertence a regido viavel chegara a desaparecer. Suponhamos
umareta z;, entre z; 2, também sera um valor de transi¢éo entre aregido viavel e
a regido ndo viavel. Sobre este trecho de transicdo 0 ponto que pertence a

intersecdo das duas restri¢gdes € 0 ponto que maximiza z na expressao (4.14) (z).
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Plano x;-X,

X,+2,5% =5
| \ Regido Viavel

27 >%\“\ﬂ3(1+5x2: 15

X2

Figura 4.3 - Solugao Grafica para fungdo objetivo da eq. (4.14)

Plano x;- X,

15=5x l+3x X

3x1+5x2:15

o\ \V\
10=5x +3x, X1

Figura 4.4 - Representacédo da Funcdo Objetivo com as restrigdes

Algumas vezes pode ocorrer uma ma definicdo do problema quanto as
restri¢cBes e ndo existir uma solugdo étima para o problema. Problemas desse tipo

podem ter solucdo ilimitada ou ndo ter uma regido viavel.

4.4,
Método Simplex

O agoritmo simplex, desenvolvido por George B. Dantzig em 1947 € um

procedimento iterativo para resolucéo de problemas de PL, hum nimero finito de
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operacoes aritméticas (usualmente entre m e 2m iteragdes, onde m € o nimero de
restrigdes do problema).

O termo “simplex” significa o lugar geométrico dos pontos que satisfazem
as restrigdes do problema de PL. Esta regido do espaco n-dimensional € também
conhecida por regido viavel das restricoes.

De acordo com Hadley [6], 0 conjunto de solucbes viaveis de um
problema de PL é convexo, isto €, toda interpolacdo linear de qualquer par de
pontos do conjunto também pertencerd ao conjunto. Se o problema admitir
solucdo Gtima, esta serd atingida para, pelo menos, um vértice do conjunto de
solugdes viaveis desse problema; cada vértice serd uma solucéo basica possivel.
Ora, admitindo-se, que o problema tenha solugdo, se entre as solucles bésicas
vidveis se encontra uma que € otima, nada mais |6gico do que procurar a solucéo
6tima gerando-se as primeiras.

Partindo de uma solucéo bésica viavel inicial, o smplex é capaz de gerar
solucdes bésicas vidvels cada vez melhores até chegar a uma que ndo pode mais
ser melhorada, é a solugdo Gtima.

1. Se existe uma solucdo compativel para um problema de PL, existe

também uma solugdo compativel basica.

2. Se ha uma solucdo 6tima, uma das solugcdes compativeis basicas sera

otima

3. Se temps uma solucéo compativel basica, que ndo é Otima, entéo,

desde que uma degeneracdo nunca ocorra, é possivel, trocando-se cada
vez um unico vetor na base (isto €, levando-se a zero uma variavel da
solucdo basica e deixando uma outra, que estava fora da solucéo
basica, se tornar positiva), alcancar, em um nuimero finito de passos,
uma lucdo bésica 6tima ou mostrar que a funcéo-objetivo ndo tem
limite. Aqui temos a esséncia do procedimento computacional para

resolver um problemade PL.
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