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3
Fundamentos de Analise Limite (AL)

3.1.
Introducéo

Um dos aspectos interessantes da analise pléstica ou anadise limite € a
facilidade com que se pode calcular a carga de colapso. Uma andlise puramente
estética € muito mais simples do que outra que envolve relacdo congtitutiva,
exigida na regido elastica. Além disso, os resultados obtidos pela andlise limite
sd0 insensiveis as imperfeicbes das condigdes limite. Uma pequena rotagdo num
engastamento ou um ligeiro abaixamento de um apoio simples ndo afeta a carga
de colapso plastico, mas tais imperfeicbes tém considerdvel efeito sobre o
comportamento eléstico da estrutura.

O aco tem relagdo tensdo x deformagdo aproximadamente elasto-pléstica.
Este material segue a Lei de Hooke até o limite de escoamento e, em seguida,
deforma-se plasticamente sob tensdo constante, conforme mostra o diagrama de
tensdo-deformacao de um material elasto-plastico, cujo limite de escoamento S¢, €
maodulo de elasticidade longitudinal E sGo os mesmos tanto na tracdo como na

COMpressao.

ol

Se S= Tensao de Escoamento

Figura 3.1 - Diagrama tenséo-deformacao para um material linear elastico perfeitamente

plastico

O diagrama tensdo-deformacdo de qualquer tipo de concreto é sempre
curvo, ndo tendo um limite de proporcionalidade (e, conseqlentemente, um

dominio elastico) tdo bem caracterizado no caso do aco, por exemplo.
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Figura 3.2 - Diagrama tenséo-deformacgdo do concreto

Apesar de ndo existirem corpos de comportamento rigido-pléstico perfeito,
0 modelo pode ser usado sempre que as deformagdes el &sticas forem despreziveis
diante das deformagdes plasticas e o materia apresentar um certo grau de
ductilidade.

Sob 0 aspecto estrutural, o fato da tensdo de escoamento ser atingida em
alguns pontos, ndo apresenta qualquer importancia, desde que a estrutura consiga
resistir aos esforgos solicitantes manterdo-se em condigdes de funcionalidade.
N&o existe, portanto, razdo para se supor gque as tensdes na estrutura ndo devam
atingir o limite eléstico.

Surgem, entdo, 0s projetos estruturais baseados no comportamento
plastico dos materiais. Em tais procedimentos de projeto, o objetivo principal ndo
€ determinar a distribuicéo de tensdes na estrutura, mas sim determinar a carga
limite que a estrutura € capaz de suportar antes do colapso. Quando as cargas séo
aumentadas monotonicamente até 0 ponto em que a estrutura ndo consiga mais
suporté las, o corpo é dito haver atingido o colapso e a carga correspondente é
chamada carga de colapso, carga limite, carga Ultima ou capacidade de carga. O
estado de deformacdo do corpo nesse instante é conhecido como mecanismo de
colapso. Este tipo de andlise é conhecido como analise limite

Para ilustrar o0 conceito da andlise limite, considere-se, por exemplo, a

viga hiperestética indicada na Fig. 3.3, de sec¢do retangular, submetida a uma
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carga concentrada P no meio do véo, e para a qual desga-se 0 valor da carga de

colapso Pjim.
Secéo
P=Ruw Transversal
N D
\ \ | b
" L2 " L/2 "

Figura 3.3 - Exemplo de viga hiperestatica submetida a uma carga concentrada no meio

do vao

Considere-se ainda, que aviga daFig. 3.3 sgja constituida por um material
gue apresenta um comportamento linear eléstico perfeitamente pléstico, cuja
relacdo tensdo deformacao encontra-se naFig. 3.1.

Para valores baixos da carga aplicada, a viga se encontra no regime
elstico, cujas distribuicbes de momentos fletores e tensdes internas, de acordo
com a hiperestética, estdo representadas nas Figs. 3.4a e 35a [17],
respectivamente, onde Se representa a tensdo de escoamento do material.

M
LIM

6PL /32

J 5PL /32 M
LIM

(5) (B)

Figura 3.4 - Distribuicdo de momentos fletores para uma viga: (a) Regime Elastico; (b)

Regime Plastico Limite

S <S¢ S =S¢ S =S¢ S =S¢

(a) (b) (c) (d
Figura 3.5 - Distribui¢céo de tensdes numa se¢éo transversal em material elasto-plastico

sob a acdo de momento fletor crescente
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Aumentando- se gradativamente o valor da carga P aplicada, chega-se aum
ponto em que as fibras externas da secdo A da viga (por ser a secdo mais
solicitada), atingem primeiramente a tensdo de escoamento (S¢), de acordo com a
Fig. 3.5b. Nesse instante, na se¢céo A atua 0 malor momento para secéo em regime
elastico (Me), cujo vaor, para vigas de secdo transversal retangular (bh), é dado

por:

2
M :b%se (31)

e

A secdo B da viga mantém-se com o comportamento el astico representado
peaFig. 3.5a.

A partir desse instante, qualquer acréscimo no valor da carga P causard
plastificaco das fibras mais externas da secdo A, de acordo com a Fig. 3.5¢c. E
importante salientar que as fibras externas da segdo A mantém seus valores de
tensdo limite de escoamento, respeitando desta forma, as hipGteses de

comportamento plastico perfeito.

Continuando-se os incrementos dados na carga P, chega-se a un estado
limite na secdo A, em que todas as suas fibras atingem a tensdo de escoamento
(Fig. 3.5d). O momento fletor atinge, entdo, o seu valor maximo (M), cuja

expressao para vigas retangulares (bh) € dada por:

2
M, = & S (32)

lim 4 e

Nesse instante, ndo poderd haver nenhum aumento no valor do momento
na secdo A; a curvatura da viga nesta segdo torna-se indeterminada (? 8); e um
fluxo pléstico ilimitado se instala nesta. Tudo se passa como se a viga estivesse
conectada ao apoio A por meio de uma articulagéo ou rétula. Esta idealizacéo de

comportamento estrutural recebe o nome de rétula pléstica.

Para este nivel de carregamento, a viga passa a funcionar como bi-apoiada,

com a se¢ao B parcialmente plastificada. (Fig. 3.5¢).
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Incrementando-se ainda mais a carga P, ocorre uma redistribuicdo no
diagrama de momentos, e chega-se a um estado limite para a estrutura em que
toda a secdo B escoa Fig. 3.4b). Nesse instante, uma nova rétula plastica €
formada no meio do vao da viga, o que causa o colapso. A viga entra em colapso,
entdo, pela formacdo de um mecanismo cinemético, denominado mecanismo de
colapso (Fig. 3.6).

MLM< §A

D L/2

P

P

LIM

D) ——

Py

\ MLIM
P

A\ C
|
N

—f—

L/2

Figura 3.6 - Modelo de uma viga hiperestatica na ruptura, com representacao

esquematica das rétulas plasticas

E interessante observar que o escoamento na se¢é do engaste produz uma
redistribuicdo de momentos ao longo da viga. Para se determinar o valor da carga
de colapso (Pim) da viga, ndo é necessario pesquisar em detalhes o
comportamento da viga antes do colapso. Pode-se ir diretamente para a condicéo
de falha. Deve-se observar, por exemplo, que um recalque de apoio ndo afeta a

carga de colapso, mas tem consideravel efeito na andlise eléstica.

Procede-se, por exemplo, da seguinte forma:

SgaR;, areacdo no apoio C daviga, dada por:

M, =M, = RC% (Ver Fig. 3.4)
ou ainda:
M.
R =2—1m 33
c . (3.3)
Mas:
L
M, =-M;,=R.L- anE (3.4)
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Substituindo-se (3.3) em (3.4), chega-se a

M

-M,,=2

lim lim ~

”mL'P- L
L

=6 Miin (3.5)

lim L

Substituindo-se (3.2) em (3.5), temse 0 valor da carga de colapso em

funcéo das dimensdes da viga e da tensdo de escoamento, ou sgja:

2
Pim :§$Se (3.6)
2 L

Um aspecto fundamental da analise limite, na determinacdo da carga de
colapso, € ndo ser necessario pesquisar em detalhes o comportamento da estrutura
desde o carregamento inicia até o instante de colapso. Pode-se ir direto a
condicdo de colapso da estrutura, obtendo-se o carregamento de colapso atraves
da igualdade do trabaho interno e trabalho externo pléstico para um dado
mecanismo de colapso, como indicado a seguir.

Em vigas, as secbes que atingem o momento limite M, tém curvaturas
muito elevadas se comparadas com aguelas onde as segdes ndo atingiram M.
Desta forma os mecanismos de colapso sdo formados por barras retas ligadas a
rétulas plésticas (onde atua Miy,). Como as curvaturas sdo grandes nas secles
correspondentes a Mjim, 0S raios de curvatura S80 muito pequenos e a viga
praticamente dobra nessas segoes.

Admitindo-se para uma viga uma determinada forma de colapso, se
conhecido o deslocamento em um ponto fica caracterizada toda a configuragéo
deformada da viga. Em presenca desta configuracdo deformada (modo de
colapso), a soma dos trabalhos das forcas externas (M) tem que ser igual a

energia de deformagao dos esforgos internos ().
W, =W, (3.7
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Para a viga mostrada na Fig. 3.3, 0 mecanismo de colapso esta indicado na

Fig. 3.7.
PLIM

2q

l L/2 | L/2
® | I

Figura 3.7 - Mecanismo de colapso

O trabalho total das forcas externas € dado por:

W, =P, d (3.8

lim

O trabalho total das forcas internas é dado por:

W, =M d+M;,20=M,.3q (3.9)

lim
De acordo com a equagéo (3.7), temse que:
P..d=M,.3q (3.10)

lim

Para pequenos deslocamentos, a rotagdo “q” pode ser aproximada pela sua

tangente, e, consegientemente, o deslocamento “d” € dado por:

d L

Substituindo-se (3.11) em (3.10), tem-se:

M.
P = 601 (312)

O que coincide com a equagéo (3.5).
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Em gera pode haver mais de um mecanismo de colapso admissivel o que
levara a diferentes valores de Pjim. Entre os diversos valores determinados o menor
serd 0 mais correto pelo teorema do limite superior, conforme descrito a seguir.

Os teoremas fundamentais da andlise limite foram formulados
primeiramente por GVOZDEV [24] em 1938 e independentemente por
DRUCKER [25] et a. em 1952, para corpos com comportamento rigido-pléstico
perfeito. Esses teoremas fornecem limites inferiores e superiores para a verdadeira

carga de colapso.

3.2.
Teorema do Limite Inferior

“Se a carga atuante tem uma magnitude que permita encontrar um campo
de tensdes, satisfazendo as condicdes de equilibrio no interior e no contorno, e em
qualquer ponto do corpo essas tensdes estejam satisfazendo um critério de
resisténcia do material, entdo a carga atuante € menor ou no maximo igual a carga
de colapso da estrutura.”

Um campo de tensdes desse tipo € denominado seguro ou estaticamente
admissivel. Pelo fato da carga de colapso rea da estrutura ser sempre maior ou
igua a uma carga atuante referida a um campo de tensdes estaticamente
admissivel, os limites inferiores sdo sempre valores a favor da seguranca, entéo
este teorema € conhecido como safe theorem.

E possivel supor campos de tensdes em equilibrio com a carga aplicada,
mas que estejam além do limite de resisténcia. Nesse caso, ndo se pode garantir a
veracidade do teorema do limite inferior para a carga de colapso.

Definindo-se 0 carregamento externo aplicado por um pardmetro
estritamente positivo | |, de modo que as componentes individuais das cargas lhe
sgjam proporcionais, temse 0 que se chama carregamento proporcional ou
cargas proporcionais, que provoca um colapso, conhecido como colapso estatico.
O teorema pode entéo ser utilizado para encontrar valores de carga menores ou
iguais a carga de colapso correspondente ao fator de proporcionalidade | ¢,

denominado fator de colapso.
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Portanto, dado um fator de carga | |, para o0 qual existe um campo de
tensdes estaticamente admissivel, entdo:
lLElc (3.13)

Entdo, pode-se concluir, que dadas duas solugdes de distribuicdo de
tensdes estaticamente admissiveis, a que conduz a maior carga de colapso € amais

proxima da verdadeira carga de col apso.

3.3.
Teoremado Limite Superior

“Considerando-se um campo de deslocamentos geometricamente possivel,
uma carga que realize trabalho externo igual ao trabalho interno plastico de
deformacdo, para 0 campo de deslocamentos em questdo, serd maior ou igual a
cargade colapso”.

De acordo com o teorema do limite superior, a carga de colapso real da
estrutura € sempre menor ou igual a carga obtida conforme descrito acima,
conseguientemente, limites superiores da carga de colapso e, portanto, contrarios a
seguranca. Por isto, o teorema do limite superior é conhecido como unsafe
theorem.

Através da mesma definicdo de carregamento proporcional, esse teorema
pode ser usado para encontrar valores de carga que SG0 maiores ou iguais a carga
de colapso. Conclui-se, portanto, que o fator de carga | y encontrado € maior ou
igual acargade colapso, ou sgja:

lcEly (3.14)

Nota-se que as tensdes correspondentes a0 campo de deformagdes
geometricamente possivel ndo necessitam satisfazer as condicdes de equilibrio.

De acordo com o teorema do limite superior, dadas duas solugbes de
campos de deslocamentos geometricamente compativeis, a que leva a menor carga

de colapso € a que se encontra mais proxima da verdadeira carga de col apso.
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3.4.
Teorema da Unicidade

A partir dos dois teoremas da andlise limite, pode-se encontrar uma carga
de forma a satisfazer duas condicoes:
= existéncia de um campo de tensdes estaticamente admissivel
correspondente as tensdes dentro ou sobre a superficie de colapso. Nesse
caso 0 carregamento correspondente € menor ou igual a carga de colapso;
» existéncia de um campo deslocamentos geometricamente admissivel.
Nesse caso, 0 carregamento correspondente € obtido da igualdade do

trabalho externo e trabalho interno plastico.

Quando ambas as condigdes sdo satisfeitas ssimultaneamente, o fator de
cargaencontrado é igual ao fator de carga de colapso, que é assim determinada de
maneira unica

lL=lc=ly (3.15)

Nem sempre a estrutura toda participa do colapso. Na maioria das vezes,

apenas parte da estrutura esta deformada no instante de colapso, enquanto que o
restante permanece rigido, impedindo que as tensdes sejam determinadas de modo
Unico, sabe-se apenas que correspondem a pontos dentro ou sobre a superficie de
colapso. Também ocorre de varios campos de deformacdo geometricamente
possivels levarem a mesma capacidade de carga. Pode-se concluir que nem o
mecanismo de colapso e nem o0 campo de tensdes sdo determinados de maneira

Unica para um corpo rigido-plastico, somente a carga de colapso € Unica.
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