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Analise numérica

3.1.
Analise Numérica para Membranas

Considera-se uma membrana elastica e cilindrica, fixa em sua extremidade
superior (Figura 3.1.a). Sua extremidade inferior estd acoplada a um disco rigido
que mantém o didmetro constante neste bordo. Ao longo do bordo inferior sdo
aplicadas forgas uniformemente distribuidas que levam a estrutura de uma
configuracdo indeformada a uma configuragdo deformada axissimétrica. Essas

configuragdes sao mostradas nas Figuras. 3.1a e b.

z* z*

R*d0
L*

% ds’ =dz’

dz*| \ds*

w0
R*=a dr*

\/ ds* = y/dr *2 +dz **

oY

Y

(2) (b) (©)

Figura 3.1 - Representacao esquematica de um ensaio de tracdo uniforme

3.1.1.
Geometria

Como mencionado anteriormente, assume-se o material como sendo

isotropico, elastico e incompressivel.
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Sendo a aplica¢ao da for¢a de tracdo feita de forma axissimétrica, tem-se
que, neste caso, as direcdes principais de deformagao coincidem com as dos eixos
coordenados. Assim as extensdes principais, A1 € A, assumem as diregdes
circunferencial e meridional, respectivamente. Portanto, analisando-se a Figura
3.1c e a formulagdo apresentada no Capitulo 2, tem-se que, para este caso
particular de carregamento, as extensdes sofridas pela membrana podem ser

expressas por:

rdo r’
A = = 3.1
A = ds"  ~dr?+dz”? (3.2)
> ds” dz”
A, =Nr"7+z7" (3.3)

onde as letras maitisculas e mintsculas representam as configuragdes indeformada
dO)

=.
dz

Para generalizar os resultados da andlise numérica € interessante tornar as

e deformadas respectivamente e ( )'=

grandezas nao-dimensionais. Dividindo-se, entdo, as grandezas principais pelo

raio inicial indeformado (R”), tem-se que:

r z
r=— 7=— 34
n - (3.4)
Ao=r A, =~r?+z” (3.5)
Em virtude da incompressibilidade do material, tem-se que:
I, =AM, =1 (3.6)

onde A3 ¢ a extensdo na direcdo normal a superficie média da membrana.

Como A; e A, sdo conhecidos, pode-se calcular A3 a partir da restricao

(3.6), a saber:

Ay = = (3.7)

ou fisicamente:

7L3 :ﬁ: (38)
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onde, H ¢ h sdo as espessuras da membrana indeformada e deformada,

respectivamente.

3.1.2.
Equacgoes de equilibrio
Para o caso de membrana axissimétrica tracionada, as equagdes de

equilibrio apresentadas no Capitulo 2 podem se simplificadas. Green ¢ Adkins

(1960) sugerem a seguinte forma para as equagdes simplificadas:

d!Tzr*!:Td_r*

ds* ldS* (3.9)
K'T, +K/T,=p’ (3.10)

que correspondem as equagdes de equilibrio nas dire¢des principais 1 e 2,
correspondentes a R e 6, respectivamente. Aqui, T; e K; sdo os esfor¢os normais e
curvaturas geradas apos a deformacao, nas dire¢des R e 6.

Pode-se escrever estas equagdes em termos das tensdes principais,

utilizando-se as seguintes relagdes:

T = h*GTI T,= h*G; (3.11)

ds" =A,dz” (3.12)
1
*\2 |2 R
'K’ = 1_(dr*J K;:_Ll
ds = (3.13)

onde 011 € 02530 as tensdes principais.

Substituindo-se as equagdes (3.11) a (3.13) nas equagdes (3.9) e (3.10),
obtém-se:

%(hc’;2 )+%(o’;2 ~c),)=0 (3.14)
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z' o (rz'-r'z") 5 —0
[t 3 22 - (315)
r(r'2+rz'2)2 r(r'2+rz'2)2

sendo ()'"= %

Por outro lado, estas equagdes podem ser expressas em termos da fungdo

densidade de energia de deformagdo, w, utilizando-se as seguintes relagdes:

C o, ow *
Gy :}Lla_}\,lzcll Gy =MW, (3.16)
., ow *
G, :7»2%:022 Gy =AW, (3.17)
ow ow o (ow
M o M e T a0 )

Assim, as equacdes (3.14) e (3.15) podem ser reescritas em funcdo das

extensdes principais e da energia interna de deformacao, a saber:

W r'
w227u2+[w21 —k—zjwﬁT(kzwz —W,)=0 (3.18)
1 2
Z' (rV'Z'_r'ZV|)
W, — w, =0
A I 519

Uma simplificacdo neste tipo de sistema de equagdes diferenciais foi

proposta por Haughton (1996) que utiliza as seguintes relagdes:

r,,_r'FJrz'G e g 'F-rG 320
2 2 (3:20)
onde F e G sdo incdgnitas.
Resolvendo este sistema de equacdes, obtém-se:
G=z'r"-rz" (3.21)
F=rr"+z'z" (322)
Substituindo a equagdo (3.21) em (3.19), obtém-se:
AW, Z'
G=—"-1— (3.23)
W2

Das relagdes geométricas tem-se a relagao:
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. - Pl . rre'+z'z" , F
=[] Mam s Mo (3.24)

que, substituida em (3.18), leva a:

F w, ), r
W”x_{wﬂ _x_zjr +T(x2w2 —A,W,)=0 (3.25)
2 1 2

Finalmente, tem-se para a fungao F:

Iy W r'
1 2

As equagodes (3.25) e (3.26) formam um sistema de equagdes diferenciais
ndo-lineares de segunda ordem. Pode-se transformar estas equagdes em um
sistema de quatro equagdes de primeira ordem, através do uso de variaveis
auxiliares, como apresentado na Tabela 3.1, onde as variaveis auxiliares U ¢ V

correspondem as derivadas primeiras de r e z.

Equagdes de Equilibrio Condigdes de Contorno

'=V
z(L)=1
'F 'G
U':r”:r ;Z U(O):‘)
2
"F-r'G
V':Z”:% V(O):‘?
2

Tabela 3.1 - Equacg@es de equilibrio e condi¢cdes de contorno para uma membrana
tracionada

Este conjunto de equagdes corresponde ao chamado problema de valor de
contorno (PVC), onde duas condi¢des de contorno sdo conhecidas em Z=0 e duas
sao conhecidas em Z=L. Simultaneamente, tem-se duas condi¢des de contorno

livres em cada bordo.
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3.2
Solugao do problema de valor de contorno

Para a solugdo do sistema de equagdes, Tabela 3.1, é necessario
estabelecer a lei constitutiva do material e determinar o valor das constantes a ela
associada. Nesta tese estdo sendo usadas membranas de elastomero, portanto para
a solugdo destas equagdes serdo usadas as leis constitutivas propostas por Money

Rivlin, Neo-Hookeana e Ogden, a saber:

Neo-Hookeana w=CI(l, -3) (3.27)
Mooney Rivlin w=CI(l,-3)+C2(l,-3) (3.28)
Ogden 3 A+ A + A =3
¢ W=Zun(‘ A ) (3.29)
n=1 n

Por serem, as equagdes diferenciais apresentadas na Tabela 3.1, ndo-
lineares, torna-se necessaria a utilizagdo de métodos numéricos para a resolugdo
deste sistema. Para este sistema simplificado, pode-se obter uma solugdo numérica
de forma eficiente transformando o problema de valor de contorno em um
problema de valor inicial e utilizando-se, a seguir, métodos de integragio
numérica, amplamente testados na literatura, para resolver este tipo de problema,
como, por exemplo, o algoritmo de Runge-Kutta. Para este problema precisa-se de
quatro condig¢des iniciais. Entretanto apenas duas sdo conhecidas. Neste caso, as
condigdes de contorno livres sdo inicialmente arbitradas e posteriormente
ajustadas através do chamado “shooting method” (SM), sendo a convergéncia da
solugdo obtida pelo método de Newton-Raphson.

O uso de métodos de integracdo numérica para resolucao de problemas de
valor de contorno ndo-lineares ¢ uma técnica bastante conhecida e tem sido usada
com sucesso em varias aplica¢des nos diversos campos da ciéncia e da engenharia
(Keller, 1968). Em virtude da ndo-linearidade das equagdes, valores iniciais
suficientemente proximos a solug¢do do problema devem ser conhecidos, a priori,
para que se possa iniciar o processo € se ter uma garantia de convergéncia.

Um método empregado para superar os problemas de convergéncia
durante o processo iterativo ¢ o chamado método de homotopia (ou de

continua¢do). Em matematica, homotopia ¢ uma maneira de classificar regides
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geométricas através do estudo dos diferentes tipos de caminhos que podem ser
tragados na regido. Dois caminhos com extremidades comuns sdo ditos
homoétopos se um pode ser continuamente deformado até coincidir com o outro
sem que seja necessario sair da regido onde ambos estdo inseridos ou dos seus
pontos extremos. Esta técnica ¢ baseada no fato de que a maioria dos problemas
de valor de contorno que aparecem em aplicagdes praticas dependem,
naturalmente, de certos parametros fisicos, A;, que aparecem explicitamente no
sistema de equagdes diferenciais ordindrias que descrevem o problema:

y'=fxy) X e[x,x,] (3.30)

e nas condig¢des de contorno

r(h,y(x,) y(x,))=0 (3.31)

Quando A; =4, , tem-se que o problema ¢ equivalente ao problema original

que se deseja calcular. Por outro lado, tem-se que, em geral, para certos valores de

Ai, por exemplo, A; =24,, , a solugdo y)(x) é conhecida, ou pode ser obtida com
certa facilidade. Iniciando-se com A, =A,,, uma cadeia homotdpica de

subproblemas ¢ resolvida tomando-se a solugdo computada para 4; em um passo
k-1 como a aproximagdo inicial para o subproblema de ordem k. Alguns autores
apresentam metodologias para se calcular o incremento de um dado parametro A,
que garanta a convergéncia e rapidez do processo iterativo. Entretanto, estas
metodologias de cardter puramente matematico necessitam de quantidades que
ndo sdo computadas durante o processo iterativo e, em geral, levam a passos
extremamente pequenos. Neste processo seria interessante dispor de algoritmos de
passo adaptativo de tal modo que a solucdo computada no passo anterior esteja
sempre no interior da bacia de atragdo do presente passo bem como de técnicas de
comunicac¢do baseadas em um dado conjunto de controle A;.

Uma dificuldade inerente a este tipo de processo € que, se o parametro de
controle A ¢ mantido sempre o mesmo, tem-se que a solu¢do pode ndo convergir a
pontos limites nesta variavel.

Neste trabalho ¢ usada uma metodologia incremental-iterativa, onde, a partir
de uma configuragdo de equilibrio conhecida, ¢ obtida uma nova configuracao de

equilibrio associada a um incremento do pardmetro de controle. Isto ¢ feito
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usando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem para integrar o sistema de
equagdes diferenciais que descreve o problema e o algoritmo de Newton Raphson
para minimizar o erro nas condi¢des de contorno.

No chamado “shooting method” (S.M.) ¢ feita inicialmente uma escolha dos
valores das variaveis livres e prescritas de um ponto inicial, X;, do dominio de
integragdo, onde tem-se que as variaveis prescritas devem ser consistentes com as
condi¢cdes de contorno especificas do ponto, e as livres sdo arbitradas. As
equacdes diferenciais sdo integradas numericamente como em um problema de
valor inicial, chegando ao ponto final do dominio, X;. Sdo em geral encontradas
discrepancias entre as variaveis obtidas por integracdo numérica em Xz € 0S
respectivos valores prescritos neste ponto, ja que os valores das condi¢des iniciais
livres ndo sdo conhecidos a priori. Torna-se entdo necessario efetuar um ajuste das
condi¢des de contorno livres em X; em funcdo das discrepancias detectadas em Xy,
o que ¢ feito através do método de Newton-Raphson. Os procedimentos de
integracdo das equagdes e de ajuste das condigdes iniciais sdo repetidos
sistematicamente até que todas as condigdes de contorno prescritas em Xy sejam

satisfeitas com o grau de precisao desejado.

3.3.
Obtencgao das configuragoes deformadas

Seja o sistema de quatro equagdes diferenciais ordindrias de primeira
ordem (Tabela 3.1). Para que se possa utilizar o método de integragdo numérica,
deve-se conhecer os valores das quatro varidveis do sistema na extremidade inicial
da estrutura. Entretanto, tem-se que, para as possiveis condi¢cdes de contorno da
membrana, n;=2 sdo prescritas e n;=2 sdo livres em X;, € n,=2 sdo prescritas e
n;=2 sdo livres em X,. Em X3, os dois valores livres sdo armazenados em um vetor,
VI, e os dois prescritos sdo armazenados em um vetor CCI. As duas condicdes
prescritas em Xy sdo componentes de um vetor CCF.

Se as condigdes de contorno iniciais arbitradas em X1, Vij, fossem corretas,
teria-se o seguinte sistema:

h(vi,)-ccf, =0, i=12 (3.32)
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onde hi(vij)) ¢ um conjunto de equagdes implicitas na solugdo do sistema de
equagdes governantes que relaciona as variaveis livres em Xy, Vij, as prescritas em
X2, cCfj. Se a solugdo analitica do sistema de equagdes governantes do problema
fosse conhecida, esta poderia ser representada por um conjunto de fungdes hi(vi;).

Como o vetor VI ¢ inicialmente desconhecido, os valores de vij geralmente
nao satisfazem as equacdes (3.31). Tem-se entdo que:

h(vi,)—ccf, = f,, i=12 (3.33)

onde, f; sdo componentes do vetor de discrepancia F, que mede as diferengas entre
os valores prescritos em X, e os obtidos por integragdo, hi(vij). Aqui Vi; sdo as
componentes iniciais estimadas do vetor VI. Com o objetivo de zerar as
discrepancias, ou fazé-las menores que um determinado parametro de precisdo da
solugdo, ¢ feito um ajuste do vetor VI através do método de Newton-Raphson.

Seja 8VI, o vetor das correcdes das condi¢des livres. Pode-se entdo
escrever:

Vi, = vij + 8vij (3.34)

J

Substituindo a equagdo (3.34) em (3.32), fazendo uma expansdo em
termos de série de Taylor e considerando apenas os termos de primeira ordem,

obtém-se o seguinte sistema linear composto por n, equagoes:

JoV =—F (3.35)
onde J ¢ a matriz Jacobiana, dada por:

. of,
Ji _Gv_ik (3.36)

Como as fungdes fi(vij) ndo sdo conhecidas, as derivadas parciais sdo
obtidas numericamente ao aplicar uma perturbagdo, Avi,, sobre a k-ésima

componente do vetor VI. Fazendo Avi, — 0, chega-se a uma situagdo limite onde

I

as derivadas

sdo conhecidas, ou seja:

A iy, f.(vi,,..vi, +Avi,...)— f.(vi,,..vi, ...)

i,k =1,n2 )
ovi, Avi, (3-37)

Tem-se portanto que o valor de Avi, deve ser suficientemente pequeno,

sendo o seu menor valor possivel, fungdo da precisdo do computado utilizado.
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Um ciclo completo do S.M. requer ny*+1 integragdes das quatro equagdes
diferenciais ordinarias, onde uma integracao avalia as discrepancias correntes para
as condicdes de contorno livres adotadas e as n, integragdes restantes

correspondem as perturbagdes Avi, aplicadas a cada uma das componentes de VI
separadamente. Para cada elemento vi, do vetor VI que sofre a perturbagao,

obtém-se a k-ésima coluna da matriz Jacobiana.

Calculados o vetor F e a matriz Jacobiana, parte-se agora para a resolugao
do sistema de equagdes lineares (equacgdes (3.34)), obtendo-se assim o vetor das
corregoes dV1. As corregdes devem ser adicionadas ao vetor VI do ciclo inicial de
integracdo, de tal forma que as novas condi¢des iniciais para o ciclo seguinte
sejam:

VI, =VI, +8VI (3.38)

1+1

onde o indice I designa o nimero de ciclos de integracdo requerida para tornar as
correcdes VI menores que o parametro de precisdo IPS.

O método de integragdo de equagdes diferenciais ordindrias Runge-Kutta
de quarta ordem ¢ bastante utilizado nos meios cientificos, e pode ser empregado
com tamanhos de passo de integragdo constante ou variavel. O método que usa
passo constante trata cada passo, pertencente a uma seqiiéncia de passos, de modo
idéntico. O comportamento anterior da solu¢do ndo ¢ usado em sua propagagdo. O
Runge-Kutta de quarta ordem pode, no entanto, ser combinado a um algoritmo de
passo adaptativo, e assim ter tamanhos de passo varidveis ao longo do dominio de
integracdo da estrutura. Neste caso ¢ exercido um controle sobre o progresso da
solugdo e sdo feitas mudancas freqiientes no tamanho dos passos. Normalmente o
objetivo do uso deste tipo de controle adaptativo de passo é obter a solugdo com
uma precisao desejada com um minimo de esfor¢o computacional. Entretanto, a
implementagdo deste mecanismo requer que o algoritmo retorne informacdes
sobre o seu desempenho, o que gera uma adi¢ao de esfor¢o. Ainda assim o ganho

indireto prevalece.
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Inicio
1 - Entrada de dados
X1,X2 — ponto inicial e final do dominio de integragdo numérica
n — numero de condi¢des iniciais
CCI — vetor que armazena as condi¢des de contorno em X
CCF — vetor que armazena as condi¢des de contorno em X,
V1 — vetor que armazena as condi¢des iniciais
Avig — perturbagdo
IPS — indice de precisao da solucao
2 - Numero de iteragdes (I) (lago de iteragdes até o item 13)
(D=1
3 - Mapeamento dos vetores CCl e VI
4 - Integragdo numérica das equagdes diferenciais por Runge-Kutta
de quarta ordem, sendo VI e CCI os vetores de condi¢des iniciais e
condigdes de contorno em x;
5 - Calculo do vetor de discrepancia F1
Valor inicial do pardmetro k (laco de iteragdes até o item 10).
k=1
6 - Adigdo ao valor de VI do valor da perturbacao Aviy
Vi1 TV AV
7 - Mapeamento de CCl e de VI e integragdo numérica das equacdes

diferenciais
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8 - Calculo do vetor de discrepancia F2 para o sistema com a
perturbagao
9 - Célculo de uma coluna da matriz Jacobiana

_ 1=1,n
Avi,

Ji

10 - Teste
Se k <n2, entdo k=k+1 ¢ retorna ao item 7
11 - Resolugdo do sistema de equagdes lineares para obtengdo das

corregoes oV

jin Ji2 Jis || OVig f1,
Jor d2o oz || OVip | =T,
Jar  Jaz sz || OVis f1,

12 - Ajustes das condicdes iniciais
Vip 1 =Vvirtovi
13 - Teste de convergéncia
Se [8VI| ( IPS
Entdo had convergéncia e os resultados sdo armazenados no

arquivo de saida de dados.

Se ndo houver convergéncia [=I+1, volta ao item 2.

3.4.
Solugao através do programa ABAQUS

O método dos elementos finitos ¢ um procedimento numérico tutil quando
o problema em questdao ¢ demasiadamente complexo para ser solucionado através
dos métodos analiticos classicos ou métodos numéricos simplificados, como o

apresentado anteriormente. O método se aplica a inimeras areas da Mecanica e da
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Fisica, tais como a analise de tensdes, a transferéncia de calor, o estudo de
vibragdes, o estudo de campos elétricos e magnéticos, dentre outras. E um método
versatil, fundamentado na parti¢do do continuo em estudo em elementos, embora
a forma ideal de particdo dependa, fundamentalmente, do problema a ser
analisado, exigindo, portanto, uma familiarizagdo do wusuario com as
caracteristicas dos diversos elementos finitos passiveis de utilizacdo, ou mesmo a
experimentacdo com varios tipos de particao.

Os elementos finitos sdo considerados conectados entre si através de nos,
denominando-se malha ao conjunto composto pelos elementos finitos e seus nds
de conexao. A variacao dos parametros em estudo (tensdes, deformacgodes, etc.) no
interior de cada elemento ¢ modelada por expressdes polinomiais, concordantes
com o valor destes parametros nos nds do respectivo elemento. Estas relagdes
polinomiais permitem interpolar os valores obtidos nos nos para os demais pontos
no interior de cada um dos elementos finitos. J4 os deslocamentos dos nds sao
modelados de forma a preservar as equagdes constitutivas que regem a estrutura
em estudo. Desta forma, substituem-se as equagdes diferenciais que regem o
comportamento de sistemas continuos complexos por um conjunto de equacdes
algébricas cuja solu¢do numérica € possivel e automatizavel.

Com os “softwares” de computacdo hoje disponiveis, as equacdes
algébricas sdo geradas e resolvidas automaticamente. Nesta tese ¢ utilizado o
programa ABAQUS, versdo 6.3 (Hibbitt, Karlsson & Sorensen, 2003). Uma
abordagem sucinta dos tipos de analises de instabilidade e tipos de elementos

utilizados pelo ABAQUS ¢ feita a seguir.

3.4.1.
Tipos de analise

Problemas que apresentam alguma fonte de ndo-linearidade podem
apresentar mais de uma solucdo para um dado parametro de controle. Por
exemplo, estruturas que apresentem nao-linearidade fisica e geométrica podem
apresentar mais de uma configuracdo de equilibrio para um dado nivel de
carregamento ou um dado valor de deslocamento. Assim ao longo de um caminho

de equilibrio, em virtude da multiplicidade de solugdes, pode-se ter mudancgas
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qualitativas no comportamento do sistema. Os pontos onde estas mudangas
ocorrem sao os denominados pontos criticos que correspondem a pontos-limite ou
de bifurcacdo. Quando a estrutura atinge um ponto critico e sofre uma mudanca
qualitativa de comportamento, diz-se que a estrutura perdeu a estabilidade. Esta
perda de estabilidade pode causar problemas na utilizagdo da estrutura ou mesmo
danos que devem ser evitados. A resposta carga-deslocamento pode apresentar
assim trechos com ganho e perda de rigidez efetiva. Para a obten¢do das diversas
configuracdes de equilibrio, pode-se modelar o problema dinamicamente e usar as
ferramentas da dindmica ndo linear. Em alguns casos mais simples os caminho de
equilibrio podem ser obtidos pelo método de Newton-Raphson juntamente com
controle de carga ou deslocamento. Estes métodos, entretanto, apresentam
problemas de convergéncia quando hd um ponto limite na variavel que esta sendo
controlada. Alternativamente pode-se usar algoritmos de continuacdo, como o
Me¢étodo de Riks Modificado (Hibbitt, Karlsson & Sorensen, ABAQUS Theory
Manual). Este método ¢ usado para casos onde o carregamento ¢ proporcional,
isto ¢, onde a magnitude da carga ¢ governada por um uUnico pardmetro escalar.
Este método permite obter solugdes para problemas complexos onde a resposta
carga-deslocamento exibe diversos pontos criticos como exemplificado na Figura
3.2.

cargp
\Carga maxima

Deslocamento
maximo

Deslocamehto
minimo

Carga minima

deslocamento

Figura 3.2 - Curva carga-deslocamento genérica para problemas de instabilidade
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3.4.2.
Método de Riks Modificado

A maioria dos métodos de continuagdo assume que o carregamento ¢é
proporcional, isto ¢, que todas as cargas variam com um Unico parametro escalar.
Também, assume-se que a resposta ¢ razoavelmente continua, ou seja, as
bifurcagdes subitas e descontinuas ndo ocorrem. Uma maneira de tratar problemas
de bifurcagdo usando estes algoritmos ¢ considerar pequenas imperfeicdes na
modelagem do problema. Muitos métodos de continuacdo t€ém sido propostos e
aplicados para este tipo de problema. Destes, um bastante confidvel parece ser o
método de Riks (Crisfield(1981), Ramm (1981) e Powell & Simons(1981)); uma
versdao deste método foi implementada no ABAQUS. A esséncia deste método ¢
que a solugdo ¢ vista como a determinacao de um caminho de equilibrio em um
espago definido pelas varidveis nodais e um parametro de carregamento. O
desenvolvimento da solucdo sugere que se percorra este caminho até onde o
analista julgar necessario. No algoritmo de Riks modificado, como implementado
no ABAQUS, o tamanho do incremento ¢ limitado movendo-se ao longo da linha
tangente ao ponto corrente da solucdo e entao procurando pelo equilibrio no plano
que passa através do ponto obtido e que € ortogonal a linha tangente. A geometria
referida ¢ o espaco dos deslocamentos, rotagdes e o parametro de carga, como

ilustra a Figura 3.3.

A

Al

AV

(W 51) \/

I Superficie de
equilibrio

(le;l)

UN

Figura 3.3 - Determinacg&o do incremento no algoritmo de Riks Modificado
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O método de Riks usa a magnitude da carga como uma variavel adicional,
isto envolve simultaneamente carga ¢ deslocamentos. Se o método de Riks ¢
aplicado ap6s uma historia de carregamento, uma carga ja existe no passo inicial e
¢ tratada como “dead load” com magnitude constante. A carga cuja magnitude ¢é
definida dentro do método ¢ chamada carga de referéncia. A magnitude do
carregamento ¢ sempre proporcional quando se usa este método. A magnitude da

carga, para cada passo do algoritmo, ¢ entdo dada por:

Pow = Py + APy —P,) (3.39)

total

onde Py ¢ a chamada “dead load”, Py é a carga de referéncia e A o fator de
proporcionalidade da carga. O fator de proporcionalidade da carga ¢ obtido como
parte da solugdo e o ABAQUS imprime o corrente valor deste fator para cada
incremento.

Entretanto outra quantidade deve ser usada para medir o progresso da
solucao, o ABAQUS usa o comprimento de arco ao longo do caminho estatico de
equilibrio no espago carga-deslocamento. O método de Newton ¢ usado para
resolver as equacdes ndo lineares de equilibrio e o algoritmo de Riks ¢ usado
quando a extrapolacdo do incremento de deformacdo for maior que 1%. Um
comprimento inicial de arco ao longo do caminho de equilibrio estatico, Ali,, é
dado na entrada de dados, o fator de proporcionalidade de carga inicial, 44, €
computado como:

T (3.40)

Iperiod
onde lperios € um fator escalar de comprimento de arco (geralmente igual a 1)

fornecido através da entrada de dados. O valor de AAi, ¢ usado na primeira
iteracdo do método de Riks e, nas iteracdes subseqiientes, o valor de A ¢
computado automaticamente, nao tendo o usuario controle sobre a magnitude da

carga.
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Sdo dois os tipos de elementos de membrana disponiveis no ABAQUS:

Elementos Gerais de Membrana

Elementos de Membrana Axissimétricos

Estes elementos sdo definidos pelo cddigo apresentado na Figura 3.1.

M3D4R

A A T

— Dimensdo

—— Membrana

Numeros de nos

Integracdo reduzida

Figura 3.4 - Descri¢éo do tipo de elemento de membrana usada pelo ABAQUS

Tem-se no ABAQUS elementos triangulares com 3 ¢ 6 nés e elementos

quadrilaterais com 4, 8 € 9 nés, como mostram a Tabela 3.2 e a Figura 3.5.

N o PIOS

Sigla Tipo Integraco N° de Noés
M3D3 | triangular 1 3
M3D4 | quadrilateral 4 4
M3D4R | quadrilateral com integracéo reduzida 1 4
M3D6 | triangular 3 6
M3D8 | quadrilateral 8 8
M3D8R | quadrilateral com integracéo reduzida 4 8
M3D9 | Quadrilateral 9 9
M3D9R | Quadrilateral com integracéo reduzida 4 9

Tabela 3.2 - Tipos de elementos de membranas disponiveis no ABAQUS
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Figura 3.5 - Representacao gréfica dos elementos de membrana

Elementos de membrana sdo usados para modelar estruturas que nao
apresentem resisténcia a flexdo, principal caracteristica de membranas. A escolha
do tipo especifico de elemento a ser usado, dentro do universo de elementos
disponiveis, foi o de melhor modelar uma membrana da qual se esperava grandes
deslocamentos e deformagoes.

A biblioteca de elementos do ABAQUS inclui também trés grupos de
elementos de casca: Casca Fina, Casca Espessa e de Propodsito Geral. Os
elementos mais indicados para cascas espessas consideram efeitos de
cisalhamento através da espessura da casca. Por sua vez, os elementos indicados
para casca fina desprezam estes efeitos, ja que nas cascas finas estes efeitos sdao
muito pequenos em comparagdo aos de flexdo. Esta aproximacgdo ¢ feita pela
imposi¢cdo da condi¢do de Kirchoff: admite-se que a secdo plana normal a se¢do
média da casca permanece plana e normal durante a deformagdo (Cook, Malkus e
Plesha, 1989). Neste trabalho, para andlise de membranas e cascas hiperelasticas,
foram adotados tanto elementos de membrana como de casca. Um estudo foi
realizado para identificar o elemento mais apropriado em funcao da intensidade do
carregamento bem como da geometria utilizada.

Os elementos de casca sdo definidos na forma esquematica ilustrada na
Figura 3.7. Os elementos disponiveis no ABAQUS sdo apresentados na Tabela

3.3 e na Figura 3.6.
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Figura 3.6 - Descricdo de um elemento de casca disponivel no ABAQUS

Sigla Tipo N° P'° Integracdo N° de N6s
STRI3 | Triangular (casca fina) 1 3
Triangular (geral - deformagé&o
S3 o g (© ¢ 3 4
finita)
Triangular com integracéo
S3R g arac 1 4
reduzida
STRI6G5 | Triangular (casca fina) 3 6
uadrilateral (geral - deformacé&o
S4 q _ (© ¢ 4 4
finita)
uadrilateral com integragéo
S4R a ) grac 1 4
reduzida
S4R5 Quadrilateral (casca fina) 1 4
S8R quadrilateral (casca espessa) 4 8
S8R5 Quadrilateral (casca fina) 4 8
S9R5 Quadrilateral (casca fina) 4 9

Tabela 3.3 - Tipos de elementos de cascas disponiveis no ABAQUS
3
1 /
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1 2
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3 2
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Figura 3.7 — Representacao grafica dos elementos de casca
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