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Apêndice A – Cálculo dos coeficientes de alívio a  e b  
 

A.1 – Introdução  
 

Neste apêndice são apresentados as simulações numéricas realizadas com o 

objetivo de  calcular os coeficientes de alívio a e b , fundamentais para a obtenção 

do campo de tensos residuais a partir das deformações medidas por 

extensômetros. Em todos os casos apresentados neste apêndice, considera-se que 

as tensões nominal e máxima permanecem abaixo do limite elástico do material.  

Primeiramente, serão apresentados os casos em que a tensão não varia 

consideravelmente com a profundidade, chamado de “campo uniforme” e a seguir 

os coeficientes de alívio serão calculados para situações em que há variação 

considerável das tensões com a profundidade.  

 

 Os cálculos apresentados neste apêndice são o resumo de um trabalho 

anterior sobre a obtenção numérica dos coeficientes de alívio para a técnica do 

furo-cego, notadamente no que diz respeito a campos de tensão não-uniformes na 

profundidade de componentes mecânicos. Com o a experiência obtida neste 

primeiro trabalho, passou-se então a analisar o efeito da plastificação na técnica 

do furo-cego para medição de tensões residuais, que foi o tema do presente 

trabalho.  Assim, alguns dos problemas numéricos apresentados neste apêndice, já 

foram solucionados no decorrer do trabalho atual. Mesmo assim, esses problemas 

são apontados para que se possa apresentar as soluções encontradas.   

 
A.1 – Furo passante 
 

A análise tridimensional foi realizada da seguinte forma: com o objetivo 

de ajustar o modelo tridimensional, inicialmente um modelo bidimensional sem 

furo é construído. Aplica-se a malha neste modelo. O primeiro elemento que se 

tentou utilizar foi o Plane42. Na figura A.1 estão apresentados um resumo de 

todos os elementos utilizados para calcular os coeficientes de alívio.  
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Figura A.1 – Resumo dos elementos utilizados nas análises tridimensional e axissimétrica.   

 

Para o caso de tração simples os resultados obtidos foram excelentes.  O 

próximo passo foi desenhar um furo neste modelo, mantendo-se o mesmo tipo de 

elemento, a mesma geometria e o mesmo carregamento. O objetivo era calcular o 

coeficiente de concentração de tensões, Kt, e comparar os resultados numéricos 

com os resultados obtidos por Kirsch [9] e Peterson [15]. Os resultados obtidos 

com o elemento Plane42, não foram satisfatórios. Tanto os resultados de Kt foram 

ruins, como o perfil das tensões ao longo do furo foi também insatisfatório, uma 

vez que os valores de tensão cisalhante, que se sabe ser zero, foram relativamente 

altos. Mudou-se então para o elemento Plane82, obtendo-se então resultados de Kt 

excelentes, além de um perfil de tensão cisalhante próximo a zero. A seguir, fez-

se um teste de malha com o objetivo de garantir que os resultados de Kt eram 

independentes do número de elementos utilizados. Os modelos estão apresentados 

na figura A.2. No modelo (1) foram utilizados 10 elementos na borda do furo, no 

modelo (2) foram utilizados 20 elementos e finalmente no modelo (3) foram 

utilizados 40. Todos os modelos têm: 

r= 0.4 rm = 1.028 mm  

largura = 12 rm=  30.84 mm  

Para esta geometria o fator de concentração de tensões, Kt , vale 3.01.  
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Figura A.2 – Representação esquemática dos modelos utilizados no teste de malhas.  

 

Estes primeiros modelos foram carregados com forças concentradas no 

lado oposto ao furo. O valor da tensão nominal foi MPa10x =σ .  Na tabela A.1 

estão apresentados os valores de tensão radial, tangencial e cisalhante para três 

diferentes pontos dos três modelos testados. Nas primeiras colunas estão os 

resultados esperados pela literatura. Para o ponto “A”, o valor esperado é aquele 

indicado por Peterson em seu Handbook of Stress Concentrator Factors, o qual 

leva em consideração que o modelo não é infinito. Em contrapartida, para os 

pontos “B” e “C”, os resultados esperados são aqueles indicados por Kirsch nas 

equações (A.14).  

 
Tabela A.1 – Comparação entre os resultados encontrados por Kirsch e Peterson e os deste 

trabalho.   

Modelo Kirsch /Peterson  

(1) (2) (3) 

Tensão  

A B C A B C A B C A B C 

σr  0 0 0 -0.027 0.140 -0.078 0.058 0.038 0.040 0.080 0.016 -0.050 

σθ 30.1 16.2 -10 30.310 16.060 -10.280 30.110 16.160 -10.080 30.040 16.210 -10.060 

τrθ 0 0 0 0.078 -0.625 0.115 0.047 0.002 0.004 0.049 -0.012 0.010 

 
 

Da tabela A.1 observa-se que os melhores resultados foram obtidos para o 

modelo (2). O modelo (1) mostrou-se um pouco grosseiro, enquanto o modelo (3) 

apresentou instabilidade computacional.  Apesar da diferença entre os modelos (1) 

e (2) não ser grande, foi escolhido o último uma vez que o tempo computacional é 

quase o mesmo.  
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Estando o modelo bidimensional ajustado, passou-se ao modelo 

tridimensional. Devido a simetria, utilizou-se apenas 8
1  do modelo, o qual está 

representado na figura A.3. Na figura A.4, está representado o modelo 

tridimensional, antes da usinagem do furo, que é simplesmente um bloco. O 

modelo tridimensional com furo foi obtido a partir da extrusão do modelo 

bidimensional com furo. Para tanto, basta mudar o elemento Plane83 para Solid95 

e então extrudar tanto o modelo quanto a malha. Procedendo assim, obtém-se o 

modelo apresentado na figura A.5, que será chamado de “modelo sólido”.  

 

Nas figuras A.4 e A.5 estão representados esquematicamente1 os 

carregamentos e restrições. Na figura apresenta-se um detalhe do modelo sólido, 

onde está destacado 2
1 extensômetro.  

 
Figura A.3 – Representação esquemática do quadrante analisado do modelo tridimensional  

                                                 
1 Em alguns casos representa-se as forças ou restrições apenas em alguns nós, embora eles 

estejam de fato aplicados em todos os nós ao longo de uma linha. A omissão tem apenas efeito 

estético.  
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Figura A.4 – Modelo tridimensional sólido, antes da “usinagem” do furo. Estão destacados alguns 

pontos de aplicação de carregamento bem como as restrições. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura A. 5 – Modelo sólido, depois da “usinagem” do furo. Apresentam-se novamente, alguns 

pontos de aplicação de carregamento bem como as restrições.  

 
Figura A. 6 – Vista frontal do modelo sólido, destacando-se a posição do extensômetro virtual (nas 

direção 2 e 3, “há” outros extensômetros que foram omitidos por efeito estético).   
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O primeiro passo na análise dos modelos apresentados nesta seção era 

sempre avaliar os valores de θσ e rσ nos pontos (A) e (C) apresentados na figura 

(A.10). As análises subseqüentes só eram realizadas quando os valores destas 

tensões apresentavam erros menores que 5% em relação a Kirsch e Peterson.  

 

As primeiras comparações entre os resultados obtidos com este modelo e 

os resultados obtidos por Schajer não foram satisfatórias. Portanto, construiu-se 

uma malha com outro tipo de elemento, o Solid92. Este modelo será chamado de 

“modelo tetraédrico”. A construção deste modelo é diferente da construção do 

modelo sólido. Neste caso, constroe-se um bloco inteiriço e depois “escava-se” 

um furo. Na figura abaixo se mostra o modelo tetraédrico.  

 

 
Figura A.7 – Representação esquemática do modelo tetraédrico. Estão apresentados o furo na 

parte esquerda, o extensômetro e o carregamento.   
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Figura A.8 – Detalhe do campo de tensões do modelo tetraédrico. O valor da tensão nominal 

era =σx 14MPa 

 

Finalmente nas figuras subseqüentes estão apresentados o modelo 

axissimétrico, seus carregamentos e resultados.   

 

 
Figura A.9 – Modelo axissimétrico, antes da “usinagem” do furo (o furo será usinado no lado 

esquerdo). Está destacada a posição do extensômetro virtual.  
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Figura A.10 – Modelo axissimétrico, depois da “usinagem” do furo.  

Antes de apresentar os resultados obtidos é fundamental que se façam 

algumas explicações referentes aos cálculos feitos para cada modelo: 

Modelos sólido e tetraédrico – Observando as figuras (A.4), (A.7) e 

(A.10), percebe-se que o carregamento virtual é uniaxial. Este é o caso 

apresentado na figura (3.2) e na seção 3.3.1. Assim, as equações para os 

coeficientes de alívio são: 

c

3c1c

2
A

σ
ε+ε=  

c

3c1c

2
B

σ
ε−ε=  

lembrando que 1cε e 3cε  representam a mudança  nas deformações e σc é a tensão 

aplicada.  

Para calcular as deformações a partir dos deslocamentos radiais, usou-se a 

metodologia proposta por Schajer e apresentada previamente no item 3.3.2. 

Conforme explicado, os deslocamentos nodais são integrados ao longo do 

comprimento e da altura do extensômetro.  No caso do “modelo-antes” não houve 

grande variação nos valores de Ux e Uy ao longo da altura do extensômetro, mas 

no “modelo-depois” a variação foi marcante. Assim, estabeleceu-se usar os 

valores de Ux e Uy em seis pontos ao longo do extensômetro para proceder ao 

somatório apresentado na equação (3.39).  Foram observadas também grandes 

variações no valor final dos coeficientes de alívio quando se variava minimamente 

a posição do extensômetro. Isto já era de se esperar uma vez que a relação entre os 
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coeficientes e a deformação é em 4R . Assim, concluiu-se que a colagem (tanto 

experimental quanto numérica) do extensômetro requer cuidados redobrados.  

 

Modelo axissimétrico – neste modelo tem-se um disco submetido à tração. 

Não há uma solução particular pronta, conforme aconteceu no caso sólido e 

tetraédrico. Entretanto, basta aplicar a equação (A.33.a) para extrair os valores de 

A e B . O elemento axissimétrico usado neste trabalho permite tanto a aplicação 

de carregamentos axissimétrico quanto de não-axissimétricos. Neste tipo de 

elemento o carregamento é definido com uma série de funções harmônicas (série 

de Fourier) da seguinte forma: 

 

   ...3senB3cosA2senB2cosAsenBcosAA)(F 3322110 +θ+θ+θ+θ+θ+θ+=θ              

(A.1) 

Para se definir a função a ser usada, basta que se defina o número de ondas 

harmônicas (l) em torno da circunferência e a condição de simetria (se coslθ ou 

senlθ).  Neste trabalho foram usados dois tipos de carregamento: l=0 que se reduz 

ao caso axissimétrico e l=2 o qual está representado na figura A.11. Conforme se 

pode observar, o carregamento varia de:  

F(θ) = F em θ = 0°, até F(θ )= -F em θ = 90°, passando por F(θ) = 0 em θ = 45°.  
 

Figura A.11 – Carregamento não-axissimétrico quando tem-se l=2 

 

No caso de carregamento axissimétrico as deformações 1ε , 2ε  e 3ε  são 

iguais e a equação (3.33) reduz-se à: 
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A2A4
2

A4
1c1c3c1c

max
ε=ε=ε+ε=σ                               (A.2) 

A partir desta equação apenas o coeficiente A  pode obtido.  

Utilizando-se agora l=2 é possível obter B . Com este carregamento, tem-

se 231 ε≠ε−=ε . Assim, a equação (3.33) reduz-se a: 

2
2c1c3c

2
1c3cmax )2()(

B4
1 ε−ε+ε+ε−ε−=σ                 (A.3) 

 

Ou seja, com estes dois tipos de carregamento, é possível obter os dois 

coeficientes de forma independente.  

Foi observado nos modelos tridimensionais que o valor do deslocamento 

variava consideravelmente ao longo da largura do extensômetro. Assim, escolheu-

se proceder a uma integração criteriosa sob a área do sensor também para o 

modelo axissimétrico. Entretanto esta integração requer certo cuidado, pois o 

modelo, o carregamento e a malha são axissimétricos, mas o extensômetro não.  A 

figura A.12 representa bem isto: o extensômetro só seria axissimétrico se tivesse o 

formato apresentado pelas linhas vermelhas, formadas pela ligação dos pontos 1-

3’-4’-2. Se assim fosse, o ponto 3’ teria o mesmo deslocamento nodal que o ponto 

1 e não seria preciso integrar ao longo da largura  do extensômetro2.  Como o 

formato real do extensômetro é definido pelos pontos 1-3-4-2, é necessário 

calcular as coordenadas radiais dos pontos 3 e 4, r3” e r4”, respectivamente. Para 

efeito de visualização estes pontos foram rebatidos para a horizontal e 

representados pelos pontos 3” e 4”. Estes dois novos raios valem: r3”= 1.9495 e 

r4”=3.4625. No caso do carregamento axissimétrico, os valores dos deslocamentos 

nodais só dependem do raio, assim os deslocamentos nodais U1, U3”, U2 e U4” 

foram todos medidos em θ=0°. No caso de carregamento não-axissimétrico, os 

deslocamentos dependem tanto do raio quanto da posição angular. Foi necessário, 

portanto, calcular θ3” e θ4”. Os valores encontrados foram 24° e 13° 

                                                 
2 Para o caso de carregamento axissimétrico.  
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respectivamente.   Assim, para o caso de carregamento não-axissimétrico, cada 

deslocamento nodal foi medido segundo sua posição angular.  

 

 
Figura A.12 – Detalhe do modelo axissimétrico, destacando-se os pontos 3” e 4” usados para 

integrar os deslocamentos sob a área do extensômetro.  

Na tabela A2 se apresenta a comparação entre os resultados obtidos nos 

dois modelos tridimensionais e no modelo axissimétrico e os resultados de 

Schajer. No caso do modelo sólido os resultados dos dois coeficientes foram 

bastante ruins. O modelo tetraédrico apresentou resultados bastante bons para o 

coeficiente a  enquanto os resultados para o coeficiente b  foram apenas 

modestos. Contrariamente, no caso axissimétrico, tanto os resultados para o 

coeficiente a  quanto para o coeficiente b  estão em boa concordância com os de 

Schajer.  

 
Tabela A.2 – Comparação entre os resultados obtidos neste trabalho e por Schajer [8]. Os erros 

estão calculados em relação aos valores de Schajer. 

Schajer Solid Erro(%) Tetra Erro(%) Axis Erro (%) 

mr
r

 
a  b  a  b  a  b  a  b  a  b   a  b  a  b  

0.30 -0.089 -0.278 -0.085 -0.235 -4.7 -18.3 -0.088 -0.251 -1.0 -10.7 -0.092 -0.286 3.2 2.8 

0.35 -0.121 -0.364 -0.111 -0.303 -9.0 -20.1 -0.120 -0.329 -0.8 -10.6 -0.126 -0.378 3.9 3.8 

0.40 -0.158 -0.454 -0.142 -0.395 -11.3 -1A.9 -0.155 -0.429 -1.9 -5.8 -0.165 -0.474 4.2 4.3 

0.45 -0.200 -0.544 -0.188 -0.463 -6.4 -17.5 -0.195 -0.498 -6.3 -9.2 -0.209 -0.570 4.3 4.8 

0.50 -0.247 -0.629 -0.233 -0.542 -6.0 -16.0 -0.240 -0.582 -6.0 -8.0 -0.258 -0.662 4.2  5.3 
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Para uma maior clareza estes resultados estão mostrados nos dois gráficos abaixo.  

 

Figura A.13 – Comparação entre os resultados obtidos para o coeficiente a , utilizando-se os 

elementos sólido, tetraédrico e axissimétrico e os resultados de Schajer.  

 

Figura A.14 – Comparação entre os resultados obtidos para o coeficiente b , utilizando-se os 

elementos sólido, tetraédrico e axissimétrico e os resultados de Schajer. 

 

 

 

 

-0,3

-0,25

-0,2

-0,15

-0,1

-0,05

0
0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

raio

co
ef

ic
ie

nt
e 

a 

Schajer
Solid
Tetra
Axis

r/r
m

-0,70

-0,60

-0,50

-0,40

-0,30

-0,20

-0,10

0,00
0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

raio

co
ef

ic
ie

nt
es

 b
 

Schajer
Solid
Tetra
Axis

r/r
m

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916673/CA



Apêndices 
 

193 

Nos dois gráficos observa-se mais facilmente, que os resultados do modelo 

sólido são bastante pobres para os dois coeficientes, enquanto os modelos 

tetraédrico e axissimétrico praticamente se igualam (em lados opostos), tendo o 

último um desempenho um pouco melhor.  Apesar da tendência indicada por estes 

primeiros resultados, nenhum dos três modelos será descartado na próxima seção, 

que trata da análise do furo-cego. 

 

Cabe aqui um comentário importante: observando as figuras A.4 e a.7, 

percebe-se claramente que o modelo sólido é muito mais espesso que o modelo 

tetraédrico. Conforme já mencionado no corpo do trabalho (e que será 

extensamente discutido no Apêndice B), se a espessura da chapa for maior que o 

raio do furo, então ocorrem mudanças significativas no fator de concentração de 

tensões e, como será demonstrado adiante, no perfil das deformações ao longo do 

eixo transversal do modelo. Com isso em mente, na análise sobre plasticidade, o 

elemento sólido foi novamente testado, porém, utilizando-se chapa fina. O 

resultados foram excelentes, conforme demonstrado no capítulo três.  

 

A.2 – Furo-cego 
 

A metodologia apresentada acima permite tanto o cálculo dos coeficientes 

de alívio para furo passante quanto para furo-cego. No caso do modelo sólido, não 

foi possível utilizar a mesma malha usada para furo passante. A idéia inicial foi 

construir o modelo em dois estágios. Num primeiro estágio, o modelo e a malha 

foram totalmente extrudados até a altura correspondente ao fundo do furo. No 

próximo estágio, todo o modelo exceto a região do furo foi extrudado até a altura 

total. Entretanto, este tipo de construção gerou péssimos resultados. Quando se 

aplicava o carregamento, uma camada “escorregava” em relação à outra. Fez 

então outra tentativa: extrudar todo o modelo, exceto o furo, até a altura total e 

depois extrudar o furo. Este modelo também não funcionou, pois ao carregá-lo, 

ocorria uma separação entre o material do furo e o resto do modelo. Na figura 

A.15, estão apresentados estes dois métodos construtivos e na figura A.16 

apresenta-se a falha ocorrida no segundo método de construção. Finalmente, foi 

utilizado o comando “merge all” que faz com que o programa interprete qualquer 
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volume como um bloco único. Mesmo assim, os resultados não foram 

satisfatórios. Assim, este tipo de construção foi abandonada. 

Figura A.15 – Métodos utilizados para a construção do modelo tridimensional por extrusão.  

 

A solução foi construir um modelo inteiro, no qual era “escavado” um 

furo. Depois disto construia-se a malha. À época da pesquisa sobre os coeficientes 

de alívio, o elemento Solid95, não acompanhava o contorno do furo, não sendo 

possível, portanto utilizá-lo neste modelo. Passou-se então a ser utilizado o 

elemento Solid92. O modelo tridimensional construído com este elemento é 

semelhante ao da figura A.16.  Finalmente, na figura A.28 apresenta-se em 

detalhe o furo não- passante.  

 
Figura A.16 - Falha apresentada pelo modelo sólido extrudado a partir do elemento Plane83. 
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Figura A.17 – Detalhe do modelo tetraédrico, com furo-cego.  

 

Novamente, é importante destacar que na nova versão do programa Ansys, 

o elemento Solid95 foi empregado com facilidade a modelos com furo-cego, 

gerando resultados muito bons: este elemento foi utilizado para retrocalcular 

tensões elásticas e se mostrou perfeitamente utilizável. O método de construção 

foi por “escavamento”, mas não houve separação do material conforme mostrado 

na figura A.16.  

 

Voltando aos resultados do trabalho anterior, nas figuras A.29 e A.30 estão 

apresentadas as comparações entre os resultados obtidos com o modelo tetraédrico 

e os resultados de Schajer. Os dois coeficientes apresentaram concordância muito 

boa. A partir de agora, não há mais resultados disponíveis para o modelo sólido, 

uma vez que este foi abandonado à época da pesquisa sobre os coeficientes de 

alívio.  
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Figura A.18 – Comparação entre os valores obtido para o coeficiente a  por Schajer e neste 

trabalho utilizando-se modelo tetraédrico. 

 
 

Figura A.19 – Comparação entre os valores obtido para o coeficiente b  por Schajer e neste 

trabalho utilizando-se modelo tetraédrico.  

 

Percebe-se que os dois coeficientes concordam bem com a literatura, tendo 

a  uma concordância melhor. Os gráficos indicam também que a concordância 

entre os coeficientes vai piorando a medida que se aumenta a profundidade do 

furo. Isto se deve ao fato que para maiores profundidades a deformação relaxada 
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depende cada vez mais da geometria do extensômetro. Assim pequenas variações 

no extensômetro desenhado neste trabalho e aquele utilizado no trabalho de 

Schajer provocam mudanças nos resultados crescentes com a profundidade. 

 

O próximo passo foi utilizar o modelo axissimétrico para o caso do furo 

não-passante. A figura A.31 apresenta um detalhe deste modelo. O carregamento 

e as restrições são os mesmos utilizados na análise de furo passante.   

 

No modelo axissimétrico os resultados estão de acordo com aqueles 

encontrados por Schajer, apresentando um erro de no máximo 7%. Nos gráficos 

das figuras A.32 e A.33 apresentam-se a comparação entre os resultados.   

 
Figura A.20 – Detalhe do modelo axissimétrico depois da usinagem de um furo-cego de 

profundidade h.   
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Figura A.21 – Comparação ente os resultados obtidos para o coeficiente a  pelo modelo 

axissimétrico e os valores obtidos por Schajer. 

 

 

Figura A.22 - Comparação ente os resultados obtidos para o coeficiente b  pelo modelo 

axissimétrico e os valores obtidos por Schajer.  
 

 

Os resultados são comparativamente parecidos com aqueles encontrados 

para o modelo tetraédrico. 
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Por fim, fez-se uma comparação entre os resultados obtidos pelos modelos 

tetraédrico e axissimétrico e aqueles obtidos experimentalmente por Rendler e 

Vigness. A intenção é analisar qual dos dois se aproxima mais de dados reais. Há 

algumas diferenças entre os experimentos realizados por Vigness e as simulações 

feitas neste trabalho. Vigness normalizou as profundidades dos furos em relação 

ao diâmetro do furo sendo usinado, no lugar do raio médio do extensômetro, 

conforme realizado aqui.  O diâmetro utilizado por Vigness foi d=1.50088 mm. 

No final de seu trabalho ele apresentou numa tabela os coeficientes A  e B  (no 

lugar de a   e b ) para os seguintes valores  de d
p  : 0.2, 0.4, 0.6 e 1.0. Esse 

valores de p/d foram invertidos de forma a se obter as profundidade que seriam 

usadas nos modelos virtuais. Desta forma tem-se: 

2.0
d
p =  mm300176.050088.1x2.0p == ; 

4.0
d
p =  mm600352.050088.1x4.0p == ... 

e assim sucessivamente para as demais relações d
p .  

A partir daí, foram construídos os modelos tetraédricos e axissimétricos, 

repetindo-se então os mesmo procedimentos dos cálculos precedentes. É 

importante destacar que Vigness não calculou os coeficientes adimensionais a  e 

b  . Assim, os resultados apresentados a seguir nas tabelas A.3 e nos gráficos A.23 

e A.24 estão em in2/lb.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916673/CA



Apêndices 
 

200 

Tabela A.3 – Comparação entre os resultados do modelo axissimétrico e tetraédrico e os 

resultados obtidos por Vigness. As unidades são in2/lb 

 
Vigness Tetra Erro (%) Axis Erro (%) 

mr
r

 
A  B  A  B  A  B  A  B  A  B  

0.20 -6.00e-10 -1.06e-9 -6.53e-10 -9.26e-10 8.1 -1A.5 -6.77e-10 -9.92e-10 11.4 -6.8 

0.40 -1.34e-9 -2.35e-9 -1.38e-9 -2.07e-9 2.9 -13.5 -1.44e-9 -2.25e-9 6.9 -A.4 

0.60 -1.83e-9 -3.34e-9 -1.87e-9 -3.00e-9 2.1 -11.3 -1.97e-9 -3.31e-9 7.1 -0.9 

1.00 -2.25e-9 -A.50e-9 -2.23e-9 -A.00e-9 -0.9 -12.5 -2.36e-9 -A.49e-9 A.7 -0.2 

 

 

 

 

 

Figura A.23 – Comparação entre os resultados experimentais de Vigness e os resultados 

numéricos obtidos com o modelo axissimétrico. 
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Figura A.24 – Comparação entre os resultados experimentais de Vigness e os resultados 

numéricos obtidos com o modelo tetraédrico.  

 

Não houve grande diferença entre os resultados para o coeficiente A . Em 

contrapartida os valores do coeficiente B  foram melhores para o modelo 

axissimétrico. Como o modelo axissimétrico consome menos tempo 

computacional e gera resultados melhores, escolheu-se este modelo para proceder 

às análises relativas a campos de tensão não-uniformes.   

 

A.3 – Uniformidade das Tensões Residuais.  
 

A abordagem até agora apresentada considerou que as tensões residuais 

presentes num determinado componente, não variam, ou variam de forma muito 

suave, com a profundidade do componente. Entretanto, isto só é verdade em 

alguns casos. Na prática, costuma-se encontrar campos de tensões residuais 

bastante não-uniformes. Desta forma, os coeficientes A  e B , conforme foram 

estabelecidos, deixam de ser válidos. Assim, fica evidente que antes de usar as 

equações (3.33) precisa-se estabelecer se o campo de tensões pode ou não ser 

considerado uniforme. A norma ASTM E 837 [3] recomenda a usinagem 
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incremental de um furo até 0.4dm
3. O objetivo é acumular dados que possibilitem 

decidir se o campo de tensões residuais é suficientemente uniforme para aplicar os 

coeficientes a  e b .  

 

O procedimento proposto pela norma recomenda calcular para cada 

incremento a soma e a diferença entre as deformações medidas pelos 

extensômetros 1 e 3, ou seja, 13 ε+ε  e 13 ε−ε , respectivamente. A seguir cada um 

destes parâmetros é expresso como frações de seus valores quando o furo tem a 

profundidade de 0.4dm. Faz-se então um gráfico destes valores versus a 

profundidade de furo normalizada. Os pontos gerados devem estar muito 

próximos dos pontos mostrados na figura A.25. Os dados que não se enquadrarem 

esta figura indicam, tanto possíveis erros na medição das deformações quanto 

não-uniformidades substanciais no perfil das tensões residuais.  

 
Figura A.25 – Deformação percentual versus profundidade de furo normalizada para campos de 

tensão uniforme [2] 

 

No caso em que os pontos lidos não se enquadram na figura acima, deve-

se utilizar algum procedimento para obter o perfil das tensões residuais a partir 

das deformações lidas. Todos os métodos envolvem a medição das deformações 

aliviadas depois da usinagem de pequenos incrementos de profundidade de furo. 

Serão apresentados agora quatro métodos para obter o perfil das tensões residuais. 

                                                 
3 A Norma E 387 considera diâmetro médio ao invés do raio médio.  
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A.3.1 – Método da deformação incremental [16-18]. 

 
Este método baseia-se num trabalho publicado por Kelsey em 1956 [16]. Até 

então pouco esforço tinha sido dedicado com objetivo de expandir o uso do 

método do furo-cego para campos de tensão não-uniformes. A primeira grande 

contribuição deste trabalho foi propor a usinagem incremental do furo, a fim de 

obter dados para uma futura avaliação do perfil das tensões residuais. O método 

proposto se baseia em duas hipóteses: 

- no caso de campos de tensão uniformes, a relação entre deformação 

superficial e  profundidade  de furo é proporcional à magnitude das tensões, 

ou seja na figura A.26, a mudança incremental na deformação 

superficial,
izε∆ , para uma mudança incremental na profundidade, iz∆ , é 

proporcional a magnitude da tensão 
izσ . 

- Para pequenos incrementos de profundidade de furo, ε∆ , é proporcional à 

tensão média na camada incremental. Por exemplo, se a tensão média 
izσ  

através das camadas é a mesma nas figuras (a) e (b), então o valor de 
izε∆  

será o mesmo.  

Figura A.26 – Equivalências entre (a) campo de tensão uniforme e (b) não-uniforme 

  

Kelsey realizou uma série de ensaios utilizando-se tração para gerar um 

campo uniforme e flexão de quatro pontos para um campo não-uniforme. Os 

espécimes eram instrumentados com seis extensômetros, sendo quatro ao redor da 
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região do futuro furo e dois em regiões nominais. Antes da usinagem do furo, os 

espécimes eram carregados e os valores da deformação nos seis extensômetros 

registrados. Passava-se então a usinagem incremental do furo, sendo o primeiro 

incremento de 0.025”. Realizavam-se novas leituras nos extensômetros, 

primeiramente sem carregamento e depois com carregamento controlado pela 

leitura indicada pelos extensômetros nominais. Repetia-se este procedimento para 

sucessivos incrementos de profundidade, até que os extensômetros próximos ao 

furo não mais percebessem mudanças significativas na deformação lida.  

 

Para relacionar deformações lidas e tensões residuais, Kelsey criou dois 

coeficientes, chamados K1 e K2
4. Com os valores de deformação obtidos para o 

campo de tensões uniformes, foram calculados K1 e K2 para cada incremento de 

profundidade de furo. De posse destes coeficientes e dos valores de deformações 

lidos pelos extensômetros, o campo de tensões não uniforme foi retrocalculado. 

As principais conclusões do trabalho de Kelsey foram: 

- A deformação superficial aumenta até profundidades iguais ao diâmetro 

do furo sendo usinado, D, não sofrendo mudança considerável daí em 

diante. Esta é uma grande desvantagem da técnica do furo-cego: a 

profundidade na qual as deformações são medidas é pequena (se bem que 

é maior do que a distância obtida por difração de raios-X, por exemplo). 

Entretanto, esta é uma restrição da técnica do furo-ego e não do método da 

deformação incremental.  

- A técnica do furo-cego aplicado incrementalmente a campos de tensão 

não-uniforme gera resultados razoáveis (erro < 12 %) para profundidades 

até p = 0.5 D, a partir da qual os erros passam a ser consideráveis (erro > 

35 %).  

- Utilizar uma única usinagem para avaliar o campo de tensões gera erros 

maiores que 20 %.  

Embora este método seja amplamente usado na prática, ele tem uma 

simplificação teórica relevante. Após a usinagem do primeiro incremento de furo, 

                                                 
4 Como o arranjo experimental de Kelsey é diferente do arranjo proposto pela norma ASTM E-387, 

os valores destes coeficientes são também diferentes dos apresentados na norma. Por isto, estes 

coeficientes não serão apresentados aqui.   
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subseqüentes alívios de deformações combinam o efeito das tensões existentes 

naquele incremento com o efeito da mudança na geometria. A mudança 

geométrica permite alívio de deformação devido às tensões existentes em 

incrementos anteriores ao que está sendo usinado. Assim, mesmo quando o furo é 

usinado numa região totalmente isenta de tensões, ocorre mudança nas 

deformações causada por tensões existentes em incrementos superiores.   

 

É importante destacar que o campo de tensões utilizado por Kelsey era 

mediamente não- uniforme. Para campos fortemente não-uniformes, como ocorre, 

por exemplo, num componente que sofreu jateamento de granalhas, o método não 

geraria bons resultados.  

 

A.3.2 – Método da tensão média [16, 17, 19]. 
 

Neste método, proposto por Nickola em 1986, um novo conceito é 

introduzido com o intuito de substituir o campo de tensões desconhecido e não-

uniforme por outro campo uniforme que cause o mesmo efeito que o primeiro. A 

tensão equivalente uniforme é a tensão uniforme agindo dentro da profundidade 

total do furo que produz o mesmo alívio de tensões que a tensão não-uniforme que 

de fato está presente. Para o cálculo da tensão equivalente uniforme usam-se os 

valores dos coeficientes de alívio a e b  para campo uniforme. Estes coeficientes 

são os encontrados por Schajer em seu trabalho de 1981. Entretanto em seu 

trabalho, Nickola fez algumas adaptações em relação à utilização destes. Por 

exemplo, a profundidade do furo é adimensionalizada em relação ao diâmetro do 

furo, ao invés de o ser em relação ao raio médio do extensômetro. Assim, os 

valores numéricos dos coeficientes de Nickola são diferentes dos coeficientes de 

Schajer. A tensão equivalente uniforme é calculada a partir dos alívios de 

deformação medidos antes e depois de um determinado incremento de 

profundidade. O método assume então que a tensão equivalente uniforme depois 

de um determinado incremento de profundidade iguala a média espacial da tensão 

equivalente uniforme antes daquele incremento de profundidade somada à tensão 

existente dentro daquele incremento.  Na figura A.27, encontra-se a representação 

esquemática do método.  
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Figura A.27 – Representação esquemática do método da tensão média.  

 

Assim,  

 

zz)zz( zzzz ∆×σ+×σ=∆+×σ ∆∆+                                          (A.4) 

onde 

σp = tensão uniforme equivalente dentro de um incremento p, sendo p = z, ∆z e z 

+∆z; 

z = profundidade do furo antes do incremento;  

∆z = profundidade do incremento, 

z+∆z = profundidade do furo depois do incremento.  

 

Da mesma forma que o método da deformação incremental, este método 

apresenta uma simplificação teórica considerável. Assume-se que a tensão 

equivalente uniforme iguala a tensão média dentro de um determinado incremento 

de profundidade de furo. Isto ocorreria apenas se as tensões presentes em todas as 

profundidades de furo contribuíssem igualmente para a deformação aliviada 

medida na superfície. Na prática, entretanto, as tensões no material próximo à 

superfície têm contribuição maior para as deformações superficiais, que têm as 

tensões remotas da superfície. 
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A.3.3 – Método Integral [17, 18, 20, 21] 
 

A grande diferença entre o método integral e os métodos da tensão média e 

da deformação incremental é que aqui se reconhece que as deformações totais 

medidas durante a usinagem do furo são causadas pelo alívio das tensões residuais 

originalmente existentes dentro de cada incremento de profundidade de furo. 

Assim, o método identifica a contribuição individual que as tensões em cada 

profundidade têm na deformação total medida. As tensões individuais são então 

retrocalculadas a partir das deformações totais medidas. 

 

Antes de apresentar o método propriamente dito, com o intuito de 

simplificar as expressões das deformações aliviadas e das tensões residuais, serão 

introduzidos agora grupos de deformação e tensão, os quais serão chamados de 

"deformações transformadas" e "tensões transformadas".  

 

Nas equações (3.33) três diferentes grupos de deformações podem ser destacados:  

 

 

2
)(p 13 ε+ε=                                                    (A.5.a) 

2
)(q 13 ε−ε=                                                    (A.5.b) 

2
)2(t 213 ε−ε+ε=                                              (A.5.c) 

 

Similarmente, pode-se apresentar as componentes de tensão da seguinte forma: 

 

P
2

)( 31 =σ+σ                                                     (A.6.a) 

 

Q
2

)( 13 =σ−σ                                                     (A.6.b) 

T13 =τ                                                            (A.6.c) 
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Com esta substituição de variáveis a relação tensão deformação torna-se:  

 

A2
pP =                                                           (A.7.a) 

B2
qQ =                                                           (A.7.b) 

B2
tT =                                                            (A.7.c) 

 

ou ainda, usando os adimensionais a  e b : 

)1(
EpPa

ν+
=                                                          (A.8.a) 

EqQb =                                                            (A.8.b) 

EtTb =                                                           (A.8.c) 

 

As variáveis P, Q, T e p, q t, são as chamadas tensões e deformações 

transformadas. O uso destas variáveis desacopla e simplifica as equações tensão-

deformação. Ao realizarem-se estas transformações a avaliação das tensões 

principais torna-se muito mais compacta: 

 

22
minmax, TQP +±=σ                                            (A.9) 

ou seja: 

]
b

tq
)1(

p[
22

minmax,
+±

ν+
=σ                                           (A.10) 

e o ângulo β: 

)
q
t(tan

2
1)

Q
T(tan

2
1 11 −− ==β                                          (A.11) 

 

As componentes de tensão que agem numa profundidade H num plano 

paralelo à superfície do espécime, são assim descritas em termos de componentes 

transformadas: 

2
))H()H(()H(P 13 σ+σ=                                          (A.12.a) 
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2
))H()H(()H(Q 13 σ−σ=                                          (A.12.b) 

)H()H(T 13τ=                                                     (A.12.c) 

 

Similarmente, as três deformações aliviadas medidas depois da usinagem 

de um furo de profundidade h são expressas em termos das deformações 

transformadas da seguinte forma: 

 

2
))h()h(()h(p 13 ε+ε=                                                    (A.13.a) 

2
))h()h(()h(q 13 ε−ε=                                                    (A.13.b) 

2
))h(2)h()h(()h(t 213 ε−ε+ε=                                            (A.13.c) 

 

Como o uso de variáveis transformadas desacopla as equações tensão-

deformação é possível considerar cada tensão ou deformação transformada 

independente das outras. Considere por exemplo, a deformação aliviada 

transformada p(h) medida após a usinagem de um furo de profundidade h. Esta 

deformação é a integral das componentes infinitesimais de deformação causadas 

pela tensão transformada P(H) em todas as profundidades dentro do intervalo  

hH0 ≤≤ . A figura A.28 apresenta estas profundidades bem como a tensão 

transformada P(H). A deformação p(h) é dada por: 

  

�
ν+=

h

0

dH)H(P)h,H(Â
E

1)h(p            hH0 ≤≤                          (A.14) 

 

onde )h,H(Â  é a deformação aliviada por unidade de profundidade causada por 

uma tensão unitária numa profundidade H, quando o furo tem profundidade h. 

Se )h,H(Â  é conhecida, por exemplo através de elementos finitos e p(h) é 

medida, então teoricamente o campo de tensões desconhecido pode ser 

determinado pela solução da equação integral, (A.14). 
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Em situações reais a deformação aliviada é medida em n intervalos de 

profundidade hi. Assim, a forma discreta da equação (A.14) é: 

ij

ij

1j
ij p

)1(
EPa

ν+
=�

=

=

                         1≤j≤i≤n                  (A.15) 

 

pi – medição de deformação aliviada após o i-ézimo incremento de 

profundidade de furo; 

Pj – tensão uniforme equivalente dentro j-ézimo incremento de 

profundidade de  furo; 

ija   – deformação aliviada devido a uma tensão unitária dentro do 

incremento j de um furo com i incrementos de profundidade, 

n – número total de incremento de profundidade de furo.  

 

Na figura A.28 estão apresentados esquematicamente h, H, A (H, h), p(h) e 

P(H), bem como hi, j, aij, pi,  e Pj.  
 

 
Figura A.28 – Representação dos parâmetros envolvidos no método integral, para o caso contínuo 

e discreto. As setas foram tracejadas para enfatizar que também existem tensões fora da 

profundidade H e do intervalo j. 
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A relação entre os coeficientes  ija   e a função de alívio de deformação )H,h(Â  é: 

 

dh)h,H(Âa i

H

H
ij

j

1j

�
−

=                                                   (A.16) 

 

Pode-se escrever a equação (A.15) em notação matricial: 

)1(
pE

Pa
ν+

=                                                         (A.17) 

 

Como exemplo, para um furo de quatro incrementos, tem-se: 
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p
p
p
p

p                                                           (A.20) 

 

Cabe aqui, lembrar que o objetivo de empregar variáveis transformadas é 

simplificar, compactar e desacoplar as relações tensão-deformação, de modo a se 

chegar nas equações matriciais apresentadas acima. 
 

Na figura A.29 está apresentado o significado físico dos coeficientes ija  da 

matriz a  para o caso de quatro incrementos. As colunas da matriz correspondem 

aos alívios de deformação causados pelas tensões dentro de um incremento fixo, 

para furos de profundidades crescentes. As linhas da matriz correspondem ao 

alívio de deformação causado pelas tensões dentro de sucessivos incrementos de 

um furo de profundidade fixa. A combinação de todos os coeficientes de uma 
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linha corresponde a um campo de tensões uniforme cobrindo toda a profundidade 

do furo. Portanto, a soma das  linhas de a  iguala os coeficientes das equações 

(3.33) e (A.17) para campos de tensão uniformes em furos de profundidade 

correspondentes.  

 

Figura A.29 – Significado físico das constantes ija . 

 

Tendo isto em mente, percebe-se que os métodos da deformação 

incremental e da tensão média podem ser vistos como aproximação do método 

integral. Tais modelos procuram aproximar os coeficientes ija , dados apenas os 

valores de deformação obtidos após a usinagem de cada incremento, utilizado 

campos de calibração uniformes. Assim, cada deformação lida agrega a 

contribuição das tensões presentes em todos os incrementos de profundidade de 

furo. No método incremental todos os coeficientes em cada coluna são assumidos 

como sendo iguais, ou seja, a deformação aliviada no 1° incremento de um furo de 

1 incremento é igual à deformação aliviada no 1° incremento de um furo de 2 

incrementos e assim sucessivamente, conforme mostrado na figura A.41. Esta 

conclusão está errada, pois a medida que se aumenta a profundidade, para uma 

tensão aplicada num mesmo incremento, as deformações aliviadas serão maiores.  
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41312111 aaaa ===  

 

 

 

 
Figura A.30 – Coeficientes no método da deformação incremental.  

 

No método da tensão média, os coeficientes de cada linha são assumidos 

como sendo proporcionais ao tamanho de cada profundidade do furo. Isto gera 

uma conclusão errada a de que os coeficientes em cada linha são iguais, figura 

A.31. Assim, segundo este método a deformação aliviada por uma tensão agindo 

no 1° elemento de um furo de dois incrementos é igual a deformação aliviada por 

uma tensão agindo no 2°  incremento de um furo de dois incrementos. Isto 

ocorreria apenas se as tensões presentes em todas as profundidades de furo 

contribuíssem igualmente para a deformação aliviada medida na superfície. 

2221 aa =  

333231 aaa ==  

 

 

 
 

Figura A.31 – Coeficientes no método da tensão média.  

 

Não é possível obter os coeficientes ija  experimental ou analiticamente. 

Schajer [17, 18] e Niku-Lari [20], em trabalhos diferentes, apresentaram 

metodologias semelhantes para o cálculo destes coeficientes usando o método dos 

elementos finitos. No presente apêndice repetiram-se os resultados obtidos por 

Schajer. Esta abordagem está apresentada após o método da série de potências.  

 

A.4 – Método da Série de Potências  

 
Este método, proposto por Schajer em 1981, é aplicável para campos onde 

a variação da tensão seja suave. Qualquer campo de tensões pode ser dividido em 
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componentes biaxiais iguais e numa componente cisalhante. Numa primeira 

análise será considerada apenas a parcela biaxial, sendo bσ  (h) a variação com a 

profundidade a partir da superfície. O método trabalha dividindo o campo de 

tensões residuais desconhecido em componentes de séries de potências, com 

coeficientes indeterminados bi = 0, 1, 2 ... 

 

...hbhbb)h( 2
210b +++=σ                                                (A.21) 

 

onde h é medida a partir da superfície de espécime.  

A deformação medida correspondente a )h(bσ  é: 

 

....)h(b)h(b)h(b)h( 221100b +++= λλλε                               (A.22) 

 

onde λi(h) são as respostas de deformação a campos de tensão unitários de série 

de potência. Estas respostas estão mostradas na segunda parte da figura (A.32) e 

podem ser geradas por elementos finitos de forma similar ao que foi feito para o 

método integral.  

  

Uma vez que se obtenha a resposta de deformação, é possível calcular os 

coeficientes bi da equação (A.22) pela minimização do erro entre as deformações 

medidas )h(bε  e aquela  equação. O campo original de tensões pode então ser 

retrocalculado pela equação (A.21) assumindo-se que os coeficientes bi 

minimizam também o erro entre o campo real e o calculado por (A.21).  
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Figura A.32 – Decomposição de um campo não-uniforme desconhecido em outros de distribuição 

conhecida.  

 

O mesmo tipo de cálculo pode ser empregado para obter a componente 

cisalhante, σs(h), substituindo as funções λi(h) pelas equivalentes calculadas para 

este tipo de campo.  

 

Após obter os dois campos, biaxial e cisalhante, o campo original é 

reconstituído da seguinte forma: 

)h()h()h(),h( sbminmax σ±σ=σσ                                           (A.23) 

 

Este método tem a vantagem de não ser tão sensível a erros oriundos da 

medição das deformações aliviadas, pois a minimização feita para obter os 

coeficientes acaba por ponderar estas medições. A desvantagem é que poucos 

termos da série podem ser usados antes de o método se tornar instável. Schajer 

recomenda que não sejam usados mais de dois termos na série se potência, o que 

vai gerar campos de tensão com variação linear. Como resultado disto, o método 

não se aplica a campos acentuadamente não uniformes.  
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A.5 – Cálculo dos Coeficientes aij e bij para campos de 
tensão não-uniformes.   
 

Para calcular os coeficientes ija  e ijb , e resolver a equação (A.12) Schajer 

usou uma abordagem diferente da apresentada até agora e que será explicada a 

seguir: na figura A.33 (a), está apresentada uma porção de material antes da 

usinagem do furo. Estão mostradas as tensões iniciais que agem no volume, que 

futuramente será retirado pela usinagem do furo. Se for usinado o furo e as 

superfícies deste forem carregadas com a mesma tensão que havia antes, não 

haverá perturbação no valor das tensões agindo no restante de material. 

 
Figura A.33 – Superposição de carregamentos: (a) estado de tensões original (b) mudança no 

estado de tensões devido à usinagem do furo (c) estado final de tensões.  

 

As letras (b), (c) e (d) da figura representam esta superposição de estados 

de tensão.  No estado (b) mostra-se o material com o furo já usinado tendo 

carregamento aplicado na superfície do furo. O carregamento mostrado no estado 

(c) é igual e oposto ao da figura (b) na superfície do furo e vale zero nas outras 

superfícies. A soma5 destes dois estados, mostrada na letra (d), é o estado de 

tensões existente num componente após a usinagem de um furo. Então, o estado 

                                                 
5 Esta soma só é possível se o sistema for linear-elástico.  
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(c) corresponde a redistribuição de tensões devido a usinagem do furo e as 

deformações correspondentes representam aquelas que seriam medidas por um 

extensômetro. Decorre daí, que estas deformações dependem unicamente das 

tensões originais agindo no furo.  A partir da análise dos deslocamentos, e, por 

conseguinte das deformações, geradas pelo carregamento (c), é possível calcular 

os coeficientes de alívio.  

 

Este tipo de análise já havia sido utilizada por Schajer na obtenção dos 

coeficientes a  e b . Ao invés de utilizar o método “antes-depois”, Schajer aplicou 

um carregamento à superfície do furo. De fato, se o sistema for linear-elástico, a 

análise do estado (c) por elementos finitos é equivalente à análise feita no método 

“antes-depois” uma vez que nos dois métodos as deformações usadas para 

calcular os coeficientes a  e b  são as deformações aliviadas.  

 

A título de comparação, as simulações feitas aplicando o carregamento na 

superfície do furo foram repetidas para o caso de campo de tensões uniformes. Os 

resultados encontrados para o coeficiente a  foram bastante similares. O mesmo 

não ocorreu para o coeficiente b . Neste apêndice não se conseguiu repetir as 

simulações feitas para calcular este coeficiente.  Infelizmente o problema persistiu 

mesmo para a análise relacionada à plasticidade.  

 

Entretanto, para encontrar os coeficientes aij e bij, o método “antes-depois” 

não se aplica. Como mostrado nas figuras A.28 e A.29, este método quantifica a 

parcela de cada tensão agindo em cada incremento. Só é possível quantificar esses 

efeitos separadamente se os carregamentos forem aplicados individualmente a 

cada incremento. Com um programa de elementos finitos é possível aplicar um 

determinado carregamento em apenas uma linha do modelo6.   

 

Foi usado o mesmo modelo axissimétrico utilizado antes para campos 

uniformes.  O raio do furo foi r=0.4rm, sendo usinados 4 incrementos de 

profundidade igual a 0.1rm cada.  O carregamento foi aplicado individualmente a 

cada incremento de profundidade de furo. Na figura A.34 está mostrado o detalhe 
                                                 
6 Pelo mesmo motivo, não é possível obter estes coeficientes experimentalmente. 
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do modelo axissimétrico, onde estão destacados os incrementos bem como um dos 

carregamentos aplicados.  

 

Figura A.34 – Detalhe do modelo axissimétrico usado na análise não-uniforme. Estão mostrados 

os quatro (i=4) incrementos bem como o carregamento aplicado no terceiro incremento (j=3).  

 

Para o cálculo do coeficiente ija , foi usado carregamento axissimétrico, 

assim na equação (A.4A.a), tem-se para cada incremento, e1(h) = e3(h) . Então: 

 

)h(
2

)h(2
2

))h()h(()h(p 13 ε=ε=ε+ε=                                     (A.24.a) 

 

Conforme se observa na figura A.34, o furo foi “usinado” em 4 

incrementos. Para obter todos os coeficientes aij foram feitas simulações de acordo 

com a figura A.29, totalizando dez casos. A equação (A.15) foi então repetida 

para todos os valores de deformação integrada, obtidos em cada uma das 

simulações.  Como o modelo foi carregado em um incremento por vez, apenas um 

dos termos do somatório foi diferente de zero, tornando assim direto o cálculo do 

coeficiente de alívio. A figura A.35 mostra a comparação entre os resultados 

obtidos neste trabalho e os coeficientes de Schajer. Pode-se observar que houve 

boa concordância entre os dois resultados.   

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916673/CA



Apêndices 
 

219 

 

Figura A.35 – Comparação entre os resultados obtidos para o coeficiente ija neste trabalho e por 

Schajer  

 

 

Os valores numéricos encontrados para ija  foram: 
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Foi dito anteriormente, que a soma dos elementos em uma linha iguala os 

coeficientes das equações (3.33) e (A.17) para campos de tensão uniformes em 

furos de profundidade correspondentes. Para confirmar esta afirmação, reportou-

se ao item IV.3.2.2, onde foram feitas simulações com n=5, sendo a profundidade 

de cada incremento igual 0.2rm . Os resultados obtidos para as profundidades 

0.2rm e 0.4rm foram comparados à soma dos elementos da segunda e da quarta 

linhas, respectivamente.  A diferença encontrada foi no máximo de 5% , 

validando assim aquela afirmação.  
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O coeficiente ijb  é calculado de forma similar ao caso uniforme, ou seja, 

utilizando-se carregamento não-axissimétrico. Similarmente ao que ocorreu para o 

carregamento uniforme, não foi possível repetir as simulações feitas por Schajer.     

 

A.6 – Conclusão.  
 

Os coeficientes de alívio necessários para relacionar tensão e deformação 

foram estabelecidos experimentalmente.  É possível também estabelecer estes 

coeficientes através de elementos finitos, tanto para furo passante quanto para 

furo-cego. Neste trabalho foram repetidos estes experimentos e foram obtidos, 

com boa concordância, os coeficientes a  e b  para o caso de furo passante e furo-

cego.  Foram usados três modelos: 

Modelo sólido – o elemento usado neste modelo foi o Solid95. Gerou 

resultados apenas razoáveis para o caso passante e não foi aplicável ao 

caso de furo-cego.  

Modelo Tetraédrico – neste modelo o elemento usado foi o Solid92. 

Apresentou bons resultados tanto para o furo passante quanto para o furo-

cego. Entretanto, é um modelo que requer certo esforço computacional.  

Modelo Axissimétrico – é o modelo usado na literatura e usa o elemento 

Plane83 que é axissimétrico. A comparação entre os resultados deste 

modelo e os da literatura bem como com resultados experimentais foi 

muito boa. Este modelo foi escolhido para as futuras análises não só por 

seu desempenho, que não foi tão melhor que o tetraédrico, como também 

por ser rápido de ser executado e ocupar bem menos espaço de memória 

que o modelo tetraédrico.   

 

No caso de campos de tensão não-uniformes, a metodologia proposta na 

norma ASTM E387 não deve ser diretamente utilizada, pois se corre o risco de 

obter resultados bastante errados. É necessário calcular novos coeficientes que 

levem em consideração a influência de cada um das tensões agindo em diferentes 

incrementos na deformação lida pelo extensômetro. Não é possível obter tais 

coeficientes experimental ou analiticamente, sendo, portanto necessária uma 
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metodologia numérica. Neste trabalho, seguiu-se uma metodologia conhecida por 

“Método Integral”. Utilizando-se novamente o método dos elementos finitos, 

foram calculados os coeficientes relativos a esta metodologia obtendo-se boa 

concordância com a literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916673/CA



Apêndices 
 

222 

 

Apêndice B – Efeito da Espessura no Fator de 

Concentração de Tensões 

 
B.1 – Introdução.   
 
 

Grande parte da literatura existente apresenta o problema da concentração 

de tensão ocorrido em regiões de estruturas que têm descontinuidades como um 

problema plano, isto é, que não apresenta variação com a espessura dos 

componentes [7]. Entretanto, estudos experimentais feitos por fotoelasticidade 

tridimensional [16] demonstram que à medida que o componente torna-se mais 

espesso, o estado de tensões varia ao longo da espessura. Além disso, as tensões 

desenvolvidas nestes componentes são maiores que aquelas desenvolvidas em 

componentes planos, podendo-se com isso cometer erros não conservativos. Neste 

trabalho, propõe-se uma explicação para a variação da tensão ao longo da 

espessura, baseada na variação da rigidez dos paralelepípedos elementares, 

situados na região da descontinuidade, causada por estados planos de tensão 

(pontos próximos à superfície) e de deformação (pontos no interior do 

componente).  

 

Com o objetivo de averiguar esta hipótese e também obter outros 

resultados que não foram possíveis de se obter experimentalmente, tais como 

campos de deslocamentos, foram feitas simulações aplicando o método dos 

elementos finitos em modelos de barras com entalhe em U e com furos, 

submetidos à tração e empregando diversas relações espessura/raio do entalhe. Os 

resultados obtidos concordaram com os dados experimentais, determinados por 

Cunha [16]. 

 

B.2 – O Fator de Concentração de Tensão.   
 

A concentração de tensões surge em componentes que possuem mudanças 

abruptas na sua geometria ou descontinuidades, tais como furos, entalhes em U, 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916673/CA



Apêndices 
 

223 

ombros, rasgos de chavetas, etc [7]. Devido à presença destas descontinuidades 

ocorre um aumento no valor da tensão, geralmente quantificado pelo fator de 

concentração de tensão, Kt, definido por: 

nom

max
tK

σ
σ=                                                                (B.1) 

 

onde maxσ é a tensão máxima na vizinhança imediata da descontinuidade e nomσ é 

a tensão que ocorreria na seção reduzida da região que contém a descontinuidade,  

caso não ocorresse a perturbação na distribuição de tensões causada pela mudança 

abrupta de geometria. Existem na literatura, informações sob a forma de gráficos, 

tabelas e expressões analíticas para auxiliar na obtenção dos valores de Kt para 

diversas geometrias e carregamentos. Estas informações foram reunidas por 

Peterson [7], que compilou resultados de diversos trabalhos, que empregaram 

fotoelasticidade bidimensional e tridimensional, soluções analíticas e soluções por 

diferenças finitas para a determinação de Kt. Para componentes com entalhes em 

U, furo e ombros o método mais utilizado no passado para obter o Kt, foi a 

fotoelasticidade bidimensional. Peterson informa que há restrições ao uso destes 

valores de Kt  se o componente for espesso; no caso de placas com furos a relação 

rt  não deve ser maior que 1.5 e para entalhes em U, não é estabelecido nenhum 

valor, embora seja dito claramente que aqueles valores de Kt só se aplicam para 

peças muito finas. Ainda segundo esta referência, no meio da espessura do 

componente podem ocorrer tensões até 3% maiores que aquelas indicadas pelo Kt.  

Mesmo assim, o consenso geral é que os valores apresentados para componentes 

bidimensionais são suficientemente precisos para quaisquer espessuras.  

 

B. 3 – Tensão Plana x Deformação Plana [19].   
 

Alguns casos particulares de estados de tensão atuantes em pontos de 

componentes estruturais são classificados como: estados planos de tensão e 

estados planos de deformação. Os primeiros são caracterizados pela não existência 

de tensões paralelas a uma determinada direção que passa pelo ponto estudado. 

Por exemplo, é o caso da direção paralela à espessura de placas muito finas ou 

direções ortogonais aos pontos que estão nas superfícies de componentes 
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estruturais. Os estados planos de deformação são aqueles em que as deformações 

principais são nulas numa determinada direção. É bastante comum analisar-se os 

estados de tensão em componentes estruturais através do uso de paralelepípedos 

elementares. Paralelepípedos representativos dos estados planos de tensão e 

deformação estão mostrados na Figura B.1.   

 

 
Figura B.1 – Paralelepípedos elementares submetidos a: (a) tensão plana e (b) deformação plana.  

 

Numa placa submetida à tração, Figura B.2, tem-se que os pontos situados 

nas duas faces estão submetidos a estados planos de tensão. A tensão na direção y 

é zero. Se a placa for fina, não há como a tensão variar muito de um lado da placa 

para o outro e os três elementos infinitesimais mostrados estarão sob tensão plana. 

Mesmo que a placa contenha uma descontinuidade, tal como um furo, o estado 

continuará a ser de tensão plana, se o raio do furo for muito maior que a espessura 

da placa.  

 

Na Figura B.3, tem-se uma representação esquemática do estado de 

tensões de uma placa espessa com entalhe em U. À medida que a espessura 

aumenta, direção z, o estado de tensões torna-se mais complexo. Os blocos de 

material A e B destacados em cinza, não estão carregados. As superfícies destes 

blocos, correspondentes às faces x, y, e z estão sob tensão zero por causa das 

condições de contorno do problema, já que são três superfícies livres. Estes blocos 

deslocam-se na direção x, mas não têm tendência de se deslocar ou se deformar na 

direção z. Devido à compatibilidade de deslocamentos, outros blocos paralelos a 

estes, no interior do entalhe, terão o mesmo comportamento. Assim, os elementos 

a, b e c terão os mesmos deslocamentos e deformações na direção x. O mesmo 

não ocorre na direção z; os elementos a, b e c estão sob altas tensões xσ e, por 

efeito de Poisson, teriam tendência de se deformar na direção z. Os elementos a e 
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c, por estarem na superfície e portanto estarem submetidos a estados planos de 

tensão acabam se deformando nesta direção. Por outro lado, o elemento b, por 

estar restrito pelos blocos pouco carregados circunvizinhos, não tem deformação 

na direção z. Assim, este elemento passa a estar sob deformação plana, pois uma 

das componentes de deformação é zero, enquanto os elementos a e c ainda estão 

em tensão plana. Para haver uma deformação 0z =ε , surge uma tensão 

xz µσ=σ conforme será visto adiante.  

 
 

Figura B.2 – Estado de tensão plana numa placa fina submetida à tração. 

 

Os valores de deformações atuantes xε  nos elementos a e c, podem ser 

calculados pela lei de Hooke. A deformação na direção x, agindo no elemento a é: 

][
E
1 a

z
a
y

a
x

a
x µσ−µσ−σ=ε                                             (B.2) 

mas, nestes elementos as tensões σy e a tensão σz são zero, pois tratam-se de faces 

de paralelepípedos elementares que se encontram em superfícies livres. Estes 

elementos estão submetidos a um estado uniaxial de tensão. Assim, tem-se: 
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Figura B.3 – (a) Detalhe de um componente com entalhe em U, no qual os elementos a e c estão 

na superfície e o elemento b está no meio do componente.  (b) Vista superior destacando os 

elementos representados como molas antes e (c) e depois da deformação.  

 

a
x

a
x E

1 σ=ε   �    a
x

a
x Eε=σ                                         (B.3) 

 

onde a
xε é a deformação na direção x, sofrida pelo elemento a,  

e a
xσ é a tensão na direção x, agindo no elemento a. 

 

No elemento b, conforme visto acima, existem as tensões σx  e σz. Então: 

][
E
1 b

z
b
x

b
x µσ−σ=ε                                                    (B.4) 

Caso este estado seja caracterizado com um estado plano de deformação, a 

deformação na direção z é nula, e então: 

0][
E
1 b

x
b
z

b
z =µσ−σ=ε     �    b

x
b
z µσ=σ                                     (B.5) 

 

Substituindo em B.4, vem: 

)]1([
E
1 2b

x
b
x µ−σ=ε                                                 (B.6) 

Se a hipótese que os blocos de material com baixa tensão for válida, os 

deslocamentos destes blocos na direção x serão iguais e então as deformações a
xε  
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e b
xε serão iguais. Portanto, a tensão b

xσ  deve ser maior que a a
xσ , ou seja: 

)1( 2a
x

b
x µ−σ=σ   

 

Nas Figuras B.3b e B.3c, mostram-se os elementos infinitesimais como se 

fossem molas e blocos de material que se deslocam rigidamente; as três molas têm 

que sofrer o mesmo deslocamento Ux, mas a mola b é mais rígida, pois tanto sofre 

tensão na direção x quanto na direção z, ambas positivas. Portanto, a força agindo 

nesta mola, proporcional a b
xσ , deve ser maior que aquela agindo nas outras 

molas, para garantir o mesmo deslocamento na direção x.  

 

B.4 – O Modelo Numérico.  
 

Foram simulados oito modelos tracionados, cinco com entalhes em U e 

três com furos circulares. Na Figura B.4, tem-se um esboço destes modelos. As 

relações entre as dimensões são mostradas nas Tabelas B.1 e B.2. As dimensões 

usadas neste trabalho são as mesmas utilizadas num trabalho anterior [18], no qual 

os resultados foram obtidos por fotoelasticidade tridimensional e por elementos 

finitos usando o programa SAPV [26]. 

 

 
Figura B.4 – Representação esquemática dos modelos tracionados com entalhes em U e com 

furos circulares.  
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Tabela B.1 – Dimensões do modelo com entalhe em U          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela B.2 – Dimensões do modelo com furo  

 

 

 

 

 

Neste trabalho, para proceder às simulações, usou-se o programa Ansys 6.0 [17], 

University High Option. Como se tratam de modelos simétricos utilizou-se apenas 

1/8 do modelo, impondo-se as condições de contorno adequadas. A Figura B.5 

apresenta a parte do modelo que foi analisada, bem como as restrições e as forças 

aplicadas. O elemento escolhido foi o Solid95, o qual tem 20 nós e três graus de 

liberdade por nó. 

 

 
 

Figura B.5 – Representação esquemática do quadrante analisado do modelo com furo. 

Carregamento e restrições similares foram usados no modelo em U.  

 

 Foram analisados tensões, deformações e deslocamentos ao longo de três 

linhas, 1-2, 1-3 e 3-4, as quais estão destacadas na Figura B.6, na qual o ponto 1 

está na superfície do modelo enquanto o ponto 2 está na metade da espessura do 

Modelo  D  D/d r/d t/r 
U1 35.00 1.30 0.15 0.55 

U2 35.00 1.30 0.15 1.74 

U3 35.00 1.30 0.15 2.24 

U4 35.00 1.30 0.15 2.75 

U5 35.00 1.30 0.15 3.75 

U6 35.00 1.30 0.15 B.37 

Modelo  D  D/d r/d t/r 
F1 35.00 1.52 0.26 0.20 

F2 35.00 1.52 0.26 2.23 

F3 35.00 1.30 0.15 3.32 
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modelo. No caso do modelo com espessura pequena, próximo de um modelo 

bidimensional, espera-se que xσ  tenha variação mínima ao logo da linha 1-2 e 

também que os valores de zσ  sejam próximos de zero. À medida que a espessura 

dos modelos aumenta, aumenta também a variação de xσ  e os valores de zσ  , no 

interior do modelo. Ainda ao longo desta linha, espera-se que a relação xz εε , 

seja muito próxima ao coeficiente de Poisson, 3.0=µ , nos componentes mais 

finos, pois para estes o estado de tensões ao longo de toda a linha 1-2, aproxima-

se de um estado uniaxial. Se a hipótese de deformação plana for válida, a medida 

que o componente torna-se mais espesso, esta relação diminui, pois zε   tende a 

zero para pontos no interior do modelo. A linha 3-4 foi analisada a fim de 

verificar se os elementos ao longo desta linha têm o mesmo deslocamento Ux.   

 

 
 
Figura B.6 – Detalhe do modelo em U, destacando as linhas a serem analisadas (em preto).  

 

Finalmente a linha 1-3 foi utilizada para avaliar os deslocamentos  e as 

deformações na direção z. Espera-se que no modelo menos espesso, por ser menos 

rígido nesta direção, o deslocamento Uz normalizado com relação à espessura, seja 

maior que nos outros modelos, na região próxima do ponto 1. Se as hipótese que 

os blocos A e B têm baixa tensão for confirmada, a deformação zε  será 

igualmente pequena no ponto 3 para todas as espessuras enquanto no ponto 1, esta 

deformação será maior nos modelos mais finos.  
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V.5 – Resultados e Discussão. 
 

Uma vez que a hipótese apresentada baseia-se no deslocamento de blocos 

rígidos (pouco tensionados) A e B, representado pela uniformidade dos 

deslocamentos Ux da linha 3-4, os primeiros resultados a serem analisados foram 

os deslocamentos ao longo desta linha. Estes resultados foram normalizados com 

a espessura e estão apresentados na Figura B.7. Percebe-se que para todas as 

espessuras os valores do deslocamento são constantes, mostrando que de fato, o 

material na vizinhança daquela linha, se desloca como um bloco. A seguir, foram 

analisados os deslocamentos e deformações Uz, na linha 1-3. Pode-se observar na 

Figura B.8, que o componente que sofreu os maiores deslocamentos no ponto 1 e 

que obteve maior diferença entre os pontos inicial e final foi o modelo que mais se 

aproxima do bidimensional, conforme o esperado. Na figura B.9, observa-se a 

variação da relação xz εε ao longo da linha 1-2. Confirmou-se que para todos os 

modelos, no ponto localizado na superfície plana do entalhe, ponto 1, esta relação 

tende para o coeficiente de Poisson. Para o componente mais fino, este valor é 

praticamente constante ao longo da linha, ao passo que este valor vai diminuindo 

para componentes mais espessos. Isto indica, que na parte central dos 

componentes espessos a deformação zε tende para zero. A figura B.10 mostra as 

deformações xε  e zε , ao longo da linha 1-37. Para todas as espessuras percebe-se 

que no ponto 3, estas deformações tendem a zero, conforme havia sido dito 

anteriormente, uma vez que o ponto 3 pertence aos blocos A e B. No ponto 1, 

observa-se que as duas deformações têm valores diferentes de zero, sendo que xε  

é positiva e maior em magnitude que zε , sua razão tendendo para o coeficiente de 

Poisson, 0.3.  

 

Foram analisados a seguir os valores de Kt, ao longo da linha 1-2. Os 

resultados obtidos demonstram uma variação considerável entre os valores de Kt 

baseados em modelos mais finos e os mais espessos. Na Figura B.11, observa-se 

que os valores de Kt do modelo mais fino são praticamente constantes. À medida 

                                                 
7 Como todas os modelos tiveram as mesmas tendências, estão mostrados apenas os valores de 

xε  e zε  do modelo mais fino e do modelo mais espesso.  
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que espessura do modelo aumenta o Kt varia cada vez mais ao longo da espessura. 

O mesmo ocorreu para os modelos com furos8, conforme mostrado na Figura 

B.12. 

 

Figura B.7 – Deslocamento Ux ao longo da linha 3-4 no modelo com entalhe em U.  

 

 
Figura B.8 – Deslocamento Uz ao longo da linha 1-3 no modelo com entalhe em U.  

 

 

 

 

 

 

                                                 
8 Todos os modelos com furo tiveram resultados similares aos modelos em U. Por esta razão, 

apenas os resultados destes últimos serão apresentados.  
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Figura B.9 – Variação de 
x

z

ε
ε

 ao longo da linha 1-2 no modelo com entalhe em U.  

 

Figura B.10 – Variação de zε  e xε   ao longo da linha 1-3 no modelo com entalhe em U.  
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Figura B.11 – Variação de Kt  ao longo da linha 1-3 no modelo com entalhe em U.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura B.12 – Variação de Kt ao longo da linha 1-2 no modelo com entalhe em U.  

 

É interessante destacar, que os valores de Kt bidimensionais [7] são 

intermediários, situando-se dentro da faixa dos valores dos componentes espessos. 

Considerando que a variação entre Ktmax tridimensional e bidimensional seja da 

ordem de 3%, pode-se entender por que o uso generalizado do Kt bidimensional 

para todas as espessuras traz resultados adequados.  
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No caso da tensão zσ , também se nota uma variação pronunciada com a 

espessura. Na Figura B.13, a qual foi normalizada em relação a nomσ , nota-se que 

no modelo bidimensional, o máximo valor de nomz σσ  foi da ordem de 0.05, 

enquanto para o modelo mais espesso este valor foi de 0.B. Este gráfico também 

evidencia que no meio do componente o estado deixa de ser de tensão plana. 

Finalmente, tem-se que nomz σσ    aumenta consideravelmente já no modelo U2, 

ou seja, rt =1.7B. Isto está de acordo com a relação-limite indicada por Peterson, 

rt =1.5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura B.13 – Variação de 
nom

z

σ
σ

no modelo em U.  

 

Na Figura B.14 mostra-se uma comparação da variação de Kt ao longo da 

espessura entre o modelo mais espesso e o modelo mais fino. Pode-se observar 

que no primeiro o Kt varia de 1.893 a 2.447, ou seja, 29% enquanto que para o 

modelo mais próximo ao bidimensional esta variação é de apenas 13%. Devido a 

esta variação deve-se tomar cuidado, por exemplo, quando extensômetros de 

resistência elétrica, colados nas superfícies planas dos entalhes, forem usados para 

avaliar as tensões máximas quando os componentes forem espessos. A tensões 

indicadas pelos extensômetros podem ser quase 30 % menores que as tensões 

máximas existentes na região central dos componentes. Mesmo num componente 

fino, a diferença pode ser de 13%.  
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Na tabela 3, está mostrada uma comparação entre os resultados obtidos 

neste trabalho, que utilizou elementos finitos de 20 nós, e os resultados de Cunha 

[18], no qual foram utilizados fotoelasticidade tridimensional e elementos finitos 

de 8 nós.  O valor do Kt bidimensional, segundo Peterson para o modelo com 

entalhe em U, é 2.3B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura B.14 – Variação da Kt ao longo da linha 1-2, num modelo espesso (U4) e no modelo mais 

fino.    

 
Tabela B.3 – Comparação entre os resultados de Kt obtidos por elementos finitos com 8 nós, 

elementos finitos de 20 nós e fotoelasticidade tridimensional.  
 

 

E.F. – Elementos finitos  

F. T. – Fotoelasticidade 

Tridimensional  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Da tabela acima, pode-se notar que há uma diferença de 4% entre os 

valores de Kt bidimensional e os resultados obtidos neste trabalho para o modelo 

mais espesso. Esta diferença, aliada à presença da tensão σz, indica que em 

E.F. 8 nós  
[18] 

F. T[18] 
E. F. 20 nós Modelo  

 
 Max Min Min Min Max Min 

U1 - - - - 2.366 2.291 

U2 - - 2.650 2.250 2.430 2.146 

U3 - - 2.592 2.040 2.438 2.106 

U4 - - 2.376 1.870 2.444 2.072 

U5 - - 2.714 2.092 2.439 2.024 

U6 2.510 2.070 2.677 1.912 2.439 2.011 
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componentes espessos pode não ser aconselhável utilizar Kt bidimensional. Pode-

se observar também, que os valores obtidos por fotoelasticidade, são maiores que 

os obtidos neste trabalho. Esta diferença pode ser explicada, pela diferença entre 

os valores dos coeficientes de  Poisson usados no modelo numérico, 3.0=µ  e os 

do material fotoelástico, 48.0=µ  [18].   

 

B.6 – Conclusão 
 

Foi estudada a variação do fator de concentração de tensão em modelos 

espessos sendo proposta uma hipótese para explicar esta variação. Foram 

simulados diversos modelos em elementos finitos. Os resultados de 

deslocamentos e deformação obtidos confirmaram a hipótese sugerida, ou seja, o 

material na vizinhança do entalhe se desloca como um bloco. Foi constatado 

também, que na metade da espessura do modelo, desenvolve-se um estado plano 

de deformação. Assim, nas superfícies do entalhe tem-se estados planos de tensão 

enquanto no interior tem-se estados planos de deformação. Em conseqüência 

disto, os valores de maxσ variam ao longo da espessura do componente, atingindo, 

no centro, valores maiores que os indicados pelos Kt  bidimensionais de Peterson. 

Os resultados de Kt, determinados por elementos finitos, ao longo da espessura 

apresentaram boa concordância com os dados experimentais. Foi observada uma 

variação considerável dos valores de Kt e nomz σσ ao longo da espessura dos 

modelos, tanto para os modelos com entalhes em U quanto para os modelos com 

furo. Os valores obtidos são, em média, 4% maiores que os esperados pela análise 

bidimensional, o que confirma o fato de que os valores de Kt bidimensionais não 

devem ser utilizados em componentes cuja espessura seja maior que 1.5 vezes o 

raio do entalhe.  
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