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4

Teste do Modelo CAPM considerando o pagamento de
impostos

Com o objetivo de estimar o CAPM depois de impostos, iremos utilizar a
metodologia proposta por Litzenberger e Rasmawamy (1979). A sequéncia do
método segue trés passos para estimacdo dos parametros dos fatores, o qual é
especialmente efetivo para modelos multifatoriais, pela facilidade de incluir
medidas adicionais de risco.

Temos problemas conceituais e econométricos associados ao teste do
CAPM:O primeiro problema conceitual é a ndo observabilidade ex ante dos
retornos esperados e dos betas. O segundo problema conceitual € a nédo
estacionariedade dos prémios de risco e dos betas dos ativos. O terceiro problema
€ a falta de mercado em que possamos observar 0 preco para todos os ativos,
consequentemente os teste do CAPM sdo sempre feitos com uma Proxy da
carteira de mercado.

Além destes problemas conceituais associados com o teste do CAPM (suas
premissas) temos trés problemas econométricos que afetam os resultados, e que
possivelmente enfraquecem as conclusdes que resultam de sua aplicacéo préatica
nos dados.

1. Problemas de erro em varidvel — As regressdes cross sectional sdo
baseadas na premissa de que o valor do beta € observado, isto € que
0 modelo basico da equacdo que estima a beta corresponde aos
verdadeiros e ndo observados betas. Devido a ndo termos os
valores reais de beta, isto gera que estimadores OLS e GL S de beta
sejam viesados e inconsistentes. Segundo Huang e Litzenberger
(1987), existem trés maneiras de resolver este problema:
a. Agrupar os dados em carteiras para reduzir a medida do
erro no beta
b. Utilizar varidveisinstrumentais
c. Usar modelos que gjustem o estimador para que se tome em
conta a variancia da medida dos erros dos betas.
2. Problema de independéncia da regressdo cross sectional. Na

estimacdo do modelo cross sectional, através de OLS, Fama e
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Macbeth implicitamente assumem que a matriz de variancia e
covariancia dos residuos em cada periodo sdo proporcionais a
matriz diagonal. Esta escolha, quando ndo suportada pelos dados
utilizados, resulta que o estimados é consistente, mas ndo €
eficiente. Conseglientemente a estatistica t para estes parametros
pode levar a conclusdes falsas

3. Criticade Roll. A verdadeira carteira de mercado ndo € observével,
e a Proxy utilizada ndo é necessariamente eficiente em média-
variancia. Se, for este 0 caso, como enfatizado por Roll(1977) e
Roll e Ross (1994), mostraram que a pequena relagdo entre o
retorno esperado e o beta é resultado da utilizagdo de um proxy de
carteira de mercado errada, mais que ndo validar a teoria. Isto
acontece, porque a verdadeira carteira de mercado e eficiente em
meédia variancia, entdo a relacdo entre retorno esperado e os betas
se revelam muito sensiveis quando pegquenos desvios da proxy de

mercado para a carteira de mercado verdadeira.

A especificacdo do modelo de equilibrio a ser testado é
E(R-r)=a+bg +c(d, -r,) +d(jop ,) (5.)

A hipoteses sdo que a>0, b>0, e na fata de restricbes a empréstimo de
acOes, c>0 e d>0.

Na obtencdo das estimativas economeétricas de a,b,c e d, dois problemas
surgem. O primeiro € que as expectativas ndo sdo diretamente observadas. O
procedimento usual € assumir que as expectativas sdo racionais e 0s parametros

a,b,c e d sdo constantes ao longo do tempo. Os retornos realizados sdo postos do

lado esquerdo da equacéo.
5 . - 1=1,2,..N
Ri—Te =Vo +y1ﬁt + }ﬁ(dit _rft) + K(JCpit _rft) t g t=12.T (5.2
onde Iit € o retorno do ativo i no periodo t, 45, e d, , jcp, Sd0 O risco

sistematico e ataxa de dividendo e taxa de juro sobre o capital proprio do ativo i

no periodo t, respectivamente. O termo de distirbio &, é F}t -E[ F~§t] , 0 desvio do
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retorno realizado para seu valor esperado. Os coeficientes )., ), ,),,
y,correspondem a a, b ,c e d. A varidncia do vetor coluna de disturbios,
£={g, :i=12., N, t= 1..T}, ndo é proporcional a matriz identidade, desde que
as covariancias contemporaneas entre os retornos dos ativos ndo sdo nulas e as
variancias dos retornos sdo diferentes entre os ativos. Isto significa que os
estimadores de minimos quadréticos séo ineficientes, tanto para a regressao cross
section em t, como para a regressao cross section e de series temporais em painel.
A variancia computada do estimador OLS (baseado na premissa que a variancia
de £ é proporcional a matriz identidade) ndo é igual a verdadeira variancia do
estimador.

O segundo problema é que a populagdo verdadeira de £, ndo é observavel.
O problema usua € que o estimador a partir de dados passados e suas estimativas
s80 associadas a uma medida de erro. Isto significa que o estimador OLS vai ser
inconsistente e tendencioso. O método usado para resolver este problema é
discutido neste capitulo.

VVamos primeiramente assumir gque existem dados de taxas de retorno, betas

verdadeiros e as taxas de dividendos no periodo i, i=1,2,.... N, ativos em cada

periodot, t=1... T. Definindo o vetor de excesso de retornos realizados como

R={RR,....R,...R} (5.3)

onde
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e asmatrizes X de varidveis explicativas como
X ={X X000 X yoer X}

onde
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By (dlt Iy ) (ijlt T )
By (d2t - rft) (ijZI Ty
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IBNII (dNtt - rf‘t) (ijN[t Ty

Pela definicdo do vetor de coeficientes de regressio como T ={y,y )5 14

podemos escrever aregressao Cross section e de série temporal em painel como
R=XI+& (5.5)

onde

HEL AN

e

E eyl n ,...,Eit,...,ENIT}
Ent&o assumimos que
E(§)=0
eque
EEE )=V,
€ uma matriz positiva definida de ordem (N, XN, ). Isto também assume
gue os retornos dos ativos sdo serialmente descorrelatados, ou sgja,
E(EHEJ.S'): 0 para t#s
isto significa que a matriz variancia-covariancia V = E(EE') é um bloco
diagonal, com todos os blocos fora da diagonal sendo iguais a zero. A matriz V,

aparece ao longo da diagonal de V.

EFGf) 0 0 B
2
W:SO d%) % (5.6)
0 0 O
E 0 0 E@f%

E bem conhecido que o estimador para I, que € linear en R, é ndo
tendencioso e tém uma varidncia minima Unica, a qual € dada pelo Aitken ou
estimados pelo método de minimos quadréticos generalizados (GLS).
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r=(Xv3x) xVIR (5.7)

onde

) o - 00l A [d) (mw)IHd) o - 0D
o000 : i oot (5.8
)

g
rp0 H8)  PBTA () (mwTo He)  ifg
0 0 E(ﬁzgg By (dm—rﬁ) (jqqm—rﬁ)% 0 - 0 E(QZEE

He) o - odig (4-n) (i)

g

Do de)  iO1g (gen) (el o
xéo %) OE.E/?“ (dzsr) ('qo“fpgﬁ%—rﬂ)@—rﬁ) ...... GRAMCEN
G0 - o Hekn A (4) im

Dada a natureza dos blocos diagonais de V, segue-se que V™" é também
tém blocos diagonais. As matrizes V[l, t=1,2,...T, aparece ao longo da diagonal
de V™', com os blocos fora da diagonal sendo iguais a zero. Assumindo que ' é

uma constante intertemporal, r pode ser estimado eficientemente por uma

estimativa de T independentes estimacbes GLS em painel. Para ', mais
especificamente [,,[,,...,[,,..,[;, obtido utilizando os dados dos periodos

1,2,...t,...T.

Fo= (X)) XR O t=12,0.T (59)

Para os resultado apresentados no capitulo 4 cada ), , assume-se que sua

distribuigdo é estacionéria e que a estimador de J, e suavarianciasdo

o

fo=y 2 (5.10)

var (f,)= o (Fe %) k=012 (5.11)
D=2 Ty a |

Uma interpretacéo interessante pode ser dada para cada um dos estimadores

-1

GLS. Escolhendo qualquer matriz de ordem N, xN, sga W, ta que
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(X{V\/t'lxt)_l exista. Constréi-se um estimador, usando os dados no periodo t

como

(XWX, ) XWR (5.12)

Este estimador € linear em ﬁ e ndo tendencioso para I . Este estimador €

uma combinacdo linear dos excessos de retorno dos ativos no periodo t. Entéo

temos
(XWX, ) XWX, =1 (5.13)
Onde | € a matriz identidade, entdo segue que o estimador ), € 0 excesso
de retorno realizado numa carteira de beta zero e tendo como taxa de dividendo
igual a taxa de juros sem risco. Similarmente, o estimador ), € o0 excesso de
retorno realizado numa carteira que tém beta igual a um e a taxa de dividendo
igual azero; eque ), €0 excesso de retorno realizado numa carteira com hedge
tendo beta igual a zero e taxa de dividendo igual um. Esta interpretacdo pode ser
dada a qualquer estimador na forma da equagdo (5.12). Quando W™ (ou,
equivalente, os pesos da carteira discutida acima) € escolhida de forma a
minimizar a variancia do retorno da carteira, resultando que o estimador seja um
estimador GLS. Isto acontece porque a carteira estimada em (5.12) € linear e néo
tendenciosa por construcdo, e pelo teorema de Gauss-Markov o estimador GLS é
um estimador de varidncia minima sobre todos os estimares lineares ndo
tendenciosos.
N&o é possivel especificar elementos da matriz de variancia-covariancia
V™ a priori. O trabalho de estimar estes elementos é muito simplificado por

assumir que o modelo de sharpe € a descricdo correta do processo gerador de

retornos. O processo que gera retornos no inicio do periodo t € suposto como se

segue.
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R =a,+B,R, +&  i=L2..N, (5.14)
o0&, &) =0 1%] (5.15)
Cov(&,€ ) =S =]

a, =E(R IR, =0) (5.16)

Com esta especificagdo, 0 elemento dai-ésima linha e da j-ésima coluna do

V, , éescritacomo V, (i, j ), é dado por

Vi, 1) =BiBiOmy 171

. . . (5.17)
V(i,)=BOm*s  1=] i, =12, N,
onde

o= var(Rn) (5.18)

gltzamm + Sy IBZtI[itamm ﬁm ﬁt Orm B
V = |:| ﬁlt:BZtamm ﬁZtZO-n‘m + S22 |:| (519)

t B S ﬁNtﬁN—ltO-nm B

E ﬁltﬁNt O IBN—lt IBNt O ﬁ\nzamm + S\INE

Litzenberger e Rasmawamy mostram que e sob estas condic¢des o estimador

GLSde I' éobtido utilizando os dados no periodo t sereduz a

Fo=(x07X,) xR (5.20)

onde Q;* é a matriz diagonal de ordem (N, XN, ), e que os todos os

elementos nai-ésima linha e na j-ésima coluna é dados por
Q,(,j)=0 i Z ]

o . . (5.21)
Q,(i,])=s; I =] 1, ] =12,...., N,
5, O 00
a a
_ 0 s,
10 2 O
Q, 0: 0D (5.22)
O O
=0 0 suO
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Pode-se mostrar que este estimador é o estimados GLS para I . Ou sgja, sob
as premissas de um modelo de um Unico indice, o estimador minimiza risco
residual do retorno de trés carteiras. Que sé0 ), ),.), € V, respectivamente.
Este estimador pode ser construido como uma transformacdo heterocedastico em

R e X,. Definindo que a matriz R de ordem (N, x N, ), cujos elementos séo

dados por
_9_ 9 L
RG,)=2%——= 1=]
s s (5.23)
R(,j)=0 i #]
0@ oC
07— 0
s 0
U 1) U
o0 — O
R=0 s 0 (5.24)
O 0 O
O O
0 e 0
0 .0 =
] i
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Onde ¢ € um escalar positivo. Entéo, I:t, também pode ser encontrado

através de uma regressdo OL S nas varidveis transformadas,

R =XT+& (5.25)
onde
R =PR e X, =PX,
B i (let_rﬁ)g
42 9 0 Boa 2, .
s D4Ry 52’ -0
N D[KRZ_rft)D OV Sz 0
~po -Z . g0 : 0O 0
R=0 S 00.  .O= 0 (5.26)
O . 0 D[(Rt )0 Bi(ét_rn)g
B @ BB~ B D\/§ il
0 0 ﬂRT rﬁ)@ O 0
U |
E \/%5 0@ (RT_rﬁ)
EJS\IN O
09 5 .. o8
g/g B%— By (dlt_rft) (ijlt_rﬁ)S
% .
X: :B 0 E Bg— ﬁ.Zt (d2t ._rft) (JCpZt._rft)B:
g 0 g . 5
O 0 0 DE— By, ( Nt rft) (JCpNtt _rﬂE
[l el
8 Sw
O @ @ @ Q (. O
o— B —\dp-r ——\jcp, —r
0 B mET Flimng
J g @ @ o/ 0
U—— _IBt T dt r ——\JCP, — Iy )0
:B s, \/g 2 \/g( 2 ft) \/g( 2 ft)B
0 : : 0
%L —wﬂm —¢(dm rﬁ) —¢(ijNtt —rﬁ)%
Vew VSe o WSw Sw 5

(5.27)
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Isto é equivalente a deflacionar as varidveis na i-ésima linha de R, por um

fator proporcional ao erro padréo residual .

Um problema empirico como citado anteriormente € que na estimacéo da

equacdo (5.2) é que de fato o verdadeiro [, ndo é observavel e o valor estimado
do beta de mercado, ,[?I , calculado pelos dados histéricos deve ser utilizado como

proxy.

Rr :ait +ﬂitR‘W +QT r =t _R""'t -1 (528)

Onde P é o conjunto de informag&o utilizado para estimar ,@t

Dado que se assume um modelo de um indice, cov(a £ ):0 e que

irejr
cov(\7ir\7],): 0. Se a probabilidade conjunta da distribuicdo entre a taxas de

retorno dos ativos e a mercada € estacionaria, a variancia da medida do termo de
risco residual var(¢;,), para cada i. Desde que 0 més t ndo é utilizado na
regressao, cov(Ei,\“ijr): 0. Note que a regressdo do beta medido, En , sua
varianciaé var(v,,) eavarianciado riscoresidual var(e,) =s, .

Como a verdadeira populacdo de £, ndo é observavel, entdo as estimativas

desta variavel, ,En S80 obtidas dos dados historicos. Assume-se que estimativa do

beta é o verdadeiro beta mais uma medida de errov,, .

B = By +V,
var (v, ) = var (8,)

Pelo modelo de um fator, o estimador OLS da variancia da amostra de Bit é

—
LN

s =var(B,)=— var (&) = 3 2 (5.29)
> (Re-Ry) (Rw —R.)

T=t-R T=t-R

™M

it
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A presenca de medida de erro causa um erro de especificagdo na OLS e os
estimadores GLS, e conseglentemente as estimativas [ passam a ser
tendenciosos e inconsistentes.

Consistentes com estudos empiricos feitos, a premissa de que E(ét ) =0 foi
feito. Entretanto, isto € reconhecido que se 0 ‘retorno de mercado’ usado na

equacdo acima ndo é o verdadeiro retorno de mercado, entéo, a estimativa de En

deve ser tendenciosa.

Por causa dos erros em varidvel, a maioria dos testes empiricos agrupou as
acOes em carteiras. Desde que os erros de medimos os betas para diferentes ativos,
que ndo sdo perfeitamente correlatados, agrupar ativos de risco em carteira ira
reduzir a eficiéncia, causada pela perda de informacdo. A eficiéncia do estimador
OL S do coeficiente de uma Unica variavel independente € proporcional a variacéo
cross section na variavel independente (beta). Para 0 caso de duas variaveis
independentes (taxa de dividendo e beta), stehle (1976) mostrou a eficiéncia do
estimador OLS do coeficiente de uma variavel independente, utilizando o dados
agrupados, € proporcional a variagdo cross sectional na variavel ndo explicada
pela variacdo em outras variaveis independentes. Desde que a variagéo do grupo
na taxa de dividendo sobre o beta é eliminada, a eficiéncia da estimativa do
coeficiente da taxa de dividendo utilizando o dados agrupados € menor que
utilizando todos os dados. Por isso, ndo utilizamos a agrupamento de dados para
erros em variavel. Ao invés disto, fazemos a medida de erro no beta para chegar
num estimador consistentede I .

Na construgdo do estimador GLS de [ em Equacdo 6.2, cada varidvel foi
deflacionada por um fator proporcional a desvio padréo residual. O fator de

proporcionalidade € um escalar positivo e arbitr&rio. A estrutura de nosso

1
problema, é tal que, a medida do desvio padréo de ero em 3, s, = (var (v, ))?

1
é proporcional ao desvio padrdo do risco residual, § = (var (&, ))5 .Isto & sea
regressao do modelo de série tempora que satisfaz as premissas de OLS
Assumindo que s; € conhecido temos que a proporgao é dada por

=3 (5.30)

5.
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Na definicdo de P em (5.23). Entfo cada varidvel na linhade R e X, é

deflacionada pelo desvio padrdo da medida de erro em f3,. Se f3, é utilizado no

lugar de B, (ndo observavel), a medida de erro na variavel independente

deflacionada, 3 = ’B" val ter variancia unitaria.

Chamando a matriz de regressores usados )ZI* , 0 qua é simplesmente X,

com £, substituindo 3, . Ent&o

b 0o
o,
0 1 0
v Y o0 o
X, =X +g O 0 (5.31)
o 0
0 il
@ Vit 0 Oé
oy,
onde it =1. Ent&o o valor do estimador
g
~ T
F=y e (5.32)
T
Onde
R Y
ro=(X"%') X'R (5.33)
€ inconsistente. 1sto ocorre porque
0 M 0 o e
pnmr =5y XX, +% 1 oE |\i|R (5.34)
0 O% ‘

onde

*

> X', X" =plim Xli\lx ! (5.35)

t
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Isto diz que para cada estimador da regressao cross section é tendenciosos

mesmo em amostras grandes. Portanto, o estimador total, sendo a média

aritmética dos estimadores cross section, € inconsistente.

Existem pelo menos trés maneiras de corrigir este problema. A primeira

feita por Litzemberger e Rasmawamy em gque em vez de deflacionarmos todas as

variveispor .[s; , ns deflacionamos por \/s;

i

P

A i
e
=
s
RS

S

o o Z o

Considerando o seguinte estimador em cada periodo cross-section.

He
5s
:

£
=
£

s -
2
&

) -

71
5
=

e
B

o o oo
) o

e
Fle
=3

N
I__’Q.

1
s -
hp'
|

>,
OO0 m
- s
=
s
R

<
8
|

g
¥l
B

I

~_|1
1
I:DIII%;I:II:I

1

2R
A 0
S DD 0 (5 d
—h o
S\ 05 : 0

u .
2 fa,4) 2R
qol\N DB it ) B
Tm(JqON' _rﬂ)égq’(?ﬁ -r«)é

S

M 0 O o%‘
o P N0 O g
"' 0 0 o
E} 0 0 o%
=z ED(” (4 (4
YA=Er o N
—R W @ @
NN 7182! T
B R T
Sy T
™ Lo ¢, @
T‘:(j%—rﬁ)ééﬁ NEVRELN P

(5.36)

N

mmoooono2000000000,

(5.37)

x
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- _ XR
limTl, =—— 5.38
pN[ XX (5:38)
e
.0 X E(R
E Shlim rtmzﬁzr (5.39)
v HOXX

Entdo cada estimador cross section é ndo tendencioso, e em grande
amostras, para I .

A matriz de variancia e covariancia dos coeficientes € dada por

-1

M 0 0 O1J B o o0 O
O
" oo N O eosMewo. 00 N O
Var(rt):(0.52+y12t) IXt_% 0 0 ﬁ thtgxt X, —SO 0 0
]
©00GE g 000
(5.40)

Onde o? é a variancia dos residuos de modelo de regressio ponderado

utilizando a estimativa dos coeficientes corrigidos.

A estimacdo em serie temporal de todos os coeficientes sdo utilizados para
testar a significancia do premio de risco sobre todos os periodos. Nos cal culamos
aedtatisticat paratestar quando o premio de risco € diferente de O

f
t= (5.41)

o(f)

Para estimar o premio de risco de premio sobre todos os periodos T como

medida de premio de risco e a(f) como uma média aritmética dos coeficientes

mensais estimados. Para isto, assume-se que 0 excesso de retorno das carteiras séo

descorrel atados serialmente e estacionarios.

e o(f)= (5.42)

Se relaxarmos as premissas de que a variancia é constante ao longo

A~

do tempo podemos estimar ' como a média ponderada dos coeficientes
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estimados, onde 0 pesos sd0 inversamente proporcionais variancia dos
coeficientes das regressdes em cada periodo t.
S zf, y z2(F,-r)
t

M=t = e a(f): e (5.43)

onde,

) (5.44)
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