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2
Transporte em Redes de Dutos

Neste capitulo, apresentamos uma formalizacao para o Problema de
Transporte por Dutos (PTD), algoritmos e redugbes que determinam a
complexidade de variacoes deste problema.

O modelo matematico utilizado pelo PTD é uma simplificagao de um
modelo mais complexo, que descreve as operacoes realizadas nas redes de
oleodutos da Transpetro. A utilizacao de um modelo simplificado nesta
tese de doutorado tem por objetivo estudar as caracteristicas essenciais do

problema e suas conseqiiéncias.

2.1
Descricao do PTD

O modelo matematico do PTD utiliza as seguintes hipdteses simplifi-

cadoras:

1. os liquidos transportados sao incompressiveis;

2. os nos da rede tém capacidade de estoque ilimitada;

3. os nos de destino de todas as bateladas sao dados;

4. os volumes de todas as bateladas sao unitérios;

5. os volumes de todos os dutos sao inteiros;

6. as bateladas nao podem ser divididas durante o transporte;

7. a insercao de qualquer batelada em qualquer duto tem duracao

unitaria.
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21.1
Rede de Dutos

Seja G = (N, A) um grafo dirigido, onde N é um conjunto de nés e
A um conjunto de arcos. Dado um arco a = (3, j) € A, denotamos i por nd
inictal de a e j por nd final de a. Os arcos e nés modelam respectivamente
os dutos da rede e as suas areas operacionais. Cada arco a € A tem um
volume associado v(a). Além disso, definimos um conjunto de posicoes de
duto A* = {(a,)lac Aele{l,...,v(a)}}.

Lembre que assumimos que os nés tém capacidades ilimitadas, ou seja,
nao ha nenhuma limitacao quanto ao nimero de bateladas que podem ser

armazenadas simultaneamente em um mesmo no.

2.1.2
Ordens de Transporte

Seja L um conjunto de ordens de transporte, onde cada ordem k € L
determina que u(k) bateladas de peso w(k) sejam transportadas para o
n6 dp € N. Além disso, definimos um subconjunto F' C L de ordens
cujo transporte nao precisa ser completado. Chamamos as ordens deste
subconjunto de ordens proteldveis. As demais ordens sao chamadas de ndo
proteldveis.

Agora, dividimos cada ordem de L em sub-ordens de volume unitario.
Para cada ordem k£ € L, seja by(k) a l'-ésima sub-ordem de k, para
I'=1,2,...,u(k). Neste caso, temos w(by(k)) = w(k) e dp,) = di. Com

isso, definimos os seguintes conjuntos de sub-ordens:

L' = {b.(k),.. - buy (k)| k € L}

F' = {b.(k),.. 5 buy(R) |k € F}.

Observe que cada sub-ordem determina o transporte de uma tnica
batelada. Por isso, para cada sub-ordem b € L', também denotamos por b a
batelada correspondente. As bateladas associadas a ordens (ndo) proteldveis
sao igualmente chamadas de bateladas (nao) proteldveis.

Vale mencionar que os conjuntos L' e F' nao trazem nenhuma
informacao adicional em relacao aos conjuntos L e F'. De fato, os tultimos

conjuntos denotam uma forma mais compacta para representar os primeiros.
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No entanto, para simplificar a descri¢cao dos algoritmos e as demonstragoes,

utilizamos os primeiros sempre que possivel.

2.1.3
Estados da Rede

Agora, apresentamos a descricao de um estado da rede. No PTD,
apenas o estado inicial é dado. Os estados seguintes dependem da solugao
do problema.

Cada duto a € A tem um volume associado v(a). Como assumimos que
todas as bateladas tém volume unitario, cada duto a pode conter exatamente
v(a) bateladas em um dado estado da rede. Apesar da inser¢ao de uma
batelada em um duto ser um processo gradativo, desconsideramos todos
os estados intermedidrios que podem ser gerados pela inser¢ao parcial de
bateladas em dutos. Com isso, uma solucao viavel para o PTD gera apenas
um numero finito de estados relevantes. Estes estados sdo indexados de 0
a ¢, onde o estado inicial recebe o indice 0. Em cada um destes estados, a
posicao de cada batelada em cada duto ou n6 estd bem definida.

Denotamos por p;(b) € A*UN a posi¢ao da batelada b no estado ¢, para
t=0,1,...,q. Se p:(b) = (a,l) € A*, entdo a batelada b estd localizada na
[-ésima posic¢ao do duto a, no estado t. Em caso contrario, se p;(b) =i € N,
entao a batelada b estd armazenada no né i, neste mesmo estado. Além
disso, o conteudo de um dado duto a em um dado estado ¢ é representado
por uma lista da bateladas [by, by, ..., byq)], onde b; é a tnica batelada tal

que pi(b) = (a,l), paral =1,2,...,v(a).

@ a (b)

Figura 2.1: (a) O conteido de uma rede de dutos em um dado estado; (b)
o grafo G correspondente.

Por exemplo, a Figura 2.1.(a) representa os dutos de uma rede e seus
respectivos conteidos em um dado estado t. O grafo G correspondente
aparece na Figura 2.1.(b). A rede apresentada tem os dois dutos a; = (1, 2)
e a; = (1,3). Os respectivos sentidos de fluxo sdo indicados pelos arcos

de G. Os volumes de a; e ay sdo respectivamente v(a;) = 3 e v(az) = 1.
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Observe que, pela Figura 2.1.(a), temos p;(b1) = (a1, 1), pi(b2) = (a1,2),
pi(bs) = (a1,3) e pi(bs) = (ag,1). Conseqiientemente, os contetidos de a;
e ap sdo respectivamente representados pelas listas [by, by, b3 € [by]. Além
disso, temos p;(bs) = pi(bs) = 1, indicando que b5 e bg estdo armazenados
no no 1.

Para simplificar a notacao, assumimos que todas as bateladas que
correspondem a uma mesma ordem, tém a mesma posicao inicial. Neste caso,
observe que as bateladas localizadas em dutos no estado inicial precisam
estar associadas a ordens unitdrias.

Também utilizamos a seguinte terminologia. Denotamos por né de
entrada (saida) de py(b):

1. o nd inicial (final) de a, caso p;(b) = (a,l) € A*;

2. o préprio né i, caso py(b) =i € N.

2.14
Operacoes

Uma solucao para o PTD é representada por um conjunto ) de
operagoes push-pop (PP) definidas da seguinte forma. Seja a = (4,7) um
arco de GG cujo conteudo em um dado estado ¢ é representado pela lista
[b1, b2, . .., by(a)]- Além disso, seja b uma batelada armazenada no né i, neste
mesmo estado. Uma operagao PP é uma tripla (b, a,t) que determina que a
batelada b é inserida no duto a, durante o intervalo de tempo [t,t+1). Como
resultado desta operacdo, no estado ¢ + 1, o contetido de a é representado
pela lista [b, by, ba, . . ., bya)—1] € a batelada b, é armazenada no né j.

Vale mencionar que duas operagoes PP (b, a1,t;) e (by, as, ty) podem
ser executadas simultaneamente (t; = ty) desde que by # by € a; # as.
Observe que um dado conjunto () de operacgbes gera uma seqiiéncia de
estados 1,2,...,¢ para a rede, onde ¢ = max{t + 1|/(b,a,t) € Q}. Tal

seqiliéncia é vidvel se e somente se ela satisfaz as seguintes condicoes:

1. cada batelada b € L' — F! est4 armazenada no né d,, no estado g;

2. para cada batelada b € F'!, existe um caminho em G que comeca no

né de saida de p,(b) e termina no né dj.
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2.1.5
Objetivos

A primeira funcao objetivo considerada é o custo total das operacoes
PP. Este custo nao depende dos intervalos de tempo de execucao destas
operacoes. Por isso, quando utilizamos esta funcao objetivo, assumimos que
as operacoes PP sao executadas seqiiencialmente, ou seja, a t-ésima operacao
PP é executada durante o intervalo [t — 1,¢). Neste caso, se a ordem de
execucao das operacoes PP é dada, cada operagdo pode ser representada
apenas pela dupla (b, a),onde b é a batelada a ser inserida no arco a.

Definimos o custo de uma operacao PP de forma bastante genérica.
Primeiro, associamos um coeficiente nao negativo a,; a cada posicao de
duto (a,l) € A*. A cada arco a € A, também associamos um coeficiente
00, relacionado ao custo de insercao de uma batelada no duto a. Com isto,
para um dado arco a cujo contetido é representado pelalista [b1, b, . . . , by(a)],

uma operacao PP (b, a,t) tem custo

v(a)
ct = Qg0 X w(b) + Za“:l x w(by).
=1

O custo total de uma dada seqiiéncia de operacées PP é dado por

q
Ctot = Z Ct.
t=1

Uma motivacao pratica para a funcao de custo anterior é que diferentes
posicoes de um oleoduto podem apresentar diferentes inclinacoes. Por isto,
devido a acao da gravidade, uma batelada pesada posicionada em um
trecho de subida pode provocar um custo de bombeamento mais elevado
que a mesma batelada quando posicionada em um trecho de descida. Neste
caso, as posicoes de duto que correspondem a trechos de subida podem
ter coeficientes o,; mais elevados que as posicoes associadas a trechos de
descida.

A segunda funcao objetivo considerada é o makespan, que é dado

simplesmente pelo valor de q.

2.1.6
Exemplo

Agora, ilustramos nosso modelo com um exemplo. Neste exemplo, o

grafo G é representado pela Figura 2.2.
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10.

11.

12.

Figura 2.2: Um exemplo de grafo G.

Além disso, temos os seguintes dados de entrada:

L' ={by,b,...,bio}, onde F* = {bg, br, ... bio};
- po(br) = ((1,4),1);

. po(b2)
- po(bs)
- po(bs) = ((3,4),1);
. polbs) = po(b7) = 1;

. po(bs) = Po(bg) =2

((1,2),1);

((25 3)’ 1) € pO(b4) = ((25 3)’ 2);

. po(b10) = 3;
dp, = 4;
dp, = 2;
dpy = 3;
dp, = dpy = -+ = dp,, = 4.

22

Neste caso, uma solucao viavel é o conjunto de operacoes PP dado por

{(b97(213)’0)’ (b4;(3a4 ’1)7 (b10>(314)’2)’ (b8>(213)’3)a

(bGa (13 2)’ 4)7 (b7> (1a 4)’ 4) }

A execugao desta solugao é representada pela Figura 2.3. Nesta figura,

o estado inicial é representado no canto superior esquerdo. Além disso, a
seqiiéncia de desenhos que segue da esquerda para a direita, e depois de

cima para baixo, representa a seqiiéncia de estados gerada. Nestes desenhos,

as bateladas proteldveis sao representadas em cinza. Além disso, as setas

atual.

indicam os dutos que realizaram operacoes PP entre o estado anterior e o
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Figura 2.3: Um exemplo de execucdo de operacoes PP.

2.2
Complexidade do PTD

Nesta se¢ao, demonstramos que o PTD é um problema N P-dificil.
Nesta demonstracao, apresentamos uma redugao polinomial do problema
conhecido como Problema de Cobertura por Vértices [7] ao PTD. Como
conseqiiéncia desta reducao, a existéncia de uma algoritmo polinomial para
o PTD implicaria em P = NP [13].

Primeiro, definimos o Problema de Cobertura por Vértices. Dado um
grafo ndo dirigido G = (V, E), uma cobertura para G é definida como um
subconjunto C C V tal que, para toda aresta e = (i,j) € F,i € Couj €C

(ou ambos). Para um dado nimero inteiro positivo I, o problema consiste


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 24

em encontrar uma cobertura de até K vértices para G. Agora, estabelecemos

o seguinte teorema.

Teorema 2.1 O PTD é N'P-dificil. Este resultado ainda vale se assumimos

que o grafo G € aciclico.

Prova. Seja G = (V,E) um grafo ndo dirigido ¢ £ um nimero inteiro
positivo. Construimos uma instancia I da PTD a partir de G e K da seguinte

forma:

1. comecamos com todos os conjuntos que descrevem [ vazios;
2. inserimos os n6s 0 e |V|+ |E|+ 1 em N;

3. para cada [ = 1,..., K, inserimos uma batelada proteldvel b, em F!,
tendo dbl = |V| + |E| +1e po(bl) = 0,

4. para cada vértice 1 € V = {1,2,...,|V|}, inserimos:

(a) um né i correspondente em N e uma arco (0,7) em A;

(b) uma batelada proteldvel b'; em F', tendo dy, = i e po(b;) =

((0,4),1);
5. para cada aresta e = (i,7) € E = {1,2,...,|E|}, inserimos:

(a) um né |V| + e correspondente em N;
(b) trés arcos (i, |V|+e), (4,|V|+e)e ([V|+e, |V|+|E|+1) em A;

(c) cinco bateladas proteldveis bg,...,bJ em F', tendo dyy = --- =
dyy = |V[+[E[+1, po(be) = i, po(b7) = 7, po(b7) = ((3, [V'|+e), 1),
po(b2) = ((4, V] +€),1) e po(52) = (V] + &, [V| + |E| + 1), 1);

(d) uma batelada nao proteldvel b} em L', tendo dy, = [V|+ e e
po(b:) = 0;

6. para todo arco a € A, fazemos v(a) = 1.

A Figura 2.4 mostra uma representagao genérica do grafo G' obtido
com a redu¢do de uma instancia do Problema de Cobertura por Vértices.
Nesta figura, representamos os nimeros dos nés dentro dos circulos corres-
pondentes. Além disso, as setas desenhadas dentro dos dutos indicam os
respectivos sentidos de fluxo. Observe que o grafo G' construido é sempre
aciclico.

A seguir, demonstramos que I tem uma solu¢ao vidvel se e somente

se G tem uma cobertura de até IC vértices.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 25

nos associados nos associados
a veértices a arestas

Figura 2.4: Uma representagao genérica do grafo G' obtido com a redugao
de uma instancia do Problema de Cobertura por Vértices.

Primeiro, consideramos uma solucao viavel qualquer ) para I. Seja
C um conjunto de vértices contendo todo vértice 7 tal que pelo menos
uma batelada b € {by, bq,...,bx} é inserida no arco correspondente (0, 1),
segundo (). Por constru¢do, C ndo pode ter mais do que K vértices. Logo,
basta provar que C é uma cobertura para G. Por construcao de I, para
cada aresta e = (4,7) € F, hd uma batelada ndo protelavel b} € L' — F!
destinada ao nd correspondente |V| + e. Observe também que b} precisa
passar pelo arco (0,7) ou pelo arco (0, j) para chegar ao seu destino. Por
isto, pelo menos uma batelada proteldvel precisa ser inserida no arco (0, 1)
ou no arco (0,7), para cada e = (i,7) € E. Por outro lado, by, bs, ..., bk
sao as unicas bateladas protelaveis armazenadas no né 0, no estado inicial.
Conseqiientemente, para toda aresta e = (i,j) € E, i € C ou j € C, o que
mostra que C é uma cobertura para G.

Agora, a partir de uma cobertura qualquer C de até K vértices para
G, construimos uma solugao viavel para I. Para isto, utilizamos uma funcao
arbitraria f : E — C tal que e é sempre adjacente ao né f(e). Como C
¢ uma cobertura, garantimos que tal funcao existe. Entao construimos um

solugao viavel para I em quatro passos:

1. para cada e € E, inserimos b} no arco (0, f(e)) (correspondendo a
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operagao PP (7, (0, f(e))));

2. para cada 7 € C, escolhemos arbitrariamente uma batelada b €

{b1,bs,...,bxc} e a inserimos no arco (0, 7);
3. para cada e € E, inserimos b} no arco (f(e),|V|+ e);

4. para cada e € F, inserimos no arco (f(e),|V|+ e) a tnica batelada
b € {b;, b2} tal que po(b) = f(e);

a

Observe que o teorema anterior nao prova que o PTD é NP-completo.

Para isto, precisaria ser demonstrado que o problema pertence a NP, ou
seja, para qualquer instancia vidvel existe um certificado desta viabilidade
que pode ser testado em tempo polinomial. Esta demonstracao ainda é um

problema aberto.

2.3
Definicao do PTD Sincrono

Devido ao resultado apresentado pelo teorema 2.1, passamos a estudar
casos particulares do PTD que permitem encontrar solugoes viaveis de forma
eficiente, ou seja, em tempo polinomial. Estes casos particulares sao carac-
terizados pela inclusao da seguinte hipdétese no PTD: todas as bateladas
protelaveis estao armazenadas em nés no estado inicial. Consequentemente,
os conteudos iniciais dos dutos sao representados exclusivamente por bate-
ladas nao protelaveis. Chamamos esta hipétese de sincronismo. Além disso,
denominamos o problema resultante PTD Sincrono (PTDS). Por exemplo,
a instancia definida na subsecao 2.1.6 é uma instancia do PTDS.

A partir deste ponto até o final do capitulo, apresentamos resultados
relativos ao PTDS. Para este problema, consideramos as duas funcgoes
objetivo descritas na subsecao 2.1.5. O problema de encontrar uma solugao
viavel para o PTDS que minimiza o custo total das operacoes PP é chamado
de PTDSC. Por outro lado, quando desejamos minimizar makespan, o
problema é chamado de PTDSM.
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2.4
Algoritmos para o PTD Sincrono

Nesta se¢ao, consideramos o PTDS, uma variacao do PTD definida
na secao 2.3. Para este problema, apresentamos uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que uma instancia I do PTDS seja vidvel. Em seguida,
descrevemos o algoritmo Batch-to-Pipe Assignment (BPA). Este algoritmo
testa a condicao anterior e, caso ela seja satisfeita, encontra uma solugao
viavel para I. Se o grafo G for aciclico, também garantimos que o custo
total das operacoes PP utilizadas pela solugdao é minimo.

O algoritmo BPA executa em tempo polinomial em fun¢ao do tamanho
de I, incluindo o conjunto L. No entanto, se representamos as ordens de
forma mais compacta, através do conjunto L, entdo o tempo de execucao
do BPA passa a ser pseudo-polinomial em fun¢do do novo tamanho de
1. Na subsecao 2.4.8, apresentamos uma variagao do algoritmo BPA que
executa em tempo polinomial em funcao do tamanho da representacao mais

compacta de 1.

2.4.1
Rotas de Bateladas

Agora, introduzimos o conceito de rotas de bateladas. Este conceito
¢ fundamental para a apresentacao do algoritmo BPA. Dada uma batelada
b e um conjunto () de operacoes PP, a rota R(b) de b é definida como a
seqiiéncia de todos os arcos visitados por b em ordem cronolégica, durante
a execucao de (). Observe que, se b estd inicialmente contida em um arco a,
entdo a é necessariamente o primeiro arco de R(b).

Também utilizamos a seguinte notagdo. Denotamos por o(b) a
“distancia” entre o né inicial do primeiro arco de R(b) e a posi¢do inicial de
b, e por 9(b) a “distancia” entre a posi¢ao final de b e o né final do ltimo

arco de R(b). Formalizando, temos

(b) = 2—:10 Qas Se po(b) = (a,1) € A%,
0, i

v
se po(b) =1 € N;
e
5(b) = S0 ok, se p(b) = (a,1) € A%;
0, se py(b) =1 € N.

Com isto, observe que o custo total ot de @ (definido na subsegao

2.1.5) pode ser reescrito como fungio das rotas de bateladas e das distancias
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definidas anteriormente:

v(a)

U =S"wd) || DY e | — (k) —0(0)

beL! a€R(b) 1=0

A seguir, definimos uma terminologia que relaciona as rotas de ba-
telada com as suas respectivas posi¢oes finais. Dizemos que p,(b) é uma
posicdo final vdlida para b € F' quando existe dois caminhos em G: um
conectando o né de saida de py(b) ao né de entrada de p,(b) e outro conec-
tando o né de saida de p,(b) ao né dy. Se b é uma batelada nao proteldvel,
entao dy é a Unica posicao final vdlida para b. Além disso, dada uma posicao
final vélida p,(b) para b € L', R(b) ¢ dita uma rota vdlida para b quando

ela satisfaz as quatro condigoes a seguir:
1. o primeiro arco de R(b) parte do né de entrada de py(b);
2. se po(b) = (a,l) € A*, entdo a é o primeiro arco de R(b);
3. o dltimo arco de R(b) termina no né de saida de po(b);

4. se py(b) = (a,l) € A*, entdo a é o ultimo arco de R(b).

2.4.2
Condicdes de Viabilidade

Agora, apresentamos uma condi¢ao necessaria para que uma dada
instancia I do PTDS seja vidvel. Como os dutos da rede s6 podem con-
ter bateladas protelaveis no estado final, qualquer solucao viavel para i
associa bateladas protelaveis a posicoes de duto. Como esta associagao é
determinada pela posicao final de cada batelada protelavel, cada posicao
de duto (a,l) € A* deve estar associada a exatamente uma batelada pro-
telavel b € F''. Logo, trata-se de um emparelhamento de bateladas a dutos
(dai o nome Batch-to-Pipe Assignment). Vale mencionar que pode haver um
excesso de bateladas protelaveis. Neste caso, as bateladas excedentes nao
precisam estar associadas. Esta condicao de viabilidade é formalizada pela

seguinte proposicao.

Proposicao 2.2 Se um dada instancia I do PTDS € vidvel, entdo eziste
um emparelhamento entre um subconjunto de F' e o conjunto A* tal que,
para toda batelada b associada a um posicdo de duto (a,l), (a,l) € uma

posicao final vdlida para b.
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Um estado final vdlido para uma rede de dutos atribui uma posicao
final valida p,(b) a cada batelada b € L', satisfazendo a condi¢ao dada pela
Proposicao 2.2.

A seguir, apresentamos uma condi¢ao suficiente para a viabilidade de
I. Para isto, definimos um grafo de precedéncias em funcao de um estado
final védlido e uma rota valida associada a cada batelada. Este grafo é um

grafo dirigido H = (A, D) construido da seguinte forma:

1. utilizamos o conjunto de arcos A do grafo (G, como conjunto de noés

para o grafo H;

2. criamos um arco d = (a,a’) € D se e somente se existe uma batelada
b€ L' cujarota R(b) = [a1,az, - .., arp)) é tal que a; = a e ajy = d
para algum j € {1,2,..., |R(b)| — 1}.

Por definicao, se H tem um arco de a para d/, entao existe pelo menos
uma batelada que passa do arco a para o arco a' durante a execugdo de
qualquer solucao vidvel que use as rotas e o estado final dados. Como con-
seqiiéncia disto, h4 pelo menos precedéncia obrigatéria entre as operacoes
PP previstas para o duto a e as previstas para o duto a’. Se tal arco nao
existe no grafo H, entdo as operacoes previstas para o duto a nao tém
precedéncia sobre as previstas para o duto a’. Com base nesta observacao,

estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 Dados um estado final vilido e uma rota vdlida para cada
batelada, se o grafo de precedéncia H correspondente é aciclico, entao existe
uma solucao vidvel para I que transporta as bateladas pelas rotas dadas e

que leva a rede ao estado final dado.

Prova. Demonstramos este teorema mostrando como construir a dita solugao
viavel.

Como H é aciclico, ele tem pelo menos um né fonte (sem nenhum
arco incidindo nele). Seja a = (4,j) um arco de G que corresponde a um
no6 fonte arbitrario de H. No estado inicial, qualquer batelada b cuja rota
contém o arco a, estd armazenada no né i. Em caso contrdrio, H teria um
arco incidente em a. Logo, iniciamos a construcao de uma solucao viavel
com uma sequéncia de operacoes PP que insere em a todas as bateladas
cuja rota passa por a. Vale mencionar que as ultimas bateladas inseridas
devem corresponder a lista que representa o conteido do duto a no estado
final. A ordem cronoldgica de inser¢ao destas bateladas deve ser o reverso

de sua ordem na lista. Apds a execucao destas operacoes PP, toda batelada
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b cuja rota contém o arco a = (i,j) estard armazenada no né j, incluindo
aquelas com p,(b) = j. Além disso, o contetido do duto a estard de acordo
com o estado final dado. Em seguida, removemos o arco a de todas as rotas
de batelada. Também removemos de H o né a (e todos os arcos que partem
deste né), mantendo o grafo de precedéncias consistente com as novas rotas.
Com isto, podemos escolher outro né fonte arbitrario ' = (', j') no grafo H
atualizado (que continua aciclico). Como H nao tem nenhum arco incidente
em d/, qualquer batelada b cuja rota contém o arco a', estd armazenada no
né 7', no estado atual.

Observe que podemos repetir este procedimento até que o grafo H
esteja vazio. Quando isto ocorrer, o estado da rede serd igual ao estado final
dado e as bateladas terao percorrido as rotas dadas. Por isso, a solucao dada

pela seqiiéncia de operacoes PP executadas até entao sera viavel. 0

243
Algoritmo BPA

Seja n = |N|, m = |A], e s = |A*|. Descrevemos o algoritmo BPA
em seis passos resumidos pelo pseudocédigo da Tabela 2.1. Nesta tabela,
denotamos por ¢() a fungdo de custo do PTDSC. Também chamamos o
procedimento Segqiienciar, que é descrito na subsecao 2.4.5.

Aqui, esclarecemos alguns detalhes omitidos no pseudocédigo da Ta-
bela 2.1. No Passo 1, se nao existe caminho de i para j em G, entao v(i, j) é
iniciado com uma valor suficientemente grande (denotado por co). No Passo
2, o custo minimo de transportar b por uma rota valida até a posicao de
duto (a,l), onde a = (4,4), é dado por w(b)(v(pe(b),) + St ). Ob-
serve que o valor de v(py(b),7) é calculado no Passo 1. No Passo 4, para
cada b € F'', se p,(b) recebe o valor (a,l) € A*, onde a = (7, j), entdo uma
rota vélida de custo minimo para b é dada pela concatenacao de S(po(b), 1)
com [a]. Por outro lado, para cada b € L' — F!, se py(b) = (a,l) € A%,
onde a = (4, 7), entdo uma rota valida de custo minimo para b é dada pela
concatenacdo de [a] com S(j,dp). Em caso contrério, se py(b) € N, entdo
este rota é dada por S(po(b),ds). Se ¢(X) = oo, entdo a instancia [ é dita
inviavel porque a condicao dada pela Proposicao 2.2 é violada. Em caso

contrario, estabelecemos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.4 Para cada b € L', seja R(b) a rota escolhida para a
batelada b pelo algoritmo BPA. Se ¢(X) # oo, entdo nenhuma solugdo vidvel

para I tem custo menor do que
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Algoritmo BPA
Passo 1: Para cada a € A,

(comprimento de a) < Z;’i%) Qo
Fim Para;
Para cada par i,j € N,
S(%,7) < um caminho de comprimento minimo de %
até j em G,
v(i,7) < comprimento de S(i, j);
Fim Para;
Passo 2: construir o seguinte grafo bipartido B = (N' U N2, AB):
Para cada b€ F'!, N' <« N'un(b);
Para cada (a,l) € A*, N? < N?Un(a,l);
Paral=1,2,...,|F' —s, N?<+ N?Un(,l);
Para cada par (n(b),n(a,l)) € N' x N?,
AB «— AB U (n(b),n(a,l));
c(n(b),n(a,l)) < o custo minimo de transportar b por
uma rota valida tal que p,(b) = (a,l);
Fim Para;
Para cada par (n(b),n(-,1)) € N' x N2,
AP — AP U (n(b),n(,1)); c(n(d),n(-,1)) + 0
Fim Para;
Passo 3: obter um emparelhamento X de custo minimo em B;
Se ¢(X) = oo entdo [ é invidvel; terminar;
Passo 4: Para cada b € F!,
k < o tnico né de B conectado a n(b) por X;
Se k = n(a,!l) para alguma (a,l) € A* entado
Pq(b) < (a,1);
R(b) < uma rota valida de custo minimo para b
tal que py(b) = (a,l);
Senao
Pqg(b) < po(b); R(b) < uma rota vazia;
Fim Se;
Fim Para;
Para cada b € L' — F',
R(b) + uma rota vélida de custo minimo para b;
Fim Para;
Passo 5: construir o grafo de precedéncias H correspondente;
Passo 6: Seqiienciar uma solugao viavel a partir de X e H.

Tabela 2.1: Um pseudocddigo para o algoritmo BPA.

Prova. Por construcdo, ¢(X) é o custo minimo de transportar as bateladas
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protelaveis por rotas validas até posi¢oes na rede que descrevam um estado
final valido. Pela Proposicao 2.2, qualquer solucao viavel para I precisa
levar a rede até um estado final valido. Além disso, por definicao, as
bateladas precisam ser transportadas por rotas validas. Logo, o custo total
de transporte das bateladas protelaveis em qualquer solucao vidvel para
I nao pode ser menor do que ¢(X). Como o algoritmo BPA escolhe uma
rota valida de custo minimo independentemente para cada batelada nao
protelavel, nenhuma solugao viavel para I tem custo total menor do que
(2-1). Observe que o segundo termo de (2-1) é o somatdério dos custos das
rotas escolhidas para as bateladas nao protelaveis. O

No Passo 4, o algoritmo constréi um grafo de precedéncias H em
funcao de X. Pelo Teorema 2.3, se H é aciclico, entao podemos construir
uma solugdo vidvel para I cujo custo é igual ao limite inferior dado por (2-1).
A seguir, descrevemos o procedimento Segienciar, que é chamado no Passo
6. Se H é aciclico, entao o Segiienciar sempre fornece uma solucao de custo
minimo para /. Em caso contrario, a solucao obtida nao é necessariamente

4tima.

2.4.4
Componentes Fonte

Agora, definimos o conceito de componentes fonte de um grafo diri-
gido.

Defini¢ao 2.5 Dado um grafo dirigido H = (A, D), um componente fonte

¢ um componente fortemente conexo C C A tal que nao existe nenhum arco
(i,j)€ D ondejeCeic A—C.

Dada a definicao anterior, é um fato conhecido que qualquer grafo
dirigido tem pelo menos um componente fonte [14].

A seguir, apresentamos algumas defini¢cdes que sao utilizadas associar
os componentes fortemente conexos dos grafo G e H. Seja ((3, j), (¢, 7')) um
arco de H. Por defini¢do de H, existe uma rota onde o arco (7', j') de G é
o sucessor imediato do arco (7, ). Logo, temos 7' = j. Observe que o né j
funciona como ponto de articulacao para o par de arcos (i,7) e (j,7'), em
G. Neste caso, dizemos que o n6 j de G articula o arco ((3,j), (4,7')) de
H. Vale mencionar que o mesmo n6 de GG pode articular varios arcos de H.
Dado um componente fortemente conexo 7" de H com |T'| > 1, definimos
um 7" associado a T como sendo o subgrafo de G induzido pelos nds que

articulam os arcos de 7'. Com isto, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.6 Dado um componente fortemente conexo T de H com

|T| > 1, T' também é fortemente conexo.

Prova. Sejam 7 e j dois nés quaisquer de T'. Basta provar que existe
um caminho de i até j. Sejam também (a;,a;) e (a;,a}) dois arcos de T
articulados respectivamente por ¢ e 7. Como T é fortemente conexo, existe
um caminho P de a; até a; em T'. Neste caso, cada arco de P ¢ articulado
por um né de 7”. Em particular, o primeiro e o ultimo arcos de P sao
respectivamente articulados pelos nés ¢ e j. Além disso, para qualquer
par de nés 7' e j' que articulam arcos consecutivos de P, existe um arco
(¢',4") em T". Portanto, os nés articulam os arcos de P definem um caminho

(possivelmente contendo ciclos) de i para j em T". 4

2.4.5
O Procedimento Segqiienciar

Aqui, descrevemos o procedimento Segiienciar, que é chamado pelo
algoritmo BPA. Vale lembrar que este procedimento utiliza os seguintes

dados de entrada:
1. um estado final vélido para a rede dado por p,(b),Vb € L';

2. uma rota valida R(b) para cada batelada b € L' consistente com o
estado final dado;

3. um grafo de precedéncias H construido a partir das rotas dadas.

Para cada batelada b € L', tanto a rota R(b) quanto a posi¢ao final
pq(b) recebidas podem ser alteradas pelo procedimento Segienciar. Por
isto, denotamos respectivamente por R*(b) e p}(b) a rota e a posicdo final
atribuidas originalmente a b, no Passo 4 do algoritmo BPA.

Vale mencionar que, se H é aciclico, entdo o procedimento Seqienciar
se comporta de forma idéntica ao procedimento utilizado na prova do
Teorema 2.3. Lembramos que, nesta prova, selecionamos sucessivamente
nos fonte do grafo H. Para cada né a selecionado, realizamos as operagoes
previstas para o duto a. Depois disto, removemos a de H e nao voltamos a
este duto. O procedimento Seqiienciar é uma generalizacao do procedimento
anterior para grafos de precedéncia com ciclos. Ao invés de selecionar nds,
selecionamos um componente fonte 7" do grafo H a cada iteragao. Seja 1"
o subgrafo de G associado a T'. O procedimento Seqiienciar fornece uma
seqiiéncia de operagoes PP para T' que leva esta subrede a uma estado com

as seguintes caracteristicas:
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1. se uma batelada b tem p;(b) = (a,l) € A*, para algum a € T", entao

b esta contida em algum arco de 7" (ndo necessariamente em a);

2. se uma batelada nao proteldvel b tem um né de 7" como p(’;(b), entao

b estd armazenada neste no;

3. se uma batelada b nao incluida nos itens anteriores tem R*(b) contendo
pelo menos um arco de T”, entdo b estd armazenada no né final do

ultimo arco de R*(b) que pertence a 7T7;

Chamamos este estado da subrede 7" de parcial. Depois disto, T é
removido de H e nenhum duto de 7" é movimentado novamente.

A Tabela 2.2 mostra um pseudocddigo para o procedimento Segien-
ciar. Neste pseudocddigo, ha duas chamadas ao procedimento Ciclar, que
é descrito em seguida. Dado um componente fonte selecionado, o procedi-
mento Seqienciar testa se |T'| = 1. Em caso positivo, sdo executadas todas
as operacoes PP previstas para o tnico arco associado a 7. Neste caso, o
comportamento do procedimento é idéntico ao descrito na prova do Teorema,
2.3. Por outro lado, se |T'| > 1, entdo o procedimento obtém o subgrafo 7"
de G associado a T. Em seguida, ele transporta cada batelada contida em
T para a posicao correspondente ao estado parcial de T". Isto é feito em
duas etapas. Primeiro, todos os arcos de T" sdo preenchidos com bateladas
proteldveis cujas posi¢oes finais sdo arcos de T". Esta etapa é implementada
pelo dois primeiros lagos de “Para” do pseudocédigo. Na segunda etapa,
algumas bateladas que restaram nos nés sao transportadas para outros nés
conforme o estado parcial de 1”. Esta etapa corresponde ao terceiro lago de
“Para” do pseudocédigo. Observe que o procedimento Segiienciar utiliza,
para cada batelada b, a rota R*(b) obtida no Passo 4 do BPA. No entanto,
ressaltamos que a rota final R(b) percorrida por cada batelada b néo é ne-
cessariamente igual a R*(b). Isto ocorre porque o procedimento Ciclar nao
move apenas a batelada referida em sua chamada.

Agora, descrevemos o procedimento Ciclar. Dada uma batelada b*,
armazenada em um né [ # i, com i, € T’ este procedimento transporta b*
de [ até 7. Este transporte é realizado sem que nenhum batelada exceto b*
seja retirada de um né. No entanto, as bateladas contidas nos dutos podem
ser deslocadas. Primeiro, o procedimento Ciclar obtém um circuito C’ de
T' que contém os nés [ e i. Este circuito é formado pela concatenacao dos
caminhos minimos que conectam o né [ ao né 7 € o né 7 ao né I, em T".
Tais caminhos sempre existem porque, pela Proposicao 2.6, 7" é fortemente

conexo.
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Procedimento Seqiienciar

Enquanto H nao esta vazio,
T < um componente fonte de H;
Se |T| =1 entao
a < o arco de GG associado a T
realizar as operacgoes previstas para a;
Senao
T' < o subgrafo de G associado a T’
Para cada b € F! tal que
p;(b) = uma posi¢io de um duto (i, j) € 1",
Se b estd armazenada num né [ # ¢ entao
Ciclar para transportar b de [ até 1, por T7;
Fim Se
Fim Para
Para cada b € F! tal que
p;(b) = uma posicao de um duto a € 7,
inserir b em a;
Fim Para
Para cada batelada b tal que
R*(b) contém pelo menos um arco de 7",

Se b esta armazenada num né [ # ¢ entao
Ciclar para transportar b de [ até 1, por T7;
Fim Se
Fim Para
remover 1" de H,;
Fim Se;
Fim Enquanto;
Para cada b € L!
atualizar R(b) e p,(b) segundo
a seqiiéncia de operagoes PP gerada;
Fim Para;

i < o né final do ltimo arco de R*(b) que estd em T7;

Tabela 2.2: Um pseudocddigo para o procedimento Segienciar

Procedimento Ciclar

C'" <+ um circuito de 7" que contém os nés [ e 7;

K < {b € L'|b esta contido em um duto de C'};

Enquanto b* nao estd armazenado em ¢,
b < a unica batelada de K U {b*} armazenada em um no;
a < a préoxima aresta de C' a ser visitada por b;
inserir b no duto a;

Fim Enquanto

Tabela 2.3: Um pseudocddigo para o procedimento Ciclar.
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A tabela 2.3 um pseudocddigo para o procedimento Ciclar.

Seja k= |C"| e s = 2521 v(a;). Provamos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.7 Se o circuito C' é dado, entdo o procedimento Ciclar

executa em tempo O(ks').

Prova. Claramente, a cada k iteracoes do procedimento, a batelada b* é
deslocada em uma posicao de duto. Como b* precisa de no maximo k+ s’ —2

deslocamentos para alcangar o né i, Ciclar executa em tempo O(ks'). O

246
Analise do Algoritmo BPA

Aqui, apresentamos uma analise do algoritmo BPA. Como este algo-
ritmo tem uma variagao polinomial para uma representacao mais compacta
da entrada, deixamos a analise de desempenho para a versao polinomial.

O seguinte teorema é uma conseqiiéncia do préprio algoritmo.

Teorema 2.8 Dada uma instancia I do PTDSC, I é vidvel se e somente

se ela satisfaz a condicdo dada pela Proposicdo 2.2.

Prova. Pela proépria Proposicao 2.2, se I é viavel, entdo a condicao é
satisfeita. Por outro lado, se esta condicdo é satisfeita, entdo o algoritmo
BPA sempre obtém uma solugao viavel para I. 0

Agora, analisamos a qualidade da solugao obtida pelo BPA. Provamos

o seguinte teorema.

Teorema 2.9 Se o grafo de precedéncias H obtido pelo BPA ¢ aciclico,

entdo a solugdo construida pelo algoritmo para o PTDSC é étima.

Prova. Pela Proposition 2.4, o custo de uma solucao 6tima para I nao é
menor do que (2-1). Além disso, se o grafo de precedéncias H obtido pelo
BPA ¢ aciclico, entao o procedimento Segienciar tem um comportamento
idéntico ao procedimento dado pela prova do Teorema 2.3. Como este
comportamento gera uma solucao onde cada batelada b percorre a rota
R*(b), o custo desta solucao é igual a (2-1). Conseqiientemente, a solucao
obtida é 6tima. O

Observe que, se o grafo G é aciclico, entdao qualquer grafo de pre-
cedéncias construido para esta rede também é aciclico. Por isso, o teorema

anterior tem o seguinte corolario.

Corolario 2.10 Se o grafo G € aciclico, entdo a solugcdo construida pelo

algoritmo para o PTDSC é étima.
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2.4.7
Operacoes PP Estendidas

Nesta segao, definimos operagoes PP Estendidas (PP-E) para PTD.
Estas operagoes nao acrescentam nenhuma informacao ao PTD. Elas apenas
fornecem uma forma mais compacta de representar uma seqiiéncia de
operacoes PP semelhantes. Por isso, o resultado dado pelo Teorema 2.1
permanece valido.

Cada operacao PP-E corresponde a uma seqiiéncia de operagoes PP,
onde bateladas da mesma ordem sado inseridas em uma mesmo duto. Seja
a = (i,j) um arco de G cujo conteiido em um dado estado ¢ é representado
pela lista [by,ba, ..., by(e)]- Além disso, Seja £ € L uma ordem tal que
as bateladas associadas b;(k),b+1(k),...,by(k) estdo armazenadas no né
1, neste estado, para [ < I'. Uma operacao PP-E consiste em inserir as
bateladas b;(k), b1 (k), ..., br(k) no duto a, nesta ordem. Denotamos esta
operagao por (by(k)...by(k),a,t) (ou apenas (by(k)...by(k),a)). Observe
que uma operacao PP-E representa I — [ + 1 operagoes PP, utilizando um
espaco O(1).

Vale mencionar que, sem as operacoes PP-E, nem o PTD nem o PTDS
pertencem a NP (considerando a forma mais compacta de representacao
das ordens). Para mostrar este fato, apresentamos uma instancia I do PTDS
cujo certificado de viabilidade precisa conter um nimero de operagoes PP
que é exponencial em relacao ao tamanho da entrada. Esta instancia [
tem N = {1,2}, A = {(1,2)} e L = {ky, ko, ks}, onde v((1,2)) = 1,
u(kr) = u(ks) = 1, u(ks) = 2%, po(k1) = ((1,2),1), po(kz) = po(ks) = 1
e dy, = dg, = dx, = 2. A tnica ordem proteldvel é ky. Qualquer solucao
viavel insere todas as bateladas de k3 no tinico duto da rede e depois insere
a batelada de k,. Isto corresponde a 27 4+ 1 operacoes PP. Como I tem
tamanho O(B) (u(k3) é representado por f bits), o nimero de operagoes
PP é exponencial em relagao ao tamanho da entrada. Observe que este

problema é corrigido pelas operacoes PP-E descritas anteriormente.

2.4.8
Algoritmo BPA Polinomial

Na subsecao 2.4.3, apresentamos o algoritmo BPA para o PTDSC. Da
forma como o BPA ¢é descrito nesta secao, ele executa em tempo pseudopo-
linomial quando as ordens nao sao unitarias. Nesta se¢ao, apresentamos o
algoritmo BPA polinomial (BPA-P) como uma versao aprimorada do BPA.
Seja r = |L|. O BPA-P executa em tempo O(r?logr + s?(rn +log s)). Vale
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lembrar que estado inicial da rede é dado no PTDSC. Como o estado ini-
cial inclui as listas de bateladas que representam os conteidos dos dutos,
sdo necessarios €)(s) bits para representd-lo. Por isso, a complexidade do
algoritmo BPA-P é polinomial em relacao ao tamanho da entrada. Além
disso, tanto o Teorema 2.9 quanto o Corolério 2.10 se aplicam ao algoritmo
BPA-P.

Um pseudocddigo para o BPA-P pode ser obtido a partir do pseu-

docddigo do BPA (ver Tabela 2.1) aplicando-se as seguintes alteragoes:

1. inserir um passo adicional (Passo 1%) depois do Passo 1;

2. alterar ligeiramente os Passos 2 e 3 para construir um grafo bipartido

menor.

No Passo 13, 0 BPA-P pré-processa as bateladas de L' — F! que estdo
inicialmente armazenadas nos nés, gerando operacoes PP-E. Apresentamos
uma pseudocodigo para este passo na Tabela 2.4. Neste pseudocddigo, para
k € L, denotamos por po(k) (ao invés de po(bi(k))) a posi¢do inicial das
bateladas de k.

Passo 1; do BPA-P
Para cada ordem k € L — F tal que po(k) € N,
I u(k); 7+ 1,
Enquanto j < |S(po(k), dy)| e I > 1,
a < o j-ésimo arco de S(po(k), dy);
inserir by (k), bo(k), .. ., by(k) no duto a;
I+ 1l—v(a); j+j+1;
Fim Enquanto;
Fim Para;
t < o indice do estado atual;
remover de L' toda b tal que p;(b) = dp;
estado inicial < estado atual;

Tabela 2.4: Um pseudocédigo para o Passo 1% do algoritmo BPA-P

Vale mencionar que, para cada ordem nao proteldvel k& com py(k) € N,
o numero de bateladas que ndo chegam aos seus nés de destino apds a
execucao do Passo 1% nao é maior que o nimero de posi¢oes de duto no
caminho S(po(k), di). Isto ocorre porque apenas as bateladas que ficam nos
dutos deste caminho nao chegam aos seus nés de destino. Por isto, podemos
concluir que temos |L' — F'| = O(s|L — F|) apés a execugdo do Passo 13.

No Passo 2, o BPA-P constr6i um grafo bipartido B’ menor do que

o grafo B construido pelo BPA. Agora, definimos B’, mostrando como
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obté-lo a partir de B. Seja um grafo bipartido B construido pelo BPA.
Primeiro, para cada ordem protelavel k, encolher todos os nés da primeira
partigdo que correspondem a uma batelada de k£ em um mesmo né n(k).
Apés este encolhimento, qualquer arco que partia de um né n(b), sendo b
uma batelada associada a k, passa a partir de n(k). Além disso, atribuimos
a cada né da primeira particao um ezcesso igual ao nimero de nés que
foram encolhidos nele. Com isto, observe que temos |F'| nés na primeira
parti¢gdo. Em seguida, encolher os nés n(-,1),n(-,2),...,n(-, |F'| — s) da
segunda parti¢do no mesmo né n(-,-). Atribuir a este né um excesso igual
a —|F'| + s. As demandas dos outros nés da segunda parti¢io sdo iguais
a —1. Com isto, observe que temos s + 1 nés na segunda particao. Para
quaisquer dois arcos com os mesmos nos inicial e final, remover um deles.
Definimos B’ como o grafo obtido apds estas transformacgoes. Apesar disto,
a construcao de B’ pelo BPA-P deve ser direta, ndo passando pelo grafo B.

O grafo B' apresentado anteriormente (incluindo os custos associados
a0s arcos e os excessos associados aos nés) representa uma instancia do pro-
blema de Fluxo de Custo Minimo (FCM). Este problema, que é amplamente
estudado na literatura [19, 18], consiste em atribuir fluxos nao negativos a
todos os arcos do grafo de forma que os balangos de fluxo nos nds sejam
iguais aos seus respectivos excessos, minimizando a soma total dos fluxos
ponderados pelos custos dos respectivos arcos. O problema ainda permite
atribuir capacidades (limites superiores para os fluxos) aos arcos. No caso
de B', todos os arcos tém capacidade ilimitada. Vale mencionar que, se to-
das as capacidades e excessos tém valores inteiros, entao existem algoritmos
polinomiais que fornecem solugoes 6timas para o FCM onde todos os fluxos
tém valores inteiros.

No Passo 3, o BPA encontra uma solu¢ao 6tima para a instincia
do FCM representada por B’. A interpretacdo desta solugdo é similar a
interpretacao do emparelhamento de custo minimo encontrado para o B
pelo BPA. Se uma unidade de fluxo é atribuida a um arco (n(k),n(a,l))
de B’, entao atribuimos uma batelada arbitraria da ordem k & posicao de
duto (a,l). Neste caso, cuidamos para que uma mesma batelada ndo seja
atribuida a duas posicoes de duto. Cada unidade de fluxo atribuida a um
arco (n(k),n(-,-)) de B', corresponde a uma batelada da ordem k que nao

¢ inserida em nenhum duto.
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249
Analise do Algoritmo BPA-P

Agora, apresentamos uma andlise de desempenho do algoritmo BPA-
P. Nesta andlise, assumimos que todo duto em G pelo menos uma posi¢ao
e que todo né em g tem pelo menos um arco adjacente. Como conseqiiéncia
destas hipéteses, temos s > m > n/2.

Vale mencionar que o BPA-P nao representa as bateladas de forma
explicita. Para cada ordem £k, ele s6 guarda o nimero de bateladas corres-
pondentes em cada né. Além disso, para cada batelada contida em um duto,
o BPA-P guarda a ordem correspondente mas nao identifica o indice da bate-
lada. Isto ocorre porque nao é necessario fazer distin¢ao entre duas bateladas
associadas a mesma ordem até o Passo 4, quando as rotas e posi¢oes finais
sao atribuidas as bateladas. Neste ponto, como o ntimero de bateladas que
restaram é polinomial, o BPA-P passa a guardar informacoes especificas de

cada batelada. Neste caso, provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.11 O algoritmo BPA ezecuta em tempo O(r*logr + s*(rn +
log s)).

Prova. O Passo 1 pode ser executado em tempo O(n?), utilizando o algo-
ritmo de Floyd-Warshall [1]. Além disso, utilizando os caminhos minimos ob-
tidos no Passo 1 e a representacao resumida das bateladas descrita anterior-
mente, o tempo de execucao do Passo 1% ¢ da ordem do ntimero de operacoes
PP-E geradas (ver pseudocédigo da Tabela 2.4). Como uma operagio PP-E
é gerada para cada ordem nao protelavel £ e para cada né de um dado ca-
minho minimo, temos O(rn) operagoes. Logo o Passo 1% executa em tempo
O(rn).

Como ja foi discutido, o grafo B’ construido na versao polinomial do
Passo 2 tem |F| = O(r) nés na primeira parti¢io e O(s) nds na segunda.
Utilizando os caminhos minimos obtidos no Passo 1 para atribuir custos
aos arcos, podemos inserir cada arco no grafo em tempo O(1). Logo, o
tempo necessario para a construcao de B’ é da ordem do nimero de arcos
inseridos, que é O(rs). Com isto, a instancia do FCM resolvida no Passo
3 tem O(r + s) nés e O(rs) arcos. Além disso, como B’ é bipartido,
é possivel encontrar um caminho minimo em tempo O(1), o pois existe
no maximo um caminho dirigido para cada par de nés, cada um com
apenas um arco. Por isto, a instancia correspondente do FCM pode ser
resolvida em tempo O(r?logr + s log s), utilizando o algoritmo “Enhanced
Capacity Scaling” [18]. Neste caso, o algoritmo tira proveito do fato de que

as capacidades sao todas ilimitadas.
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Para construir o grafo de precedéncias H, o BPA-P verifica cada arco
da rota de cada batelada que nao foi removida no Passo 1% nem recebeu uma
rota vazia. Como restaram O(rs) bateladas ndo proteldveis apds o Passo 15
e exatamente s bateladas protelaveis nao receberam rotas vazias, o Passo
4 executa em tempo O(rns). O fator n na expressao deste tempo é um
limite superior para o nimero maximo de arcos em uma rota. Este limite é
valido porque as rotas escolhidas sdo caminhos minimos (acrescidos de um
arco) e, por isso, ndo passam duas vezes pelo mesmo né (exceto pelo arco
acrescentado).

Agora, mostramos que o procedimento Segiienciar admite uma imple-
mentacao que roda em tempo O(rnsQ). Nesta implementacao, o grafo G e

o grafo de precedéncias H sao ambos pré-processados da seguinte forma:

1. obter uma decomposi¢cao de H em componentes fortemente conexos;

2. para cada componente obtido 7" de H, encontrar o subgrafo 7"

associado em G;

3. para cada subgrafo 7" obtido, computar o caminho minimo que

conecta cada par de nos;

4. para cada componente obtido 1" de H, computar o nimero de arcos

que incidem em 7.

O Item 1 roda em tempo O(m + |D|) = O(m?), utilizando um
algoritmo baseado em busca em profundidade (DFS) [3]. Seja m; o nimero
de nés contidos no j-ésimo componente de H, para j = 1, ..., h. Neste caso,

uma implementacao imediata do Item 2 executa em tempo
O(m1) + O(my) + - - + O(my) = O(m) time.

Seja também n; o nimero de nés contidos no j-ésimo subgrafo de G

obtido no Item 3, para j = 1,...,h. Neste caso, o Item 3 roda em tempo
On?) +0(n3) + -+ 0(ny) = O(n®) time,

utilizando o algoritmo de Floyd-Warshall [1]. Por tltimo, o Item 4 é
calculado em tempo O(|D|) = O(m?), pesquisando-se cada arco do grafo
H.

Utilizando os resultados deste pré-processamento, o procedimento
Seqiienciar pode encontrar e remover todos os componentes fontes de H,

gastando um tempo total de O(m + |D|) = O(m?) com estas operagdes.
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Para isto, é utilizado um método andlogo ao algoritmo de ordenacao
topolégica de grafos descrito em [20]. Também utilizando informagoes
pré-processadas, o procedimento Ciclar pode construir cada circuito C’
necessario (ver pseudocddigo da Tabela 2.3) em tempo O(1). Sejam ky ; e up ;
respectivamente o nimero de nés e o volume total do circuito C’ utilizado
por este procedimento para transportar a batelada b no j-ésimo subgrafo
de G obtido, para j =1, ..., h. Pela Proposicao 2.7, o procedimento Ciclar

gasta um tempo total dado por

Z Z O(kb,jub,j) .

beLl j=1

Como cada circuito utilizado é composto por dois caminhos minimos,
ele s6 pode passar no maximo duas vezes por cada nd. Além disso, cada
batelada s6 é transportada em no méaximo um circuito de cada subgrafo de

G. Por isso, temos

Z Zo(kb’jUb,j) < Z ZO(nUb,j) < Z O(ns).

beLl j=1 beLl j=1 belLl

Como restam apenas O(rs) bateladas no Passo 4 com rotas nao vazias,
o procedimento Ciclar gasta um tempo total O(rns?).

Portanto, o procedimento Segiienciar roda em tempo O(m?)+O(m)+
O(m + n?) + O(mn) + O(mn) + O(rns?) = O(rns?).

Conseqiientemente, o algoritmo BPA roda em tempo O(n?)+O(rn)+
O(rns) + O(r?logr + s?log s) + O(rns) + O(rns?) = O(r*logr + s?(rn +
log s)). O

2.5
Aproximabilidade do Makespan para o PTD Sincrono

Nesta secao, apresentamos limites inferior e superior para a aproxima-
bilidade do PTDSM.

Primeiro, demonstramos que, para qualquer € > 0 fixo, o PTDSM nao
admite nenhum algoritmo n'~¢-aproximado a menos que P = NP, onde n
¢ o numero total de bits necessario para representar a instancia. Neste caso,

utilizamos as seguintes hipdteses:

1. o grafo G é aciclico e planar;

2. todas as ordens sao unitarias;
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3. o nimero total de bateladas é O(s).

Chamamos o PTDSM acrescido destas hipéteses de PTDSM!. Para
uma dada instancia J do PTDSM*, denotamos por |.J| o ntimero total de bits
necessario para representar J. Observe que as hipdteses anteriores tornam o
limite inferior mais abrangente, uma vez que ele também vale para versoes
mais restritas do problema. Além disso, a terceira hipétese torna dispensavel
a representacao compacta das bateladas introduzida na subsecao 2.4.7. Por
isto, nao usaremos esta representacgao.

Para demonstrar o limite inferior de aproximabilidade, utilizamos
a seguinte abordagem. Inicialmente, consideramos uma certa classe de
instancias do PTDSM! e, para cada instancia desta classe, duas operacoes
PP 7 e my que sao necessariamente executadas em qualquer solucao viavel.
Para esta classe de instancias, provamos que encontrar solugoes viaveis que
nao executam m; antes de my é um problema N P-completo. Seja I uma
instancia desta classe. Construimos entdo uma instancia I1* do PTDSM!
encadeando « cépias de I. Este encadeamento é feito de tal forma que a
operagao my da i-ésima cépia e a operagao m; da (i + 1)-ésima cépia sdo a
mesma operacao, para ¢ = 1,2,...,a — 1. Por isto, qualquer solucao viavel
para I® cujo makespan é menor do que «, nao executa m; antes de m, em
pelo menos uma das cépias de I. Também garantimos por construgao que,
se existe uma solucao viavel para I que nao executa m; antes de 7y, entao
também existe uma solucio vidvel para I* cujo makespan é O(|I|). Depois
disto, basta atribuir um valor apropriado para « em fungéo de |I| para obter
o limite inferior mencionado anteriormente.

Por 1ltimo, mostramos que o algoritmo BPA pode fornecer uma
solu¢ao m-aproximada para o PTDSM. Para isto, basta ajustar os pesos
das bateladas e os coeficientes da funcao de custo de forma apropriada.
Neste caso, a unica hipétese utilizada é a de que o grafo G é aciclico. Vale
mencionar que, embora o fator de aproximacgao obtido seja muito alto, o
limite inferior demonstrado nao permite obter um fator muito melhor do
que este a menos que P = NP.

Ao longo desta secdo, utilizamos a seguinte terminologia. Um dado
duto a € A é dito permitido para uma dada batelada b quando existe um
caminho dirigido em G de py(b) até o né inicial de a e outro do né final de
a até dp. Observe que qualquer batelada b s6 pode ser inserida nos dutos

permitidos para ela.
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2.5.1
Instdncias Justas

Agora, definimos uma classe de instancias do PTDSM' utilizada
na demonstracao do limite inferior de aproximabilidade deste problema.

Chamamos as instancias desta classe de instancias justas.

Definicao 2.12 Uma instincia I do PTDSM" ¢ justa quando ela satisfaz

as trés condigoes a sequir:

1. para cada batelada b € L, um tinico caminho dirigido em G que parte

do nd de saida de py(b) e termina no nd dy;

2. para cada duto a = (i,j) € A, existem exatamente v(a) bateladas
proteldveis assoctadas a este duto, sendo armazenadas mo no i, no

estado inicial, e destinadas ao no j;
3. mao hd outras bateladas proteldvers.

Paral=1,2,...,v(a), denotamos por b a l-ésima batelada proteldvel
associada ao duto a. Chamamos estas bateladas de preenchedoras do duto

a.

Figura 2.5: Um exemplo de instancia justa do PTDSM'

Por exemplo, a Figura 2.5 representa uma instancia justa do PTDSM®.
Nesta figura, a representacdo dos nods, dos dutos e dos seus respectivos
conteidos segue um padrao semelhante ao da Figura 2.1.(a). No entanto,
o numero de cada né aparece dentro do circulo correspondente (ao invés
de estar ao lado dela). Além disso, cada batelada b contida em um duto é
rotulada pelo nimero do n6 de destino correspondente. As setas indicam os
sentidos de fluxo nos respectivos dutos. Observe que, nas instancias justas,
o conjunto F! é unicamente definido em funcdo dos dutos da rede. Por
exemplo, na instancia da Figura 2.5, temos F! = {b?’”, b§1’2), b§2’3)}, onde
po(0M?) = po(68?) = 1, po(6*?) = 2, dyas = dyan) = 2 e dyesy = 3. Por
isto, este conjunto nao é representado explicitamente nesta figura. Outras
figuras que representam instancias justas ao longo desta se¢do seguem o
mesmo padrao, ou seja, omitindo qualquer indicagao das preenchedoras dos

dutos.
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O seguinte lema apresenta uma propriedade das instancias justas.

Lema 1 Apds a execucdo de qualquer solugao wvidvel para uma dada
instancia justa do PTDSM", cada duto a € A contém necessariamente todas

as suas preenchedoras e apenas elas.

Prova. Por defini¢do, as preenchedoras de um dado duto a = (i,7j) sdo
armazenadas no né i, no estado inicial, e destinadas ao n6 j. Como G é
aciclico, a é o unico duto permitido para estas bateladas. Como todas as
bateladas sdao preenchedoras em uma instancia justa, concluimos que cada
duto a contém apenas as suas preenchedoras em qualquer estado final valido.
Como cada duto a tem exatamente v(a) preenchedoras, todas elas precisam
estar contidas em a no estado final. O

Voltando ao exemplo da Figure 2.5, nao ¢ dificil provar a partir do
lema anterior que a batelada contida na segunda posi¢ao do duto (1,2), no
estado inicial, deve ser inserida no duto (2, 3) antes da preenchedora b§2’3). 0

préximo teorema generaliza esta observacao para qualquer instancia justa.

Teorema 2.13 Seja Q@ uma solu¢do vidvel para uma dada instancia justa
I do PTDSM". Para cada batelada ndo proteldvel b e cada arco a do tdnico
caminho dirigido de G que parte do nd de saida de po(b) e termina no nd

dy, b precisa ser inserido em a antes de qualquer preenchedora deste duto.

Prova. Como b precisa chegar em d, e a é um arco do tnico caminho
dirigido que pode levar b até este né, concluimos que b precisa ser inserido
em a. Além disso, o conteido do duto a no estado final é dado pelas
ultimas v(a) bateladas inseridas neste duto. Pelo Lema 1, estas bateladas sdo
necessariamente as v(a) preenchedoras a. Como G é aciclico, estas bateladas
podem ser inseridas em @ uma unica vez. Logo, b precisa ser inserido em a

antes delas. O

2.5.2
O Problema de Precedéncia em Dutos

Nesta subsecdo, provamos que, dada uma instancia I do PTDSM' e
duas operacoes PP 7 and 7y, encontrar uma solucao viavel para I que nao
executa m; antes de my é um problema N P-completo.

Primeiro, definimos este problema de maneira formal. Dados

1. uma instancia I do PTDSM?,

2. duas bateladas by, by € L,
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3. dois arcos @, a9 € A,

o Problema de Precedéncia em Dutos (PPD) consiste em encontrar um
conjunto vidvel @) de operacoes PP contendo as operacdes m; = (@1, by, 1)
e Ty = (ag, by, 1), para qualquer t; > t5. No Teorema 2.14, provamos que
o PPD é um problema NP-completo através de uma reducao polinomial
do Problema de Cobertura por Vértices (ja definido na segdo 2.2) para o
PPD. Nesta prova, as instancias do PPD baseadas em instancias justas do
PTDSM! também sdo chamadas de instancias justas. Aqui, consideramos
um caso particular do problema onde o grau (nimero de arestas adjacentes)
de qualquer vértice em G é no maximo 3. Denotamos este problema por 3-
PCV. Vale mencionar que o 3-PCV também é N'P-completo [7].

Teorema 2.14 O PPD é N'P-completo.

Prova. Esta prova é dividida em quatro etapas. Na primeira etapa, provamos
que o PPD pertence a NP. Na segunda etapa, apresentamos uma reducao
polinomial do 3-PCV para o PPD. Na terceira etapa, demonstramos que
a existéncia de um certificado para uma instancia do PPD implica na
existéncia de um certificado para a instancia correspondente do 3-PCV.
Finalmente, na quarta etapa, demonstramos esta implicacao no sentido

contrario.

Etapa I: o PPD pertence a N'P. Seja I uma instancia do PTDSM!'.
Como G nao tem ciclos, qualquer solucao viavel () para I insere cada
batelada em no maximo n dutos. Como todas as ordens sdo unitdrias, I tem
exatamente r bateladas. Logo, () ndo pode ter mais do que rn operagoes
PP. Seja I' uma instancia do PPD dada por I, duas bateladas by,b, € L
e dois arcos ai,as € A. Como qualquer certificado para I’ é também uma
solucao viavel para I, tal certificado nao pode ter mais do que rn operagoes
PP. Observe que qualquer certificado para I' com um nimero polinomial
de operacoes PP pode ser facilmente verificado em tempo polinomial. Dai,

concluimos que o PPD pertence a N'P.

Etapa II: uma reducao polinomial do 3-PCV para o PPD. A seguir,
apresentamos uma redu¢ao polinomial de uma instancia do 3-PCV a uma
instancia justa I' do PPD. Denotamos os vértices de G por sy, 59,..., S|y
e as arestas de G por ey, ey, ..., e g. Para simplificar, a mesma the notagao
utilizada para os vértices e arestas de G sao também utilizadas para denotar
os noés correspondentes em G.

A Figura 2.6.(a) mostra um exemplo de grafo G. Para K = 2, a
Figura 2.6.(b) representa a insténcia justa I’ do PPD obtida a partir de
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Figura 2.6: (a) Um grafo G; (b) a instancia justa I’ do PPD obtida a partir
de G, para K = 2.

G. Mais adiante, detalharemos a construgao de I'. Na Figura 2.6.(b), a
representacao dos nos, dos dutos e dos seus respectivos conteidos segue
o mesmo padrao da Figura 2.5. A notacao utilizada para cada grupo de
bateladas nao proteldveis aparece préxima a borda direita da figura. As
informacoes adicionais relativas ao PPD também sao indicadas na figura.
As posicoes iniciais das bateladas b; e by aparecem pintadas de cinza. Os
arcos a; = (1,2), a; = (5,6) e ag = (4,5) sdo indicados explicitamente. Os

sentidos de fluxo de todos os dutos sdo definidos por uma tnica seta, do

2i-1
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lado esquerdo do duto (4,5). Observe que o grafo G associado a rede de
dutos representada pela Figura 2.6.(b) é aciclico e planar.

Agora, seja uma instancia qualquer do 3-PCV representada por G e K
(nao necessariamente a instancia especifica da Figura 2.6.(a)). Construimos

uma instancia justa I’ do PPD a partir de G e K da seguinte forma:
1. criar o conjunto N = {1,2,...,6}U{s1,52,..., sy }U{e1, e2,...,€m};
2. criar o conjunto A com os seguintes arcos:

(a) @ = (1,2) cujo conteiido inicial é dado por [bf, by, - .., by _x].
onde dbjl, =2, paraj=1,...,|V|-K;
(b) (2,s;) e (si,3), parai=1,2,...,|V|, onde:
i. (2,s;) tem um contetido inicial dado por [b3;_;, b%];
ii. (s;,3) tem um contetdo inicial dado por [b?];

iii. atribuir como né de destino de cada batelada do conjunto
{63, 1,b%,b3} um né de G associado a uma aresta de G
adjacente a i;

iv. se ¢ tem um grau § < 3, entdao destinar as 3 — § bateladas

que sobram do item anterior ao né 3;

(¢) (3,€5), para j = 1,2,...,|E|, cujo conteudo inicial é dado por
[b7], onde dys = 4

(d) (e;,4), para j = 1,2,...,|E|, cujo conteido inicial é dado por
[b%], onde dys = 5;

(e) ag = (4,5) cujo contetdo inicial é dado por [by, b5, b, .. ‘E‘]
onde dys = dyg :'“:db\em =dedy =

(f) @y = (5,6) cujo contetido inicial é dado por [b7], onde dyr = 6;
3. para cada duto a € A, criar as respectivas preenchedoras;

4. parai=1,2,...,|V|, criar a batelada nao proteldvel b?, armazenada

no no 1, no estado inicial, e destinada ao né s;;

5. criar a batelada nao protelavel b;, armazenada no né 1, no estado

inicial, e destinada ao no 2.

Claramente, o grafo G' obtido com esta construgdo é sempre aciclico
e planar. Além disso, é facil verificar que |I'| é polinomial em relacao a
|V |+|E|. A seguir, utilizamos o Teorema 2.13 para demonstrar que qualquer

certificado para I' induz a uma cobertura para G com até K vértices.
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Etapa I1I: um certificado para o PPD implica num certificado para
0 3-VCP. Seja (Q um certificado para I'. Construiremos uma cobertura
para G com até IC vértices a partir da seguinte informagao: quais dentre as
bateladas 59,09, .. ., b\OVI saem do duto @, antes de by ser inserido do duto
a9, de acordo com (). Chamamos estas bateladas de bateladas selecionadas.
Observe que exatamente |V'| — K bateladas precisam permanecer no duto a;
preenché-lo enquanto b; e as preenchedoras de @; ainda nao foram inseridas
neste duto. Além disso, Pelo Teorema 2.13, as preenchedoras de a; nao
podem ser inseridas nele antes de b;. Como b; ndo pode ser inserido neste
duto antes que by seja inserido em as, s6 restam no maximo I bateladas
para deixar o duto a; antes disto. Logo, temos no maximo K bateladas
selecionadas. Chamamos de vértices selecionados os vértices associados aos
nos de destino das bateladas selecionadas. Agora, falta provar que o conjunto
de vértices selecionados é uma cobertura para G.

Para acompanhar a demonstragao a partir deste ponto, recomendamos
consultar repetidamente a Figura 2.6, incluindo a notagao que estd préxima
a sua margem direita. Primeiro, observe que pelo menos |F| bateladas
precisam ser inseridas no duto ag antes que b, alcance o né inicial de
. Além disso, pelo Teorema 2.13, 3,03, . . ., b|5E| precisam ser inseridas no
duto ag antes das preenchedoras deste duto. Também é fato que ag nao é
permitido para nenhuma outra batelada. Logo, cada batelada b? precisa
deixar o duto (e;,4), para j = 1,2,...,|E|, antes que by alcance o né
inicial de as. Para isto, pelo menos uma batelada precisam ser inseridas
no duto (ej,4). No entanto, pelo Teorema 2.13, b;* precisa ser inserida
neste duto antes da sua preenchedora. Como nenhuma outra batelada é
permitida para este duto, concluimos que b;* precisa deixar o duto (3,¢;),
para j =1,2,...,|F|, antes que by alcance o né inicial de @;. Também pelo
Teorema 2.13, a preenchedora de (3, e;) ndo pode ser inserida neste duto
antes de uma batelada nao proteldvel b que esteja destinada ao né e;. Por
construgao, para cada e = (s;,s;) € E, temos exatamente duas bateladas
nao proteldveis destinadas ao né e. Uma delas chega ao né 3 pelo duto (s;, 3)
e a outra pelo duto (s;,3). Como (3,€) s6 é permitido para esta batelada
e para a sua preenchedora, concluimos que, para todo e = (i,j) € E, pelo
menos uma batelada precisa ser inserida no duto (s;,3) ou no duto (s;,3)
antes que by alcance o né inicial de @. Seja C C V o conjunto de todos os
vértices s; tais que pelo menos uma batelada é inserida em (s;, 3) antes que
b, alcance o né inicial de @,. Pela discussdo anterior, C é uma cobertura para
G. Além disso, pelo Teorema 2.13, as duas primeiras bateladas inseridas no

duto (s;,3) precisam antes sair do duto (2,s;), para i = 1,2,...,|V]. Pelo
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mesmo teorema, b deve ser a primeira batelada inserida no duto (2,s;).
Conseqiientemente, para todo 7 tal que s; € C, b precisa sair do duto
a1, antes que by alcance o né inicial de @,. Logo, todo vértice de C é um
vértice selecionado. Dai, concluimos que o conjunto de vértices selecionados

também é uma cobertura para G.

Etapa IV: um certificado para o 3-PCV implica num certificado
para o PPD. Seja C uma cobertura para G com até K vértices, Se C
tem menos do que K vértices, entao uma cobertura com exatamente C
vértices pode ser obtida inserindo-se vértices arbitrarios de G em C. Logo,
podemos assumir sem perder generalidade que C = {s1, So, ..., sx}. Neste

caso, construimos um certificado () para I’ da seguinte forma:

1. Para t = 1,2,...,|V]|, criar a operagao PP (b?,(1,2),¢t — 1). Como
v((1,2)) = |V| =K, b? estd armazenado no né 2, no estado t+ |V|— K,
parat=1,2,..., K.

2. Parat = 1,2,...,K, criar as operacoes PP (09, (2, s;),t + |V| — K),
(6™, (2, 50), t+ V] = K1) e (5, (2,50, + V] = K +2).

3. Parat =1,2,...,K, criar as operagdes PP (b3,, (s4,3),t+|V|—-K+1),
(W1 (50:3),t+ [V = K +2) e (b, (s,,3), t + [V| — K +3).

4. Parat =1,2,...,K, criar as operagdes PP (b}, (3, dy3), t+|V[—-K+2),
(03, (3:deg,), t + [V +2) e (85,1, (3,dpz,_,),t+ [V + K +2). Como C
é uma cobertura para G, pelo menos uma batelada é inserida no duto
(3,€j), para j = 1,2,...,|E|. Logo, b;l- estd armazenado no né e;, no
estado |V| + 2k + 3.

5. Para j =1,2,...,|E|, criar as operagdes PP (b, (e;,4), V| + 2k + 3)
e (019 (e;,4), V| + 2k + 4).

6. Para j =1,2,...,|E|, criar as operagoes PP (b3, as, |V| + 2k + 3 + j)
e (b5°, as, |E[ + V] + 2k + 3 +j).

7. Criar as operagoes PP m = (by,ay, |E| + |V] + 2k + 4), mp =
(ba, Gy, | E| + |V| + 2k + 4) e (b2, @y, |E| + |V| + 2k + 5).

8. Parat=1,2,...,|V|—K, criar a operagao PP (bf*,ay,t+|E|+ |V |+
2k +4). Como resultado desta operagao, b estd armazenado no né 2,
no estado t + |E|+ |[V|+ K+ 5, parat =K+ 1, K+ 2,...,|V|.

9. Parat = K+ 1,K +2,...,|V|, criar as operagoes PP (b2, (2, s;), ¢ +
B[+ [VI+K+5), (017, (2, 50), t+|E|+|VI+K+6) e (857, (2, 51), -+
|E|+ |V|+ K +7).
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10. Parat = K+ 1,K +2,...,|V|, criar as operagoes PP (b3,, (s4,3),t +
‘E|+|V‘+K:+6)’ (b%t—la (Sta3)’t+|E|+‘V|+,€+7) e (b§8t,3)a (Sta3)at+
|E|+ |V|+ K + 8).

11. Parat =K +1,K+2,...,|V|, criar as operagoes PP (b7, (3, dy3),t +
||+ |[V[+K+7), (05, (3, dyz, ), t+|E[+2|V[+7) e (b5,_1, (3, dy3,_ ), 1+
|E|+3|V|-K+7).

12. Para j =1,2,...,|F]|, criar a operagdo PP (b§3’ej), (3,€5), |E| +4|V]—

K +8).

Através de um minucioso acompanhamento dos itens enumerados
anteriormente, é possivel verificar que () é um certificado para I'. O
2.5.3

Limite Inferior de Aproximabilidade

Nesta subsecdo, provamos o limite inferior para a aproximabilidade
do PTDSM! mencionado anteriormente. Para isto, utilizamos o Teorema
2.14 da seguinte forma. Dada uma instancia do 3-PCV representada por G
e K e a instancia I do PTDSM! construida segundo a reducio apresentada
na prova do Teorema 2.14, construimos uma instancia I* do PTDSM!,
encadeando o copias de I. Mais adiante, detalharemos este encadeamento.
Depois disto, provamos que, se G tem uma cobertura com até K vértices,
entdo I® tem uma solugao vidvel cujo makespan é dado por t(I) = O(|I]).
Em caso contrario, se tal cobertura nao existe, entao garantimos que
I* nao tem nenhuma solucao viavel cujo makespan é menor do que o.
Também demonstramos que [[*| = O(«|I|). Agora, assuma que estes
resultados sao verdadeiros Assuma também que existe um algoritmo A que
é |J|'~c-aproximado para qualquer instancia J do PTDSM' e que roda
em tempo O(|J|) time, onde ¢ é uma constante qualquer. Neste caso,
para a = |I|G/971 concluimos que A obtém uma solucdo O(|I]G/9)=3)-
aproximada para I® em tempo O(|I?¢/€). Como a/t(I) = Q(|I|/972), se
|I| é suficientemente grande, entdo o algoritmo .4 pode ser utilizado para
decidir se G tem uma cobertura com até K vértices. Como |I| é polinomial
em relacao a |V |+|E| por construgao, a existéncia do algoritmo A implicaria
em P = N7P.

Com isto, provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.15 Para qualquer € > 0 fixo, nao existe nenhum algoritmo

n'=¢-aprozimado para o PTDSM" a menos que P = N'P, onden é o nimero

total de bits necessdrio para representar a instancia.
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Prova. Pela discussao anterior, basta apresentar um esquema para a cons-

trucao de uma instancia I* com as seguintes propriedades:

1.

1,2,.

se G tem uma cobertura com até IC vértices, entao /% tem uma solugao

vidvel cujo makespan é O(|I|);

. se qualquer cobertura para G tem mais do que K vértices, entao ¢

nao tem nenhuma solucao viavel cujo makespan é menor do que «;

[1%] = O(alI]).
Sejam IM I® I cépias de I. Construimos I®, para j =
.., — 1, em cinco passos enumerados a seguir:

. retirar de I

(a) oo 6,
(b) o duto as,

(c) as bateladas b” e b7?;

. interligar as redes de dutos 1) e IU+1) através de unido do né 5 de

1Y) com o né 1 de IU*Y, resultando em um tnico né:

. considerar o duto @; de JU*1) como sendo também o duto @, para IV);
. retirar a batelada b, de 1U+D:

. considerar a batelada b, de I'Y) como sendo também a batelada b,

para [U+1);

. destinar esta batelada ao né 2 de TU+1),

Claramente, I* tem a propriedade do Item 3. Denotamos por b9 e

a9, respectivamente, a batelada by e o duto @, de I'9), paraj =1,2,..., .

Além disso, a batelada b, e o duto a, de I (@) s30 respectivamente denotados

por b@*t1) e (@1 A Figura 2.7 representa os dutos que interligam as cépias

I16=9 10 e TG+ em I, Nesta figura, circulos representam nés, retangulos

representam dutos e cada nuvem representa os nés e os dutos omitidos numa

cépiade I. Além disso, as batelada b9), b0+ e pl+2) estio pintadas de cinza.

Observe que b1 representa ao mesmo tempo a batelada by para I0)

e a batelada b; para IU*Y) paraj =1,2,...,a—1. Da mesma forma, a?+"

representa ao mesmo tempo o duto @, para I¥) e o duto @, para IUtD),

Além disso, b1 é a tinica batelada que passa por dutos de IU) e de 71U+,
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|G-1)

Figura 2.7: Dutos que interligam as subredes 0D, J0) e JU+1) em Jo.

Por isto, uma solucdo vidvel para I que nio insere a batelada b; no duto a;
antes de inserir b, no duto a,, pode ser executada nas o cépias de I de I
simultaneamente.

Agora, assuma que G tem uma cobertura com até K vértices. Neste
caso, consideramos a solucao apresentada na Etapa IV da prova do Teorema,
2.14. Denotamos por Q) uma cépia desta soluciio executada na cépia I¢9)
de I antes da construcao de 1%, para j = 1,2,...,a. Obtemos uma solugao

vidvel () para I* da seguinte forma:

1. paraj =1,2,..., a, retirar de Q) a operacio PP (b2, as, |E|+ |V|+
2k 4+ 5);

2. paraj =1,2,...,a—1, unir as operacdes PP (by, Gy, |E|+|V|+2k+4)
de QW) e (by, a1, |E|+|V|+2k+4) de QUtY | resultando em uma tinica
operacio PP (b1), a9 |E| + |V |+ 2k + 4);
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3.Q«QWUQRBU-- U,

Claramente, Q tem um makespan igual ao makespan de QY que é
O(|I|). Logo, I* tem a propriedade do Item 1.

Finalmente, se qualquer cobertura para G tem mais do que K vértices,
entao, pelo Teorema 2.14, qualquer solucao viavel para I insere a batelada
b, no duto a@; antes de inserir b, no duto a,. Conseqiientemente, qualquer
solucdo vidvel para I s6 insere b+ no duto aU*1) depois de inserir b\
no duto a9, para j = 1,2,...,a — 1. Logo, estas solucdes nao podem ter
makespans menores do que «. Isto mostra que 1% também tem a propriedade

do Item 2 e completa esta prova. O

2.5.4
Limite Superior de Aproximabilidade

Aqui, mostramos como utilizar o algoritmo BPA-P, descrito na
subsecao 2.4.8 para obter solu¢oes m-aproximadas as instancias do PTDSM
cujo grafo G é aciclico.

Vale lembrar que todas operacdes PP sao executadas seqiiencialmente
nas solugdes obtidas pelo BPA-P. Logo, o makespan de uma destas solugdes
é sempre igual ao niimero de operacoes PP correspondentes. Por isto, nossa
estratégia é ajustar a fungdo de custo de modo a minimizar o nimero de
operacoes PP executadas. Para isto, basta fazer a,9 = 1 para todo duto
a € A, a,; = 0 para toda posi¢do de duto (a,l) € A* e w(k) = 1 para
toda ordem k € L. Neste caso, seja I uma instancia do PTDSM cujo o
nimero minimo de operacoes PP em qualquer solucao viavel é denotado
por ¢. Como cada duto de I pode executar no maximo uma operacao PP
por unidade de tempo, concluimos que o makespan de qualquer solucao
vidvel para I ndo pode ser menor do que ¢/m. Como o algoritmo BPA-P,
com a fun¢ao de custo definida anteriormente, fornece uma solugao viavel
para I cujo makespan é exatamente ¢, esta solucao é m-aproximada. Isto

prova o seguinte teorema.

Teorema 2.16 O PTDSM admite um algoritmo polinomial m-aproximado.
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