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O problema inverso

Uma defini¢do simplificada do problema direto e inverso foi feita na
introdugdo. Uma definicdo mais completa pode ser obtida em Kirsch (1996).
Segundo esse autor dois problemas (ou fungdes) sao considerados inversos entre
si se a formulacdo de um deles requerer o conhecimento total (ou parcial) do
outro. No problema direto a informagao sempre deve ser completa e precisa. No
problema inverso a informagdo pode ser incompleta e imprecisa. Seguindo esta
defini¢ao, ¢ possivel determinar qual problema devera ser considerado direto ou
inverso.

Na maioria dos casos, um problema inverso ¢ considerado mal — posto.
Para um problema ser considerado bem-posto, trés requisitos essenciais deverao

ser satisfeitos:

1. Existéncia - o problema deverd apresentar solugao;
1l. Unicidade - a solugdo devera ser Unica;
1il. Estabilidade - a solucdo devera exibir dependéncia continua em relagao

aos dados que a originou.

Pode-se matematicamente, obter a existéncia e a unicidade de uma solugao
delimitando-se o espaco onde ela, provavelmente, se encontra. Se um problema
exibe multiplas solugdes, as informagdes que definem o operador sdo insuficientes
para descrevé-lo corretamente. Neste caso, critérios adicionais baseados em
informacdes de compromisso com a modelagem devem ser adotados.

O atributo da estabilidade ¢ tido como o mais importante, j4 que ¢
praticamente impossivel convergir para o espago de solu¢des sem considerar os
efeitos degenerativos do ruido aditivo sobre os dados, o operador, ou até mesmo
as limitacdes impostas pelo carater iterativo do processamento numérico.

Caso a solucdo ndo dependa continuamente dos dados, os valores
computados encontram-se, freqiientemente, distantes da solucdo esperada. Desta

forma, ndo haveria como superar esta dificuldade a menos que se pudesse fornecer
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informacdes adicionais confiaveis acerca da solucdo. Portanto, “a falta de
informagdo ndo pode ser remediada por artificios matematicos” (Kirsch, 1996).
Dependendo do numero de equagdes e de incognitas que formam o sistema
de equagdes a resolver, procura-se o0 método apropriado que ajude a resolver-lo. O
método de maxima entropia € utilizado quando o niimero de incognitas ¢ maior
que o nimero de equagdes e o método de minimos quadrados ¢ utilizado quando o

nimero de incdgnitas € igual o menor que o nimero de equagdes disponiveis.

6.1.

Formulagao matematica do problema inverso

Nesta sec¢do serdo apresentados 2 casos a resolver:
Caso 1 — E formulado com os contaminantes: antraceno, fenantreno, pireno

fluoranteno e criseno enumerados por n=1,..,5, respectivamente. Considera-se um

vetor de incognitas Z formado por 16 componentes, segundo a Tabela 6.1, nas
quais as 10 primeiras incognitas estdo relacionadas ao contaminante € as seis
restantes estdo relacionadas ao ambiente. Considera-se como conhecidas as
concentragdes dos HPAs no mexilhdo e no sedimento, € outros parametros que
formam parte da solucdo do problema direto dado pelas egs. (5.5) e (5.6).
Considera-se a fragdo de carbono organica no sélidos do sedimento ressuspenso

(Oger ) 1gual que a fracdo de carbono organico no sedimento (O, ), devido que a

diferenca entre elas é pequena. Deste modo, reescreve-se as egs. (5.5) e (5.6):

{1+[2]+[3]+[4]+ Z, +(1+ gVPX ) Coryn G M)}_

C. = ENP 1+I<0CC1VPXZI3
S V + (1 - VFS)
FS
<{((;RNAW + ASZS+n +0.693. Z“AS KOCDENSZH + GBNAW ) .
DENS KOCDENSZIZ TDS (l’l) DENS

{GDNAWKOCZM +7Z ’ As} ’

S+n

D...V,
(KVAW + 0-693(1 - VFP + VFPKOCZM TENip(nV;) + (GDNAW + GJCVPW )KOCZM +
DW

1
Oty | AZsu G 4 K, 7,0+ 2,

+n
DENS KOCDENSZIZ

(6.1)

+G, +Z,45) 5= A( 45}
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(1-7,

FS)
ZyGuhy ;A gcon7 4

Vst

KOC(n)DENSZIZ GBNAW
(5+n) +

Z,-D T .(n D
C;/V(n) :CSS(n)( 14"~ ENS N4 DS( ) ENS ) (6.2)
GpyAyKocZ,y+ Z(5+n)AS

da equagdo (5.22) temos

1=V
FS
. K . D
ZIS GRNAW +Z(5+n) $+0.693'Z“AS OC(n) ENSZIZ + GBNAW
C =K, C. ( Z4 Dpys Ky T,s(n) Dyys )-
mexn) WT “~SS(n)
GDNAWKOC(n)Zl4 + Z(5+n)AS
[ ALOG (Z,.LOG Kow+Z,,) ] (6.3)

onde o sub-indice n esta relacionado com um dos contaminante acima
mencionados.

Note que para cada contaminante existe uma expressao semelhante as eqgs.

(6.1) e (6.3), com 16 incognitas que formam o vetor Z . Temos por tanto um
sistema de 10 equagdes e 16 incognitas, formado pelas eqs. (6.1) e (6.3) que sdo
ndo lineares. Este sistema proposto serd resolvido com o método de maxima
entropia generalizada, descrito na sec¢do 6.2.

Caso 2 — Resolvido o caso 1 e conhecidos os valores das incognitas Z; — Zj
relacionadas ao meio ambiente, considere como contaminantes o naftaleno, o
fluoreno, o benzo(b)fluoranteno, o benzo(k)fluoranteno e o benzo(a)pireno
enumerados com n=1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Para este caso; para cada
contaminante sua concentragdo no sedimento, a emissao na baia e o coeficiente de
transferéncia de massa sedimento-agua sdo as incognitas a serem estimadas. A
Tabela 6.2 enumera as incognitas do caso 2.

As equagoes a serem resolvidas tém a seguinte forma:

v +—(I_VF 9
FS
. K. . D
OgGR %NAW +Z,, I?S +0.693 H Aq ;C“’) s RGS+G5NAW
(,;'n oy=Kyr Z,, ( rGp' ENs sw ps(1) ENS )

GDNAWKOC(n)ORGP + ZSnAS
[ ALOG (E - LOG Kow+G)] (6.4)
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2y =

{+[2]+ B3]+ [4]+ Z, +[7]+[8]}-{[12] +[15]}-

58

(101 + 1]+ [12]+[13]+[14] + Z; )} = {([5] +

Vst g (IIDVFS)O
{([5]+ AsZ3, +0.693- Z,, A, OCt"ENS “RGS. L 117])-
K OC(n)DENSORGR Tps(n)
1
ASZ3-n

K OC(n)DENSORGS

)-([12]+Z,,45)}

(6.5)
Tabela 6.1 - Incognitas a serem estimadas no caso 1.
Z INCOGNITAS
Z; [Taxa de descarga direta do antraceno kg/ano
Z, [Taxa de descarga direta do fenantreno kg/ano
Z3 [Taxa de descarga direta do pireno kg/ano
Z, [Taxa de descarga direta do fluoranteno kg/ano
Zs [Taxa de descarga direta do criseno kg/ano
Zs (Coeficiente de transferéncia de massa sed.-agua do antraceno m/h
Z7 (Coeficiente de transferéncia de massa sed.-agua do fenantreno m/h
Zs (Coeficiente de transferéncia de massa sed.-agua do pireno m/h
Zy |Coeficiente de transferéncia de massa sed.-agua do fluoranteno m/h
Z9|Coeficiente de transferéncia de massa sed.-agua do criseno m/h
Z;;Altura do sedimento ativo m
Z;,[Fragdo de carbono organico em sedimento s6lido -
Z;3Fragdo de carbono organico nas particulas que entram com a agua -
Z4Fracdo de carbono organico em particuladas na coluna da agua -
Z;5|Coeficiente E na relacdo LOG Kow vs LOG BAF -
ZsCoeficiente G na relagao LOG Kow vs LOG BAF -
Tabela 6.2 - Incognitas a serem estimadas no caso 2.
Z INCOGNITAS
Z;»[Emissdo ou Taxa de descarga direta kg/ano
Z>,|Concentragao no solido do sedimento ng/g
Zs,|Coeficiente de transferéncia de massa sedimento — agua m/h

onde Z sdo as incognitas e n € o indice de contaminantes
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Desse modo, no sistema proposto para o caso 2, cada contaminante tem 2
equagdes e 3 incognitas. Observa-se que o sub-sistema correspondente a cada
contaminante ¢ independente dos demais. Os intervalos da solu¢do para a emissao
e a concentracdo no sedimento para cada contaminante serdo determinadas,
considerando que o valor do coeficiente de transferéncia de massa sedimento-agua
(K,) encontra-se dentro do intervalo [0.000001-0.1]. A razdo da escolha deste
intervalo esta baseada no fato que a concentragdo do contaminante no sedimento ¢
na agua ¢ insensivel a uma variacdo do valor de K, fora deste intervalo. O caso 2

sera resolvido pelo método de minimos quadrados.

6.2.

O método de Maxima Entropia Generalizada

A palavra entropia como conceito cientifico foi usada pela primeira vez
em termodinamica por Clausius, em 1850. Sua interpretagdo probabilistica no
contexto da mecanica estatistica para definir o grau de desordem de um sistema ¢
atribuida a Boltzmann, em 1877. Entretanto, a relacdo explicita entre entropia ¢
probabilidade so6 foi descoberta por Planck, em 1906.

Shannon (1948) idealizou uma medida que foi chamada de “quantidade de
incerteza” (quantificar a “missing information™).

Jaynes (1957) enunciou o principio da maxima entropia como um criterio
de inferéncia, condicdo suficiente para garantir a existéncia, a unicidade e a
estabilidade de uma solug¢ao no escopo de um problema mal-condicionado.

Por muito tempo, discutiu-se ou conjecturou-se que a no¢do de entropia
definia um tipo de medida no espago das distribui¢cdes de probabilidade, de forma
que eventos com alta entropia sdo em algum sentido mais favoraveis que outros.
Jaynes (1982) observou que tal visdo esta baseada em uma série de fatores, como
por exemplo, que as distribuicdes de mais alta entropia representam maior
desordem, elas também s3ao mais suaves e de acordo com a interpretagdo de
Shannon da entropia como uma medida de informagao, as distribuicdes de mais

alta entropia as mais desconhecidas.
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O critério de maxima entropia confere a solu¢do um carater de maxima
incerteza em relagdo a igual distribuicdo de probabilidades dos elementos que
compdem o sistema estudado, desde que nenhuma informacdo suplementar
confidvel seja fornecida. Deve-se, portanto, “atribuir maxima incerteza a tudo
aquilo que ndo se conhece acerca dos dados* (Kapur & Kesavan, 1992).

No Apéndice 3 sdo apresentados alguns critérios necessarios para

compreender o desenvolvimento do método de maxima entropia generalizada.

Considere-se o vetor Z formado por todas as incognitas do sistema.

—

Z = {ZI,ZZ,..,.... zp} (6.7)

onde p ¢ o numero total de incognitas.

) k ) N .
Seja ¢,,,, um dado medido como a concentracdo do contaminante na

Baia de Guanabara, com k = 1,.,K; onde K é o numero total de dados

experimentais.

k .
A modelagem estabelece que ¢,,.,; pode ser aproximado por uma fungio

das incognitas do sistema de egs. (6.1), (6.2) e (6,3), aqui representado por Qfal

(2). Deste modo,
k ko=
9med = 9. (Z2), k=1,.K (6.8)

pode ser usada para definir a fungdo erro F, ( 2) como a diferenca entre a medida

. k , ko=
experimental ¢,,., e o valor extraido segundo o modelo, ¢, (Z).

FAZY Dot -G (Z) (6.9)

Quando esta fungdo ¢ igual a zero, tem-se um sistema de equagdes

formado por p incodgnitas e K equacgdes.

F.(Z)=0 com k=1,.K (6.10)
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Se p < K, o sistema esta geralmente sobre determinado, a unicidade da
solugdo pode ser encontrada quando se trabalha com dados exatos e consistentes
com o modelo, e uma solu¢do aproximada no caso que se considera o ruido nas
medicoes.

No caso p > K, tem-se um sistema indeterminado que pode ter um
conjunto infinito de solug¢des. Nesta situacdo, quando os dados sdo consistentes
com o modelo, pode-se dizer que ndo ha dados suficientes para resolver o
problema de forma uUnica sendo necessario outro tipo de andlise. Nao se
encontrando a unicidade da solucdo para a formulagdo inicial do problema,
procura-se dentro do conjunto de solugdes o melhor resultado, segundo um
critério de otimizacdo (Kapur & Kesavan, 1992; Censor & Lent, 1981; Reis &
Roberty, 1992; Carita Montero et al., 2001; Cidade et al. 1998).

O método de maxima entropia generalizada ¢ um método de otimizacao
que encontra a “melhor” solugdo entre todas as solu¢des possiveis, isto €, usando
o critério de méxima entropia, a distdncia de Bregman generalizada, a lagrangeana

e os multiplicadores de Lagrange.

A lagrangeana para a fungio F) (Z ) pode expressar-se como:

— — - — K —
Ly, (Z,Z0,4)=Dy (Z,Z,) +Zﬂk- F, (Z) (6.11)

k=1

onde:
A, ¢ o multiplicador de Lagrange para a equacdo k,
Z, éuma informacao inicial sobre o valor de Z ,

D By (2 ,20 ) ¢ a distancia de Bregman entre Z e Z, (Bregman, 1967).

D B,q € definido como:

Dy (Z,Z.)= Dy, (Mpy(Z),Mp4 (Z.)) (6.12)

que ¢ igual a:

Dy = 1,(Z) My (Zo){Vpy (Zo ). Z -Z.) 6.13)
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onde:

T1g4 ¢ a funcional momento de ordem B enésimo da g-discrepancia (Apéndice

3), e ¢ definida como:

- & gzl -1
Msg (Z)=2.7 . (6.14)
i=1

quando ¢ — 0 tem-se a seguinte aproximagao:

- )4
Ms.0 (Z):sz Inz, (6.15)
i=1

Esta expressao ¢ derivada dos trabalhos sobre divergéncia direta (Sharma
& Mittall, 1975; Sharma & Taneja, 1977; Taneja, 1977). A Este funcional
representa o desvio de um valor esperado de z, elevado a potencia ¢, do valor

constante z, =1.

O valor do ultimo termo da eq. (6.13) calcula-se as

— — C aan
(Vlgy (Z0), 7 2oy = 2im - (21-2,) (2,-2,) (6.16)
i=1 oi
P 877 p 7 _q
> (BB (D) B (6.17)
i=1 azm- i=1 q
logo:

q

L ~1
(VN4 (Zo), Z - T ) ) 2 2 ) (6.18)

I
~ M"B
"\
SS

Das equagoes (6.13), (6.14) e (6.15) resulta:
Se g —>0

IO P
Dy (2,2,)=> 2l Inz, - z),In(z,,)-(B-z) "In(z,; )+zy ' ) (z,~z,)

i=1

(6.19)
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caso contrario, isto € g # 0 :

- = Ly gzl -1 “_1 z4 — 1
DB,q (Z,Z, ):ZZI‘B lq "z qu - (B-z;7'( 01q )+z5 ) (z,-2,)
i=1

(6.20)

tem-se um caso particular para B=1 ¢ ¢ — 0 (Apéndice 3). Tem-se o caso de

entropia

Dyy(Z)=Yz Inz, - zin(z,)~(z,~z,) 6.21)

i=1
Das equagoes (6.10), (6.18) e (6.19), resulta:

Se q—>0:

—_ = p
Lq(ZQZO’lk):ZZiB lnzi - Zfi ln(zoi)-(B'Z(i_l ln(Zoi)—i—Zfi_l) (Zi_Zoi)+

i=1

S F(2) (6.22)

caso contrario, isto &, ¢ # 0 :

z4

- — 2 z! -1 7 _q -1
LBq(ZaZO’ﬂk):ZZiBT' ZB-Z("T- (B'Zf;_l(m—)-i-zgw_l)(zl.—zm.)+

oi
i=1

K —_—
Yo £i(2) (6.23)
k=1

para o caso particular em que B=1, tem-se:

Se q—>0:

- — p -
Ly (Z,Zo, 0 )=D2 Inz, - z;In(z, )= (z, -z, +iﬂk' Fo(Z) (624
=1

i=1
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caso contrario:
. L zl—z1 . K _
Ly, (Z,Z0,, ):Zz,.(T)—zm.(z,.—zm) i F (Z) (6.25)
i=1 k=1

Em resumo, o novo sistema formado pelas egs. (6.22) e (6.23) tem como
incognitas:

A, ,com k=1,.K A, €l

z,,com i=1,..,p, z; € Z,resultando em um total de (k+p) incognitas

O problema inverso ¢ formulado como um problema de otimizacao.
Usando a lagrangeana dada pelas equagdes (6.22) e (6.23) e variando o valor dos
parametros ¢q e B, uma familia de algoritmos pode ser construida.

A solucdo deste sistema de equacdes ¢ obtida determinando-se o minimo
valor da lagrangeana que pode ser obtido encontrando seu ponto critico. Para isto,

deriva-se a lagrangeana e iguala-se a zero.

T e I

& (B Zoh gy (2.2 T % P20 il (626)
P - _

87L3q(Z,ZO ) =0 resultando: £, (Z)=0, k=12.K (627)
k

Logo o novo sistema ¢ formado pelas egs. (6.26) e (6.27) com um total de
(p+K) equagdes. Em resumo o novo sistema ¢ formada por (p+K) equacdes e
(p+K) incognitas.

Para resolver o sistema descrito pelas equacdes (6.26) e (6.27), foi escrito
um codigo em MATLAB. Este “m-file” faz uso das ferramentas encontradas no
“Toolbox™ de otimizagdo do MATLAB. A minimiza¢do deste sistema foi obtida
com os algoritmos: Programag¢ao Quadratica Seqiiencial (SQP), Quasi-Newton e o
Procura Linear. Uma descricdo detalhada destes algoritmos sdo encontradas em
Luenberger, 1970 ou na guia de usuario para o Optimization ToolBox disponivel

no MATLAB versio 6.0 ou em sus pagina web: www.mathwork.com. E evidente
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que a estimativa para as novas incognitas depende da quantidade e da qualidade
dos dados experimentais fornecidos ao programa.
Observag¢do: O método de maxima entropia generalizada ¢ similar a querer
encontrar as incognitas que minimizam o valor da distdncia de Bregman
generalizada, eq. (6.20), restrita a fungdo erro, eq. (6.9), tal procedimento ¢
analogo ao exemplo apresentado no Apéndice 3 (solugdo 2), onde se utilizou o
método dos multiplicadores de Lagrange para obter uma nova funcdo denominada
lagrangeana, eq. (6.11). Em seguida, determina-ser o valor minimo desta funcao,
igualando todas a suas derivadas parciais a zero, egs. (6.26) e (6.27), obtendo um
novo sistema onde os numeros de incognitas e de equagdes sdo iguais. Com a
solugdo deste sistema ¢ possivel obter os valores das incognitas.

Da distancia de Bregman, eq. (6.20), deve-se questionar que valores

seriam Otimos para B e q. Esta pergunta sera respondida na se¢ao 7.2.1.

6.3

O método de Minimos Quadrados

Seja Z o vetor de incognitas € dado por Z = {zl,zz,..zp }T, onde p éo

, S k , .
nimero total de incoégnitas, e ¢,.,;, com k=I1,.K; ¢ o conjunto de dados

experimentais (concentragdes medidas), onde K ¢ o niimero total de medidas,

definimos o vetor erro como o residuo entre o valor calculado pelo modelo

matematico qfa, (2 ) e o dado experimental ¢ ,]:,ed que sera representado por:
Fu(Z)= 4% (Z)- neq com k=12,,K (6.28)

Assim, F={F,,F,,..,F,} e R* com Z = {zl,zz,..zp }T € R’ que representam o

vetor de incognitas do problema e o sub-indice k£ indica a relacdo de paridade
= ..k

entre a solugao qfa, (Z)eamedigdo ¢,,.,; -

Define-se Re como o funcional dos residuos quadrados
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~ IO TR R
Re = Re( Z) = ?”F || = FTF (6.29)
ou seja:
_ 1L
Re(Z) = EZ[qfal o qllfzed ]2 (630)
k=l

Sendo o objetivo determinar o vetor Z que minimize a norma Re, a

equacdo do ponto critico € escrita:

VRe=0 ou 2R¢
oz,

1

=0, parai=l,.,p (6.31)

Obtém-se assim, um sistema de p equacdes € p incognitas. Das egs. (6.30) e

(6.31) vem:

n k
ZF"%zo i=1,.,p (6.32)

k=1 aZ»

1

Usando uma expansao de Taylor em torno de um valor de referéncia Z"
onde m sera posteriormente o contador de iteracdes no procedimento iterativo e

retendo apenas até os termos de primeira ordem, obtém-se:

Fk,m+l — Fk,m i aka

j=1

Az;” k=12.., K (6.33)

onde F" denota a avaliagdo de F' em Z’", e AZ" =7" 7" ,l.e:

F*" =FZ™), com k =1,.,K.

Substituindo a eq. (6.33) na eq. (6.32) obtém-se entao:

n " p aka a ]
MFEe Y = qw’ L.=0 i=l,.,p (6.32)
k=1

J=1 i Zi
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Usando a matriz Jacobiana, J , com elementos denotados por J,,= O
para r=1,..,K e s=1,...p

a q ial a q i’al

—821 ..... 2y :
J — a q fa/ : 8 q fal

0z, oz,
04w 09 (6.35)
| 0z, oz, |

O sistema de equagoes (6.34) pode ser reescrito como:
" J"AZ ==Y F" (6.36)

Multiplicando formalmente ambos os lados da eq. (6.36) por ((J")" J")™
obtém-se:
AZ" = ("I I F" (6.37)

sendo m o contador de iteragdes. Comeg¢ando com uma estimativa inicial Z,,

—m
podem ser feitas corregdes nas estimativas de AZ , considerando

Z" 27" " (6.38)
onde AZ ¢ determinada pela solugdo do sistema (6.34).

Caso o método convirja, ao prosseguir no procedimento iterativo o valor

—m
de AZ diminui as iteragdes podem ser interrompidas tomando como critério de

convergéncia, por exemplo:

|Az;7”1/ Z7 |< & onde & ¢um valor pequeno definido a priori.

Dois comentarios sdo necessarios:
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(1)

(i)

Se o numero de incognitas ¢ grande a eq. (6.37) ndo € usada para a

determinacdo de AZ™ por exigir o calculo de uma matriz inversa. Nesse
caso o sistema ¢ resolvido pelas egs. (6.36);

Sendo um método de tipo Newton, ele pode ndo convergir caso a
estimativa inicial ndo esteja na regido de convergéncia e, além disso,
mesmo que o método convirja, pode-se ficar preso em um minimo local

(Muniz et al., 1999).
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