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Modelagem Estatistica Classica
Modelos de Duas Equacgoes «-¢

No tultimo capitulo, constatou-se que, ao se realizar a média de Reynolds

nas equacdes de Navier-Stokes, componentes do tensor de tensdo de Reynolds

(t;j=—puju’;) sdo introduzidos nas equagdes de transporte de quantidade de

movimento com média de Reynolds (eq. A.2). Estas novas incognitas necessitam
ser modeladas, a fim de fechar o sistema de equagdes. Verificou-se, ainda, que
basicamente duas abordagens sdo utilizadas, para modelar as tensdes de Reynolds:
a hipotese de Boussinesq, conhecida como modelos de viscosidade turbulenta; e a
modelagem da equagdo de transporte do tensor de Reynolds. Ambas as
metodologias foram discutidas no capitulo passado e as técnicas utilizadas na
modelagem das equagdes de transporte exatas constam do Apéndice A.

Na metodologia dos modelos de viscosidade turbulenta, o tensor de tensdo
de Reynolds (t;7) ¢ modelado ao se assumir um alinhamento entre o tensor de
Reynolds e o tensor de deformagdo média , via viscosidade turbulenta (). Esta ¢
a hipdtese de Boussinesq.

Sendo as tensdes turbulentas resolvidas em analogia as tensdes viscosas, a
viscosidade turbulenta também ¢ modelada, fazendo analogia com a viscosidade
molecular, como w,~ p UL, onde U ¢ a escala de velocidade e L a escala de
comprimento do escoamento turbulento.

Nos modelos de viscosidade turbulenta de duas equacdes emprega-se duas
quantidades turbulentas, obtidas da solu¢do de duas equacdes diferenciais de
transporte, para se levantar as escalas de velocidade e comprimento. A energia

cinética turbulenta (k) ¢ normalmente usada para se obter a escala de velocidade,

U~k , enquanto o comprimento de escala ¢ modelado por k¥ e uma quantidade
turbulenta adicional.

Desde que a taxa de dissipagdo da energia cinética turbulenta (g) aparece
naturalmente na equacdo exata da energia cinética turbulenta (eq. A.9), esta ¢ a
escolha mais Obvia para segunda quantidade turbulenta, sendo a escala de

comprimento definida como L~ «*?/e. Esta forma de definir a viscosidade


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716133/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Modelagem Estatistica Classica. Modelos de Duas Equagdes k—¢ 43

turbulenta (v, = C, k’/e, onde C, é um coeficiente empirico) deu origem ao
modelo de duas equacdes mais largamente usado em célculos de engenharia.

O modelo k-¢ foi originalmente proposto no inicio dos anos setenta, para
alto numeros de Reynolds (Hanjalic & Launder, 1972; Launder & Spalding,
1974). Quando usado em conjunto com fung¢des de parede, o modelo original ¢é
numericamente bem comportado e tem sido aplicado a uma variedade de
problemas de engenharia com razoavel sucesso. Contudo, muitos escoamentos de
importancia tecnoldgica necessitam ser integrados até a regido da parede,
particularmente problemas onde o transporte de propriedades nesta regido ¢
importante e onde hé separagdo do escoamento.

Visando tornar os modelos k-& computacionalmente eficientes, precisos e
universais, modelos para correcdes na regido da parede ainda encontram-se em
desenvolvimento. Atribui-se a modelagem da equacdo da taxa de dissipagdo a
responsabilidade pela maior parte das dificuldades do modelo na regido da parede.
Sabe-se que a taxa de dissipacdo tem um valor finito na parede, sendo, portanto,
dificil de especifica-lo na fronteira. A falta da condi¢do de contorno natural para ¢
tem levado a utilizagao de condi¢des de contorno assintoticamente incorretas. Por
outro lado, o balango de termos da equagdo de € modelada, na regido da parede,
depende de correlagdes da alta ordem, introduzindo sérias dificuldades. (Speziale
et al., 1992). Estas dificuldades podem ser fonte de imprecisdes e dificuldades
numéricas. Até um passado recente, ndo era possivel a determinagdo exata das
funcdes introduzidas como corre¢do na equagdo de transporte modelada da taxa
de dissipa¢do, devido a dificuldade de se medir precisamente a taxa de dissipagdo
na regido da parede. No entanto, este problema comecou a ser resolvido com o
aparecimento dos primeiros resultados da simulagdo numérica direta.

Outra deficiéncia do modelo k-¢ refere-se a modelagem dos termos de
transporte turbulento e de difusdo turbulenta da equacdo da energia cinética
turbulenta (Speziale et al.,1992; Chen et al., 1998). O comportamento assintotico
do termo modelado nio reproduz o comportamento do termo exato. Chen et al.
(1998) afirmam que este termo tem grande importancia no balango junto a parede
em escoamentos com recirculagao.

Os recentes resultados da simulacdo numérica direta fizeram renascer o

interesse pela modelagem das equagdes de k e €, na regido da parede (Mansour et
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al., 1988; Rodi & Maunsour, 1993; Chen et al., 1998). O comportamento da taxa
de dissipacdo e dos varios termos estdo agora disponiveis, possibilitando um
melhor ajuste das correcoes.

E também conhecida a incapacidade do modelo k-g linear predizer
escoamentos secundarios em dutos nao circulares ou com quinas (Mompean et al.,
1996). Speziale (1987) desenvolveu um modelo k-¢ ndo linear, baseando-se na
similaridade entre o escoamento turbulento médio de um fluido Newtoniano e o
escoamento laminar do fluido viscoeléstico de Rivlin-Ericksen (Mompean et al.,
1996). O modelo nao linear produz melhores resultados que o modelo k-¢ linear,
onde as tensdes de Reynolds normais tem importante papel, como no caso dos
dutos ndo circulares (Mompean et al., 1996).

Por outro lado, a teoria do grupo de renormalizacdo foi aplicada as equagdes
de Navier-Stokes, da energia cinética turbulenta e da taxa de dissipagdo, dando
origem as variantes linear, ndo linear e de baixo nimero de Reynolds do modelo
k-¢ renormalizado (RNG). Uma importante caracteristica destes modelos ¢ o fato
das constantes numéricas serem obtidas diretamente da teoria do grupo de
renormalizagdo, em contraste com as do modelo k-¢ padrdo que foram ajustadas
empiricamente para escoamentos turbulentos simples (Yakhot & Orszag, 1986;
Yakhot et al., 1992; Orszag et al. 1993).

Deste modo, este capitulo propde-se a estudar os modelos k-¢ e suas
variantes de baixo nimero de Reynolds e ndo linear. Serdo discutidas brevemente
as suas virtudes e limitacdes, além de serem apresentadas as equagodes de governo.
O capitulo se encerra com a discussao dos modelos k-¢ renormalizados (RNG).
Cabe destacar que todo estudo da capacidade de predi¢do e comportamento

numeérico destes modelos, em escoamentos complexos, faz parte do Capitulo 6.

3.1.
Modelo «-¢ para Altos Numeros de Reynolds

A forma de alto numero de Reynolds do modelo k-¢, quando utilizada
juntamente com fungdes de parede, tem provado ser uma poderosa ferramenta de

predicdo de escoamentos turbulentos. Inimeros engenheiros, em todo mundo,
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motivados pela relativa capacidade de predi¢ao, simplicidade e robustez
computacional, tém empregado este modelo na predicdo de escoamentos
turbulentos de interesse pratico, tornando-o o mais popular modelo de turbuléncia,
apesar de suas bem conhecidas limitagdes.

O acoplamento modelo e fun¢do de parede tem a grande vantagem da
economia computacional e se justifica nos problemas onde as informagdes
proximas a parede sdo irrelevantes.

Os modelos k-¢ de alto nimero de Reynolds sdo baseados no conceito de
viscosidade turbulenta, hipdtese de Boussinesq (1877), no qual as tensdes
turbulentas s@o proporcionais a taxa de deformag¢do do escoamento médio (Hinze,

1975):

(3.1)

ror
—uiuj =Vy

ou; 0uj) 2 (ouy
’ ! OxJ,
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onde o ultimo termo, que pode ser interpretado como pressdo dinamica dos

turbilhdes, ¢ incorporado para representar efeitos de tensdo normal associados a
flutuagdes da pressdo. u; € o componente i da velocidade média, e a viscosidade

turbulenta v, ¢ definida em fun¢do da energia cinética turbulenta k e sua taxa de
dissipacdo € de acordo com a expressao:

2 (3.2)
Ut =—=

sendo C,, uma constante empirica.

As equagoes diferenciais de transporte exatas de k ¢ € sdo obtidas a partir
de manipulagdes das equagdes de Navier-Stokes e constam do Apéndice A. Apds
a modelagem das equacdes exatas, o modelo realiza o fechamento do problema

através do seguinte sistema de equagdes:

ok 0 (— ) o | v, ok (3.3)
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aa_j+ aax-(”_fg): ai- :s)_taa; slekcae] ¢ -
J J € J
sendo o termo de producdo de energia cinética P, igual a
P Tu; (;9::_1 (3.5)
J
Para fluidos incompressiveis, temos
Pe =0, (285 Sjj) (3.6)
onde Sj; € o tensor taxa de deformacao
(3.7)

. ou;
2 ax] axi

O modelo contém cinco constantes empiricas, determinadas por comparagao
com dados experimentais de escoamentos turbulentos simples. Os valores, que
foram estabelecidos por Hanjalic & Launder (1972) e Launder & Spalding (1974)
(Hanjalic, 1994; Deschamps, 1998), sdo: C;=1,44; C~1,92; ¢,=1,0; o, =1,3 e
C,=0,009.

Cabe destacar que, enquanto na equacao da energia cinética turbulenta exata
somente os termos de transporte turbulento e de difusao de pressao necessitam ser
modelados, a equacdo da taxa de dissipacdo requer uma modelagem muito mais
drastica. Isto faz com que muitas das dificuldades do modelo sejam atribuidas a
essa equacdo. Contudo, ¢ bem conhecido que a hipdtese de uma relagdo linear
entre a tensdo de Reynolds e a taxa de deformagao média, propria dos modelos de
viscosidade turbulenta, impde severas limitacdes aos modelos dessa classe. O
carater escalar da viscosidade turbulenta ¢ outra fonte de inconsisténcia.

Por exemplo, a incapacidade do modelo prever adequadamente escoamentos
na presenga de curvaturas das linhas de corrente, constantemente apontada como
deficiéncia do modelo, ¢ fruto da relacdo linear entre o tensor de tensdo de

Reynolds e o tensor de deformacdo média. A funcdo corrente do escoamento
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médio vy, onde ;z—ﬁ\y /oy e \_zzc?\y /0x, ¢ a solucdo da seguinte equacdo de

transporte (Thangan & Speziale, 1992):

—o(V2y) —0(VAy) . 0Py ty) 0%ty Oy, (3.8)
u +v =vV?ly - —
X oy Ox0Oy ox2 8y2

Verifica-se prontamente que a diferenca de tensdo normal (1), -1y,) contribui
de modo direto para o calculo da fun¢do corrente e, consequentemente, para o
campo de velocidade média. Este € o caso para qualquer escoamento com linha de
corrente com curvatura, desde que as tensdes normais possam ser transformadas

COmao:

82(17nn _Tss) (3.9)
on 0s

onde n e s sdo, respectivamente, as dire¢des normal e tangencial a linha de
corrente.

Quanto ao modelo propriamente dito, pode-se dizer que o fato da
viscosidade turbulenta ser definida exclusivamente por escalas caracteristicas do
movimento turbulento, através das quantidades k e ¢, ¢ uma fonte de
inconsisténcia. A viscosidade turbulenta liga o tensor de Reynolds, uma
quantidade turbulenta, ao tensor taxa de deformacdo média, uma quantidade
propria do movimento médio. E razoavel, portanto, esperar que a viscosidade
turbulenta dependa nao somente das quantidades turbulentas, mas também das
escalas caracteristicas do movimento médio. Portanto, outra deficiéncia, consiste
no fato de se utilizar somente uma escala de comprimento para caracterizar todas
as interagdes turbulentas do escoamento.

A utilizagdo da taxa de dissipagdo como quantidade turbulenta geradora da
escala de comprimento caracteristica do movimento turbulento, se da através da
relagdo L~i/e. Todavia, esta relagdo ¢ obtida sob a hipotese de equilibrio local
da turbuléncia e da validade da lei logaritmica. Consequentemente, ¢ natural que o
modelo tenha dificuldades em escoamentos onde estas condigdes ndo se repetem,
como, por exemplo, escoamentos com gradientes de pressdo adverso e separagdes.

A falta de uma condi¢do de contorno natural para € e a modelagem do
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comportamento das correlagdes de alta ordem na regido proxima a parede sao
limitacdes da equagdo da taxa de dissipagdo apontadas na literatura (Speziale et
al., 1992: Bradshaw, 1997; Bredberg et al., 2002). Apesar da forma simplificada
da equacdo modelada da taxa de dissipagdo, esta tem permitido ao modelo obter
razoavel sucesso em largo espectro de escoamentos turbulentos.

As deficiéncias apontadas sdo bastantes sérias, indicando que o modelo
deve ser utilizado com cautela na previsdo de escoamentos complexos,
especialmente em situagdes onde ndo existam dados confidveis. Estes cuidados
sdo 1importantes, pois a possibilidade de reproduzir computacionalmente
escoamentos turbulentos com um uUnico conjunto de equagdes modeladas e
coeficientes empiricos ¢ tentadora e fascinante para os engenheiros em todo o

mundo.

3.2
Modelo k-¢ para Baixos Numeros de Reynolds

Como foi visto no item anterior, 0 modelo k-¢ linear foi originalmente
desenvolvido para altos nimeros de Reynolds por Hanjalic & Launder (1972) e
Launder & Spalding (1974) (Hanjalic, 1994; Deschamps, 1998) e
tradicionalmente ¢ utilizado em conjunto com fungdes de parede, quando aplicado
a escoamentos limitados por superficies soOlidas. Essa combinagdo modelo e
funcdo de parede exige que o ponto nodal préximo a superficie solida esteja na
regido da subcamada logaritmica, limitando o refinamento da malha e ndo
resolvendo a subcamada viscosa. Além disso, fungdes de parede universais nao
existem em escoamentos complexos e muitas aplicagdes tecnologicas importantes
exigem a integracdo dos modelos de turbuléncia até a parede.

Deve-se notar que os efeitos da proximidade da fronteira solida sdo
diferentes dos efeitos de baixo nimero de Reynolds. Embora, na regido proxima a
parede, o nimero de Reynolds local seja baixo, ha ainda um efeito adicional de
amortecimento seletivo, proprio da superficie solida. Nos escoamentos de altos
numeros de Reynolds, os efeitos da viscosidade estdo restritos a delgada

subcamada viscosa. Entretanto, se o nimero de Reynolds torna-se suficientemente
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baixo, os efeitos viscosos afetam todas interagdes turbulentas, causando um
afastamento da isotropia local e aumentando a influéncia da deformacdo média
sobre as menores escalas turbulentas. Este efeito estd presente em escoamentos
limitados ou ndo por superficies solidas.

Em contraste, a parede torna aproximadamente planas as estruturas
turbulentas, impondo um amortecimento seletivo principalmente ao componente
de velocidade normal a parede. A turbuléncia nas proximidades da superficie
solida aproxima-se de um “estado plano”.

A simulacao da subcamada viscosa, de um modo geral, requer, na estrutura
do modelo k-¢ linear, que sejam realizadas duas modificagdes. A inclusdo de uma
fungdo de amortecimento, f, , na definicio da viscosidade turbulenta e
modificagdes nos termos de producdo e destruicio da equagdo da taxa de
dissipagdo. A funcdo f, visa reproduzir tanto o amortecimento viscoso como o
amortecimento preferencial das flutuagdes de velocidade normal a parede solida,
enquanto as modificagdes da equagdo de & devem garantir o correto
comportamento assintotico da taxa de dissipacdo na regido da parede (Apsley &
Leschziner, 1998).

Alguns modelos se propdem ainda a corrigir certas deficiéncias do modelo
k-¢ tradicional, incorporando empiricamente termos extras a equagdo da taxa da
dissipacdo ou a propria fun¢do de amortecimento f,. O modelo proposto por Ahn
et al. (1997) pretende, através da especificacdo da fungdo f,, , considerar os efeitos
do afastamento da condicdo de equilibrio da turbuléncia, longe da parede,
enquanto o modelo de Zhang et al. (1996) quer considerar, através da mesma
funcdo, o efeito da rugosidade da parede. J& o modelo de Yang & Shih (1993)
inclui, na equacgdo de &, um termo fonte secundario, a fim de considerar o efeito
médio da ndo homogeneidade do campo médio.

Hé também modelos que resolvem uma equacao para a taxa de dissipagdo
modificada (Launder & Sharma, 1974; Chien, 1982). A proposta de usar uma
dissipacao modificada foi realizada inicialmente por Jones & Launder (1972),
tendo em vista eliminar a singularidade da equacdo de € na parede. A dissipagdo

modificada, a qual normalmente ¢ definida como &€ =g—y , ¢ estabelecida de tal
modo que a condi¢do de contorno nula seja especificada na parede para £ (Patel

et al., 1985; Yang & Shih, 1993). Neste caso, y deve ter um valor ndo nulo na
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parede, a fim de conservar o balango da equagdo de k. Outro compromisso do
termo y ¢ fazer com que a taxa de dissipagdo modificada, na regido de
escoamento completamente turbulento, tenda para a taxa de dissipagdo usada no
modelo x-¢ de alto Reynolds.

De um modo genérico, as equagdes de governo dos varios modelos k-¢ para

baixo nimero de Reynolds podem ser estabelecidas como:

ox 8 (— 8 v, ) 8k (3.10)
—+ (qu): L+ — +FB. — e+
ot Ox; Jx; o) )0x;
os 0 (e ) 0 (‘”U_tj oe |, (3.11)
ot Ox;j 0x; cg )OX;
1 E | ¢
+| C —F. -C —| —+
{ lfth % 2f2TJ -

sendo a producdo da energia cinética turbulenta Py, a tensdo de Reynolds, o

tensor deformagao S e a viscosidade turbulenta v, dados por

v Ou; (3.12)
PK =— U uJ ul
8)6]'
_— 2 (oup). 2 (3.13)
—uiuj :UIZSU'_EUt[ﬁJSij_EKSij
o L[ ow  2uy G
Y 2 6x] 8)61'

v =Cpfux T (3.15)

onde 7, ¢ a escala de tempo da turbuléncia, £ ¢ uma taxa de dissipagdo
modificada, y e & sdo fungdes de corregdo das respectivas equagdes de k e €, para
a regido proxima a parede, e f; e f» sdo fungdes de amortecimento. C;, Cs, Gy, G

sdo coeficientes dos modelos. E a especificagdo de todos estes pardmetros e
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fungdes que estabelecera os diferentes modelos de baixo Reynolds.

Desde que Jones & Launder propuseram o primeiro modelo de baixo
numero de Reynolds, em 1972, uma vasta gama destes modelos tem sido
apresentada na literatura. Dentro deste grande espectro de op¢des, selecionou-se,
para serem estudados neste trabalho, os modelos de Launder & Sharma (1974);
modelo de Sakar (Sakar & So, 1997); modelo de Myong & Kasagi modificado
(Chen et al., 1998); modelo de Yang & Shih (1993); e o modelo Lam-Bewmbhorst
(Patel et al.,1985; Rodi & Mansour, 1993). Estes modelos serdo, respectivamente,
referenciados por LS, SA, MKM, YS e LB.

Para adotar um valor nulo da taxa de dissipagdo na parede, Launder &
Sharma essencialmente nao resolvem a eq. (3.11), para a dissipagdo verdadeira e.
A variavel efetivamente resolvida no modelo LS ¢ a pseudo dissipagdo
£=¢-2v @k [0x))*.

Os diferentes parametros e fun¢des de cada modelo estdo resumidos nas
Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. Na primeira tabela foram transcritas as fungdes de correcao
para a parede e a escala de tempo de turbuléncia. Ja4 a Tabela 3.2 relaciona as

fungdes de amortecimento, enquanto a terceira tabela define todas as constantes

dos modelos. Os numeros de Reynolds que aparecem nestas tabelas sdo definidos

como
Re=k*/(v €) (3.16)
Re,=y~/x /v (3.17)
Re =(¢ 0)1/4)//0. (3.18)

Na Tabela 3.1, ¢, utilizado pelo modelo SA em &, ¢ dado por & =¢ - 2v k /™.
Anteriormente verificou-se que a funcdo de amortecimento f, visa
reproduzir os efeitos da viscosidade e da proximidade da parede. Baseando-se na
observacao de que estes efeitos sao distintos, Hanjalic (1994) propde que a fungado
de amortecimento da viscosidade turbulenta (f,) considere isoladamente cada
efeito. Contudo, como afirma Patel et al. (1985), ¢ muito dificil modelar cada

efeito separadamente, em especial a proximidade da parede. Alguns modelos, que
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se propdem a fazer esta distingao, utilizam a coordenada de parede (v")

y i =u ylvo ; Up =4t/p (3.19)

na funcdo de amortecimento f,, para considerar o efeito da proximidade da
superficie sélida (Speziale et al., 1992; Myong & Kasagi, 1990). Entretanto, a

definiciio de y* envolve a distincia a parede y e a velocidade de atrito u,, tornando

Modelo T, x E &
LS K/E 2 )2 g .
V(o [ox ;) 200[ 2 (6141 7
Ox; Oxg
SA /g 0,0 €  |exp[-(Re/40)"1*[-0,57 (¢ E)/x
+0,5(")/x - 2,25¢/x Py]
YS /&) +H(v/e)? 0,0 g "
(/e)H(v/e) om0 d (au, P
Ox; Oxg
MKM |/ 0,0 e 100
LB K/e 0,0 e 100

Tabela 3.1 - Fungdes de corregao para parede dos modelos selecionados

Modelo fu f1 7
LS exp [-3,4/(1,0+Re/50)" ] 1,00 1,00 -

0,36Xp(-Re[2)
SA (1:+3/Re}’*)[1+80exp(-Re, )] 1,00 1.00

[1—exp (- Re, /43- Re? 1330)]°

YS [1-exp(-1,5x10 Re,, 1,00 1,00
~5x107 Re3 ~10710 Re3 )] "2

MKM (1+3,45 /JRe, ) 1,00 1,00

[1-exp(-1,85x1073 Re, -1,05x10 Re2 )]

LB 1,00+ 1,00-
+(0,05/f,)° | exp(-Re)

Tabela 3.2 - Fungdes de amortecimento dos modelos selecionados

[1-exp(-0,0165 Re, || [1,0+(20,5/ Re, )]
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dificil a especificacdo desta coordenada adimensional ou mesmo invalidando a
sua definicdo em escoamentos complexos. Nos escoamentos com separagdo, ao
redor do ponto de recolamento, a velocidade de atrito (u;) torna-se nula,
invalidando a defini¢io de y*, enquanto y ¢ dificil de ser definido na regido
proxima as quinas, por exemplo. Pode-se também dizer que o uso de y na fungao
de amortecimento torna o modelo ndo invariante quanto a estrutura de referéncia,
embora alguns autores digam que esta seja uma defici€ncia tedrica facilmente
superada (Yang & Shih, 1993).

Ha modelos que se propode a resolver este problema, porém simplesmente
substituem o uso de y* por Rey=(yx/E /), eliminando somente parte do problema
(Chen et al., 1998). Este procedimento normalmente ¢ justificado, ao ser afirmado
que, na regido de quina, k¥ ¢ muito pequeno e a defini¢do exata de y torna-se
irrelevante para a resolug@o do problema (Yang & Shih, 1993). Das Tabelas 3.1 e
3.2, verifica-se que todos os modelos escolhidos satisfazem a restricdo de nao
empregar fungdes de amortecimento com y*, mas somente 0 modelo de Launder
& Sharma (1974) nao faz uso da distancia a parede (»).

Outra exigéncia imposta aos modelos de baixo Reynolds ¢ que reproduzam
o modelo de alto Reynolds na regido afastada da parede. Esta imposicao torna-se
evidente, se for considerado que o modelo de alto Reynolds foi calibrado para
reproduzir escoamentos simples na regido afastada da parede. Assim as fungdes
Juw f1 € f> deveriam tender para um na regido afastada da parede e as constantes ndo
deveriam ser diferentes daquelas adotadas no modelo de alto Reynolds. A
definicdo de constantes diferentes daquelas originalmente proposta pode fazer
com que o modelo tenha dificuldades na regido afastada da parede em

escoamentos simples. A andlise da Tabela 3.3 mostra que este ¢ o caso do modelo

Modelo LS SA YS MKM LB
Oy 1,00 1,00 1,00 1,40 1,00
(o 1,30 1,45 1,30 1,30 1,30
C; 1,44 1,50 1,44 1,40 1,44
C, 1,92 1,83 1,92 1,80 1,92
Cu 0,090 0,096 0,090 0,090 0,090

Tabela 3.3 - Constantes dos modelos selecionados
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SA (Sakar & So, 1997) e do modelo MKM (Chen et al., 1998).

Muita atenc¢do hoje ¢ dada ao comportamento limite na parede das tensdes
de turbuléncia e dos termos das equagdes de transporte de energia cinética e de
sua taxa de dissipagdo (Mansour et al., 1988; Lai & So, 1990; Rodi & Mansour,
1993; Yang & Shih, 1993; Chen et al. 1998; Bredberg et al. 2002). A satisfacao
das formas limites ¢ vista como um importante critério de avaliacdo dos modelos
que se propdem a resolver a regido da parede. A consisténcia assintotica dos
modelos ¢ verificada pelo comportamento limite na parede de cada termo da
equagao modelada em relagdo ao respectivo termo da equagao exata.

A equacdo exata da energia cinética turbulenta é, para estudo do

comportamento limite dos termos, comumente escrita como:

o (3.20)
DE 800y sl
t X X X X
1 —
+(=— uj p’)—¢
p@xj

ou simbolicamente Cy = Dy, + P, + T} + m - € onde C; € o termo de variagdo, Dy, a
difusdo viscosa, Py a producao, 7 o transporte turbulento e m; a difusdo de pressao ou
o gradiente de pressao.

Assumindo-se as expansodes de ulf, na regido da parede, como (Lai & So,

1990):
— 2 3 o 2 3 e 2 3
u'=a;ytay ‘az;y’+...; v'=b,y  +b3y’ +...; w=c;y+tcy tcz;y’ +.. (3.21)

onde a coordenada y ¢ suposta ser normal a parede e os coeficientes a;, b; € ¢; sao
fungdes de x, z, e do tempo, mas ndo de y, pode-se obter o comportamento

assintoticode K € €:

1 — 3.22
K = 5(01611 +cper) y2 +(ajay +cjcy) y3 +0( y4) (3:22)

€ =v (ajaj +cjcy)+4v (ajay +c]c2)y+0(y2) (3.23)

Os dados acima mostram também que #~y e v~)°. Portanto o
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comportamento limite dos varios termos, a exce¢do de m; pode agora ser
avaliado, inferindo-se o comportamento de nx (mx =Ci - D, - Pr - T + €). A
expansdo acima permite mostrar que Ci, Py e Ty tendem para zero na parede pelo

3 0
menos como )~ e Dy, e ¢ comportam-se como y . Como:

0, Ok — 3.24
Dy)y = [5 ® 5)]w =0 (ajaj +cjep) + 60 (agay +cjez)y+0(v?) (3-29)
a equagao so estara balanceada no limite da parede, quando
T =20 (ajay +cpez)y+0(v7) (325)

Consequentemente, o modelo de baixo niimero de Reynolds ndo pode
desprezar o termo de gradiente de pressdo no limite da parede. De um modo geral,
a equacdao modelada da energia cinética turbulenta, eq. (3.10), ¢ semelhante para
todos os modelos de baixo Reynolds. Nesta equacdo, o termo de variagdo (Cy) € o
de produgio (P;) continuam tendendo para zero na parede como y°. Porém os
termos m; € Ty sdo modelados conjuntamente (Dx=m;+7%), como uma difusdo
turbulenta, por uma hipotese de transporte via gradiente, a qual comporta-se como
y*. Deste modo, supondo-se que o comportamento de & seja exato e uma vez que
D, ¢é exato, verifica-se que a equagdo de k ndo estd balanceada no limite da
parede. H4 necessidade de se introduzir um termo de correcdo, para a referida
regido, que comporte-se, no limite da parede, como m; na eq. (3.25).

E interessante notar que, na forma limite do termo m;, aparece
explicitamente a viscosidade molecular, enquanto esta ndo se faz presente na
equacdo de Poisson para a flutuacdo de pressdo. Este fato ¢ invocado por alguns
modelos como justificativa para negligenciar o supra citado termo ou nao
introduzir a viscosidade nos modelos que visam reproduzir o termo 7 na regido da
parede (Chen et al., 1998). Contudo, a presenga dos componentes do tensor de tensio
de Reynolds na equacdo de Poisson faz com que a viscosidade esteja implicitamente
influenciando as flutuagdes de pressio. E portanto natural e perfeitamente
justificavel a presenca da viscosidade na forma limite do termo do gradiente de
pressdo, devendo consequentemente estar presente nos modelos do referido termo.

Os resultados da simulagdo direta dos escoamentos turbulentos em canal,
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realizado por Kim et al. (1987), por exemplo, confirmam de fato que a difusao de
pressao ¢ negligenciavel face aos valores individuais da dissipacdo e da difusdo
viscosa, como freqiientemente assumido (Hanjalic, 1994). Contudo, verificou-se
que, na regido da parede (y'<20), existe uma acentuada diferenca entre os dados
da simulagdo direta e os resultados do modelo de transporte por gradiente,
adotado para m; + T; (Mansour et al., 1988). Ja Le et at. (1997) realizaram a
simulagdo direta do escoamento turbulento em degrau (“backstep”). Os
resultados, para a regido do canal antes do degrau, também mostram um gradiente
de pressdo desprezivel, face os niveis da dissipagdo e da difusdo viscosa, enquanto
na regido de recirculagdo m; torna-se significativo em comparagdo aos mesmos
termos. O desbalanceamento da dissipacdo e da difusdo viscosa ¢ significante na
regido de separacdo dos escoamentos turbulentos complexos, fazendo crescer a
importancia da modelagem do termo do gradiente de pressao nesses escoamentos.

Deste modo, pode-se verificar prontamente que o procedimento usual de
agrupar os termos do gradiente de pressdo e de transporte turbulento, modelando-os
com a simples hipotese de transporte por gradiente, ndo reproduz corretamente o
comportamento de 7, na regido proxima a parede. Os resultados das simulagdes
numéricas diretas tem mostrado que este modelo ¢ eficiente no nucleo turbulento,
mas também revelam que, nas regides de recirculacdo, o gradiente de pressao torna-
se importante no balango da equagdo da energia cinética turbulenta e o0 modelo torna-
se ineficiente. O aumento nas flutuacdes de pressdo, na regido da recirculagdo, ¢
devido ao movimento das estruturas de vortices da camada de cisalhamento, sendo
que, neste caso, 0 seu maximo ocorre afastado da parede. H4 um significativo
aumento das flutuagdes de pressdo na regido afastada da parede. Em regides de
recirculagdo, as tensdes cisalhantes de Reynolds e seus gradientes sdo grandes
fora da parede e, assim, as maiores flutuagdes de pressdo ocorrem no interior da
camada de cisalhamento (Na & Moin, 1998).

Ja a equacdo exata da taxa de dissipagdo € ¢ normalmente escrita como:

%=C€ =P —®y —Dg +D,¢ (3.26)
onde P; @, D; e D, sdo respectivamente, os termos de produgdo, destruicdo,

difusdo turbulenta e difusdo viscosa, dados por
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P, =20 - (3.27)
Oxk Oxp 0xj 0x; Ox;0x;
duou; gy ou; 0%u;
oujouj oup ., OUj J
0 xp 0 x, O X, 0 Xy, O X 0 Xy
2 2 (3.28)
0“ u'; 0° u'j
(Pg=202 / /
0 Xp 0 Xy O X O Xy
o A ou:0u' (3.29)
Dgzn8+TS:0£ 0 | 0.p" 0uk + 0 uj J J
PO xp\0xy Oxy ) OXxp 0 X, 0 Xy
Dy =v 0e (3.30)
0 xp

O termo de difusdo turbulenta engloba os termos de transporte turbulento e
difusdo de pressao da equacdo da taxa de dissipagdo. Novamente, utilizando-se as
expressdes de u’;, eq. (3.21), tem-se que C;=0("), ®=0("), P=0("), D=0(")
e D, =0(").
O balango da equagdo da taxa de dissipacdo, no limite de parede, para o
caso de um escoamento turbulento completamente desenvolvido reduz-se a
(Speziale et al., 1992):
0%

V=0, +D, (3.31)
y

Esta expressdo mostra prontamente que o balango dos termos da equagdo
exata de €, no limite de parede, ¢ predominantemente realizado pela difusdo
viscosa, pela difusdo turbulenta de € e pelo termo de destruicdo da taxa de
dissipacao, sendo que os dois ultimos envolvem correlagdes de alta ordem. Como

o termo de difusdo viscosa ¢ um termo exato, ndo necessitando, portanto, ser

modelado, a modelagem do comportamento assintdtico do termo de difusdo
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turbulenta e, principalmente, do termo de destrui¢do torna-se fundamental, para o
perfeito balanceamento da equagdo de € no limite da parede.

O termo de difusdo turbulenta de €, que mais uma vez engloba dois termos,
¢ também modelado pela hipotese de transporte por gradiente

vy & (3.32)

D, =12 (2t %y

dy ©g Oy

Este modelo ndo é assintoticamente correto, pois o termo exato é D= 0 (")
no limite da parede, enquanto o modelo é O (3%). Contudo, a analise dos trabalhos
de Mansour et al. (1988) e Rodi & Mansour (1993) mostra que, embora o modelo
ndo reproduza o comportamento do termo exato para y' <20, o termo ¢é desprezivel
face ao termo de destruicao e de difusao viscosa. O termo de difusdo turbulenta ¢é
uma ordem de grandeza menor que os principais termos no limite da parede.

Esta observacdo indica que o balanceamento do termo exato de difusdo
viscosa da taxa de dissipacdo, no limite da parede, estd todo apoiado no
comportamento assintético do modelo do termo de destruigdo (eq. 3.28). Cabe
destacar que, dentro da estrutura do modelo k-¢, o incorreto comportamento limite
da taxa de dissipagdo ird desbalancear a equagao da energia cinética turbulenta no
limite da parede, devido ao balango de k nessa regido ser diretamente dependente
do comportamento de €, como ja foi visto. Além disso, hd a possibilidade deste
comportamento criar dificuldades numéricas na regidao da parede.

Andlise do comportamento assintotico do termo de destruigdo modelado

2
€
D, Zszz? (3-33)

mostra que, sem considerar a fungdo de amortecimento f>, o termo €, no limite de
parede, O(y’z). Como o comportamento do termo exato de destruicdo ¢ O(1), ¢
necessario que a funcio f> tenha um comportamento assintotico O()%). A anélise
da Tabela 3.2 mostra que, em todos os modelos, a f> ndo tem o comportamento
desejado (LS=SA=YS=MKM=0(") ¢ LB=0()). Entretanto, os modelos LS e

SA ao definirem o termo de destrui¢gdo como
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O, =szzi—8 (3.34)

substituindo & por €€ e fazendo f>=1, garantem o correto comportamento
assintotico do termo modelado de destrui¢do. A defini¢do de € também garante
que o modelo de alto Reynolds seja alcangado no regime completamente
turbulento (& ~e para y >60) (Patel et al., 1985). Entretanto, € tem uma maior
taxa de crescimento na regido da parede, tornando a solucdo numérica mais
dificil. H4 necessidade de maior refinamento da malha comparativamente a taxa
de dissipagdo original €. A pseudo-dissipagdo deverd, partindo de zero, alcancar o
valor de € em y'~60. Este problema, somado a forma arbitraria como algumas
pseudo-dissipagdes foram introduzidas nas equagdes, fez com que a sua inclusdo
fosse apontada como uma das grandes deficiéncias dos modelos de baixo numero

de Reynolds que a utilizam (Yang & Shih, 1993).

No limite da parede, através da expansdo de u’ ¢ v’, sabe-se que u'V'

comporta-se como O()°). Assim, da relagio

u'v' = vy (a_a+a_vj (3.35)
oy 0Ox
verifica-se prontamente que v, deve ter um comportamento assintotico do tipo
O(’). Em conseqiiéncia das diferentes definicdes de escala de tempo e da
viscosidade turbulenta nos modelos de baixo nimero de Reynolds, eq. (3.15), ndo
ha um comportamento limite padrdo que deva ser atribuido as funcgdes de
amortecimento f,, para que a viscosidade turbulenta tenha o correto
comportamento assintotico. No caso dos modelos que utilizam a rela¢do (k/g)
como escala de tempo, o comportamento assintotico da relacio ke é O,
indicando que a fun¢do de amortecimento teria que se comportar assintoticamente
como O(y™). Este ¢ o caso dos modelos SA, MKM e LB. A analise da Tabela 3.2
mostra que o comportamento assintdtico da fun¢do de amortecimento do modelo
SA ¢ O(%). Ja o comportamento do modelo MKM ¢é O(»'), enquanto o modelo LB
tem um comportamento do tipo O(*). Deste modo, verifica-se facilmente que
nenhum dos trés modelos ¢ capaz de representar o correto comportamento da

viscosidade turbulenta no limite da parede e consequentemente o comportamento
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da tensdo de turbuléncia (u' v").
Nos modelos que utilizam a pseudo-dissipagdo, € , ¢ definem a escala de
tempo como (k /€ ), o comportamento assintotico da relagio i« 2 /5 ¢ O(%). Neste

caso, f, deve ter um comportamento assintético O(y). Contudo, a funcdo de
amortecimento no modelo LS comporta-se assintoticamente como O(").
Novamente, verifica-se que o modelo ndo representa corretamente o

comportamento da viscosidade turbulenta no limite da parede.

O modelo YS define a escala de tempo como (i /g)+(v /8)1/ 2 a qual tem
um comportamento assintético do tipo O("). Como o comportamento da relagio
K / (8)1/ 2 ¢ do tipo O(%), a fungdo de amortecimento deveria comporta-se como

O(y), a fim de satisfazer o correto comportamento assintdtico da viscosidade
turbulenta. A andlise da fun¢do de amortecimento do modelo mostra que esse €
exatamente o comportamento da fungdo proposta. Consequentemente, o modelo
YS ¢é o unico dos modelos selecionados que reproduz o comportamento
assintotico correto da viscosidade turbulenta e da tensdo turbulenta.

De modo resumido, pode-se dizer que a viscosidade turbulenta, que deveria
ter um comportamento assintotico O(y°), no modelo LS é O(»%), no modelo SA é
0(°), no modelo YS é O()*), no modelo MKM ¢é O()°) e no modelo LB é O(/*).

De posse do comportamento assintotico da viscosidade turbulenta dos
diferentes modelos, pode-se, agora, fazer a andlise do comportamento limite do
termo de producdo modelado, face ao respectivo termo exato. Enquanto este
ultimo comporta-se assintoticamente como O(y) (Speziale et al., 1993), a forma
limite dos modelos é, mais uma vez, funcdo das diferentes defini¢des dos
modelos, tais como a fun¢ao de amortecimento f; e a escala de tempo.

De um modo geral, o termo modelado da produgdo da dissipacdo pode ser

escrito como:

1
Py = Cifioor (25 Sy) (3.36)
t

onde Sjj ¢ o tensor deformacdo médio (eq. 3.14) e Sjj Sjj tem um

comportamento, no limite da parede, do tipo O(").

Na Tabela 3.4, esta condensado o comportamento assintotico da escala de
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tempo, da viscosidade turbulenta e da fungdo de amortecimento de cada um dos
modelos, deduzindo-se, a seguir, o comportamento limite do respectivo termo
modelado da produgdo da dissipacao. A analise dessa tabela mostra que nenhum
dos modelos escolhidos reproduz corretamente o comportamento assintdtico do
termo de produgao exato. Verifica-se ainda que a fungado f; aumenta efetivamente
a producdo da dissipag¢do na regido da parede, no modelo LB, diminuindo o pico

de energia cinética.

Modelo T; Ly f1 P,

LS 0" 0(”) 00" (")
SA 0" 0(°) 0(") 00"
YS 0" 0(”) 00" 0(”)
MKM 0" 0(”) 0(") 0(”)
LB 0(”) 00") o™ 0(°)

Tabela 3.4 - Comportamento assintético dos termos de produgdo modelados

Alguns modelos de baixo numero de Reynolds adicionam um termo
empirico § na equagdo de €, a fim de aumentar a produgdo da dissipacdo na regido
da parede (Rodi & Mansour, 1993). Normalmente os modelos que fazem uso
deste termo extra tomam a fun¢do de amortecimento f; como 1,0. Neste trabalho,
este ¢ o caso dos modelos LS, SA e YS. A expressao de & no modelo LS também
tem um comportamento assintético O(»%), enquanto no modelo YS comporta-se
como O(y3). Deste modo, verifica-se que, em ambos os modelos, embora a
produgdo da dissipagdo seja aumentada, o comportamento assintdtico do termo
exato ndo € reproduzido.

A analise da expressdo do termo extra & do modelo SA ¢ mais dificil, uma
vez que esta expressao envolve um balancgo entre producao e destruicao da taxa de
dissipagdo. O estudo do comportamento assintdtico mostra até ser possivel o
termo aumentar a destruicdo da dissipagdo no limite da parede. Comportamento
este contrario ao da tendéncia geral dos modelos de aumentar a produgdo nessa
regido (Rodi & Mansour, 1993; Patel et al. 1985).

Outro problema da equacdo da taxa de dissipagdo ¢ a falta de uma condicao

de contorno natural na parede. Uma das condi¢des de contorno de € comumente
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utilizadas em superficies sélidas ¢:

6%k (3.37)

€y =|V o 5
w
Esta condi¢do ¢ conseqiiéncia rigorosa da equacgdo de transporte exata da
energia cinética turbulenta. Contudo, para implementa-la, necessita-se de
informagdes sobre a derivada segunda de x na parede, o que pode introduzir
consideraveis dificuldades numéricas. Alguns trabalhos, a fim de reduzir as
dificuldades numéricas, reduzem a ordem da derivada, ao propor, como condi¢do

de contorno de €, a expressao alternativa:

[a&jz (3.38)
€y =2V

Entretanto, mesmo esta condi¢do pode introduzir dificuldades numéricas na
solucdo, desde que também envolve parte da solu¢do do sistema acoplado de
equagdes diferenciais.

Outra forma alternativa, que algumas vezes tem sido utilizada na literatura

como condi¢do de contorno da equagdo da taxa de dissipagdo, ¢

4

£, = UzK _g (3.39)
g

onde o numero 1 indica primeiro ponto interno da malha (Sakar & So, 1997; Chen

et al., 1998).

A condic¢ao de contorno de Neumann

9t _, (3.40)

0y
devido as suas vantagens numérica, tem também algumas vezes sido proposta na
literatura. Entretanto esta condicdo ¢ completamente desprovida de amparo
tedrico e experimental. O estudo assintotico da taxa da dissipa¢do mostra que a
derivada de € sO sera nula se a parcela linear for desprezada (eq. 3.23). Afirmar a
priori que o coeficiente da parcela linear ¢ desprezivel ndo encontra sustentagdao

em qualquer argumento tedrico/experimental. Resultados de simulagdes

numéricas direta de escoamento em canal t€m indicado que (Speziale et al., 1993):
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oe™

oyt

——025¢, (3.41)

Portanto, o uso da condicdo de contorno de Neumann pode introduzir
consideraveis erros na solucdo da equagdo da taxa de dissipacdo ¢
consequentemente comprometer toda a solugcdo do escoamento.

De todo o estudo das equagdes de transporte modeladas dos modelos k-¢
para baixos numeros de Reynolds foi possivel se verificar a dificuldade nao s6 de
estabelecer as corregdes para a regido proxima a parede, como determinar a
condi¢do de contorno mais apropriada para a equagao da taxa de dissipagao.

Na equagdo da energia cinética foi visto que o procedimento usual de
adicionar os termos do gradiente de pressao e de transporte turbulento € eficiente
no nucleo turbulento, mas ndo reproduz corretamente o comportamento do termo
do gradiente de pressdo exato (m), no limite da parede.

Consequentemente, mostrou-se que, mesmo que a taxa de dissipagao tivesse
um comportamento assintotico exato, a equagdo de k¥ nado estaria balanceada no
limite da parede. E necessario introduzir um modelo computacionalmente
eficiente e assintoticamente correto para m, na regido da subcamada viscosa, de
modo que o balango da equacdo da energia cinética seja fechado. Chen et al.
(1998) afirmam que as dificuldades dos modelos k-¢ de baixo numero de
Reynolds deve-se a pobre modelagem de m, na regido da subcamada viscosa.
Contudo, nao se pode esquecer que o balangco da equagao de x ¢ fortemente
dependente do comportamento da taxa de dissipacdo. E como foi possivel ser
visto, na equacdo da taxa de dissipacdo dos diferentes modelos, ha sérias
inconsisténcias na regiao da parede.

O uso de pseudo-dissipagdes, fungdes de amortecimento assintoticamente
incorretas e algumas dependentes de y', constantes diferentes daquelas
estabelecidas para escoamentos simples em alto numeros de Reynolds, termos
fontes extras sem base fisica e condigdes de contorno artificiais sdo os principais
problemas presentes nas equacdes da taxa de dissipacdo (€) dos modelos k-¢ de

baixo numero de Reynolds.
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3.3.
Modelo «-¢ Nao Lineares

Como ja foi supra citado, a mais difundida hipdtese de fechamento da
turbuléncia ¢ aquela que liga linearmente o tensor de Reynolds a taxa de
deformacdo média local. A popularidade dos modelos de viscosidade turbulenta
linear (Boussinesq) esta apoiada na facilidade da incorporacdo aos cddigos de
solucdo das equacdes de Navier-Stokes existentes e na sua capacidade de predi¢ao
de escoamentos turbulentos cisalhantes simples, tais como camadas limite
turbulentas com fracos gradientes de pressdo, onde somente um componente de
tensao de Reynolds ¢ dinamicamente significativo. Contudo, escoamentos de
interesse pratico de engenharia exibem mecanismos complexos de deformacao
média, tais como gradientes de pressdo longitudinais, separacdo, curvatura de
linhas de corrente e rotacdo (“swirl”’). Caracteristicas estas que sdo, por sua vez,
sensiveis a estrutura da turbuléncia, especialmente anisotropia, bem como efeitos
de historia (Apsley & Leschziner, 1998).

Hé poucos anos atras, o menor nivel de fechamento de turbuléncia que era
capaz de resolver tanto a anisotropia como os efeitos da histéria da turbuléncia,
com algum grau de rigor, era o fechamento de segunda ordem. Resolvia-se
equacdes de transporte para cada componente de tensdo de Reynolds
individualmente. Entretanto, para calculos gerais 3D, tais modelos diferenciais de
tensdo sdo computacionalmente caros, freqiientemente instaveis, e contém muitos
termos que requerem modelagem (Martins, 1994). Uma alternativa, que surgiu ao
final da ultima década de oitenta, tem recebido uma crescente atencdo ¢ tem se
mostrado muito promissora, ¢ o desenvolvimento dos modelos de viscosidade
turbulenta ndo lineares de alto e baixo niimero de Reynolds. O objetivo desse
desenvolvimento ¢ considerar corretamente os efeitos de complexas deformagdes
(Speziale, 1987; Shih et al., 1993; Gatski & Speziale, 1993; Mompean et al.,
1996; Craft et al., 1997; Mompean, 1998; Apsley & Leschziner, 1998).

Na verdade, os fundamentos da modelagem da viscosidade turbulenta ndo
linear foram propostos por Pope em 1975 (Mompean et al., 1996; Apsley &
Leschziner, 1998). Speziale (1987) foi entdo capaz de obter uma relagdo

constitutiva ndo linear para a tensao turbulenta, ao impor invariancia de forma,
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para a mudanga de uma estrutura de referéncia arbitraria, no limite de turbuléncia
bidimensional (Mompean et al., 1996). Posteriormente, um conjunto de relagdes
constitutivas similares foi obtido (Gatski & Speziale, 1993).

A avaliagdo dos termos da equacdo da vorticidade média axial, componente
do vetor vorticidade alinhado com a diregdo do escoamento principal, em um
escoamento turbulento em duto de secdo quadrada, tem mostrado que trés termos

estdo envolvidos na geracao da vorticidade, nominalmente gradiente da diferenca

das tensdes normais transversais (v'v' e w'w'), diferenga dos gradientes da

tensao cisalhante v' w' e o termo da dissipagdo da vorticidade ou difusdo viscosa

da vorticidade (Mompean, 1998; Gavrilakis, 1992). Enfase ¢ usualmente colocada
sobre a anisotropia das tensdes normais, mas os outros termos sdao igualmente
importantes (Mompean et al., 1996). Achar, portanto, a correta modelagem de
todos estes termos ¢ fundamental para uma perfeita predicdo do referido
escoamento. A analise do comportamento destes termos mostra que os seus
maximos ocorrem proximo a parede das quinas, onde a influéncia da viscosidade
molecular ndo pode ser negligenciada (Mompean et al, 1996).

E consequentemente muito provavel que predicdes precisas dos
escoamentos secundarios na vizinhanga das quinas ndo possam ser encontradas
sem a extensao dos modelos de alto nimero de Reynolds, para incluir efeitos
viscosos essenciais. Talvez, por isso, os modelos ndo lineares para altos nlimeros
de Reynolds subestimem a magnitude dos escoamentos secundarios em dutos
quadraticos (Mompean et al., 1996).

Essa observacdo e o fato das deformacdes complexas freqiientemente
coincidirem com fronteiras complexas, onde as fungdes de parede tornam-se
inadequadas, motivaram o desenvolvimento dos modelos nao lineares de baixo
nimero de Reynolds. Uma abordagem comum tem sido simplesmente multiplicar
os termos ndo lineares por uma fun¢do de amortecimento £, (Mompean, 1998).

Contudo, isto ignora os diferentes comportamentos das tensdes individuais. Por

exemplo, v'2 /x anula-se , quando no limite da parede, enquanto u'2/x e w'? /x
tendem para valores diferentes de zero (Apsley & Leschziner, 1998).
Face a gama de possibilidades abertas pela relagdo constitutiva geral, entre a

tensdo de Reynolds e a deformagdo média em escoamentos incompressiveis,
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proposta por Pope (1975), o tensor anisotropico tem sido definido até termos que
sdo cubico nos gradientes de velocidade média (Apsley & Leschziner, 1998). Se
somente a parte linear da relagdo for utilizada, recupera-se o modelo k-¢ linear
convencional, enquanto os modelos de Speziale (1987), de Rubinstein & Barton
(1990), e o modelo da Shih et al. (1993, 1995) empregam termos que sao
quadraticos nos gradientes de velocidade média. J& o modelo de Lien et al.
(1996), Craft et al. (1997) e Apsley & Leschziner (1998) sdo exemplos de
modelos que empregam termos que sdo cubicos nos gradientes de velocidade
média.

Utilizando-se a defini¢do do tensor anisotropico com os termos que siao
quadraticos na velocidade média em escoamentos cisalhantes simples, onde

somente 0u /0 y € diferente de zero, ¢ facil mostrar que os termos quadraticos

sdo responsaveis pela anisotropia das tensdes normais (Apsley & Leschziner,
1998). Sem estes termos, neste escoamento, todas as tensdes normais seriam

isotropicas (=2/3«k ), contrariando resultados experimentais. Speziale (1987)

demonstrou que a anisotropia das tensdes normais ¢ necessdria para o
desenvolvimento dos escoamentos secundarios em dutos ndo circulares. Sendo,
portanto, a inclusdo dos termos quadraticos uma condi¢do necessaria para
produzir tais escoamentos secundarios. Verifica-se, ainda desta andlise, que os
termos quadraticos ndo sdo importantes no estabelecimento das tensdes
cisalhantes (Apsley & Leschziner, 1998).

Ja os efeitos de curvatura das linhas de corrente e o efeito de rotagdo
(“swirl”) sdo incorporados aos modelos ndo lineares com a inclusdo dos termos
cubicos nos gradientes de velocidade média (Apsley & Leschziner, 1998).

Resumidamente, pode-se dizer que a adicdo de termos ndo lineares na
relacdo constitutiva tensdo-deformacao pode representar a resposta da turbuléncia
a certas deformacdes complexas, enquanto o modelo permanece dentro da
estrutura de uma ou duas equagdes. Para considerar a anisotropia das tensdes
normais, a relagdo nao linear tensdo-deformagdo deve ser ao menos quadratica nos
produtos dos gradientes da velocidade média, enquanto o tratamento da curvatura
das linhas de corrente exigem termos ctbicos.

Neste trabalho empregou-se somente o modelo proposto por Speziale (1987)

na predicdo de escoamentos complexos. Speziale obteve um modelo k-¢ ndo
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linear para alto nimero de Reynolds, que satisfaz o principio de indiferenca da
estrutura de referéncia. Sua abordagem ¢ baseada na similaridade entre o
escoamento turbulento médio de um fluido Newtoniano e o escoamento laminar
do fluido viscoelastico, como sugerido por Rivlin (Mompean, 1998). O modelo
ndo linear, proposto por Speziale, incorpora termos que sdo quadraticos nos
gradientes de velocidade média. Consequentemente, uma melhor modelagem das
tensOes normais € obtida e os escoamentos turbulentos, onde estas tensoes
desempenham papel importante, como em dutos ndo circulares, sdo melhor
preditos.

Speziale (1987) definiu a relagdo constitutiva ndo linear da tensdo de
Reynolds-deformagao média como sendo:

__ 2 (3.42)
—Uj MJ :—EK 81_] +2C”’ ?SU +

3
2K 1 1
+4CD Cu —2|:S0 _ESZ/C Sl'j +Sik S]q' —gSk] Skl SU}

o1 ou ou; (3.43)
g 2 GxJ 8x,-
0 0 Sij + 0 Sij 0 uj 0 171' (3.44)

Sik

i ot kaxk_axk kj_@xk

onde S; € o tensor deformagdo médio (eq. 3.43), C,=0,09 ¢ S;J). ¢ a derivada de

Oldroyd de Sj. A constante Cp foi ajustada por Speziale (1987), para escoamento
turbulento em canal com Reynolds de 30.800. Dos dados experimentais, obteve-se
Cp=1,68.

De posse dessa relacdo constitutiva ndo linear, proposta por Speziale, o
fechamento do problema da turbuléncia ¢ realizado com as equagdes de transporte
de energia cinética turbulenta (eq. 3.3) e de sua taxa de dissipagdo (eq. 3.4), para
altos niimeros de Reynolds.

Mompean (1998), baseando-se na observacdo que o maximo dos termos de

anisotropia ocorre proximo as paredes da quina, no escoamento em duto
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quadrado, propde estender o modelo de Speziale a condicao de baixo numero de
Reynolds. Para poder integrar o modelo até as paredes, Mompean propde manter
os termos da difusdo molecular nas equagdes de k e €, além de empregar a funcao
de amortecimento f, nos termos linear e ndo linear da relagdo constitutiva
proposta por Speziale. Desta forma, o modelo de Speziale, estendido até as

parede, foi definido pelas seguintes equagdes de governo (Mompean, 1998):

—u; u’j=—§]{p8ij+2 vy S+ (3.45)
acp U [s2 150 5. vs 50— L5y 56
+ D~ 7|°j T3k ij Toik ki =3Okl Dkl O
2
K 3.46
Ut—Cufu— ( )
_ (3.47)
a—K+ 0 (qu)Z 0 (L)+U—t] oK + P — ¢
ot 0x; Oxj o) )0x;
— 2
oe 9 (ujs): LKU+U—¢} 88}+C13PK—C28— (3.48)
ot 0x; Ox;j Cg )OX; K K
v Ou;
Be=— uju; Ui (3.49)
8)6]'
Ju = -exp(=4" y")][1-exp(-4" z"] (3.50)
y+ _W Yy P _U S u = T (3.51)
v v p

onde as constantes empiricas foram definidas como 4 =0,008; C,=1,44; C=1,92;
Cp=1,68; 6,~1,0; o, =1,3 e C,=0,09.

O modelo de Speziale (1987), tanto na forma original de alto niimero de
Reynolds, como na forma modificada por Mompean (1998) para baixo numero de
Reynolds, foi utilizado na predi¢ao de escoamentos complexos. Todo o estudo do seu

comportamento computacional e capacidade de predi¢ao faz parte do Capitulo 6.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716133/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Modelagem Estatistica Classica. Modelos de Duas Equagdes k—¢ 69

3.4.
Modelos de Turbuléncia RNG

Ao final dos anos 80 e inicio da década passada, Yakhot & Orszag (Yakhot
& Orszag, 1986; Karniadakis et al., 1989; Yakhot et al., 1992; Orszag et el., 1993)
propuseram uma série de modelos de turbuléncia, os chamados modelos de
turbuléncia RNG, obtidos a partir da teoria do grupo de renormaliza¢dao (RNG).
Eles usaram a técnica RNG para desenvolver uma teoria para as grandes escalas,
na qual os efeitos das pequenas escalas sdo representados por coeficientes de
transporte modificados (Smith & Reynolds, 1992). O efeito das grandes escalas
sobre os turbilhdes no intervalo inercial ¢ representado por uma forga aleatoria,
escolhida para produzir a forma correta do espectro de energia no referido
intervalo, quando contraposta aos efeitos da viscosidade modificada. A forca ¢
assumida gaussiana, ruido branco no tempo, isotropica no espaco, € homogénea
no tempo. Yakhot & Orszag assumem que as estatisticas do intervalo inercial da
turbuléncia isotrdpica, descritas por este balanco entre a forca e a viscosidade
modificada, ¢ representativa da turbuléncia sustentada por instabilidades
hidrodinamicas no intervalo inercial.

As equagdes dinamicas, para as maiores escalas, sdo obtidas pela remocao
de uma banda infinitesimal das menores escalas. Este procedimento rende
modifica¢des infinitesimais nas equagdes remanescentes. O processo € entdo
repetido e as correcdes acumuladas produzem variagdes finitas. Somente uma
parcela das modificagdes sdo retidas, incorporando-as a viscosidade. Os autores
alegam que as outras modificacdes ndo sdo importantes para a dinamica das
grandes escalas. A cada estdgio, a eliminacdo da banda infinitesimal é realizada
em termos da for¢a especificada e dos turbilhdes retidos. Contudo este processo
somente pode ser considerado correto se o nimero de Reynolds dos turbilhdes
removidos, baseados na viscosidade modificada, for pequeno (Smith & Reynolds,
1992).

Todo estudo da técnica desenvolvida pelos autores (Yakhot & Orszag,
1986; Karniadakis et al., 1989; Yakhot et al., 1992; Orszag et el., 1993) consta do
Apéndice C. A seguir sdo apresentados resumidamente os modelos de turbuléncia

obtidos com o chamado método do grupo de renormalizagao.
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3.4.1.
Modelo Algébrico RNG de Viscosidade Turbulenta

Este ¢ o modelo mais simples, contudo ele nao ¢ muito geral, pois requer
um conhecimento a priori do comprimento de escala integral caracteristico. Deste
modo necessita-se fazer uma hipotese adicional, baseada em consideracdes
fisicas, sendo esta a grande limitacdo do modelo. A viscosidade efetiva

renormalizada v, € obtida da seguinte relagdo (Karniadakis et al., 1989):

P
Uy =V {HH[LM CH ’ (3.52)

(2r )3
onde H(x)=x parax > 0 e H(x)=0 se x < 0. A ¢ o comprimento de escala integral de
turbuléncia no intervalo inercial (Karniadakis et al., 1989). As constantes sdo
a=0,12 e C=75. A taxa de dissipagdo média ¢ obtida através do campo resolvido

por:

2

. Ou;

8=2 6ul+ u; (3.53)
2 ij ox;

1

A viscosidade efetiva renormalizada ¢é entdo obtida, resolvendo-se
simplesmente a equacao algébrica ctibica em cada ponto nodal (Karniadakis et al.,

1989).

3.4.2.
Modelo x-c RNG Para Alto Re

O primeiro modelo k-¢ RNG para alto Reynolds foi proposto por Yakhot &
Orszag (1986). Este modelo tinha, de um modo geral, a mesma forma do modelo
k-¢ tradicional, exceto o valor das constantes. A viscosidade turbulenta, para o
caso de alto nimero de Reynolds, foi obtida a partir da eq. (C.53), a qual ¢

transcrita abaixo:

} Y (3.54)
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Para alto nimero de Reynolds, tem-se que L>>>/,. Logo:

3 34pe 4
L, (L) =L |:1+ZU—3 L

} Y (3.55)

mas,

3.56
iﬁ(ﬁ )>>>1 (R, > ) (3-56)
4 y3
Assim:
34,6 , 17 3\ (3.57)
L, (L)=v {25—3L4 } = (ZAEJ g314/3

Da lei de Kolmogorov, a energia cinética total do intervalo isotropico
inercial, para escalas menores que L, ¢ dada por (Yakhot & Orszag, 1986; Orszag

et al., 1993):
Kk =0,71¢23 3 (3.58)

Retirando-se o valor de L e introduzindo-se na eq. (3.57), obtém-se:

Yo ! (3.59)
Uer(L)=(§Ang SAKZ (314 jé 1 K2

24, ————
0712 \4 (0.71)* ¢
ou:
K2 (3.60)
DerzCu?
onde (Orszag et al., 1993):
Y (3.61)
C, :(—Afj ——=0,0845
4 (0,71)

Cabe, agora, obter as equagdes da energia cinética turbulenta (k) e de sua

taxa de dissipagdo (). Contudo, estas equagdes ndo sao trivialmente relacionadas
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as equacOes de Navier-Stokes renormalizadas. Em conseqiiéncia as equagdes de k
e € instantaneas sdo obtidas das equacdes do modelo adotado (Navier-Stokes com
a forga f; — eq. C.1), aplicando-se a seguir a metodologia RNG desenvolvida para
problemas de turbuléncia (Yakhot & Orszag, 1986; Smith & Reynolds, 1992;
Yakhot et al., 1992; Nagano & Itazu, 1997). A partir destas equacdes, o
procedimento ¢ basicamente o mesmo utilizado no tratamento das equagdes da
quantidade do movimento (Navier-Stokes com forca — eq. C.1). Remove-se os
modos em um pequeno intervalo de numero de onda, representando os efeitos
destes modos como um incremento do termo de difusao.

Embora a equagdo da energia cinética turbulenta RNG tenha a forma
semelhante a equag¢do de k¥ modelada dos modelos k-g, ela ndo ¢ totalmente
derivada da teoria RNG. Esta teoria prediz somente o termo de difusdo
modificado. O uso de dois valores para o parametro b (b=0 e b=4), como ocorreu
na equagdo da quantidade de movimento, ¢ outro ponto vulneravel da teoria
(Nagano & Itazu, 1997). Da mesma forma, ha severas criticas a obten¢do da
equacdo da taxa de dissipagdo RNG. Nagano e& Itazu (1997) apontam ndo so
problemas na obten¢do das constantes, como também na ordem de grandeza dos
termos renormalizados. Termos, que as simulagdes diretas tem apontado como
dominantes no balanco da equacdo, anulam-se na teoria de Yakhot & Orszag
(1986) e de Yakhot & Smith (1992) (Nagano & Itazu, 1997).

Simultaneamente, enquanto Smith & Reynolds (1992) identificavam alguns
problemas na derivacdo original da equacdo de &, Thangam & Speziale (1992)
examinava, em escoamentos turbulentos complexos, o comportamento numérico
do modelo k-¢ RNG para altos nimeros de Reynolds, proposto por Yakhot &
Orszag (1986). Os autores tinham afirmado que, para alto nimero de Reynolds, a
teoria rendia a mesma forma da equagao da dissipagdo do modelo k—¢ tradicional.
Contudo Smith e Reynolds (1992) mostraram que a teoria RNG, como aplicada
por Yakhot & Orszag, nao obtinha um termo de producao da forma empregada na
equacdo padrdo. Eles mostraram ainda que, embora a equacdo da dissipagdo
contivesse o termo de destrui¢do na forma correntemente utilizada no modelo k—¢
tradicional, seu coeficiente ndo era bem predito. Os resultados numéricos obtidos
por Speziale confirmaram as suas conclusdes. Este ultimo observou que a

constante do termo de produgdo era muito proximo de 1, valor este que define a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716133/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Modelagem Estatistica Classica. Modelos de Duas Equagdes k—¢ 73

singularidade da equagdo de € em escoamentos cisalhantes homogéneos (Speziale,
1992). Embora os valores das constantes tenham sido obtidos sem empregar
qualquer resultado experimental, os valores deveriam estar proéximos aos
convencionais, a fim de reproduzirem corretamente alguns escoamentos simples.
A grande diferenga existente entre os valores das constantes fazia previsivel a
deficiéncia deste primeiro modelo para predizer escoamentos turbulentos simples,
pois os valores originais do modelo tradicional tinham sido calibrados para
resolver estes escoamentos. Diante de tais fatos, Yakhot & Smith (1992)
apresentaram uma nova abordagem para obtencao da equagdo da dissipa¢ao e um
novo modelo k—& RNG para alto nimero de Reynolds foi publicado, ainda em
1992, por Yakhot et. al (1992).

Com referéncia ao modelo tradicional este novo modelo renormalizado
apresenta duas diferengas: Os valores das constantes, que foram obtidas
analiticamente, e a inclusdo de um novo termo na equacdo da dissipacdo (g),
chamado termo R. A teoria RNG obtém C;;=1,42, C:»=1,68, 6,.=0,72 ¢ ¢, =0,72,
enquanto, no modelo k—¢ tradicional, estas constantes foram  ajustadas
experimentalmente como C;;=1,44, C»=1,92, 6,=1,0 ¢ . =1,3.

O baixo valor da constante do termo de destruicdo (Cg=1,68), comparado
ao valor padrao (Cs>=1,92), tende a diminuir a influéncia do referido termo sobre
o valor da dissipagdo e consequentemente aumentar a destrui¢ao da equacao de x.
Este efeito é em parte anulado pelo elevado coeficiente de difusdo (80% maior no
RNG) e pelo termo R nas regides de pequenas taxas de deformagao. E a presencga
deste termo adicional (R), na equacdo da dissipacdo, a grande diferenca deste
modelo com relagdo ao modelo k—¢ tradicional. O termo na sua forma exata ¢

dado por:

du; Ou; (3.62)

R=2v —= S
0 Oxjp Oxy Y

Negligenciando este termo na equagdo da dissipacdo, obtém-se as equagdes
de transporte semelhantes as utilizadas no modelo k—¢ tradicional, a excecdo das

constantes. Yakhot et al. (1992) afirmam que esta aproximagdo (R=0) ¢

formalmente justificada, para alto numero de Reynolds, se a hipotese de isotropia
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local ¢ adotada. Quando esta hipotese ¢ considerada, o termo de produgdo da
equacdo da dissipagdo ¢ exclusivamente atribuido a C.e k. Contudo, Yakhot et
al. (1992) e Yakhot & Smith (1992) questionaram a validade desta hipodtese,
particularmente em escoamentos turbulentos fortemente cisalhantes, apontando
como sustentacao o trabalho de Durbin & Speziale (1991).

Consistente com esta posicao, o referido termo ndo foi desprezado, mas, ao
invés disto, os autores se propdem a modela-lo (Yakhot et al., 1992). Como o seu
valor € pequeno em escoamentos com baixas taxas de deformagao, a forma padrao
do termo de producdo deve ser recuperada nestas condigdes. A técnica do grupo
de renormalizag@o e a expansdo em poténcias de o, foram entdo utilizadas para
avaliar o termo R. Este procedimento sistematico gerou uma expansio em

poténcias do parametro adimensional N =S (k/g). A contribuicao do termo ¢

pequena para turbuléncia com pequenas taxas de deformacdo e grande no limite
de grandes deformagdes, quando m—oo. Os autores afirmam que todas as
tentativas de modelar o termo por meio da técnica de renormalizagdo, mostraram-
se infrutiferas (Yakhot et al., 1992).

Deste modo, por um processo interativo da expressdao do termo R, usando as
equacdes de Navier-Stokes, os autores (Yakhot et al., 1992) obtiveram uma

expansdo em poténcias do pardmetro adimensional n=S (x/¢ ) da forma:

R=v, S’ irn (S—Kj (3.63)

n=0 €

onde:

§=.258; 5j (3.64)

Os valores dos coeficientes 7, ndo sao conhecidos € consequentemente nao
se pode avaliar R (Yakhot et. al.,, 1992). Neste contexto, os autores propdem
considerar como modelo somente a parte do termo correspondente a série

geométrica:
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3n 3

2 Sk vy S

R=v; S ¥ (-B)n( j -2 (3.65)
n=0 € 1+Bn

Como em escoamentos cisalhantes homogéneo, no limite de S; pequeno,

tem-se m,=4,38, os autores, motivados pela aproxima¢do de Padé ao invés de

derivacdo baseada na técnica de renormalizacdo, estabeleceram entdo o modelo

final para R, como sendo:

rCun’n/ng) e (3.66)
1+Bn? K

onde $=0,012, o qual foi avaliado pelo uso da lei logaritmica.

Este termo adicional merece atencao, pois ele muda de sinal, dependendo da
taxa da escala de tempo 1 ser maior ou menor que m,, distinguindo de tal modo as
pequenas das grandes taxas de deformacdo. Nas regides de pequenas taxas de
deformacdo turbulenta, o termo R tende a aumentar a viscosidade turbulenta (v,),
enquanto, nas regides de grandes taxas de tensdo, o sinal do termo na equagdo ¢
invertido (-—+) e a viscosidade turbulenta diminui comparativamente ao modelo
k—¢ tradicional. Esta caracteristica tem provavelmente contribuido, mas que
outras modificacdes para um aparente sucesso do modelo em predizer o
comprimento apropriado da regido de recirculagdo de alguns escoamentos
separados, quando comparado ao modelo padrao.

E interessante, por fim, destacar a falta de universalidade da equagio RNG
da dissipagdo. Hanjalic (1994), incorporou a referida equagcdo ao modelo de
tensao de Reynolds, para alto Reynolds, ndao obtendo bons resultados (Hanjalic,
1994).

A forma final do modelo k-¢ renormalizado (k-¢ RNG), para altos nimeros

de Reynolds, ¢ dada por Yakhot et al. (1992) como sendo:

5 GE s, o, g, ], 0a] OO

ot 5)6]' p 0 x; 8xj er@xj 5)6]' eraxi

9%y 0 (ujx)=C [Uer 8K}+PK_8 (3.68)
ot ax] ax] (o2 6x]
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_ 2 (3.69)
8_8+ 0 (ujs)z O _|Yer O +C1£PK—R—C28—
Oxj|og 0x; K K

R Cun’(nm,)e? (3.70)
1+[31”|3 K
Sk 3.71
ted
§=258;S; (3.72)
v du: (3.73)
PK = — ui Llj 8 l.
X
C, ) (3.74)
Ver =
t4

A teoria RNG obtém para as constantes os valores: C;=1,42; C,=1,68;

o, =0,72; ,=0,72; CILl =0,0845; n,=4,38; e p=0,012.

3.4.3.
Modelo x-c RNG Diferencial

O modelo renormalizado diferencial ¢ valido para regides de alto e baixo
numero de Reynolds (Yakhot & Orszag, 1986; Karniadakis et al., 1989). Neste
modelo ndo ha necessidade de se ajustar qualquer parametro, mas quatro equagdes
diferenciais, entre elas a de x, € € v, necessitam ser resolvidas, além das
equagdes de conservagdo de massa e quantidade de movimento.

O modelo diferencial foi publicado tanto no trabalho de Yakhot & Orszag

(1986) como no trabalho de Karniadakis et al. (1989), sendo que em nenhum
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deles foram apresentados detalhes da derivagao das equagdes diferenciais obtidas.

Embora este modelo ndo tenha sido diretamente utilizado neste trabalho de
tese, sua apresentagdao ¢ importante, tendo em vista que a viscosidade efetiva do
modelo k-¢ renormalizado de baixo nimero de Reynolds, publicado por Orszag et
al. (1993), é obtida diretamente da integracdo da correspondente equagdo
diferencial.

Cabe destacar que ha algumas divergéncias na equagdo diferencial da taxa
de dissipagdo publicada em ambos os trabalhos (Yakhot & Orszag, 1986;
Karniadakis et al., 1989). Como este modelo tem aqui somente um carater
informativo, as equacdes de governo apresentadas, a seguir, sdo as publicadas por
Karniadakis et al. (1989).

As equagdes da energia cinética turbulenta (k) e de sua taxa de dissipagdo
(¢) sdo definidas no modelo renormalizado diferencial como (Karniadakis et al.,

1989):

_ (3.75)
ox 0 (u]K)— QAU — |+ Pge — €
ot 0 X j X j
de P (_ (3.76)
— ujs)— {aoer —}+ Py —Y
ot 0 X Jj X j
_ — \2 (3.77)
V) ou; 81/{]-
i T[a—a— } ~er 25 3y)
Py = 0656612 v, Py, (3.78)
y= 12 Y, (3.79)

O procedimento de renormalizacdo gera duas equagdes diferenciais

C K . .
adicionais para — 5 ¢ X; , as quais podem ser integradas como:
€
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ver/> gy (3.80)

e Ty Ty I 3 12
L (Z-1+0)Y

verl o4 (3.81)

c12 e (23 —1+C)2

1

onde z=v(L)/v e os coeficientes (a,,,y ) € (O ,Y ) sd0 constantes obtidas do

comportamento assintético do modelo (Karniadakis et al., 1989), enquanto o

parametro o € o inverso do nimero de Prandlt e ¢ dado pela relagao:

0,6321 0,3679

(3.82)

| 0-1,3929 ["*7| 0 +2,3929 |
0, —13929] |0, +2,3929] v

er

onde 0,=1,0. J& a viscosidade efetiva renormalizada (v,.) ¢ implicitamente

definida pelas eq. (3.80) e (3.81) para cada ponto nodal do dominio
computacional. E através da eq. (3.81) que serd gerada a viscosidade
renormalizada efetiva, proposta por Orszag et al. (1993) como sendo valida para

qualquer numero de Reynolds.

3.4.4.
Modelo k-¢ RNG para Baixo Re

Orszag et al. (1993) publicaram, sem apresentar detalhes, uma nova

expressao para a determinagdo da viscosidade efetiva renormalizada

G x ? (3.83)
V,, =V | l44/——=
er o \/g

afirmando que esta relacao seria valida tanto em regides de alto como baixo
nimero de Reynolds. Em adicdo, incluiu-se a variacdo do numero de Prandlt
turbulento com o nimero de Reynolds, através da eq. (3.82).

Estes resultados permitiriam que as equagdes de transporte de k e €, como
definidas no modelo k-¢ RNG de alto Reynolds (eq. 3.68 e 3.69), pudessem ser

aplicadas na regido de baixo nimero de Reynolds, sem o uso de fungdes de parede
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ou fungdes de amortecimento no limite da parede (Orszag et al., 1993). Os autores

alegam que v, ¢ o variam lentamente, de valores moleculares a valores

completamente turbulentos, de acordo com o numero de Reynolds efetivo e,
consequentemente, as equagdes de transporte de k e € teriam um efeito natural de
amortecimento na regido da parede.

Contudo, na derivacdo da eq. (3.83), foi introduzida a hipotese que

v, >>V, 0 que, em tese, invalida o uso da equacdo na regido de baixo niumero de

Reynolds. Para obtencdo da referida equagao, parte-se da equagdo de (x / g2 ) do

modelo diferencial:

Ver/o 4, (3.84)

R -
g2 7K Vi ! (23_1+C)1/2

Como o =0, v =(1/2) \Jo/C), e C=75 (Yakhot & Orszag, 1986; Smith

& Reynolds, 1992) e supondo-se que z3 =[L(L)/v]? >>>C—1=74, uma hipotese

somente valida para elevados nimeros de Reynolds, tem-se que:

Ver: 0 Ver: [0 (3.85)
dz dz /
L I Z_/;yK j — 7 =V« [ZZl/z]OeVU
g2 1 2302 ! S12
1/2 1/2
K =2y Ver 1= K - [Ver 1 (3.86)
1727 o ) 172 7 | v
Tk €
Assim
2 387
Ué,/,z ~yl/2 —K12+1 = Vg =V —K12+1
27« € / 27« € /
Resultando em
2
Ch « (3.88)
Vgr 20 |1 +,/— 5
L oo¢

a qual ¢ a formula apresentada por Orszag et al. (1993). A hipotese

[0(7\.)/0]3 >>> T4 considera que o coeficiente de difusdo modificado pela
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técnica de Yakhot & Orszag (1986), em todo numero de onda, ¢ muito maior que
a viscosidade molecular. Supondo-se que a hipdtese seja considerada valida
quando a relacdo entre os dois lados da desigualdade for da ordem de 10%, pode-

se entdo escrever que:

(@)3 ~740 (3.89)

e consequentemente Lo = 9,045V . J4 se a relagdo for posta como 5%, entdo se
terd que v = 11,40 . Deste modo, verifica-se que a relagdo proposta por Orszag
et al. (1993) somente ¢ valida para elevados nimeros de Reynolds. Portanto, a
hipoétese inserida na deducao da eq. (3.83) ndo sustenta a afirmacdo de que a
viscosidade efetiva renormalizada varia lentamente a partir da viscosidade
molecular, o que garantiria o uso do modelo sem a necessidade de fungdes de
amortecimento. Este resultado ¢ coerente com todo o procedimento utilizado por
Yakhot & Orszag (1986), que obtiveram sempre as aproximagdes para A—0
(R.—), como foi mostrado anteriormente no estudo do procedimento RNG.

Se a viscosidade efetiva renormalizada proposta por Orszag et al. (1993), no
modelo k-¢ RNG para baixo Re, for decomposta nas parcelas molecular e

turbulenta, ou seja, Ly =V +Vv¢, entdo tem-se que:

C, k?
v =—t-—+2,/C, \EchHK k2 \E (3.90)
€ € e

€ CH

Por outro lado, como a viscosidade turbulenta é normalmente definida em
funcdo da uma escala de velocidade e uma escala de comprimento turbulentas,
sendo esta ultima obtida a partir da propria escala de velocidade e de uma escala

de tempo, isto ¢, v, =C, k1T, pode-se entdo dizer que a escala de tempo

renormalizada é da forma:

L \E (3.91)
e JC, Ve
Alguns trabalhos que foram publicados no inicio da década passada

(Durbin, 1991, 1993) indicaram a possibilidade de estender o uso dos modelos k-¢

em escoamentos de baixo Re, sem empregar funcdes de amortecimento empiricas.
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A proposta envolvia exatamente o uso da escala de tempo de Kolmogorov na

definicdo da viscosidade turbulenta (v ), se o numero de Reynolds se tornasse

pequeno (Hanjalic, 1994). Foi proposto por Durbin para a escala de tempo a

expressao (Hanjalic, 1994):

T= maX[E,CT B} (3.92)
€ €

onde C;=6,4. Esta expressdo estd proxima a variante proposta por Orszag et al.
2
V CH

para baixo Re tenha tido um relativo sucesso nas regides de baixo numero de

(1993), onde =6,9 . Talvez esse seja o motivo pelo qual o modelo k-¢ RNG

Reynolds de alguns escoamentos turbulentos, sem qualquer fungdo de
amortecimento (Hanjalic, 1994). Contudo, ndo se pode deixar de observar que a
proposta de Durbin adota como escala representativa da turbuléncia a maior das
duas escalas propostas, enquanto o resultado RNG soma essas duas escalas.
Certamente, o modelo tera maiores dificuldades nas regides onde as duas escalas
forem equivalentes, pois neste caso a proposta RNG terd o dobro do valor da
viscosidade turbulenta do modelo de Durbin. Ou seja, o modelo k-¢ RNG para
baixo nlimeros de Reynolds proposto por Orszag et al. (1993) sempre tera valores
de viscosidade turbulenta maiores que os da proposta de Durbin e até do modelo
K-¢ para alto Re. Parte desse problema talvez possa ser compensado, em
escoamentos fortemente cisalhantes, pelo novo termo R da equacdo da taxa de
dissipacao.

Registre-se ainda que essa mesma escala de tempo, gerada pelo
procedimento RNG, também foi utilizada no modelo proposto por Yang & Shih
(1993). Entretanto este modelo introduz uma funcdo de amortecimento empirica
na formula da viscosidade turbulenta.

Outro problema, que pode ser levantado com referéncia ao modelo RNG, ¢
0 comportamento assintotico dos termos das equacdes da energia cinética
turbulenta e da sua taxa de dissipa¢do. Como ndo sdo introduzidas funcdes de
amortecimento no modelo e a viscosidade turbulenta (v,) tem um comportamento
limite O(y?), sabe-se, do estudo dos modelos k-¢ para baixo Re, que os termos

das equagdes de k e € do modelo proposto por Orszag et al. (1993) ndo tem um
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comportamento assintético correto.

3.4.5.
Modelo kx-c RNG Nao Linear

A técnica do grupo de renormalizagdo, como desenvolvida por Yakhot &
Orszag (1986), foi aplicada por Rubinstein & Barton (1990), a fim de deduzir uma
relacdo constitutiva turbulenta ndo linear. Na aplicacdo do procedimento as
tensdes de Reynolds, foram retidos os termos de segunda ordem, gerando-se um
modelo ndo linear quadratico nos gradientes de velocidade.

Desprezando-se os efeitos convectivos da derivada de Oldroyd no modelo
de Speziale (1987), a diferenca do modelo ndo linear renormalizado de Rubinstein
& Barton (1990) para o modelo ndo linear de Speziale (1987) restringe-se
exclusivamente aos valores das constantes. Contrariamente ao que Rubinstein &
Barton (1990) afirmam, nao ha uma boa concordancia dos valores das constantes
que multiplicam os termos quadraticos nestes modelos, conforme sera visto
posteriormente. Isto pde em divida a capacidade do modelo reproduzir os
escoamentos, para os quais o modelo de Speziale foi calibrado.

Outra critica, que mais uma vez pode ser feita, ¢ o fato de dois valores do
parametro b terem sidos utilizados (h)=0 e b=4) na avaliacdo das constantes do
modelo. Tal procedimento coloca os valores das constantes novamente sob
suspeita.

Um novo modelo x-¢ renormalizado ndo linear foi posteriormente
construido por Yakhot et al. (1992). Os autores propdem acoplar a relacdao
constitutiva ndo linear proposta por Speziale (1987) as equagdes de governo de k
e g, obtidas pela técnica do grupo de renormalizacdo (Yakhot et al., 1992). Neste
novo modelo, os efeitos convectivos da derivada de Oldroyd foram
negligenciados, aproximando-o do modelo proposto por Rubinstein & Barton
(1990).

Deste modo, a relacao constitutiva turbulenta nao linear de ambos os mode-

los, na forma proposta por Rubinstein & Barton (1990), pode ser escrita como:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716133/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Modelagem Estatistica Classica. Modelos de Duas Equagdes k—¢ 83

!

2 (5 ou (3.93)
uIJ-I—zKSI-j-I-C“K—( Ui +—Jj+
3 ox; 0Ox;

e
_' 617. f— f—
F ou; LOH _10u,, dou, 5. |+
ox, 0x, 30x, ox, '’

u. Ou, Ou; ou u. Ou
7, ou; ou, o4 Ou, 2 du, Ju, 5,
Ox, 0x; 0x, 0x; 30x, 0x,

r

[ 01, 0w, 104, o,
3 0x; 0x; 30x, 0x, /

As constantes (Cy, F1, F> e F3) dos modelos sdo supostas serem validas
somente para altos nimeros de Reynolds (Rubinstein & Barton, 1990; Mompean
et al., 1996) e constam da Tabela 3.5. Verifica-se prontamente a efetiva diferenca

de valor entre as constantes dos dois modelos.

Modelo C, F F> F3
Yakhot et al. (1992) 0,09 -0,041 -0,014 0,014
Rubinstein & Barton 0,0845 -0,034 -0,104 0,014

(1990)

Tabela 3.5. Constantes dos modelos RNG nao lineares

Mompean (1998) propde estender o uso do modelo x-¢ RNG nao linear
proposto por Yakhot et al. (1992) a regides de baixo numero de Reynolds, pela
introdugdo da funcdo de amortecimento f, na avaliagdo da viscosidade turbulenta
e da propria relagdo constitutiva ndo linear.

Cabe destacar que neste trabalho somente foram utilizadas em simulagdes as
propostas de Yakhot et al. (1992) e Mompean (1998). O modelo de Rubinstein &
Barton (1990) ndo foi avaliado numericamente. Consequentemente, as equagdes
de governo do modelo k-¢ RNG nio linear de alto e baixo nimero de Reynolds,
na forma proposta por Yakhot et al. (1992) e Mompean (1998), podem ser escritas

resumidamente como:

ou; | Oujuj lop, @ [U au_i}@(—u’ju;—) (3.94)

ot 6x] p 0 x; ax] axj ax]
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6_K+ 0 (u_jK)= o (U +0cuer)a—K + P — ¢ (3.95)
ot ax] 8x] 8x]
— 2
a—8+ i(ujs):i (L)+omer)a—8 + CIEPK —R—ng— (3.96)
ot 0x; ox; Ox; K K
R:CHnS(l_n/no)i (397)
1+pn? K
. :Sg_K (3.98)
S =25 Sj (3.99)
T ouy
PK =— U Llj P l. (3100)
YJ
C“K2 (3.101)
Uer: H <
U= K 820, + (3.102)

v2 1 1
+4CD zr l:S; _ES]?]CSI/ +Sik Sk] —ESkl Sk16l1i|

L. Ou; 1
Sl.j:l Ou [ O4) (3.103)
2 8xj 8xl-

i~ 01 oxg ¥ o

onde j& foram desprezados os efeitos convectivos da derivada de Oldroyd,

o=1,39, C;=1,42; C,=1,68; C,=0,0845; Cp=1,68, n,=4,38; ¢ $=0,012.
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