PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Apéndice C
Técnica do Grupo de Renormalizagao

Neste apéndice ¢ apresentada técnica de obtengdo de modelos de turbuléncia
desenvolvida por Yakhot & Orszag (1986), a qual foi chamada pelos autores
como técnica do grupo de renormalizacdo (RNG). Serdo apresentados os
principais aspectos e apontadas algumas inconsisténcias levantadas.

O procedimento RNG desenvolvido por Yakhot & Orszag toma por base,

para o desenvolvimento dos modelos de turbuléncia, as equacdes:

L @oV)i=f-V prov2i (€1
Veiu=0 (C.2)

onde f ¢ a forga aleatoria escolhida para gerar o campo de velocidade descrito

pelo espectro do intervalo inercial de Kolmogorov
E(A1=C, e¥3 x93 (C3)

Nesta equagdo A € o vetor nimero de onda e C; ¢ uma constante. A transformada
de Fourier da correlacio de dois pontos desta forca ¢ dada por (Smith &

Reynolds, 1992; Nagano & Itazu, 1997):

(i@ f;(Q))=2DA\; )2m) Py (A)S@Q+Q), se Ay <A<ly (C4)
(£,(Q) £, @))=0, se Ag[l;,2,]
. Aidj (C.5)
D(A;)=DoA; ; Py (A)=6;; - A

onde Q=(4,w) é o vetor frequéncia-nimero de onda com dimensdo d+1, d ¢ a
dimensdo espacial, A € o vetor nimero de onda, A ¢ a norma euclidiana do vetor

numero de onda, A; ¢ o nimero de onda caracteristico da escala dissipativa e A, €
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o numero de onda caracteristico da escala integral. Dy ¢ um coeficiente
dimensional que ¢ determinado pela teoria apds definir o pardmetro y, o qual ¢
escolhido para dar o decaimento espectral desejado (y=3, para lei espectral de
Kolmogorov). P; faz a forga ser estatisticamente isotropica e livre de divergéncia
(Smith & Reynolds, 1992; Nagano & Itazu, 1997).

Yakhot & Orszag (1986) e Yakhot & Smith (1992) postularam que as eq.

(C.1) e (C.2), com uma forga ]7 propriamente escolhida, descrevem corretamente

o movimento das pequenas escalas de uma larga classe de escoamento
turbulentos. No intervalo inercial, a solugdo destas equacdes ¢ suposta ser
estatisticamente equivalente a solugdo das equacdes da continuidade e da
quantidade de movimento com as respectivas condi¢des de contorno. Na verdade,
as referidas equacdes foram vista como um modelo geral, para descrever as
propriedades de pequenas escalas do escoamento turbulento no intervalo inercial
(Yakhot & Orszag, 1986).

Toda anélise foi conduzida no espago de Fourier, no qual as equagdes do

modelo tomam a forma:

_ [ 94 (do AX—i (C.6)

ui(x,ﬂ]iﬂ” a i (Ao)exp(idx—ior)
uj = (C.7)
dg (C.8)

a,
L) = f{( Q)i Py (2) un (g, (2=9) e

Aqui u; (Q)=uiA,m) ¢ amplitude de Fourier de u;(x,t), X é o vetor espacial

e o operador linear L(A), obtido da derivada no tempo e do termo viscoso, ¢ dado

por:
L(A)=(-io+vA?) (C.9)

O operador projecdo complexo P,

an » Vem da eliminacdo da pressdo, usando

a equacao da continuidade, e ¢ dado por:
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onde:

AiA; (C.11)
Py(A)=8;-—5"
Y Y A2/1

O parametro &, (=1) foi introduzido formalmente para permitir a solugdo da
eq. (C.8) por analise de perturbagdes. O vetor freqiiéncia - nimero de onda (g) ¢
uma variavel muda de integragao.

Ao fazer o corte para A=0O(A,), onde A; ¢ o nimero de onda associado ao
tamanho dos turbilhdes que dao a principal contribuicdo para a dissipacao total,

assumiu-se (Yakhot & Orszag, 1986) que os modos de Fourier u(Q2) anulam-se
quando A>A. Esta hipotese ¢ plausivel, uma vez que os modos u(QQ), para
A>0(Ay), sdo super amortecidos pelo termo viscoso na equagdo do movimento
(Yakhot & Orszag, 1986). A definicao da forga ]7 reflete esta observacao.

Note que a solu¢do de ordem zero (a,=0) da eq. (C.8), conforme mostrado
abaixo, balanceia a forga f contra a aceleracdo e a dissipagdo viscosa € que as

interacdes nao lineares s estao presentes a partir da corre¢ao de primeira ordem:
(—iw+0AL u; ()= f;(Q) (C.12)

Esta expressdo ¢ utilizada como base para a constru¢do da solucdo por
analise de perturbacdes em poténcias de .

O procedimento RNG de Yakhot e Orszag (1986) consiste de dois passos.

Primeiro, decompde-se a velocidade u;(2) em duas componentes u; (Q) e

u; (), correspondendo respectivamente aos modos a serem eliminados e aos

modos a serem retidos:

u;(Q)=us (Q), A<Ar) (C.13)

u;(Q)=u; (Q), A(r)<i<iy (C.14)
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onde A(r)=A, exp(-r). A figura C.1 mostra a regido do espectro, onde serdo

removidas as escalas. O parametro r ¢ escolhido de modo que O<exp(-r)<l.
A seguir procede-se a correspondente decomposicdo das equagdes de
Navier-Stokes, substituindo-se as eq. (C.13) e (C.14) na eq. (C.8). Deste modo,

obtém-se as seguintes equacoes:

L=(A) ui (Q)= £~ (Y- (C.15)

20 P2 [l (@5 @ -q)+ 23 @) (@)

dg
> >(0) —
u;, (g (Q-q)] ™
L (Au] (Q)=f7 (Q)- (C.16)

i0260 Bin (4) I[u,f,(q)u,i(Q —q)+ 213 (q)us (Q—q )+

dg

uy (g (Q—q)] )T

Verifica-se que, na equacdo de u~, eq. (C.15), aparece a amplitude
correspondente aos modos a serem eliminados (1”). Estes modos sdo incluidos

através dos termos nao lineares. A fim de eliminar os modos do intervalo
Ae™" <g<A , todos os termos u (¢) na eq. (C.15) devem ser retirados. Yakhot &
Orszag (1986) propdem a substitui¢io repetida da eq. (C.16) em u~, gerando uma

E®)

EQ)och

u<

Figura C.1 — Regido do espectro a ser removida
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expansdo infinita para u~ em poténcias de a , na qual u ndo aparece
explicitamente. J& Smith & Reynolds (1992) propdem a substituig¢do da
componente u  por uma expansio em série de poténcias do pardmetro o,
utilizando a anélise de perturbacao. Posteriormente, toma-se a média sobre a parte

da forca aleatéria 1, correspondente ao intervalo retirado. Este procedimento
elimina formalmente os modos Ae™ <g<A e a equagdo da quantidade de

. < . . ~ 7
movimento para u~ pode ser escrita, considerando a expansdo de «, até segunda

ordem, como (Yakhot & Orszag, 1986; Smith & Reynolds, 1992):

LAus Q)= f(Q)-i%e Zmn(ﬂ)j[u (q)us(Q- q)] )d+1 (C.17)
Af;+R; +0[(u<)?]
onde :

8, =122 P (2) [Gola) Go@-0) 17 ()1 @-al M (19
R, 4(1—0)2 (2D4) Py (2) [1Go(@)* Go(Q=q) Py (A=) (C.19)
Pmr(qi)QJ_\jyu;( )( )d+l

1y 1 (C.20)
GoA)=L D=

¢, € o vetor numero de onda correspondente ao vetor freqiiéncia - nimero de onda

g. O termo A f; (eq. C.18) é uma forga aleatoria induzida, com média zero, se a

forca for assumida como estatisticamente homogénea e gn € a norma euclidiana
do vetor g. A andlise do termo R; leva ao seguinte resultado (Yakhot & Orszag,

1986; Smith & Reynolds, 1992; Nagano & Itazu, 1997):

R;=—Av, A us(Q) (C.21)

onde:
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a’o D, S d*—d-b e" -1 (C.22)
Av, = —
v: AP (27)? 2d+2)d b
(2r)"? (C.23)
" T(d)2)
b=4+y-d (C.24)

d ¢ a dimensdo espacial e y um parametro da forca, o qual, se for igualado a
dimensao espacial (y=d), gera correlacdes de velocidade descritas pela lei
espectral de Kolmogorov, no limite de A—0. S ¢ a area da esfera de raio unitario
no espago d-dimensional. No caso do espaco tridimensional y é tomado como 3 e

Sé4m.

Cabe destacar que além dos termos de ordem superior em u;°, eq. (C.17), o

procedimento de elimina¢do dos modos de u;” gera outros termos, que, segundo

os autores (Yakhot & Orszag, 1986), sao desprezados porque ou anulam-se apds a
média sobre a forga f, ou vio para zero rapidamente, quando A—0.

Da hipotese de f; ser estatisticamente homogénea, a for¢a aleatoria
induzida, Af; (eq. C.18), tem média zero. Deste modo, todos os efeitos dos modos

eliminados u; estdo condensados em R;, eq. (C.21) (Yakhot & Orszag, 1986;

Smith & Reynolds, 1992; Nagano & Itazu, 1997). Passando o termo R; para o lado

esquerdo da eq. (C.17), pode-se entdo rescrever esta equagao como:

(L) +A0, A% uf ()= £;(Q)- (C.25)
O, < < dgq <
=2 P B [l (@) (@ =) PR )]
onde, o lado esquerdo toma a forma:
(L(A)+AU, AL )ui (Q)= (mio+(0+Av, )AL ur (Q) (C.26)

E torna-se claro que o efeito do termo R; ¢ modificar o termo viscoso, sendo
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que a corre¢do do coeficiente de transporte ¢ dada por Av, eq. (C.22), no limite
A0 ¢ ®—>0 (Yakhot & Orszag, 1986). Consequentemente o coeficiente de

transporte, chamado viscosidade efetiva renormalizada, resultante da eliminagao

dos modos u; (Ae"<A<A) é:

— obr _ C.27
Uer :U(1+Ad xy < ! ) ( )
onde:
__ag D, (C.28)
%o = US’Ab
2— -
4, d“—d-b S (C.29)

T2d+2)d (27)

Yakhot & Orszag (1986) também afirmam que as contribui¢des dos termos
de ordem superior na eq. (C.25), O[ (u¢)3], sdo insignificantes no limite A—0 e

®—0 e por isso sdo desprezadas.

Destas observagoes, verifica-se que todas as aproximagdes sdo validas,
quando 4—0 e ®w—0, mas ndo o sdo na regido de A~4,; onde eliminou-se a banda
infinitesimal. A corre¢do da viscosidade emerge naturalmente somente para A—0
(A<<<4y), sendo que os termos desprezados tornam-se importantes na regido de
A~44. Assim a equagdo modificada pode ndo ser muito precisa na extremidade do
dominio (1—4,), embora ela seja novamente usada nesta regido no proximo
estagio do processo de elimina¢do da banda infinitesimal de A. Outra hipdtese,
que parece ser fonte de imprecisdo, ¢ considerar, em cada realizagdo, a forca
referente as pequenas escalas ser fracamente relacionada a velocidade das grandes
escalas, embora estas sejam dinamicamente relacionadas a velocidade das
pequenas escalas.

Finalmente, redefinindo-se o operador L(A) como:

L(A)=(~io+(+Av,)A% ) =(—iw+0,.A%) (C.30)

onde v,, ¢ a viscosidade efetiva renormalizada, a eq. (C.25), supostamente valida
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para o intervalo O<A<Ae™, € escrita como (Yakhot & Orszag, 1986):

dg (C31)
(27[)d+1

LW = £~ Py () [l (g5 ()]

Verifica-se assim que, com as aproximagdes discutidas acima, a equagdo
remanescente, eq. (C.31), apos a eliminagdo da banda infinitesimal, ¢ semelhante
a forma original da eq. (C.8), exceto que esta tem agora um termo Viscoso
modificado.

Os efeitos dos termos ndo lineares foram tratados como um incremento no
coeficiente de transporte viscoso. A meta agora ¢ estabelecer, a partir desse
resultado, uma relacdo diferencial para a viscosidade efetiva renormalizada, de
modo que o coeficiente de transporte modificado possa ser determinado em
funcdo do numero de onda. Para isto, sera seguido o procedimento adotado por
Nagano & Itaza (1997), o qual mostrou-se mais claro e logico que a proposta

original de Yakhot & Orszag (1986). Das eq. (C.22), (C.23) e (C.29), os efeitos da

eliminagdo dos modos u;”, no numero de onda A, podem ser representados como:

a%y D el -1 (C.32)

o

Av,(A)= —

Ja da eq. (C.27) pode-se escrever que:
Uy (A=AX)=v,,.(A)+Av, () (C.33)

onde se considera que Av,(4)=0 e v,,. ¢ sempre positivo e decrescente com A. A

derivada de v, pode entdo ser estabelecida a partir da propria definicdo:

duer (i) . Uer(ﬂ“)_uer (i_Aﬂ) (C34)
—q1 lim

AL—0 AL

onde AA=A-e” A=A(1-e™). Da eq. (C.33), tem-se:

dog ()_ . AU (80,2 (€35)
AR vt VI Vi Y

Substituindo-se a eq. (C.32) na relagdo diferencial acima tem-se:
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dver(ﬂ):_lim[ alD, y er—1 1 : (C.36)

di e 2 WA b Al-eT)

dv, (A1) a2D, .ooetr-1 1 (C.37)
da ve (M TS0 b All-e”)

Mas, quando AA—0, tem-se que »—0. Deste modo

e’ =1+br+0(r?)

(C.38)
e’ =1-r+0(r?)
Logo:
dv,, (1) a’D, . d+br—1+0(r?) 1 (C.39)
—T2 o e liml 2
dA L2 (L)X ATss0 b (1-1+7+0(r2))
dvg, (2) _ a’D, (C.40)

dA 2. ()b

Como o, foi introduzido para gerar a expansdo e b, no espaco

tridimensional, ¢ 4, pode-se escrever a relagdo acima como:

dvg, (1) _ Dydy (C.41)
di V2 (A

ou, em termos do parametro r, como:

do,, (r) _ 44D, 4, (C.42)
dr v2.(r)A*

onde A ¢ o numero de onda correspondente a escala caracteristica de dissipagao.

Em termos do comprimento de onda, esta equagdo pode ser escrita como:

do,, (£) _ A4D,0° (C.43)
dr v2()2n)
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onde (=27/A . A seguir Yakhot & Orszag (1986), invocando a consisténcia dos
resultados com a lei espectral de Kolmogorov, estabelecem que D, deve ser
proporcional a taxa de dissipacdo da energia cinética turbulenta (&), de acordo

com a seguinte expressao:

—(22D ‘;‘j =1,594¢ (C44)
T
ou
d
b _(@n) 1.594¢ (C.45)

o

Introduzindo a relagdo acima e a definicao de 4, (eq. C.29) nas eq. (C.41) e

(C.43), tem-se que:

dv, (A) 1594 2x)¢ S  d*-d-b e 1,594d’-d-b ¢ (C.46)
d 2 S (@) 2d+2)d v2 (M)A 2 2d+2)d v2. (1)
do,, (0)_1,594d*-d-b 13 (C.47)
4
d/ 2 2(d+2)d v2.(¢)27)
Fazendo-se
1,594 d?—d-b (C.48)
AT 2 2d+2)d
- 1,594d%-d-b 1 (C.49)

"2 2d+2)d (2n)

Pode-se finalmente escrever:

dv, (1) Az (C.50)
da o2 (A)
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do,, (¢) _ A&l (C.51)
s vz(0)

Na obteng¢do das constantes 4, e 4;, Yakhot & Orszag (1986) usaram d=3

coerente com toda a deducdo no espago tridimensional, mas de modo ndo claro
fizeram b=0, na avaliagdo de A, (Nagano & Itazu, 1997). Isto pode ser visto, por
exemplo, na avaliagdo da energia cinética turbulenta espectral de Yakhot &
Orszag (1986) (vide form. 2.55 do trabalho dos autores). Esta op¢ao € incoerente
com o corpo do trabalho, pois foi utilizado sempre b=4, com a justificativa da
coeréncia dos resultados com a lei espectral de Kolmogorov (vide formula 2.44,
2.45 e 2.46 do trabalho de Yakhot & Orszag, 1986, e o item F -‘A expansdo de
€’- do trabalho de Smith & Reynolds, 1992). A4; ¢ avaliada pela teoria de

Yakhot & Orszag (1986) como 0,1594, enquanto A, como 1,04x10™ (Yakhot et

al., 1993). Contudo, mesmo utilizando »=0 na avaliacdo do parametro 44, o valor
de A; nao foi corretamente determinado, pois hd um erro na constante da
formula (2.60) do trabalho de Yakhot & Orszag (1986). O valor correto de A4,
seria 0,157 (Nagano & Itazu, 1997; Smith & Reynolds, 1992). Consequentemente,
o valor de 4, deveria ser 1,01x10™. Cabe ainda destacar que o uso coerente do
parametro b levaria a obtencao de valores que ndo seriam consistentes com 0s
adotados nos modelos padrdoes e os experimentalmente obtidos, como por
exemplo a constante de Kolmogorov e C, no modelo x-& (Nagano & Itazu, 1997).

Deste modo, a viscosidade modificada, pela elimina¢do de uma banda finita
de numero de onda, pode ser obtida, integrando-se as eq. (C.50) ou (C.52), com a

condigdo inicial v,.(4,)=v, ou seja:
1
y ’ (C.52)
0, (ﬂ):u{lﬁ%‘{i-Lﬂ
v

} Y (C.53)
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onde A; e ¢, sdo respectivamente nimero de onda e comprimento de onda

referentes aos turbilhdes na escala dissipativa de Kolmogorov. Com as
aproximacoes realizadas, a equagdo das maiores escalas (0<A<A.) tem a mesma
forma original. A renormalizagdo ¢ simplesmente a redefini¢do de u;, f; e A. sem a
adicional redefinicdo das escalas de representacdo das varidveis. O grupo ¢ o
conjunto dos procedimentos de eliminagdo e aproximacgdes, que levam a equagao
original a ser invariante na sua forma. Como Yakhot & Orszag (1986) fizeram
referéncia, o procedimento de remocao das escalas ndo ¢ verdadeiramente um
procedimento de renormalizag¢do. Contudo, os autores dizem ser razoavel chama-
lo de método RNG, desde que algumas das suas aproximagdes sdo baseadas na
analise RNG de outros campos.

Em esséncia, o0 método do grupo da renormalizagdo de Yakhot & Orszag
(1986) foi usado para obtengdo de modelos de turbuléncia: modelo algébrico de
viscosidade turbulenta, modelo x-& para alto Reynolds, modelo x-& para baixo
Reynolds, modelo x-¢ ndo linear para alto Reynolds, modelo x-¢ diferencial para
baixo Reynolds e modelo de escala submalha para simulagdo de grandes escalas.
Este ultimo modelo serd comentado no préximo capitulo, onde sera apresentada a

técnica de simulagdo das grandes escalas.
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