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Apéndice B
Método Numérico: Equagdes de Discretizagao

Neste apéndice discuti-se alguns aspectos relevantes, relativos ao método
numérico empregado nas varias fases deste trabalho. A obten¢do das equagdes de
discretizacdo para a modelagem estatistica classica e a simulagdo de grandes

escalas sdo apresentadas.

B.1.
Equacao de Discretizagao para a Modelagem Classica

Tomando a equagdo diferencial geral integrada no volume de controle, eq.
(5.7), e realizando a integragao no tempo de modo totalmente implicito para todos
os termos e dividindo a equagdo por A¢, obtém-se a equagdo discretizada para o

volume de controle como:

AV B.1
(pP¢P—p$¢§)E+(Je—JW+ Jp=Js +Jp = Jp) = (B-D

=(Sc + 5, ¢p) AV

onde o termo fonte j& aparece linearizado. Os termos pg e ¢;)) indicam os valores

nodais de p e ¢ no passo de tempo atrasado. Em conformidade com a pratica
totalmente implicita, todos os outros valores sdo referentes ao passo de tempo
atual.

Do mesmo modo, pode-se integrar no espago € no tempo a equacgdo de
conservagao de massa (eq. 5.2), obtendo-se:

Av (B.2)
(PP — PP )A—t+(Fe ~Fyy+ F, —Fg+F; —Fp)=0

onde F,, F,, F,, F F,e F} sdo as vazdes nas respectivas faces, no tempo atual,

escritas como:
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F,=(pu), AyAZ, F, =(pu),, AyAz (B.3)
F,=(pv), AA Fy=(pv); A\A,
F}:(pw)t AxAy’ Fb :(,OW)b AxAy

Mais uma vez, as integrais de superficie foram aproximadas pela regra do
ponto médio. Uma aproximagao que ¢ de segunda ordem de precisdo no espago.

Se a eq. (B.2) for multiplicada por ¢, e subtraida da eq. (B.1), obtém-se:
0\ Pp AV (B.4)
(¢p —9p) r +(Je —Fe 9p)—(Jy — Fy dp)+ '

+(Jn _Fn ¢P)_(Js _Fs ¢P)+
+(Jy = Fy ¢p)—=(Jp = Fp #p)=(Sc +S)p 9p) AV

A condicao de regime permanente ¢ prontamente alcangada ao se desprezar
0 primeiro termo da eq. (B.4) ou mesmo ao se assumir um passo de tempo grande
(At—>x).

Da defini¢do de fluxo total, eq. (5.5), e da defini¢do geométrica do volume
de controle, fig. (5.1), verifica-se que os fluxos nas faces do volume de controle

(Je—F.9, Jyw—F,, ..)sé podem ser obtidos mediante perfis aproximados

para ¢ entre os pontos nodais. Para esquemas que sé envolvem os vizinhos

imediatos, os fluxos nas faces podem ser escritos como

Jo—Fe §p = ap(dp—9g), Jw—Fyw dp = aw(dw —dp) (B.5)

Jpn—Fp ¢p = an(¢p—9¢N), Js—Fsop=as(ps—¢p)

Jy—F; ¢p = ar(pp—9¢1), Jp—Fp ¢p = ap(dp —$p)

onde os coeficientes vizinhos ag, aw, ay, as, ar € ag podem ser obtidos em fungao

dos fluxos de massa F,, F,, F,, F,, F; e F};, definidos na eq. (B.3), condutancias
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AT , p, —wAA: (B.6)
5)66 é‘xw
p, = Inlxfz , p, =LB:A:
5)/” 5ys
I A A A
Dz _ t=2yRx , Db _ b yAx
§Zt 5Zb
e Peclet de malha
F F, F F B.7
P,=—% PpP,=—% p="" p="S5 ®B-7)
D, Dy, Dy, Dy
F, F
P = “t p = b
Dy Dy,
como
ag=D, A(|Pe|)+[[_Fe:0]] , aw =Dy, quw|)+ [[Fw’o]] (B-8)

ay =Dy Aan|)+ [[_ Fn’o]] , asg =D Aqu|)+ [[FS’O]]

ar =D, A(R|)+ [ F.0]l . ap = Dy A(Ry|)+[[Fp.0]

onde o simbolo [[AB]] denota que o maior valor entre 4 ¢ B serd tomado como

resultado.

Entre as propostas apresentadas por Patankar (1980) para avaliar o fluxo na
face de um volume de controle, o esquema de interpolacdo “Power-Law” ¢
sugerido, devido a facilidade de implementagdo, além de dar uma boa
representacdo, do comportamento exponencial, que ¢ a solugcdo exata da equagdo

diferencial ordinaria e homogénea de primeira ordem (dJ/dx =0). A fungdo

AQP), correspondente ao esquema “Power-Law”, ¢ definida como:

A(P)=llo.c1-0.1P)] (B.9)

Ao introduzir-se os fluxos, como definidos na eq. (B.5) na eq. (B.4), obtém-
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se a seguinte equacao:

ap$,=ag Pp+ay Py +ay Py +asds+arpr+agdp +b (B.10)
onde
b=SAV+a$ 3 B0
PpAY
“PTTA

ap=ag+tay+ay+ag+ar+ag +ap—SpAV

E necessario ainda definir como obter o coeficiente de difusdo nas faces dos
volumes de controle, desde que 0 mesmo somente ¢ conhecido nos pontos nodais.
Originalmente, Patankar (1980) recomendou utilizar a resisténcia térmica
equivalente entre dois volumes de controle adjacentes, para se obter o coeficiente
de difusdo desejado na face. Por exemplo, na face ‘¢’ do volume de controle, o

coeficiente de difusdo seria definido como:

-1
Lo _|6x, Sxg (B.12)

5xe FP FE

onde /p e I sdo os coeficientes de difusdo nos pontos nodais P e E, O € a

distancia entre os pontos P e E, e dx, corresponde a distincia entre a face e e o

ponto nodal P e o xg corresponde a distancia entre o ponto nodal £ e a face e. Se

a malha for uniforme, a difusdo equivalente serd dada pela média harmoénica dos
valores dos pontos nodais P ¢ E.

Na modelagem estatistica cldssica, a proposta da resisténcia equivalente foi
utilizada com sucesso na avaliacdo, nas faces dos volumes de controle, do
coeficiente de difusdo, o qual engloba a viscosidade molecular e a viscosidade
turbulenta.

Para os problemas bidimensionais nas propriedades com média de
Reynolds, adotou-se a dimensao em z do volume finito como sendo unitaria e

considerou-se nulo os coeficientes ag € ar.
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B.2.
Equacgao de Discretizacao para Simulagao de Grandes Escalas

A primeira proposta implementada neste trabalho, para predizer
escoamentos turbulentos com a técnica de simulacdo de grandes escalas envolveu
integracdao totalmente implicita no tempo e o esquema de interpolacdo Quick
(Leonard, 1979), para os fluxos nas faces dos volumes de controle. O esquema
Quick foi selecionado por ser de segunda ordem e haver necessidade de esquemas
de ordem mais elevadas neste tipo de simulacdo (Rodi et al., 1997; Breuer, 1998).
A seguir utilizou-se a integracdo Crank-Nicolson no tempo juntamente com o
esquema Quick de interpolagdo. Utilizou-se também o método integracdo de
Simpson na integragao no tempo associado ao esquema Quick de interpolagdo.
Por fim, implementou-se a integracdo Crank-Nicolson no tempo juntamente com
o esquema de interpolagcdo Quick nas direcdes ndo homogéneas do escoamento e
o esquema de interpolacdo CDS-4 na dire¢ao homogénea (Breuer, 1998).

Cabe destacar, antes de apresentar as varias equagdes de discretizacao
obtidas, que o esquema Quick implementado pode ser empregado em qualquer

tipo de malha estruturada (uniforme ou nao uniforme).

B.2.1.

Combinagao Totalmente Implicito no Tempo e Interpolagao Quick

Para esta combinagdo, pode-se partir da eq. (B.4), ja integrada no tempo de

modo totalmente implicito:

) (B.13)
b —¢§)pPAfV+(Je—Fe bp)—(J—F, dp)+

+(Jn _Fn ¢P)_(Js _FS ¢P)+
+(J = F, pp)—(Jp = Fy #p)=(S. +S , #p) AV

Agora, de modo diferente do empregado na modelagem com média de
Reynolds, serd empregado o esquema de interpolacdo Quick, para os fluxos nas

faces dos volumes de controle finito.
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O esquema Quick, originalmente proposto por Leonard (1979), usa uma
parabola para aproximar a fun¢do ¢ entre dois pontos nodais. Para construir este
polindmio sdao tomados trés pontos nodais. O terceiro ponto é escolhido de acordo
com o sentido do fluxo convectivo, conforme fig. (B.1) (“upwind”). Pela
expansao da série de Taylor pode-se mostrar que esta interpolacdo quadratica tem
um erro de truncamento de terceira ordem na determinagdo de ¢ na face, enquanto

¢ de segunda ordem na determinagéo da derivada na face (0 ¢/0x; ). Entretanto,

deve-se mencionar que o esquema Quick, utilizado em conjunto com a regra de
aproximacdo do ponto médio de integracdo, tem um erro de truncamento de
segunda ordem. Uma restricdo que se mantém para esquemas de interpolagdo de
mais alta ordem (Breuer, 1998).

Para a interpolacdo quadratica Quick, em malha nao uniforme, os fluxos nas

faces leste J, e oeste J,, sdo definidos como:

Jo=F,p =Cf o(pp—0p )H[F,, 01l (1+B2} )(pp—$p )+ (B.14)
+[[F,.01] (B2} )(¢p —dw )+I[-F..0l (B2; )(prr —bp)-
D,y $(¢p—Pw )-D. Y (Ppr —FE)

Jw=F, 0p =Cf(@ 3~ p )J+[[F,,.01] (B2}, )(dp—dyw )+
[[-F,,.01] (B2}, )(pr —¢p )+[[-F,. 01l (1+B2,, )(¢p—dy )—
Dy 3 (dw —bww )=DyY 3 (95 —0p)

onde:
a) b)
) ] ) ™ ® L] ] L]
hiq | h; h + hiyq | o, M
W W W P e E w P e E EE
] L] [ ] - * ] [ ] < * Ay
8 5 1 3, 61+

! ! ! H | | Hl 1 ! AX

. . * . . ™ . .
S

Figura B.1 — Pontos nodais para Quick na face ‘e’: a) u>0; b) u<0.
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Cf, =Dy(B3, + Bl,|P,|) . Cf, =D, (B3w+BIwP,|) (B.15)

. {Hsme)} (5 + hi b {I—S(ue)} O 2 +his  hi

2 9; Oj+1 2 Oi+1 9i+2
(B.16)
3 _{]+S(ue)} d; +2hit {J—S(ue)} diyr+2hi g
o =
2 0j +0i4] 2 0j4] +90j42
. T T . Y
By LT S00) (0j—1 +h;_;)h, _{]—S(uw)} (Oi+1+hi )h,_,
2 9; 0j—] 2 9i+1 90
(B.17)
s [ 1+ S0n)] 0 +2h", (1= St0)] 01+ 207
W 2 5i+5i—] 2 5i+1 +5l'
+ a— —
oot {Hsqu hphi Z[J—S(uw)} A b
" 2 dj—1 (0; +0;i—1) " 2 i1 (0i1 +6;)
(B.18)
+ + -
322— :|:1+S(Me):| hz hi+] : BZ;:{I_S(W)} hi hi+1
2 9; (0 +0j41) 2 J6i+2 (041 +6i12)
_ -, _ Tt _
)= ]+S(”e):| Pl R g ) {I—S(ue)} W= My G
¢ 2 (0; +9i+1) 0j ¢ 2 (041 +0i1+2) 942
(B.19)
_ — + -
o 1+S(uw)} hi —hy s =|:]_S(”w):| hi_g=hy 5
" 2 J @i+ " 2 ] 0i+0i41) dis
Os fluxos nas outras faces (norte, sul, baixo ¢ topo) sdo obtidos de forma
analoga.

Em todos os coeficientes acima, a funcao S(u) toma o valor 1 se u > 0 e —1
se u <0, " ¢é a distancia do ponto nodal ‘i> a face imediatamente a frente do

ponto nodal (face ‘e’ ou ‘n’ ou ‘¢’ do volume de controle) e 2~ ¢ a distancia do
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ponto nodal ‘i’ a face imediatamente anterior do ponto nodal (face ‘w’ ou ‘s’ ou
‘b> do volume de controle). Por exemplo, #'; ¢ a distancia entre o ponto nodal i’
e a face ‘e’, h; ¢ a distancia entre o ponto nodal 4’ e a face ‘s’ e h'her 6 a
distancia entre o ponto nodal 4+/’ e a face ‘# do volume de controle k+7 (fig.
B.1). J4 6 ¢ a distancia entre pontos nodais (fig. B.1).

Introduzindo os fluxos nas faces, obtidos com o esquema de interpolacao
Quick, na eq. (B.13), tem-se a equagdo de discretizacdo para o volume de controle

finito com integracdo totalmente implicita no tempo e esquema Quick:

ap $p =ag ¢g +ay ¢w +ay ¢y +as ¢s +ar ¢y +ap #p +b  (B.20)

onde:
ap =Cfe +[- 082, s aw =Cfy +[[Fe0lB2
ay =Cfy + [ Fo. 0082 s as =Cfy +[F0lB2; B2D)
ar =Cf; +[[- Fp. 011825 ; ag =Cfy +[F.0lB27
b=S.4Y+a% ¢3 + ABDI+ ABD2 (B.22)
a9 = PZ?V (B.23)
(B.24)

ap =ap +ay +ay +ag +ar +ag +a;))—SPAV

|- Fe.01l (B2; )(#p — bEE )+ Deve ($EE —9E)+ (B.25)
Fy 01 (B235, )(8p = by )+ Dy brw — b )+
Fy, 011 (B2, )(8p = NN )+ Dnyn (SN — PN )+
Fy, 0] (B25 )(9p —pss )+ Dyys (Bss —bs )+
Fy.01\ (B2 )(4p — b1 )+ Dyvi (br7 — 97 )+
Fy,0]| (B2, )(¢p —$BB)+ D7, (488 45

ABDI =

,—,_|,_|,—I_|

[
[-
[
[-
[

e |
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ABD2 = Doyg (¢p —dw ) +[[Fe. 01 (1+ B2 )(dp ¢ ) + (B.26)

Dyy(dp =)+ [[= Fu. 01 (1+ B2y, )(6p — by )+
Dy (9p —¢s)+[Fu. 0 (1+ B23 )($p — g ) +
Dyys (¢p - én )+ (- Fs. 0] (1+ B25 )(4p — 45 )+
Dyy{ (¢p — b )+ [F1.01 (1+ B2 )(dp - ¢r )+
Dyypy (¢p —¢7)+ [ Fy. 01l (1+ B2y )(¢p — ¢

Com esta combinacdo, utilizou-se a resisténcia equivalente proposta por
Patankar (1980), eq. (B.12), para se avaliar o coeficiente de difusdo nas faces do

volume de controle.

B.2.2.
Combinagao Crank-Nicolson no Tempo e Interpolagdao Quick

Para se estabelecer a equacdo de discretizagdo para essa combinagdo de
esquemas de interpolagdo, Crank-Nilcoson no tempo e Quick no espago fisico, ¢

necessario retornar a eq. (5.7), a qual € repetida aqui:

op ¢ _ (B.27)
f—dt AV + _[(Je—JW+ Iy —Jg +Jp = Jp)dt = _[(SAV)dt
At C At At

Esta equacdo ¢ fruto da integracdo da equacao diferencial de conservagao de
¢ sobre o volume de controle finito, onde as integrais de superficie foram
aproximadas pela regra do ponto médio.

O método de integragdo no tempo Crank-Nilcoson ¢ um esquema implicito
e de segunda ordem, que utiliza informacdes dos passos de tempo atual e passado.
Em conseqiiéncia, ¢ um esquema que exige mais recursos computacionais que o
totalmente implicito.

Integrando-se agora a eq. (B.27) no tempo com o esquema Crank-Nicolson

e dividindo-a por Az, obtém-se:
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AV B.28&
(0P 8p =P B9V + 2o =T+ Ty~ +Ji =T+ (B.28)

E(Jg —~Jo +JY —JSO +JP =y )=

i i
=(Sp #p +Sc) A +3(SZ $9 +S2) AV

onde os termos no passo de tempo anterior sdo denotados pelo sobrescrito ‘o’. Por
exemplo, J € o fluxo na face do volume de controle no passo de tempo (n+1)A4z,
enquanto J° ¢ o fluxo no passo de tempo nAt.

De modo semelhante, pode-se integrar a equagdo de conservacdo de massa

(eq. 5.2), obtendo-se:

AV 1
(pP—p;)) )E+E(F8_FW+ F, —F, + F; — Fp) + (B.29)

é(FeO ~Fp+Fy —Fg +F’ —F))=0

Como no caso da integragao implicita no tempo, multiplicando-se a equacao
de conservagdo de massa integrada no volume de controle, eq. (B.29), por ¢, e

subtraindo-se da eq. (B.28), tem-se que:

(B.30)

pp AV |
(¢p - PA + WU = Fe 9p) = = Fy dp) +
+(Jy —F, dp)—(Js = Fs ¢p)+(J; — F; ¢p)—(Jp — Fp, ¢p)]
I
+E(J3—J$V+J,‘;—J;’+J;)— )

1
E(FeO_Fvg"'FnO_FSO+F10_Fb0)¢P =

é(Sp;/ﬁp + 8. )AV + = (S +82)Av

pPp

A equagdo de conservagdo de massa, ao ser multiplicada por ¢, e subtraida

da eq. (B.28), introduz nesta ultima 0 termo

0,5(Fg —Fyy +F; —F¢ +F —F; )$p que nio se relaciona diretamente com o
o o o o o o :

termo 0,5(Jg —Jy, +Jy —Jg +J7 —J, ), devido o valor de ¢, corresponder ao

tempo atual. Diferentes maneiras podem ser utilizadas para tratar os termos do
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instante anterior. Trés formulacdes sdo apresentadas no item B.4. As trés formas
foram implementadas, ndo sendo observadas diferencas sensiveis nos resultados.
A formulacdo apresentada a seguir exigiu menor esfor¢co computacional. Nesta
formulagdo considera-se que o escoamento de interesse ¢ de fluido incompressivel
e portanto, considera-se que a equagdo de conservagdo de massa no instante

anterior encontra-se satisfeita, isto é
B.31
(FQ ~FQ+FY ~FO +FC ~F2)=0 (B.31)

A equacdo (B.30) pode entdo ser rescrita, utilizando a simplificacdo dada
pela equagdo (B.31) e introduzindo-se os fluxos da interpolacdo espacial Quick,
eq. (B.14) a eq. (B.19). A equagdo de discretizacdo para o volume de controle
com integracdo Crank-Nicolson no tempo e esquema Quick é

1 (B.32)
ap ¢p :E[aE b +aw ¢y +ay ¢N +as ds +ar ¢y +ap dp |+b
Os coeficientes referentes os seis pontos vizinhos sdo iguais aos obtidos com a
formulacao totalmente implicita (eq. B.21). Ja o termo fonte (b) e coeficiente do
ponto principal (ap) sdo.

apzé[aE+aW+aN+aS+aT+aB]+a%—%SpAV (B.33)

_ 1 0o o ;0 0 ;0 1 (B-34)
b=—(Sc+S¢+Sp #p) AV +ap 47 +5[ABD1+ABD2]+

1
—E(Jg —JyrJy =Jg+I =J})
onde todos os simbolos sdo como anteriormente definidos (item B.2.2) e os fluxos

nas faces do volume (J o va, J ,2 , JSO, JZO eJ g ) sao calculados conforme a sua

definicao e de acordo com a interpolagdo quadratica Quick (eq. B.14).

Os coeficientes de difusdao, nas faces dos volumes de controle, foram
tratados de duas formas diferentes. Além da resisténcia equivalente ja discutida,
eq. (B.12), os coeficientes nas faces foram também avaliados através de um
polindmio de segundo grau, com os pontos nodais sendo escolhidos de acordo

com o fluxo convectivo (‘upwind’).
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B.2.3.
Combinagao Integragcao Simpson no Tempo e Interpolagdo Quick

A integracdo de Simpson no tempo e interpolagdo espacial Quick foi uma
das propostas implementadas neste trabalho. A regra de Simpson de integragdo ¢
uma aproximacao de quarta ordem. O método ¢ implicito e multipasso, utilizando
informagdes dos dois ultimos passos de tempo anteriores juntamente com as do
passo de tempo atual. A necessidade de se reter as informagdes completas do
campo de escoamento nos dois Ultimos passos de tempo ¢ sem duvida a grande
desvantagem do método.

Integrando-se entdo a eq. (5.7) no tempo, através da regra de Simpson, e
dividindo-se por A4¢, obtém-se a seguinte equacao:

(p$+1¢;+] _p;z)—]¢11§—]) ﬂ—l— (B.35)
é(ngﬁL] _Jclv+]+J1’11+]_J§l+1 +Jtn+] _JZ+1)+

4
SULS TR =TI =T+

é(J;’" =gt gl gt — gt )=

{é(Sﬁ”gbI@” +Sm+) +§(S1’§ ¢n+S" )+§(SZ‘1¢1’3‘1 +811)) AV

onde os termos referentes aos passos de tempo anteriores sdo denotados pelo
superescrito ‘n’, para t=nAt, e ‘n-1’, para t=(n-1)At. Ja os termos do passo de
tempo atual sdo denotados pelo ‘n+1".

De modo semelhante, pode-se integrar a equagdo de conservagdao de massa

(eq. 5.2), obtendo-se:

(,0}1)-” _,0}13_]) AA_V"_é(Fe’HI —FVLH'] +an+1 _an—l-] +Ftn+] _an+1)+ (B.36)
t

4

SFL-FiF -F+F =)+

é(Fen_] _Fvg—] +an—1 _FSn—I +Ftn_1 —an_])ZO
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Combinando-se a equagao da continuidade com a equacao de discretizacao

como feito anteriormente e considerando-se escoamento incompressivel, tem-se

A‘v’ 1

(,0 +1¢n+1 p;z)—]¢ ) [(J}’H—] n+1¢ +1)+(Jn+1 n+1¢ +1)
(.]ZH'] _an+1¢11§+])+(']sn+1 _an+1¢1n3+])+(J;z+1 _F}n+1¢1n3+])_+_(Jtn+I _F}n+1¢1r:z)+1)
%(Jg Ry L [ (B.37)
l(Jg—f =gy gl — gl gt — gt )=
{ (Sn+1¢n+]+Sn+]) +- (S ¢P+Sn)_|_ (Sn ]¢ ]+S£z—])}Av

Introduzindo-se os fluxos com interpolacdo Quick, eq. (B.14) a eq. (B.37),
obtém-se a equacao de discretizagao:

1

a}“ﬁ] };g—i—l — 3[ n+1¢g+1 +an+1¢£1V+] +a%+l¢n+1 +aS+1¢n+1 + (B.38)
_|_aT+1¢]71+1 +ag+]¢n+1] +b

sendo os coeficientes vizinhos iguais aos ja mostrado e

a;’l)+] ; ag+1 +al’/1V+1 +aX]+I +a§+1 +a§1~+1 +ag+1 +ap® _ésg—kldv (B.39)
1 Ji 1 ] ] )i 4 ,
b:{ESZ]JF +§S? Sn dp +- S” + 35" bp AV +apppt  (B.40)

1 1 1
+§[ABD1”+ +ABD2"+ -~ E(Jg —va +Jp —J¢+ I =T))

—é(JQ" A L Y [

onde todos os simbolos sdo como anteriormente definidos (item B.2.2) e os fluxos

nas faces do volume nos passos de tempo passados (J), i, Jp, J&, Ji J Z

Jg_I,JfV_I,J,?—I,J;l_I,Jtn_Ing_I) sdo calculados conforme a sua

definicao e de acordo com a interpolagdo quadratica Quick (eq. B.14).
Neste caso, também € possivel utilizar diferentes procedimentos para avaliar
os termos referentes aos instantes de tempo anteriores, como mostrado no item

B4.
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B.2.4.
Combinacao Crank-Nicolson no Tempo, Quick nas Dire¢cées Nao
Homogéneas e CDS-4 nas Diregoes Homogéneas do Escoamento

A ultima proposta implementada neste trabalho envolveu a integragao
Crank-Nilcoson no tempo, juntamente com o esquema de interpolagdo Quick nas
diregdes ndo homogéneas do escoamento ¢ o esquema CDS-4 (por ‘Central
Difference Scheme’ de quarta ordem) na dire¢do homogénea.

Embora a restricdo de ordem de precisdo imposta pela regra de integracao
do ponto médio permaneca valida, tem sido relatado na literatura que o uso do
esquema de interpolagdo CDS-4 tem levado a melhores resultados que o esquema
Quick (Breuer, 1998). O esquema CDS-4 ¢ uma extensdo natural do esquema
Quick. Ele ajusta um polinomio de terceira ordem através de quatro pontos
nodais, distribuidos de modo simétrico em relagdo a face do volume onde se quer
realizar a interpolagdo. Para malhas uniformes, o esquema CDS-4 ¢ um esquema
simétrico, que ndo depende da direcdo do escoamento, como o esquema Quick.

Devido a essa natureza simétrica do esquema e té-lo somente empregado em
diregdes homogéneas, optou-se por utilizar somente malhas uniformes nessa
dire¢do. Nestas condi¢des, supondo a face do volume entre os pontos nodais i €

i+1, o esquema pode ser posto na forma:

1 B.41
Pe :E(_¢i+2 +90i11+90i —#i-1) (B4
Ja a derivada (0¢/0x; ) ¢ definida como:
0 1 (B.42)
a—fi = %(—¢i+2 + 27411 + 276 — i-1)

onde J ¢ a distancia entre os pontos nodais.

O esquema CDS-4 ¢ de quarta ordem na avaliacdo de ¢ e de sua derivada na
face do volume de controle, desde que se tome os pontos nodais de forma
simétrica em relagdo a referida face. A interpolagdo CDS-4 na face ‘e’ do volume
utiliza os pontos nodais W, P, E e EE, conforme pode ser visto na fig. (B.1 b)). O
esquema ‘upwind’ com perfil de terceira ordem, tomando trés pontos a montante

da face e o outro ponto a jusante, ¢ de terceira ordem na avaliagdo da derivada da
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fungdo ¢. Os pontos nodais WW, W, P e E, conforme fig. (B.1 a)), sdo os pontos
utilizados, neste caso, para avaliar o esquema, se a velocidade u fosse positiva
nesta face.

Para se estabelecer a equagdo de discretizacdo com os esquemas propostos,

¢ necessario retomar a eq. (B.28):

AV 1
v =T =T+ Jy—Jg+Jp —JTp)+ (B.43)

(pp ¢p — Pp ¢I(§)E 5

%(Jg ~JwHdp =Jg+I =Jp) =

1 1
=3(Sp $p +Sc) AV +E(Sg ¢y +SC) AV

A qual ¢ a equagdo diferencial de conservacdo de ¢ integrada no volume de
controle e no tempo. As integrais nas faces do volume de controle foram avaliadas
pela regra do ponto médio e as integrais de tempo pelo esquema Crank-Nilcoson.
Mais uma vez, os termos no passo de tempo anterior (nAf) sdo denotados pelo
superescrito ‘0’, enquanto o passo de tempo atual ((n+1)A?) é deixado sem
superescrito.

Novamente, do fato dos escoamentos resolvidos serem incompressiveis, a
equacdo de conservacao de massa integrada reduz-se ao balango dos fluxos de
massa através as faces do volume de controle, eq. (B.31).

Deste modo, a equagdo de conservacao de ¢, pode ser escrita como

0 A (B.44)

@p —¢,%)"PA—I+%[(Je —Fy ¢p) =y — Fy 6p) +
+(Jy, —F, op)—(Js —Fs ¢p)+(J; — F; ¢p)—(Jp — Fp ¢p)]

1 1
+E(J3 —Jo+Je=J2+Jf —Jg)=5(5p¢p +Sc +Spdp +SC AV

A direcdo x do escoamento sera considerada como sendo a diregdo
homogénea. Em conseqiiéncia, os fluxos nas faces ‘e’ e ‘w’ do volume de controle
serdo aproximados pelo esquema de interpolagdo CDS-4, enquanto nas outras
faces o esquema Quick serd o esquema empregado. Ao se aplicar o esquema
CDS-4 aos termos ndo lineares convectivos, referente a velocidade u, no volume
de controle deslocado, o balangco de massa ndo pode ser garantido especificamente

neste volume. Por isso, utilizou-se a eq. (B.43) para se obter a equagdo
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discretizada final da velocidade u, enquanto a eq. (B.44) foi empregada nas outras
direcoes.

As equagoes de (B.14) definem os fluxos nas dire¢des referentes aos eixos y
e z, com esquema Quick. Ja o esquema CDS-4, em malha uniforme, estabelece

para o eixo x, as seguintes expressoes:

9D

F, D 9F
Je =(—i+2—j)(¢EE _¢W)+(1—6e+ 86)(¢P — )+
18F
( 166 YPE —dw ) —Fo(dp — ) + Fopp (B.45)

F, D 9F' 9D
J —(— w + -_w _ + - w + —w _ +
w=C7¢ 24)(¢5E Pww ) T 2 ) dw —¢p)
F
(?W)@P —¢ww )+ Fyy 6p
Introduzindo-se as expressoes dos fluxos, determinadas do esquema Quick e

do esquema CDS-4, na eq. (B.43), obtém-se a equagdo discretizada para a

velocidade u (¢=u):

app,=apPp+aydy +ayPy+asps+arpr+agpp +b (B.46)
onde:
1 9F, 9D, 1 9F,, 9D,
agp=— +—<1, Q= 22w 7w
AT "2 T8
(B.47)

ay =5 {Cf, H-F0TB257 | ag = (CF, +(F, 0]1B207)

a =51Cf, +[-Fp 08257 ), ap=1CF, +IF, 018217}

1 (B.48)
ap=ag+ay+ay+ag+ar+ap +ap’ —ESPAV+§Bmas

PIAV (B.49)
At

ap® =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716133/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716133/CA

Método Numeérico — Equagdes de Discretizacao 354
Bmas=(F,—F,+F,—F,+F,—F}) (B.50)
(B.51)

_1 l o 0,0 1 go 0
b—EScAV+ESCAV+ap ¢P+§Sp ¢pAV +

%ABDMH%ABDMZ—%(J? ~Jy g =Jg I =J))

F D F
ABDMI:é@ﬁEE _¢W)+2_Z(¢W _¢EE)+?W(¢P — Py )+

[[=F,,011(B2n~)(@p —dnn )+ D,y i by —n )+
[[F;,011(B2s* )(¢p —hss)+Dyy § (Bss —#s)+
[[=F, .01l (B2t~ )($p —¢rr )+ Dy i (brr —br )+

[[£,0]1(B2b™ )(¢p —bpp)+Dyy i ($55 —P35)

(B.52)

F D
ABDM2=""(¢yyy —¢E)+2—Z(¢E ~ by )+ (B.53)

18F
16e (Pw =)+ F . (Pp—w )+

Dny ;(¢P _¢S)+[[Fn ’0]] (1+an+)(¢P _¢N)+
Dyy § (¢p—¢n)+[F 01| (1+B2s™ ) (dp—ps)+
Dy [ (¢p—¢p)+[[F, 0]l (1+B2t* )(dp —r )+

Dyy i (9p =)+~ F, 0]l 1+ B2b7)(¢p —¢5)

onde todos os simbolos sdo como anteriormente definidos (item B.2.2) e os fluxos

nas faces do volume (J¢,J), J,), JJ, JP eJg) sdo calculados conforme a sua

defini¢ao e de acordo com a interpolagdo quadratica Quick nas diregdes y € z €
com o esquema CDS-4 na direcdo x.

Como o balangco de massa ¢ garantido nos volumes de controle finitos
deslocados, referentes as velocidades v e w, todo o processo realizado a partir da
eq. (B.43) leva a mesma equagdo de discretizagdo, exceto o termo

(F,-F,,+F,-F,+F,—F,)¢p, o qual ndo aparece no coeficiente principal (ap),

que passa a ser, nas equacdes de v e w, definido como:
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1 B.54
ap=ag+ay+ay+agtar+apg +ap°—§SPA‘v’ ( )

O coeficiente de difusdo novamente foi avaliado nas faces do volume de
duas formas. Inicialmente utilizou-se a resisténcia térmica. Por fim, na direc¢ao x,
acompanhando o esquema de interpolagdo, avaliou-se através de um polinomio de
terceiro grau, com pontos simétricos em relagdo a face. Ja nas outras diregdes, o
coeficiente foi obtido através de um polindmio de segundo grau, com os pontos

nodais sendo atribuidos de acordo com a dire¢ao do escoamento (‘upwind’).

B.3.
Acoplamento Velocidade - Pressao

As equagdes de conservagdo da quantidade de movimento linear apresentam
como dificuldade adicional o acoplamento pressdo-velocidade, uma vez que a
pressdo ndo ¢ conhecida e ndo hd uma equacdo especifica para ela. Nos itens
anteriores, obteve-se as equacdes de discretizacdo, para o caso da modelagem
classica e de simulagdo de grandes escalas, sem especificar o termo do gradiente
de pressdo, presente em cada equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento.

A integracdo inicial realizada sobre o volume de controle, ponto de partida

de todo o método, leva o termo do gradiente de pressao a ter a forma algébrica:

9
I= [[] —Fdvydejdeg = [[(pp—pm)dej dug = (pp = pm)dj 4 (B.53)

X
XiX j Xk l X jXp

Os indices ‘P’ e ‘m’ indicam as faces do volume do componente da

velocidade de interesse . Na direcao x, o gradiente de pressao seria avaliado como:

(rp _pE)Ay A, (B.56)

De modo semelhante, nas direcdes y e z, respectivamente, o gradiente seria

dado por:
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(pp—PN)A A, (pp —p1)4y) A (B.57)

Novamente as integrais de superficie foram aproximadas pela regra do
ponto médio, que é de segunda ordem.

Deve-se contudo destacar que em problemas com direcdes homogéneas,
simulados neste trabalho com a técnica de simulagdo de grandes escalas, o
gradiente de pressdo ndo terd o0 mesmo comportamento periddico das velocidades.
Para haver fluxo de massa, na direcdo positiva da coordenada de escoamento
homogénea, o nivel de pressdo deverd diminuir com a respectiva coordenada.
Consequentemente, a pressdo ndo obedece a mesma condigdo periddica imposta
as velocidades. Deve haver, todavia, uma variacdo constante de pressdo que ¢
responsavel pelo fluxo de massa global na dire¢io homogénea. E razoavel,

portanto, dividir o campo de pressdao em dois componentes
p(xyz)=—p x+ P(x,),2) (B.58)

O termo f x estd relacionado ao fluxo de massa médio do escoamento,
enquanto o termo P(x,y,z) estd relacionado as flutuagdes. Deste modo, o termo
P(x,y,z) obedece a periodicidade imposta ao escoamento na direcdo homogénea e
o gradiente de pressao ¢ definido como:

pxyz) B+ OP(x.,2) (B.59)
Ox; Ox;

1 1
sendo a integral do gradiente no volume de controle da equag¢do de conservacao
da quantidade de movimento na direcdo homogénea dada por:

0 B.60
1Ly dvj dy =—BAY+(py - pp)A (560

XX i X X
onde 4 ¢ a area do volume de controle transversal a diregdo homogénea. Como o
termo (fAV) € constante, o estudo do acoplamento pressdo-velocidade sera
realizada somente no termo de flutuagdo, o qual ¢ idéntico na forma ao termo de
pressao da modelagem com média de Reynolds. Contudo, merece registrar que, na
simulagdo de grandes escalas, o termo reproduz as flutuagdes de pressdo e garante
a incompressibilidade do problema.

A integragdo no tempo do termo do gradiente de pressdo, ja integrado no
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volume de controle, com esquemas diferentes, levara o termo a se apresentar na
equacdo com algumas variagdes. Se a integracdo for totalmente implicita, o termo
terd a forma da eq. (B.55). Para a integracdo com esquema Crank-Nicolson o
gradiente de pressao sera dado por:

1 1 B.61
S0P = A+ (P~ A (B.61)

Somente a pressao no passo de tempo atual serd desconhecida e necessitara
ser resolvido o seu acoplamento com o campo de velocidade. Integrando-se com a

regra de Simpson, o termo sera dado por:

(B.62)

B pA S - Pl A+ - pi

Mais uma vez, o problema do acoplamento estara restrito somente ao termo
correspondente ao passo de tempo atual ((n+1)Az).

As integragdes Crank-Nicolson e Simpson do gradiente de pressdo foram
utilizadas, quando se integrou a equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento correspondente com uma destas regras. Contudo, o melhor
comportamento do conjunto foi obtido, quando o gradiente de pressdo foi
integrado de modo totalmente implicito, independente de como os outros termos
da equagdo da quantidade de movimento foram integrados.

Na verdade, todas as equagdes algébricas foram colocadas na forma geral:
appp =2 dusbus+b (B.63)

onde a,, € @, representam os coeficientes e os valores da funcdo nos pontos
vizinhos ao principal. Portanto, a estas equagdes deve ser acoplado o termo do
gradiente de pressdo, quando a equacdo a ser resolvida ¢ a da quantidade de
movimento. Por simplicidade, serd considerado explicitamente o caso da
integracao totalmente implicita do gradiente de pressdo. Os demais termos, que
aparecem fruto de integracdes no tempo ou da condi¢do de escoamento
homogéneo, podem ser tratados juntamente com o termo fonte. Portanto, a
equacdo de discretizagdo, referente a equagdo da quantidade de movimento, tem a

sua forma geral dada por:
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apgp =L appPup +b+ A(pp —Pm) (B.64)

onde o indice m indica um ponto nodal, entre o qual e o ponto principal devera
estar armazenada a respectiva velocidade. Na equagdo de u, ‘m’ seria ‘E’,
enquanto em v seria ‘N’ e em w o ponto ‘7.

Neste trabalho foram utilizados dois algoritmos semelhantes, o ‘SIMPLE’
(Patankar, 1980) e o ‘SIMPLEC’ (van Doormaan & Raithby 1984) para resolver
esse acoplamento pressdo-velocidade. As idéias basicas empregadas nos
algoritmos citados serdo esbocadas para o componente x da velocidade. A
extensao as outras diregoes ¢ direta.

Malhas deslocadas sdo empregadas para os componentes de velocidade, fig.
(B.2), (B.3) e (B.4). Escreve-se a equacdo discretizada da quantidade do

movimento na dire¢do x, para o volume de controle mostrado na fig. (B.2), como:
a.u, =Zanbunb +be+Ae(pP _pE) (B65)

Na equacdo anterior, p representa a pressdo e 4. a area da face “e” do
volume principal. Aplicando-se, ao conjunto de equagdes discretizadas, um campo
de pressao estimado P* obtém-se um campo de velocidade estimado u*,

satisfazendo as equagdes, isto é:

* * %* *
Aoy =2 Applipp +be + Ao(Pp — PE) (B.66)

A pressio p e a velocidade u que satisfazem tanto a equagdo da
continuidade, quanto a equagdo da quantidade de movimento podem ser

representadas por:

w=u" i (B.67)

p=p +p' (B.68)

onde u' e p'sio as corre¢des do campo de velocidade e pressao,
respectivamente.

Substituindo a eq. (B.67) e a eq. (B.68) na eq. (B.65) e subtraindo-se a eq.
(B.66), obtém-se:
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a,u, :Zanbu;zb +A4,(pp—pg) (B.69)

Figura B.4 — Volume de controle deslocado para a velocidade na diregéo z

van Doormaal & Raithby (1984) sugerem subtrair o termo Zanbu'e de
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ambos os lados da eq. (B.69), resultando em uma nova expressao para a correcao

de velocidade u),:

(auy= apuy)=Y @, (U —uy)+A,(pp—pi) (B.70)

A fim de obter uma expressdo mais simples de correcdo parau,, van

Doormaal & Raithby (1984) recomendam desprezar o primeiro termo do lado
direito da eq. (B.69), apoiados na hipotese das correcoes dos termos vizinhos
serem da mesma ordem de grandeza. Deste modo, a equacdo de correcdo de

velocidade toma a forma:
uy,=d,(pp—pr) (B.71)
onde:

J - Ae (B.72)
‘ ae'zanb

Dando origem ao algoritmo ‘SIMPLEC’ (‘Semi Implicit Method for
Pressure Linked Equations Consistant*), desenvolvido a partir do algoritmo
‘SIMPLE’ de Patankar (1980). Com a eq. (B.72), a velocidade u, na eq. (B.67)

pode ser escrita como:
u,=t,+d,(pp—pr) (B.73)

Na verdade u, ndo é mais o valor correto, mas uma nova estimativa obtida
com a corre¢do de pressdo. Quando a correcdo de pressdo for zero, entdo u,* tera
alcangado o seu valor verdadeiro.

O algoritmo ‘SIMPLE’ difere do ‘SIMPLEC’ somente na defini¢do do

termo ‘d.’ (eq. B.72). No ‘SIMPLE’ ndo ¢ subtraido o termo Zanbu'e, tal como

proposto por van Doormaal & Raithby (1984), mas, utilizando a eq. (B.69),

propde-se desprezar o termo de somatorio Zanbu;b, obtendo-se a mesma forma
para a correcdo de velocidade:

uo=d,(pp—PF) (B.74)
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porém, o coeficiente toma a seguinte forma:

Ae (B.75)

A forma funcional da corre¢do da velocidade ¢ idéntica em ambos os
algoritmos, estando a diferenca restrita a avaliagdo do coeficiente ‘de’ (eq. (B.72)
e eq. (B.75))

A equagdo para a correcao de pressdo ¢ obtida através da equagdo da
conservacao de massa, utilizando o conceito de corre¢ao do campo de velocidade,
eq. (B.75). Como a equagao de correcdo de velocidade esté relacionada a correcao
de pressdo, ao se introduzir o campo de velocidade, decomposto no campo
estimado e no campo de correcdo, na equagdo de conservacdo de massa
naturalmente ¢ gerada a equacao de corre¢do de pressao.

A forma integrada da equacdo de conservacdo de massa no volume de
controle, mostrado na fig. (5.1), foi dada na eq. (B.2) e pode ser colocada na

seguinte forma:
0y AV (B.76)
(pp_pp)A_t+(upAyAz)e_(upAyAz)w+(VprAz)n_ )

(VprAz )s +(WprAy )t _(WprAy )b =0
Introduzindo-se na equagdo acima o campo de velocidade decomposto em

campo estimado e campo de corre¢do, eq. (B.73), tem-se que:

AY ' / , , B.77
(P =P (P B-de), (P =P )=(P ), (Pl = P )+ ®B.77)

(pAcAzdn),, (pp — PN ) —(pAcALds)s(ps — pp) +
(dipAcAy) (pp — pT) —(dbpA,Ay)p (PR — pP) +
(u*pAyAz)e _(u*pAyAz)w+(V*prAz)n_

(V' PA LA +W PA LA ) —(W pALA ) =0
Arrumando-se esta equagdo, chega-se a forma final da equagdo de corregao

de pressao (p’):
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app,=agpg+ay Py +aypy+asps+arpr+appp +b (B.78)
onde:

ap=ag+ay+ay+ag+ar+ag (B.79)

agp=pdel Ay, ag=pdwl_ Ay, (B.80)

ay=pdnAA,, ag=pdsA.A,,

ar=pdtAA,, ap=pdbAA,

b=(u"pA A, )~ pA LA+ PAA)  ~(V pA A )+ (BB

(W Py~ AL, (P =)

O termo b ¢ a propria equagdo da continuidade, representando portanto o
residuo de massa, quando u* ndo a satisfizer. Se u* satisfaz a equagdo de
conservacao de massa, b serd nulo, sendo consequentemente nulo o campo de
corregao da pressdo, e as velocidades ndo necessitardo ser mais corrigidas. A
ultima parcela do termo b sera nula em escoamentos incompressiveis.

O algoritmo ¢ classificado como semi-implicito devido ao recurso de se
desprezar os termos de somatdrio na eq. (B.70), no algoritmo ‘SIMPLEC’, e na
eq. (B.69), no algoritmo ‘SIMPLE’.

Como as equagdes sdo acopladas e ndo lineares , van Doormaal & Raithby
(1984) recomendam, no caso do ‘SIMPLEC’, a utilizagdo de fatores de sub-
relaxacdo, para as equagdes da quantidade de movimento, iguais a 0,75. Vale
ressaltar que as velocidades necessariamente precisam ser sub-relaxadas nesse
algoritmo, isto € , o fator de relaxac¢do ndo pode ser igual a um, pois caso contrario
0 esquema torna-se inviavel.

A seqliéncia geral do algoritmo ‘SIMPLEC’ e do ‘SIMPLE’ ¢ apresentada

abaixo:
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II.

I1I.

IV.

VL

B.4.

Estima-se um campo de pressao p*;

Sdo avaliados os coeficientes para as equagdes de quantidade de
movimento linear e as mesmas sdo resolvidas sequencialmente,
determinando-se os campos u*, v* e w*;

A fonte de massa, eq. (B.81), ¢ avaliada e a eq. (B.78) ¢ resolvida para
obtencao do campo de corregdes de pressao;

O campo de velocidades ¢ corrigido usando equacdes do tipo da eq.
(B.73). E aplicada em seguida a corre¢io sobre as pressoes (eq. B.68);
Sdo resolvidas as equagdes de transporte para as demais varidveis ¢ do
problemas;

Usando o valor de p, obtido no passo (IV), como novo valor de p*
retorna-se ao passo (II). Repete-se esta seqiiéncia até que se obtenha a

convergéncia desejada.

Tratamento de Termos Passados

Ao se realizar a integracdo no tempo, das equacgdes da quantidade de

movimento e da continuidade com o esquema Crank-Nicolson ou Simpson,

dependendo de como se trata os termos passados, podem ser incluidos novos

termos na equacdo discretizada. A fim de apresentar o problema e as varias

alternativas de solucdo adotadas, por simplicidade, sera adotado o esquema

Crank-Nicolson. A extrapola¢do do problema para a regra de Simpson ¢ direta.

Integrando-se entdo a equacao geral (eq. (5.7)) no tempo com o esquema

Crank-Nicolson e dividindo-a por A¢, obtém-se:

av o1
(pp P~ Pp ¢’0’)7z+5(‘]e Tyt Ty —dg+J = Jp)+ (B.82)
1

E(Jg ~ T Iy =Jg I =T )=

1 1
E(Sp $p +Sc) AV +5(S1‘; ¢y +S¢) AV

Onde os termos no passo de tempo anterior sdo denotados pelo sobrescrito ‘o’.

Por exemplo, J ¢ o fluxo na face do volume de controle no passo de tempo
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(nt+1)At, enquanto J° € o fluxo no passo de tempo nAt.
De modo semelhante, pode-se integrar a equagdo de conservacdo de massa

(eq. 5.2), obtendo-se:
AV 1
(PP_pI%)A_tJFE(Fe_FwJFFn_Fs+Ft_Fb)+ (B.83)
1
E(Fe" ~Fy+F] —F{ +F —F))=0
Multiplicando-se a equacdo de conservacdo de massa integrada no volume

de controle, eq. (B.83), por ¢, e subtraindo-se da eq. (B.82), tem-se que:

9 AV
G-t +%[<J6—Fe bp)~(J,—F )+

+(J, —F, ¢p)—(Js—F; ¢p)+(J, —F, 9p)—(J— F dp)]

+§(J§ —JO+JO—~JO+J0 -] )-

(B.84)

é(Feo _Fvg +Fn0 _Fso +17t0 _Fbo)¢P =

S(Spp S AV (SRR SN

A equagdo de conservagdo de massa, ao ser multiplicada por ¢, e subtraida

da eq. (B.82), introduz nesta ultima o termo %(Fe" —Fy+F)—F2+F° —F))¢p

< . . 1
que ndo se relaciona diretamente com o termo E(J e—JntJy=JS+IP=J}),
devido o valor de ¢, corresponder ao tempo atual. Uma operagdo de soma e
1 .
subtragdo do termo E(F C—Fy+F)—F+F°—F?)$p pode ser realizada, a fim

de que se tenha, no passo de tempo anterior, a mesma forma funcional dos fluxos

nas faces no passo de tempo atual, ou seja:
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o

PHAY
At

Gy =09) AU =Fud )~ =F oy )+, ~Fid,)( ~Fi, )+ (BSS)
Ui =Fbp)~Un=Fud W U2 -8R~ = FLgpIH U ~Fidp)-

(I =FOBRIHU7 ~FL90)~(Jg ~F{ 4RI (FE ~Fg 4 Fy ~Fo +

F~F{ )= (& ~F+FQ ~FO +Ff ~F{ )y =

%(Spqﬁp +S, )AV+%(S;’,¢;’, +S2)AV

Entretanto, a equacdo resultante, eq. (B.85), passa a ter um termo adicional que
relaciona o valor da fun¢do ¢ no tempo atual com o valor no tempo anterior,

através do balanco de massa nas faces do volume, no passo de tempo anterior:
1
5(¢P —Pp)FY —Fo+F)—F2+F°—F?)

Uma outra possibilidade de tratar o problema, baseou-se na observacao que todos
os problemas de interesse neste trabalho eram incompressiveis. Deste modo, a
equagao de conservacdo de massa integrada no volume de controle reduz-se ao

balang¢o dos fluxos de massa através das faces do volume de controle:

(Fe—F\+F,—F+F,—F,)=0 (B.86)

i 1 1
Multiplicando-se esta equacao por 5475 p 0o passo de tempo atual e 5¢‘g no passo

de tempo anterior e subtraindo-se a seguir estas duas equacoes da eq. (B.82), tem-

se entdo que:
ppAY
At
1
i =FEpp)=(Jp —Fb¢p)}+§{(Jé’ —F29p) (I3 —Fiop)+(J, —F7¢p)

(J§—FP9p)+ (I —FPPp)~(Jy —Fydp)}=

(B.87
)

@, 49 %{(Je Fup )~ —Fo, )+ (I —Fo ) ) ~(J —Fyp, )+

1 1

E(Spgbp +SC)AV+E(S1‘§¢1‘3+SCO)AV
Um resultado que também poderia ter sido obtido da eq. (B.85), ao se tomar
(F~FS+F? ~F?+F? —F2)=0.

Utilizando-se ainda o fato dos escoamentos resolvidos serem

incompressiveis, outra op¢ao seria multiplicar a eq. (B.86) por (1/2)¢p e subtrai-la
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da eq. (B.82). Neste caso, os fluxos no tempo anterior seriam tratados na forma

que aparecem na integragdo Crank-Nicolson, como termo fonte:
1
E(Jeo —Jo+Jy=JI+IP=JY)

Para esta opgdo, a equacao seria dada por:

9 AV (B.88)
Gp~ 89 L DU = Fo 9p) =y = Fu dp)+
+(Jy —F, dp)-(Js —Fs ¢p)+(J; — F; ¢p)—(Jp — Fp, ¢p)]

+§(J3_J$V+J3_J3+Jf_ %)=
] 1 0 ;0 o
E(Sp¢p +S6)AV+§(SP¢P +S87)Av

Cabe destacar que as trés op¢des conduzem aos mesmos coeficientes para os
seis pontos vizinhos (ag, ay, ay, ag, ar eay) no passo de tempo atual. Ja o
termo fonte () seria diferente nas trés opgdes, enquanto o coeficiente do ponto

principal (a,) é idéntico somente nas duas ultimas opgdes. Na primeira opgao, o
. 1
coeficiente do termo E(Feo —Fy+F)—F+F°—F?)pp deve ser somado ao

coeficiente do ponto principal. Espera-se, entretanto, que este termo seja de
pequena magnitude, no caso dos escoamentos incompressiveis, ndo tendo um
papel importante na defini¢do do coeficiente do ponto principal.

Introduziu-se, entdo, na eq. (B.88) os fluxos da interpolacdo espacial Quick,
eq. (B.14), obtém-se a equagdo de discretizagcdo para o volume de controle com
integragdo Crank-Nicolson no tempo e esquema Quick:

ap ¢p :%[aE g +aw ¢y +ay ¢y +ag s +ar ¢r+ap gp |+ b (B89
Os coeficientes referentes os seis pontos vizinhos sdo iguais aos obtidos com a
formulagdo totalmente implicita (eq. B.21). J4 o termo fonte (b) e coeficiente do
ponto principal (ap) sdo.

B.
aP:%[aE+aW+aN+aS+aT+aB]+a?)—%SpAV (B.50)
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! 1
b=5(Sc +52+S8% 83) AV +af 47 +§[ABD1+ABD2]+ (B.91)
1
—E(Jg —Jy+dn =Jg I =J7)
onde todos os simbolos sdo como anteriormente definidos (item B.2.2) e os fluxos

nas faces do volume (J¢, Jy,, Jy, J¢, J{ eJ}; ) sio calculados conforme a sua

definicdo e de acordo com a interpolagdo quadratica Quick (eq. B.14).
Para a segunda opgao, eq. (B.85), a tnica diferenga se resumiria ao termo b,

o qual seria dado por:

’ :%(Sc FSEHSpIpIAVEap ¢§+%[ABD1+ABD2]+ (B.92)

1 1
appp +af By +ag gy +aggg +agpp +aggy +- ABDIC +_ABD2® -

o o ] o ] o o
(ag+apy +af, +ag+ag +ag)ep
Ja para a primeira forma de tratar o fluxos, as diferencas em relacao as duas

outras formas estariam concentradas no coeficiente do ponto principal e no termo

b, os quais seriam dados por:

1 B.93
ap=ag+ay+ay+ag+ar+ap +ap° —ESPAV— ( )

%(Feo _Fm? +Fn0 _Fso +Ft0 _Fbo)

bz%(S”SCO*S? $p)AV+ap ¢§+%[ABD1+ABD2]+ (B.94)

1 1
appp +af By +ag gy +aggg +agpp +aggy +- ABDIC +_ ABD2® -

1
(ap +afy +af; +a§ +ag +ag)pp — $R(FY ~F+F —F) +Ff = F))

As trés formas foram implementadas, ndo sendo observadas diferengas
sensiveis nos resultados. O método do volume finito tem a virtude de garantir a
conservacao de massa a cada interacdo realizada. Deve-se registrar, entretanto,

que a terceira op¢ao, eq. (B.89) a eq. (B.91), exigiu menor esfor¢o computacional.
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