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Apéndice A
Modelagem Estatistica Classica - Equacionamento

Uma grande variedade de modelos de turbuléncia com média de Reynolds
foi proposta ao longo do ultimo século, desde modelos rudimentares, como os
modelos algébricos, até os mais elaborados modelos diferenciais de transporte de
tensdo de Reynolds. Em complemento a discussdo realizada no capitulo 2, serdao
apresentados a seguir as equagdes de transporte exatas e as modeladas,

mencionadas no capitulo 3.

AA1.
Equacoes de Navier-Stokes com Média de Reynolds

O campo de velocidade instantdneo de um escoamento turbulento ¢ descrito
pelas equagdes de Navier-Stokes, desde que o nimero de Mach seja menor que
quinze. Aplicando a decomposi¢do de Reynolds as quantidades do escoamento,
presentes nas equacoes de governo, e realizando o procedimento de média, obtém-
se, para fluido incompressivel (massa especifica p constante), com viscosidade
absoluta p constante, sem forgas de campo e de empuxo, as seguintes equagdes do

movimento médio:

o & (A1)
0 x;
ou; _ Ou; oP o | ou; v (A.2)
-ty u. =+ 7 a0 |+ . .
p[ o aij ox;  ox; [” ox, p“’”fJ P éi

Estas equagdes sdo conhecidas como as equagdes de Reynolds (RANS) e

diferem das equagdes originais (continuidade e Navier-Stokes) apenas pela

presenga da média do produto das flutuagdes de velocidade pu; u'] , 0 chamado

tensor de Reynolds. Este termo representa a transferéncia de quantidade de

movimento adicional, causada pela turbuléncia.
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! !
Embora pu;u;

tenha origem na ndo linearidade dos termos de inércia da
equacdo de Navier-Stokes, geralmente agrupa-se estes termos a tensdo viscosa.
Por este motivo e, também, pelo seu papel de aumentar a difusividade da
quantidade de movimento, os componentes do tensor de Reynolds sdo algumas

vezes chamados de tensdes turbulentas.

A.2.
Conceito de Viscosidade Turbulenta

Os modelos de viscosidade turbulenta ou efetiva invocam a idéia de
Boussinesq (1877). Esta propde a proporcionalidade entre as tensdes turbulentas e
os gradientes de velocidade (Hinze, 1975).

Deste modo, para o caso de fluido incompressivel, a formulacdo toma a

forma (Hinze, 1975):

- S TSI N (17 N BN
ij=—PUu; =y axj Ky ox; ij 3p ij

O segundo termo da eq. (A.3) ¢ nulo no caso de escoamento
incompressiveis. A equag¢do acima introduz o conceito de energia cinética

turbulenta média no tempo (k), definida como:

1

! !
K =—u; uj
1"

2

(A4)

Fazendo uso da eq. (A.3) para as tensdes de Reynolds, as equacdes de

conservagdo da quantidade de movimento médio sdo escritas como:

%4_17% —_i _+£( + )ﬂ +£ K |+ . 4 (AS)
Pl Vs | Pt 3P P&

ax,- axk
P ou, Ouj
T(H"‘Ht) a f+a.j
I j X j X;
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E importante destacar que a eq. (A.3) ndo constitui, por si s6, um modelo de
turbuléncia, mas uma formulagdo geral que fornece uma base para construgao de
modelos de turbuléncia, cujo ponto de partida ¢ a avaliagdo da viscosidade
turbulenta em termos das quantidades do escoamento médio.

A grande virtude do conceito de viscosidade turbulenta ¢ nao alterar a
estrutura da equacdo, mantendo-a na forma original das equacdes da Navier-
Stokes.

Como a tensdo turbulenta ¢ considerada analoga a tensdo viscosa, a grande
maioria dos modelos de viscosidade turbulenta utiliza a analogia com a
viscosidade molecular, para definir a viscosidade adicional pi..

Diante deste argumento, considera-se a viscosidade turbulenta como sendo
proporcional a massa especifica (p), a flutuagdo de velocidade (V) e ao

comprimento de escala caracteristico da turbuléncia (L):
He~pViL (A.6)

Diferentes aproximagdes podem ser usadas para avaliar as grandezas
caracteristicas do escoamento turbulento, dando origem a muitas teorias e
formulagdes, geralmente classificadas com base no numero de equacdes
diferenciais de transporte utilizadas para descrever estas grandezas. Assim, os
modelos freqiientemente sao classificados como modelos de zero (ou algébricos),

de uma ou de duas equagdes (Launder & Spalding, 1972).

A.3.
Modelos de Zero Equagodes ou Algébricos

Sdo modelos nos quais a viscosidade turbulenta ¢ avaliada através de
expressoes algébricas, ndo envolvendo equagdes diferenciais de transporte. O
modelo de turbuléncia mais simples ¢ aquele que considera a viscosidade
turbulenta constante, estimando-a a partir do conhecimento de que a sua ordem de
grandeza ¢ superior a da viscosidade molecular. Esta hipdtese tem aplicacdo
muito limitada.

Um dos primeiros modelos de turbuléncia propostos ¢ o modelo de

comprimento de mistura de Prandtl (1925), o qual ainda ¢ muito empregado. O
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campo da viscosidade turbulenta ¢ levantado ao se considerar o comprimento de
escala caracteristico como sendo o comprimento de mistura (/) e a velocidade
caracteristica como sendo proporcional ao gradiente de velocidade média. Deste

modo, a viscosidade turbulenta ¢ dada por (Kays & Crawford, 1993):

ou

oy

A7
ue=pl’ (A7)

A distribui¢do do comprimento de mistura é prescrita a partir de dados
experimentais, variando com o tipo de escoamento. A falta de generalidade dos
dados levantados ¢ uma das principais limitacdes do modelo. H4 uma significante
base de dados experimentais para escoamentos simples, tais como camada limite e
escoamentos cisalhantes. Contudo, especificar o comprimento de mistura em
escoamentos complexos ¢ particularmente dificil, pois ndo ha dados experimentais
para estima-lo apropriadamente.

Outra limitacdo do modelo do comprimento de mistura ¢ a que invoca o
principio do equilibrio local. Por este principio, a energia turbulenta é dissipada
na mesma propor¢ao em que ¢ produzida. Como resultado, o modelo prevé que a
viscosidade turbulenta sera nula, quando o gradiente de velocidades médias o for,

levando a resultados irreais em muitos casos.

A4,
Modelos de uma Equacgao

Nesta classe de modelos de viscosidade de turbuléncia, uma equagdo
diferencial de transporte ¢ resolvida, para uma quantidade turbulenta. Esta
quantidade pode ser usada para determinar o comprimento de escala ou a
velocidade de escala, usados na avaliacdo da viscosidade turbulenta(eq. A.6). O
modelo de uma equacdo mais usado no passado assume a velocidade
caracteristica proporcional & raiz quadrada da energia cinética turbulenta (') ,

dando origem a férmula de Kolmogorov-Prandtl :

ue=Clp Vi L (A.8)
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O campo de energia cinética turbulenta ¢ determinado ao se resolver a
correspondente equagdo diferencial de transporte. Esta ¢ obtida a partir das
equagdes de Navier-Stokes. Faz-se o produto escalar da equagao da quantidade de
movimento com o vetor velocidade #; , tomando-se a média temporal do resultado.
Ao se subtrair desta equagao a equagao da energia mecanica instantanea, obtém-se
entdo a equacgdo desejada da energia cinética turbulenta (k), conforme mostrado

por Hinze (1975):

ox 0 (11 )= aZK_i{u.j(p_'m,j} (A.9)

_+_
ot 6xj 6x§ Ox

onde v=p ¢ a viscosidade cinematica. O primeiro e segundo termos do lado
direito estdo associados com a difusdo da energia cinética turbulenta, enquanto o
terceiro termo representa a producdo da energia cinética turbulenta. Ja o ultimo
termo ¢ a parte homogénea da taxa de dissipacdo da energia cinética turbulenta
(Hinze, 1975), a qual € representada por € .

A eq. (A.9) ainda ndo pode ser utilizada, pois ha termos de natureza
complexa (quantidades flutuantes) que necessitam ser determinados em fungao de
quantidades conhecidas ou que possam ser calculadas.

Apo6s terem sido introduzidas hipotese adicionais, a forma modelada da

equacdo da energia cinética turbulenta (eq. A.9) passa a ser:

_ (A.10)
a_K+i(qu):£ U+U_t 8_K +PK_8
ot 0x; X Gy JOX;
Pe =—ujuy 24 (A.11)
8xj'
3/2
£ =Cp (A.12)
L

Embora o modelo de uma equacdo melhore significativamente a qualidade
do célculo das grandezas turbulentas, em relacdo aos modelos de comprimento de

mistura, a exigéncia de especificar empiricamente o comprimento de escala, para
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calcular a dissipacao e a viscosidade turbulenta, tem dificultado o seu uso. Esta
dificuldade levou a tendéncia geral de levantar o comprimento de escala, através
da equacao de transporte de uma quantidade turbulenta, e a partir do seu valor
determinar a viscosidade turbulenta e a taxa dissipagdo (€). Desta forma tiveram

origem os modelos de duas equagdes.

A.5.
Modelos de Duas Equagoes

Os modelos de viscosidade turbulenta anteriormente considerados tem
necessidade de especificar algebricamente um comprimento de escala, o que
restringiu bastante a generalizagao do modelo.

Os modelos de duas equagdes geralmente estdo vinculados a determinacao
da energia cinética de turbuléncia (k) e a um comprimento de escala (L), através
de equagdes diferenciais de transporte. A energia cinética turbulenta ¢
determinada da equagdo de transporte deduzida na se¢do anterior (eq. A.10). Ja o
comprimento de escala L geralmente ndo ¢ tomado propriamente como varidvel

dependente. Em vez disso, utiliza-se uma combinac¢do de k e L da forma:
Zock™L" (A.13)

com m e n constantes, como variavel dependente (Launder & Spalding, 1972).
Para obter a equagdo de Z, procede-se em principio do mesmo modo da derivacao
da equagdo de k, isto ¢, faz-se a manipulacdo das equagdes de Navier-Stokes.
Entdo, as varias correlagcdes das flutuagdes devem ser representadas em termos
das propriedades calculaveis do escoamento, tais como k, Z e gradientes da
velocidade média.

Eliminando-se entdo o comprimento de escala na formulagao da viscosidade
turbulenta e da dissipacdo, tem-se o modelo dado pelas duas equacdes de
transporte de K e Z.

A primeira tentativa bem sucedida de escrever uma equacdo de transporte
para Z foi realizada em 1942 por Kolmogorov (Launder & Spalding, 1972), que

propds a relacdo:
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Z=x"’L (A.14)

Esta relacdo pode ser interpretada como uma freqiiéncia de turbuléncia.
Da formulagdo para a taxa de dissipacdao de energia turbulenta, eq. (A.12),

pode-se retirar a forma mais utilizada para Z :
e=Cpx’’L"’ (A.15)

Logo: Z=¢ ; m=3/2 e n=-1. Esta forma ¢ conhecida como modelo x-&.
Existem outros modelos de duas equagdes, por exemplo, k- e k-kL, onde
Z=w=kL” e Z=xL respectivamente. Entretanto o modelo k-& é correntemente o

mais popular dos modelos de duas equagdes.

A.6.
Modelos k—¢ Para Altos Numeros de Reynolds

O modelo de duas equagdes mais utilizado é o modelo k-¢ (energia cinética
turbulenta - taxa de dissipacdo de energia cinética turbulenta). Neste modelo, o
comprimento de escala caracteristico L ¢ eliminado, ao se combinar a eq. (A.8),
para a viscosidade turbulenta, com a eq. (A.12), para a taxa de dissipagao
turbulenta, resultando:

2
pC,x (A.16)

A c

onde C,, ¢ uma constante empirica.
Seguindo a formulagdo geral para modelos de duas equacdes, apresentada
no item anterior, a taxa de dissipacdo assumiria a fun¢do da variavel dependente Z

(eq. A.13) (Launder & Spalding, 1972 ):
Z=e=Cpx 3211 (A.17)
Torna-se entdo necessario desenvolver, a partir da manipulacdo das

equagdes de Navier-Stokes, uma equagdo diferencial de transporte para g, como

definido anteriormente e rescrito abaixo:
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[8 ! ]2 (A.18)
€=V

0 x;
A dedugdo da equagdo da taxa de dissipacao da energia cinética turbulenta ¢
feita em cinco etapas:
Inicialmente, obtém-se a equacdo de transporte das flutuagdes de
velocidade, a partir das equacdes de Navier-Stokes;
Faz-se a diferenciacdo da equag¢dao de transporte das flutuagdes de

velocidade com respeito a xy, onde /¢ um indice livre em relagdo a equagdo; a

equacio resultante ¢ multiplicada por 2v. E entdo feito o produto duplo da

equacgdo pelo gradiente das flutuacdes

o u! (A.19)
0 xy

onde i e / sdo indices livres da equagao;
Por tultimo, faz-se a média no tempo. Este procedimento ¢ descrito em

Warsi (1993), sendo a equacao final dada por:

oe _ Oe¢

-, tuk =Pt Py + Pz + Py t Bes (A.20)
ot 0 Xy
onde:
“ou; ol (A21)
Py =-20uy
0 x; 0xp 0xp
Py=—2 ou. Ou; Ouy Ouy ) (A.22)

ou'’, ou'; ’ 02u’, 02u'; (A.23)
P =-20 J j O uy " J

Oxk 8x1 8xl 8xl Oxl Oxlaxl
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o [awau; i(apou (124
Py=-20-2"|uj + L

Xy 0x; 0 xj P\ O X, O Xy
P5=i v 28 (A.25)
© oxg 0xy,
g _ Lfouw o (A.26)
voo2 ox; 0x

Como no caso da equagdo de transporte da energia cinética turbulenta, sdo
necessarias hipoteses adicionais para o fechamento da equag¢do da taxa de
dissipagdo (eq. A.20). A modelagem dos diversos termos ¢ vastamente
documentada na literatura, como por exemplo, Mansour et at (1989) e Warsi
(1993), e ndo sera detalhada aqui.

A equagdo da taxa de dissipa¢cdo modelada ¢ finalmente escrita como:

(A.27)
8—8+L_lk Oe = 0 |:(U+U—tj 08 :|+[C1 PK —C2 8]E
ot Ox;  Oxp G, )0 X K

onde:

——  Ou 0 u; 0 Ui\ o u, (A.28)
B.=—u; u =v, +
X; 0 X 0 X;

0 x;

E importante destacar que a equagio da taxa de dissipagdo, assim como a
equacdo da energia cinética turbulenta, representa um balango entre o transporte
convectivo ¢ o difusivo e a producdo e transferéncia de energia, sendo
empregadas no seu fechamento hipoteses empiricas.

Obtém-se finalmente o fechamento do problema da turbuléncia, com a
formulagdo do seguinte sistema de equagdes :

— |[+P. —pe
6xj

ok 0 (i )= d (U v, jaK (A.29)

O
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(A.30)
98 g 28 9 Kw”—f] e }[c1 P —Cyel®
ot Ox;  Oxp Gg )Ox K
- 0 u. Ou; U
Pe=—uju'; ou :ot[a Yoy MJJ 04, (A.31)
0 .Xj 0 xj' 0 X 0 Xj
o pC,x’ (A.32)
‘ €

O modelo k-¢ ¢ sem duvida o mais utilizado e um enorme esfor¢o tem sido
desprendido, para melhorar o seu desempenho. Porém, em algumas situacdes
comuns de escoamento, o modelo apresenta significativas deficiéncias.

Algumas propostas de modifica¢cdes do modelo k-¢ tém sido apresentadas
na literatura, visando resolver deficiéncias do modelo original. Os modelos k-¢
nao linear, o k-¢ renormalizado e o K-¢ para baixo numero de Reynolds sao frutos
desse esforco. Por interessar diretamente ao trabalho desenvolvido nesta tese,
estas variantes dos modelos de duas equacdes foram tratadas especificamente no

capitulo 3.

A.T.
Modelos de Transporte de Tensao

Nesta classe de modelos, o conceito de viscosidade de turbuléncia € abolido.
Em vez deste conceito, equagdes de transporte para as tensdes de Reynolds
individuais sdo resolvidas. Estas equacgdes de transporte sdo obtidas das equacdes
de Navier-Stokes, conforme mostrado por Rodi (1984) e Warsi (1993). A forma

final das equacdes de transporte, para as tensdes turbulentas, é:

, ki (ufuy) (A.33)

0 — — 8
“ ' =y, ——=G..+0.. + F-. +¢ .
ar(”’” )”"axk g+ Q5 T Ey ey 8 x, 0 x;

onde: Gj; € o termo de Produgdo ou geracdo de tensdes de Reynolds; O;; € o termo
de Redistribuigdo (pressdo-tensdo ); F; € o termo Transporte Difusivo e g; €

termo de Dissipacao, dados por:
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ou; ——ou:
G;j :(ul'u}c 8—J+u}€u'J ot j (A.34)
X 0 Xy
0. P[0, 01 (A35)
Vo) dxj  0x
0 |7 P , , A36
FJ__a{”i”j”k__(gik”j +5jk”i)} ( )
o5, 0ui 0y (A37)
v axk axk

Ha, no lado direito das equacgdes de transporte, termos com triplice
correlacdo de velocidade, correlagdes velocidade-pressdo e correlagdes tensdo-
pressdo que ndo sao conhecidas. Naturalmente, equagdes de transporte adicionais
podem ser obtidas para estas quantidades, mas verifica-se que estas novas
equacdes de transporte geram mais incognitas. Em resumo, nao tem sido possivel
fechar o sistema de equagdes, usando esta abordagem. Consequentemente,
hipoteses de fechamento sdo feitas, a fim de permitir a modelagem destas
correlacdes adicionais, em termos das quantidades conhecidas.

Duas estratégias distintas tem sido adotadas na modelagem dos termos das
equacdes de transporte das tensdes de Reynolds. A primeira consiste em
simplificé-las, tornando-as equagdes algébricas. A segunda € estabelecer modelos
para os termos mais complexos e resolver por completo o sistema de equagdes de
transporte diferenciais para os componentes do tensor de Reynolds. Ambas as

abordagens sdo mostrada por Rodi (1984).

A.8.
Lei da Parede

Fungdes de parede sdo usadas sobre os pontos de malha proximo a parede,
para estimar o efeito da parede sobre o escoamento. As fungdes de parede

baseiam-se na hipotese que existe um equilibrio na camada limite turbulenta.
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Consequentemente todas as propriedades relevantes do escoamento podem ser
obtidas da lei trivial que descreve tais camadas.

A lei da parede ¢ utilizada por duas grandes razdes: primeiro, a fungao de
parede d4 uma grande economia computacional ; a segunda razdo ¢ que tanto os
modelos k-& como o de transporte de tensdo sdo definidos para altos numeros de
Reynolds, ndo sendo validos na regido proxima a parede.

A forma padrio de duas camadas da lei de parede utiliza, para a regido
proximo ao contorno sélido, o perfil universal de velocidades da seguinte forma

(Kays & Crawford, 1993):

u=n" se n'<l1,6 (A.38)
u+=i Inm')+5 se n">11,6 (A.39)
o
sendo:
ut =t (A.40)
Ur
gt =P M (A.41)
u
ur =t/p (A.42)

onde u; ¢ a velocidade de atrito, T € a tensdo de cisalhamento na parede , n ¢ a

distancia a parede e k, ¢ a constante de Von Karmén (k,=0,41).
Da hipdtese de equilibrio entre a producdo (P ) e a dissipagdo de energia
cinética turbulenta (¢) na eq. (A.10) e considerando a tensdo cisalhante

aproximadamente constante tem-se (Kays & Crawford, 1993):

P.=pe (A.43)

mas:

Fe =, (6—5)2 e T, (a—ﬁ) (A4
n
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— 2
P=1 [a_uj e (A.45)
on) u,
entao :
t2/u,=pe (A.46)

Para o modelo k-¢:

_p C,x? (A.47)
M —8
Assim
T—Z—u P CMKzg (A.48)
p &
Portanto:
1=pC,""x (A.49)

Como 7 ¢ constante na regido em estudo:

ot _,_ 0K _ (A.50)

on on

entdo, a difusdo de k nas regides proximas a parede ¢ nula (Kays & Crawford,
1993).
A taxa de dissipagdo de energia cinética turbulenta (€) na regido proxima a

parede ¢ obtida da manipula¢io das equagdes acima:

Pi=pe onde B =1 (a—u] (A.51)
on
logo:
. (0_ﬁj pe (A52)
on

mas:
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T =p Cﬂl/zK

Assim:

s N + +
Da definicdo de n e u ', tem-se que:

ou _t ou”

on pont

Do perfil logaritmico tem-se :

ou” 1

on" k,n*

Das eq. (A.55), (A.56) e (A.57) vem que:

SZCHI/ZK T 1
ok, nt
mas:
g+ P " JT/p
u
logo:

e:CMI/ZK —“T/p

+
k,n

Da eq. (A.49), entdo, tem-se a forma final de ¢ :

C 3/4 K3/2
e=—8 —
k,n*

337

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)
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