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Apêndice A: 
 
DEFINIÇÕES 

A.1. Processo de Wiener 

Se uma variável modifica-se ao longo do tempo de maneira aleatória, 

dizemos que ela segue um processo estocástico que pode ser contínuo ou discreto. 

O processo de Markov é um processo estocástico onde o valor presente da 

variável é suficiente para determinarmos seu próximo valor. Assim, o próximo 

valor da variável independe do caminho de valores anteriores, mas apenas do seu 

valor final. Já o processo de Wiener é um processo de Markov com média 0 e 

variância 1. Em física, esse processo é comumente conhecido como Brownian 

motion. Se uma variável aleatória z segue um processo de Wiener ,esta possui as 

seguintes propriedades: 

 

• uma variação z∆ durante um pequeno intervalo de tempo t∆ é dado por: 

 

tz ∆=∆ ε  ou  fazendo 0→∆t  temos dtdz ε=  

 

onde ε  é uma variável aleatória sorteada de uma distribuição ( )1,0~N . 

Assim, z∆ também segue uma distribuição normal ( )tN ∆,0~ . 

 

• Os valores de z∆  para dois intervalos de tempo diferentes, devem ser 

independentes.  

 

Uma variável x  que segue um processo de Wiener generalizado, pode ser 

definido em termos de dz como: 

 

bdzdtdx += α  
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onde α  e b são constantes. O termo α  representa o drift do processo e b sua 

variação. Já o termo diferencial dz é uma variável aleatória sorteada de uma 

distribuição ( )dtN ,0~ . Os valores de dx para diferentes intervalos de tempo 

devem ser independentes. 

Muitos instrumentos financeiros são representados por um processo onde os 

parâmetros α  e b não são necessariamente constantes. Nesse caso, o processo 

estocástico passa a ser denominado processo de Itô.  

 

( ) ( )dztxbdttxdx ,, += α  

 

Assim, considerando a variável S representativa do preço de um ativo, 

temos que seu processo estocástico pode ser definido como um passeio aleatório 

lognormal. Nesse caso, a equação acima assume os valores ( ) StS µα =,  e 

( ) StSb σ=, . Conseguinte, temos que: 

 

SdzSdtdS σµ +=  

 

onde µ  (drift) e σ  (volatilidade) são constantes. 

Considerando a hipótese de neutralidade ao risco, a taxa de retorno ou drift 

( µ ) da equação acima pode ser substituída pela taxa livre de risco. 

 

SdzrSdtdS σ+=  

 

Assumindo que o ativo S paga uma taxa contínua de dividendos q, o drift 

deve então ser reduzido dessa mesma quantidade.  

 

 ( ) SdzSdtqrdS σ+−=  
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A.2. Lema de Itô 

Suponha a seguinte função ( )txV t , , onde o subscrito t indica que a variável 

x  é uma função dependente do tempo. No cálculo diferencial temos a regra da 

cadeia, que nos permite derivar V  em função do tempo. 

 

dt
t
Vdx

x
VdV

∂
∂

+
∂
∂

=  

 

No entanto, quando temos funções envolvendo variáveis estocásticas, não 

podemos deriva-las aplicando diretamente a regra da cadeia conforme descrito 

acima. Assim, o Lema de Itô é o equivalente à regra da cadeia aplicada à uma 

variável estocástica tx . Usando a expansão de Taylor e anulando os termos de 

ordem superior, a medida que 0→∆t  temos que: 

 

dV  2
2

2

2
1 dx

x
Vdx

x
Vdt

t
V

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  ∴ ( ) ( )dztxbdttxdx ,, += α  

  dx
x
Vdt

x
V

t
V

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

= 2

2

2
1   dtdx =2  

 

Aplicando o Lema de Itô à função ( )tSV ,  dependente da variável preço do 

ativo S. Supondo que S segue um processo estocástico de Itô 

( ( ) ( )dztSbdttSdS ,, += α ), temos: 

 

 ( ) ( ) dS
S
Vdt

S
VtSb

t
VtSdV

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

= 2

2
2,

2
1,α   

 

Uma aplicação bastante comum do Lema de Itô é o processo estocástico 

dado por ( ) ( )SSV ln= . Assim, temos que: 

 

dV dt
S
VSdS

S
V

2

2
22

2
1

∂
∂

+
∂
∂

= σ    
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 ( )( ) dt
S

SSdzSdtqr
S 2

22 1
2
11 σσ −+−=  

 dzdtqr σσ
+








−−=

2

2

 

 dzdtqr σσ
+








−−=

2

2

 

 

Trabalhando a equação acima: 

 

( ) dzdtqrSd σσ
+








−−=

2
ln

2

 

dzdtqrSST σσ
+








−−=−

2
lnln

2

0  

dzdtqr
S
ST σσ

+







−−=








2

ln
2

0

 ∴ Tdz ε=  

Tdtqr

T eSS
σε

σ
+










−−

= 2
0

2

 

 

A.3. Dedução da Equação Diferencial de Black Scholes 

Premissas: (1) preço S da ação segue um processo de Wiener generalizado; 

(2) Short Selling com total uso da receita de venda é permitido; (3) não existem 

custos de transação; (4) não há pagamento de dividendos durante a vida do 

derivativo; (5) não existem oportunidades de arbitragem sem risco; (6) negociação 

de ações é feita de modo contínuo; (6) a taxa de risco r é constante para todas os 

vencimentos. 

Partimos da seguinte premissa para o preço da ação: 

 

SdzSdtdS σµ +=  

 

Seja f o preço de um derivativo dependente da ação básica S. É razoável 

supor que f seja uma função do preço da ação S e do tempo t. Então, pelo Lema de 

Itô, sabemos que a seguinte relação também é verdadeira: 
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dzS
S
fdtS

S
f

t
fS

S
fdf σσµ

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 22
2

2

2
1  

 

As versões discretas das duas equações acima são: 

 

zStSS ∆+∆=∆ σµ  

zS
S
ftS

S
f

t
fS

S
ff ∆

∂
∂

+∆







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∆ σσµ 22
2

2

2
1  

 

Note que o ∆z das duas equações é o mesmo, e compõe a parte estocástica 

do modelo. Montando uma carteira apropriada de ações e opções, podemos 

eliminar este componente. Esta carteira é formado pela venda a descoberto de uma 

opção, de valor f, e pela compra de Sf ∂∂  ações. Seja Π  o valor desta carteira 

dado por: 

 

S
S
ff

∂
∂

+−=Π  

 

A variação ∆Π  no valor desta carteira com o tempo t∆ é dada por: 

 

 S
S
ff ∆

∂
∂

+∆−=∆Π  

 

Substituindo f∆ e S∆ na equação acima, temos: 

 

( )zStS
S
fzS

S
ftS

S
f

t
fS

S
f

∆+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

−∆







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=∆Π σµσσµ 22
2

2

2
1

 

tS
S

f
t
f

∆







∂
∂

+
∂
∂

−=∆Π 22
2

2

2
1 σ  
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Como esta equação não envolve o termo ∆z, a variação da carteira não tem 

risco durante um período curto de tempo t∆ . Logo, esta carteira tem deve possuir 

um retorno igual à taxa livre de risco r  

 

trΠ∆=∆Π  

 

Igualando os retornos das carteiras acima e adicionando o recebimento de 

uma taxa de dividendos constante q pela posse da ação S, a equação diferencial de 

Black Scholes é dada por :  

 

tS
S
ffrt

S
fqtS

S
f

t
f

∆







∂
∂

+−=∆







∂
∂

+∆







∂
∂

+
∂
∂

− 22
2

2

2
1 σ  

( ) S
S
fqrS

S
f

S
frf

∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

= 22
2

2

2
1 σ  

 

A.4. Aproximação Analíticas 

A.4.1. Barone-Adesi e Whaley 

O valor de uma call americana é dada por: 

 

( ) ( )






−
+=

,
,/,, 1*

1

XS
SSATXSVV

qBS
Call

Call   
*

*

SS
SS

≥
<

 

 

onde ( ) ( )( )( )*
1

1

*

1 1 SdNe
q
SA tTq −−−=  

 ( ) ( ) ( )( )
tT

tTqrXSSd
−

−+−+
=

σ
σ 2//ln 2

1  

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1

81212 2

222

1

tTre
rqrqr

q
−−−

+−−+−−−
=

σ
σσ
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onde *S  corresponde ao preço da ação cujo valor da call satisfaz a equação10 

abaixo: 

 

( )
( ) ( )( )

1

**
1** 1,,

q
SSdNeTXSVXS

tTq
BS

Call

−−−
+=−  

 

Para o caso de uma put americana, temos: 

 

( ) ( )






−
+=

,
,/,, 2**

2

XS
SSATXSVV

qBS
Put

Put   
**

**

SS
SS

≤
>

 

 

onde 

 ( ) ( )( )( )**
1

2

**

2 1 SdNe
q
SA tTq −−−= −−  

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1

81212 2

222

2

tTre
rqrqr

q
−−−

+−−−−−−
=

σ
σσ

 

 

onde **S  corresponde ao preço da ação cujo valor da put satisfaz 

 

( )
( ) ( )( )

2

****
1**** 1,,

q
SSdNeTXSVXS

tTq
BS

Put

−−−
+=−  

 

A.4.2. Bjerksund & Stensland   

( ) ( ) ( ) ( )IXtTSXIItTSXIXtTSIItTSSVCall ,,0,,,,0,,,,1,,,,1,, −Φ+−Φ−−Φ+−Φ−= αα β

 

para  ( ) βα −−= IXI  

 qrb −=  

 2

2

22 2
2
1

2
1

σσσ
β rbb

+





 −+






 −=  

                                                 
10 Esta equação acima pode ser resolvida pela método da bisseção ou Newton. 
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A função Φ  é definida como: 

 

( ) ( ) ( )


















−






−=Φ

T
SIdN

S
IdNSeIHTS

σ
γ

κ
γλ /ln2,,,,  

 

onde ( ) Tbr 





 −++−= 21

2
1 σγγγλ  

 ( ) ( )( )
T

TbHSd
σ

σγ 22/1/ln −++
−=  

 ( )122
2 −+= γ

σ
κ b  

 XB
1−

=∞ β

β
 

 







= X

q
rXB ,max0  

 ( ) ( ) 







−

+−=
∞ 0

02
BB

BTbTTh σ    

 ( ) ( )( )TheBBBI −−+= ∞ 100  

 

Para o caso de uma put americana, a aproximação do valor da opção pode 

ser feita por uma transformação na fórmula da call acima : 

 

( ) ( )σσ ,,,,,,,,,, rqTSXVqrTXSV CallPut =  

 

A.5. Aproximação de Geske e Johnson 

 Em seu artigo original Geske e Johnson mostram que uma opção 

americana pode ser estimada usando-se uma série de opções exercíveis em 

instantes finitos de tempo. A fórmula desenvolvida usa o método de Extrapolação 

de Richardson baseado numa série de opções do estilo bermuda. Assim, supondo 

que ( )nP  seja o preço de uma put do estilo bermuda exercível em n instantes 

igualmente distantes, o valor de uma put americana pode ser aproximado por 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )12
2
123

2
733,2,1 PPPPPP −−−+=  

 

onde ( )3,2,1P  representa o valor aproximado de uma put americana baseada em 

opções bermuda com uma, duas e três datas de exercício respectivamente. 

Existem basicamente dois problemas nesta metodologia: (1) o modelo nem 

sempre converge pois existem casos onde ( )nP < ( )mP  para nm < ; (2) existe uma 

certa dificuldade em determinarmos quantas opções bermuda ( ( )K,3,2,1P  

devemos utilizar para atingirmos o nível de precisão desejada. 

Uma segunda contribuição foi desenvolvida por Bunch e Johnson (1992) 

sugerindo uma modificação do modelo original de Geske e Johnson. 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1222,1 maxmax PPPP −+=  

 

onde ( )2maxP  corresponde ao valor da opção exercível em um de dois instantes de 

tempo, onde esses instantes são determinados de modo a maximizar o valor da 

opção. Em seu artigo Bunch e Johnson mostram que se os instantes de exercício 

forem determinados de forma a maximizarem ( )2P , então o preço da put 

americana pode ser estimado de forma mais precisa que o modelo original de 

Geske e Johnson. 

Outra sugestão proposta por Omberg, sugere outra modificação do modelo 

Geske e Johnson de modo a assegurar a convergência.  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )12
3
124

3
544,2,1 PPPPPP −−−+=   

 

onde novamente ( )4,2,1P  representa o valor aproximado de uma put americana 

baseada em opções bermuda com uma, duas e quatro datas de exercício 

respectivamente. Assim, ( )4P  corresponde ao valor da put exercível nos instantes 

4T , 42T , 43T  e T . Por usarmos uma série geométrica, podemos assegurar 

que ( ) ( ) ( )124 PPP ≥≥  sempre será válido. A razão para isto baseia-se no fato da 
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opção ( )4P  incluir todos os instantes de exercício antecipado da opção ( )2P , da 

mesma forma que ( )2P  inclui o instante de exercício de ( )1P .  

 

A.6. Equações de Diferenças: Série de Taylor 

Série de Taylor: 

 

........)('''
6
1)(''

2
1)(')()(

........
6
1

2
1)()(

........
6
1

2
1

32

3
3

3
2

2

2

3
3

3
2

2

2

+⋅⋅+⋅⋅+⋅+=+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅=−+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅=

dxxfdxxfdxxfxfdxxf

dx
dx

fddx
dx

fddx
dx
dfxfdxxf

dx
dx

fddx
dx

fddx
dx
dfdf

 

 

Com base na escolha da diferença dx  teremos diferentes tipos de 

aproximações para as derivadas parciais: forward, backward e central. 

 

● Derivadas de 1° ordem:  

Forward ( hdx = ): .....)('''
6
1)(''

2
1)()()(' 32 +⋅⋅+⋅⋅+

−+
= xfhxfh

h
xfhxfxf

 )()()()(' h
h

xfhxfxf ε+
−+

=  

 

Backward ( hdx −= ): )()()()(' h
h

hxfxfxf ε+
−−

=  

 

Central ( hdx 2= ): )(
2

)()2()(' 2h
h

xfhxfxf ε+
−+

=  

 )(
2

)()()(' 2h
h

hxfhxfxf ε+
−−+

=  
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● Derivada de 2° ordem:  

Resolver o sistema: 

  

........)()('''
6
1)()(''

2
1)()(')()(

........)('''
6
1)(''

2
1)(')()(

32

32

+−⋅⋅+−⋅⋅+−⋅+=−

+⋅⋅+⋅⋅+⋅+=+

hxfhxfhxfxfhxf

hxfhxfhxfxfhxf
 

 

)()('')(2)()( 42 hhxfxfhxfhxf ε+⋅+=−++  

)()()(2)()('' 2
2 h

h
hxfxfhxfxf ε+

−+−+
=

 

 

A.7. Métodos Iterativos 

Os métodos iterativos atingem a solução do sistema através do 

melhoramento de uma solução inicial a cada nova iteração. Dentre os inúmeros 

métodos optamos por estudar apenas os chamados métodos estacionários, que 

utilizam parâmetros que permanecem fixos durante as iterações. São exemplos 

deste modelo: métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e SSOR. 

 

● Jacobi: 

 

Considere o sistema linear de equações, 

 

,
1

∑
=

=
N

j
ijij fua  Ni ,,1K=  

 

Se resolvêssemos o sistema para uma variável desconhecida, assumindo o 

conhecimento do valor das demais, teríamos a seguinte expressão: 
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A equação acima sugere o seguinte algoritmo iterativo: 
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onde n corresponde à iteração. 

Dado a representação matricial do sistema de equações fuA = , 
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e decompondo a matriz A, temos: 

 

ULDA −−= , 

 

onde:   ,22
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Em notação vetorial, o método de Jacobi é dado por: 

 

( ) fDuULDu 111 −−+ ++= nn    
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onde 1+nu  representa o vetor de variáveis desconhecidas 1+n
iu , Ni ,,1K= . Assim 

D , L− e U−  representam as matrizes diagonal, triangular inferior e superior da 

respectiva matriz A . 

 

● Gauss-Seidel: 

 

Corresponde a uma generalização do método de Jacobi. A única diferença é 

que as alterações nas variáveis são incorporadas ao processo à medida que 

ocorrem. O algoritmo do método é dado por: 
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Em notação vetorial teríamos: 

 

( ) ( )fuULDu +−= −+ nn 11  

 

● Successive overrelaxation method (SOR): 

 

O método SOR é constituído pela ponderação de duas iterações sucessivas 

do Gauss-Seidel. 
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O parâmetro ω  é conhecido como overrelaxation parameter. O seu valor 

afeta enormemente a taxa de convergência, sendo seu valor ótimo de difícil 

determinação.  

Se optarmos por 1=ω , o método SOR transforma-se no Gauss-Seidel. 

Estudos tem demonstrado que o método não converge para valores de ω  fora do 

intervalo [ ]2,0 . 
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Em notação vetorial teríamos: 

 

( ) ( )( ) ( ) fLDDULD 111 1 −−+ −+−+−= ωωωωωυ nn u  

 

● Symmetric Successive overrelaxation method (SSOR): 

 

Em notação vetorial, o algoritmo SSOR é dado por: 

 

( )( ) ( ) fLDDUDuBBu 11
21

1 2 −−+ −−−+= ωωωωnn  

 

onde ( ) ( )( )DLUDB ωωω −+−= − 11
1 ; 

 ( ) ( )( )DULDB ωωω −+−= − 11
2 . 

 

A.8. Método da Bisseção 

Seja ( )xf  uma função contínua definida no intervalo [ ]baI ,0 =  tal que 

( ) ( ) 0. <bfaf . Para simplificar, suponha também que nesse intervalo exista uma 

única raiz. Em cada iteração, a amplitude do novo intervalo iI  será reduzida pela 

metade. Assim temos que: 
2

bax +
=  

 

 
 

Ilustração A.1- Esquema do método da bisseção. 

 

O novo intervalo é obtido da seguinte maneira: se ( ) ( ) 0. <bfxf  então o 

novo intervalo é [ ]xaI ,1 = , caso contrário, ( ) ( ) 0. >bfxf , [ ]bxI ,1 = . Repetimos 
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esse processo até que o tamanho do intervalo seja suficientemente pequeno (∈). A 

raiz pode então ser aproximada por qualquer número pertencente ao intervalo. 

 

A.9. Normalização de Seqüências U ~ ( 0,1) 

● Box-Muller: 

 

Através de duas seqüências U ~ ( 0,1) independentes, usaremos o método de 

Box-Muller para transformá-las em distribuições N ~ (0,1). Assim, temos:  

 

 Resumindo:  ( u1 , u2 ) ~ U (0,1)  → −MullerBox ( x , y ) ~ N ( 0,1) 

 

)2cos()log(2

)2()log(2

vuy

vsenux

π

π

−=

−=
 

 

Conforme observamos, para utilizarmos o Método de Box-Muller devemos 

gerar no mínimo duas seqüências de variáveis quase-aleatórias. 

 

● Inversão de Moro: 

 

O algoritmo desenvolvido por Moro divide o domínio y em duas regiões: 

 

1- a região central da distribuição, 42.0≤y , é calculada com base na 

aproximação de Beasley e Springer (1977); 

2- as caudas da distribuição, 42.0>y , são modeladas com base nas 

séries de Chebyshev. 

 

A função distribuição normal acumulada é dada por: 

( ) ( )∫
∞−

−=Φ
x

t dtex 2/2

2
1
π

 

 

Assim, dado 5.0−= xy  ( ( )1,0~ Ux ), temos: 
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Para 42.0≤y :  ( )
∑

∑
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 Para 42.0>y :  ( ) =Φ − x1  
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   ∴ ( )( )[ ]21 5.0loglog.2 kykz −−−=  

 

onde 1k  e 2k  são escolhidos de modo a termos 1−=z  quando ( ) 92.0=Φ x  e 

1=z  quando ( ) 12101 −−=Φ x . As constantes, na , nb , nc , 1k  e 2k são dadas pela 

tabela abaixo: 

 
Tabela A.1- Parâmetros11 do método de inversão de Moro. 

 

 
 

 

A.10. Discrepância 

Uma medida comum de homogeneidade baseia-se na idéia de como um 

conjunto de d vetores de números estão dispersos num cubo multidimensional 

unitário. A interpretação geométrica pode ser melhor definida a seguir: Devemos 

gerar d  seqüências quase-aleatórias uniformes ({ } Nir d
i ,,1, K= ), compostas por 

N números. Esses vetores de números podem ser vistos como as coordenadas de 

                                                 
11 Valores sugeridos por Joy, Boyle e Tan. 
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pontos do cubo unitário de dimensão igual a d ( [ ]d1,0 ). Agora, selecionaremos d 

números compreendidos entre 0 e 1 de modo a gerarmos um retângulo d 

dimensional representado por uma sub-região ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dyyyyS ,0,0,0 21 ×××= K . 

Posteriormente, definimos ( )ySn  como o total de números compreendidos dentro 

desta sub-região. 

A medida que ∞→N , observamos que para um gerador de números 

quase-aleatórios possuir uma homogeneidade perfeita temos que: 

 

 ( ) ∏
=

∞→
=

d

i
i

yS

N
y

N
n

1

lim ,  para todo [ ]dy 1,0∈  

 

A equação acima resulta do fato de que para uma distribuição uniforme 

perfeitamente homogênea, a probabilidade de um número da seqüência estar 

dentro da sub-região ( )yS  deve ser igual ao volume da própria sub-região, 

definido como ( ) ∏
=

=
d

i
iyS yV

1

. Com essa definição, podemos comparar ( ) Nn yS  

com ( )ySV  para cada uma das seqüências de forma a obtermos uma medida de erro 

para sua discrepância geral, definida como: 
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A.11. Método dos Mínimos Quadrados 

iii eXY ++= 21 ˆˆ αα  ∴ [ ] 0=iuE , 

     [ ] 2σ=iuVar , 

     [ ] 0, =ji uuCov ,  para i∀  

 

A equação acima estabelece para cada observação i uma relação linear de 

dependência – suportada por dois parâmetros estimados 1α̂  e 2α̂ , denominados 
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coeficientes de regressão – entre as variáveis observadas Y e X  e um resíduo de 

estimação para a i-ésima observação ie , onde:  

 

iii YYe ˆ−=   ∴ ii XY 21 ˆˆˆ αα +=  

 

Resulta das hipóteses acima: [ ] ii XYE 21 ˆˆ αα +=  e [ ] 2σ=iYVar . 

Na estimação dos valores 1α  e 2α , adotamos o método dos mínimos 

quadrados (MQ), que se baseia no critério de minimização da soma dos quadrados 

dos resíduos: 
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onde n – representa o número de observações. 

Os estimadores são então definidos como: 
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A.12. Polinômios 

● Legendre 

 

( ) ( )∑
=

=
n

k
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para ( ) 10 =xP , ( ) xxP =1 , ( ) ( )13
2
1 2

2 −= xxP  

 ..................................................... 

 ( ) ( ) ( )xP
n

nxxP
n
nxP nnn 11 11

12
−+ +

−
+
+

=  

 

● Laguerre:   

 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kk xLxy

0
α   

 

para ( ) 10 =xL , ( ) xxL −= 11 , ( ) 2
2 42 xxxL +−= , 

 ..................................................... 

 ( ) ( ) ( ) ( )xLnxLxnxL nnn 1
2

1 21 −+ −−+=  

 

●Hermite: 

 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kk xHxy

0
α   

 

para ( ) 10 =xH , ( ) xxH 21 = , ( ) 24 2
2 −= xxH , 

 ..................................................... 

 ( ) ( ) ( )xnHxxHxH nnn 11 22 −+ −=  

 

A.13. Fatoração LU 

Dado a representação matricial do sistema de equações fxA =. , 
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Podemos decompor a matriz A de forma que: 

 

ULAP .. =  

 

tal que, P  é uma matriz de pivoteamento cujos valores são 0 ou 1, e L  e U  são 

matrizes triangulares inferior e superior respectivamente. Assim, a solução do 

sistema ( x ) pode ser obtida pela solução trivial de dois sistemas: 

 

fPyL .. =  e  yxU =.  

 

 

A.14. Números de Inicialização de Sobol 

 

Tabela A.2- Números de inicialização da seqüência de Sobol com seus respectivos 

polinômios primitivos até a dimensão 32. 

 

 

 

N G k a 0  ……  a Gk 
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 1 11 1 3 5 15 17 51 85 255 257 771 
3 2 111 1 1 7 11 13 61 67 79 465 721 
4 3 1011 1 3 7 5 7 43 49 147 439 1013 
5 3 1101 1 1 5 3 15 51 125 141 177 759 
6 4 10011 1 3 1 1 9 59 25 89 321 835 
7 4 11001 1 1 3 7 31 47 109 173 181 949 
8 5 100101 1 3 3 9 9 57 43 43 225 113 
9 5 101001 1 3 7 7 21 61 55 19 59 761 

10 5 101111 1 1 5 11 27 53 69 25 103 615 
11 5 110111 1 1 5 3 29 51 47 97 233 39 
12 5 111011 1 3 7 13 3 35 89 9 235 929 
13 5 111101 1 3 5 1 15 19 113 115 411 157 
14 6 1000011 1 1 1 9 23 37 97 97 353 169 
15 6 1011011 1 1 3 13 11 7 37 101 463 657 
16 6 1100001 1 3 3 5 19 33 3 197 329 983 
17 6 1100111 1 1 7 13 25 5 27 71 377 719 
18 6 1101101 1 1 1 3 13 39 7 23 391 389 
19 6 1110011 1 3 5 11 7 11 43 25 187 825 
20 7 10000011 1 3 1 7 3 23 79 65 451 321 
21 7 10001001 1 3 1 15 17 63 13 113 147 881 
22 7 10001111 1 3 3 3 25 17 115 17 179 883 
23 7 10010001 1 3 7 9 31 29 17 121 363 783 
24 7 10011101 1 1 3 15 29 15 41 249 201 923 
25 7 10100111 1 3 1 9 5 21 119 53 319 693 
26 7 10101011 1 1 5 5 1 27 33 253 341 385 
27 7 10111001 1 1 3 1 23 13 75 29 181 895 
28 7 10111111 1 1 7 7 19 25 105 173 509 75 
29 7 11000001 1 3 5 5 21 9 7 143 157 959 
30 7 11001011 1 1 1 15 5 49 59 71 31 111 
31 7 11010011 1 3 5 15 17 19 21 227 413 727 
32 7 11010101 1 1 7 11 13 29 3 15 279 17 

Números de inicialização  ( m 0  ……  m 10 ) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116478/CA



 140 

Apêndice B: 
 
PROGRAMAS 

No estudo dos modelos numéricos abordados optei por desenvolver os 

programas em MatLab por ser esse um software bastante utilizado em finanças. 

Assim, apesar do tempo adicional gasto para implementar os modelos, tive 

domínio total das variáveis de entrada e saída dos programas. Isso significa que 

tive maior flexibilidade para explorar cada modelo e apresentar resultados 

diversos que não apenas a simples precificação de opções. 

Abaixo, apresentamos a lista de programas resultantes deste trabalho assim 

como, as interfaces computacionais de três programas desenvolvidos com intuito 

de afirmar a possibilidade de utilizarmos o software e modelos estudados no 

desenvolvimento de aplicativos financeiros.   
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B.1. Lista de Programas 

 

 
Quadro B.1- Lista de programas desenvolvidos. 

 

NOME DESCRIÇÃO
American GVW Avaliação de opções americanas pelo Modelo de GVW
American LSM Avaliação de opções americanas pelo Modelo LSM
American DF Avaliação de uma put americana pelo método de DF
American_JumpRuin Avaliação de opções americanas utilizando o processo estocástico jump-to-ruin
American_DownOutPut Avaliação de uma put americana do tipo barreira down-out
American_UpOutPut Avaliação de uma put americana do tipo barreira up-out
American_Asian Avaliação de opções americanas asiáticas (média aritmétrica ou geométrica)
American_LookbackS Avaliação de opções americanas lookback floating strike (valor de exercício flutuante)
American_LookbackX Avaliação de opções americanas lookback floating price (preço da ação flutuante)
American_Best2 Avaliação de opções americanas compostas por dois ativos correlacionados
American_Best3 Avaliação de opções americanas compostas por três ativos correlacionados
American_Juros Avaliação de opções americanas com taxas de juros variáveis
American_TaxaJuros_correl Avaliação de opções americanas com taxas de juros estocásticas (CIR) e correlacionadas com o ativo 
American _NGARCH Avaliação de opções americanas com volatilidade estocástica (NGARCH) 
AmerCall_Barone Precificação de uma call americana  pela aproximação analítica de Barone-Adesi & Whaley 
American_BjSt Precificação de uma call/put americana  pela aproximação analítica de de Bjerksund & Stensland 
MudBase Mudança da base decimal de um número inteiro 'N' para a base 'b'
Halton Gera um número quase-aleatório com base 'b' em Halton
SeqHaltonBase Gera uma seqüência com 'n' números quase-aleatórios de Halton
SeqHaltonDim Gera uma seqüência de baixa discrepância de Halton com dimensão 'D' (<100)
SeqFaure Gera uma seqüência de baixa discrepância de Faure
DirecSobol Gera os  números direcionais da seqüência de Sobol.
SeqSobol Gera uma seqüência de baixa discrepância de Sobol com base nos números direcionais
SeqSobolDim Gera uma seqüência de Sobol de dimensão 'D' (<100)
VetRandPerm Gera seqüências baseadas no modelo de QMC Híbrido
Moro Transforma uma seqüência Uniforme (0,1) em Normal (0,1) com base no método de inversão de Moro
Box_Muller Transforma duas seqüência Uniformes (0,1) em uma Normal (0,1) com base no método de Box-Muller
EurCall_MC Precificação de uma call européia por SMC
EurCall_Halton Precificação de uma call européia por QMC usando numeros aleatórios de Halton
EurCall_Hibrido Precificação de uma call européia por QMC-Hibrido (Halton) 
EurCall_Faure Precificação de uma call européia por QMC usando números aleatórios de Faure
EurCall_Sobol Precificação de uma call européia por QMC usando números aleatórios de Sobol
EuroCall_AV Precificação de uma call européia por MC usando o método das variáveis antitéticas
EuroCall_CV Precificação de uma call européia por MC usando variáveis de controle
EuroCall_SS Precificação de uma call européia por MC usando  estratificação
EuroCall_IS Precificação de uma call européia por MC usando  importance sampling
Integral_MC Cálculo de uma integral (simples ou dupla) por SMC
Integral_Halton Cálculo de uma integral (simples ou dupla) por QMC-Halton 
Integral_Faure Cálculo de uma integral (simples ou dupla) por QMC-Faure
Integral_Sobol Cálculo de uma integral (simples ou dupla) por  QMC-Sobol 
Integral_AV Cálculo de uma integral simples por SMC usando o método de variáveis antitéticas
Integral_CV Cálculo de uma integral simples por  SMC usando o método de variáveis de controle
Integral_SS Cálculo de uma integral simples por  SMC usando o método de estratificação
AmericanPut_Crank_SOR Precificação de uma put americana por DF Crank-Nicholson (SOR)
Americanput_expl Precificação de uma put americana por DF  Explícito
Americanput_expl_PROB Gráfico as probabilidades do método de DF Explícito
AmericanPut_Impl Precificação de uma put americana por DF Implícito (Brennan & Schwartz)
AmericanPut_Impl_SOR Precificação de uma put americana por DF Implícito (SOR)
AmericanPut_Impl_SSOR Precificação de uma put americana por DF Implícito (SSOR)
SOR_American Solução de um sistema pelo método SOR e programação dinâmica (usado na função AmericanPut_Impl_SOR)
SSOR_American Solução de um sistema pelo método SSOR e programação dinâmica (usado na função SSOR_American)
Regressão Regressão dos mínimos quadrados usando polinômios de Legendre, Hermite, Lagrange e linear
BinAm_BBSR Precificação de uma call/put européia pelo modelo binomial BBS c/ Extrapolacao de Richardson
BinAm_BS Precificação de uma call/put européia pelo modelo binomial Black-Scholes
BinAm_Control Precificação de uma call/put americana pelo modelo binomial c/ variável de controle
BinAm_MVM Precificação de uma call/put americana pelo modelo binomial c/ valores médios
BinAmCall Precificação de uma call americana pelo modelo binomial
BinAmCall_BS Precificação de uma call americana pelo modelo binomial Black-Scholes
BinAmPut Precificação de uma put americana pelo modelo binomial
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B.2. Interface Computacional 

B.2.1. Modelo de Diferenças Finitas 

 
 

Figura B.1- Interface computacional do programa American_DF.m. 

 

B.2.2. Modelo GVW 

 
 

Figura B.2- Interface computacional do programa American_GVW.m. 
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B.2.3. Modelo LSM 

 

 
 

Figura B.3- Interface computacional do programa American_LSM.m. 
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