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Capitulo 1:

INTRODUGAO

As opgoOes financeiras sdo geralmente classificadas de acordo com sua
possibilidade de exercicio antecipado. Enquanto as opgdes européias sé podem ser
exercidas na sua data de expiracdo, as americanas podem ser exercidas a qualquer
momento até seu vencimento. Assim, a precificagdo de opcdes européias por
exigir apenas o conhecimento do preco final do ativo apresenta-se como uma
tarefa bastante simples se comparada com opg¢des mais complexas do estilo
americano. Black e Scholes (1973) desenvolveram uma solucdo analitica de
precificacdo de uma call européia simples. No entanto, as solucdes analiticas para
opgOes mais complexas ndo existem ou ainda ndo foram desenvolvidas. Dessa
forma, a maior parte das pesquisas que atualmente estdo sendo desenvolvidas na
area de instrumentos financeiros sao focadas no uso de procedimentos numéricos
na avaliacdo de opgdes com caracteristicas mais complexas, dentre elas
americanas. Esse trabalho pretende estudar os métodos numéricos disponiveis
para a avaliacdo de opgdes americanas. Modelos desenvolvidos recentemente,
baseados em Simulagdes de Monte Carlo, parecem ser a resposta para a analise
das caracteristicas de exercicio antecipado presentes nesse tipo de opcdo sejam
elas tradicionais ou complexas.

A caracteristica de exercicio antecipado tem sido a maior dificuldade no
desenvolvimento de solugdes analiticas para op¢des do estilo americano. Assim,
ao longo dos anos, foram desenvolvidos varios métodos numéricos utilizados na
precificacdo de opgdes americanas. No entanto, a maioria torna-se impraticavel na
avaliacdo de opg¢des americanas complexas ou com mais de trés fatores de
incerteza. Dentre os métodos mais comuns, temos: Brennan e Schwartz (1977)
desenvolveram o método de diferencas finitas; Cox, Ross e Rubinstein (1979)
propuseram o modelo de arvores binomiais; Johnson (1983) e Geske e Johnson
(1984) mostram como o valor de uma put americana pode estimado usando o

método de Extrapolagdo de Richardson baseado numa série de opgdes bermudas;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116478/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116478/CA

16

Last e MacMillan (1986), Barone-Adesi e Whaley (1987) e Bjerksund e Stensland
desenvolveram aproximacgdes analiticas para precificagdo de uma put americana
tradicional.

Boyle (1977) introduziu o modelo de Simulacdo de Monte Carlo na
avaliagdo de opgoes. Até recentemente, o uso de simula¢des na avaliagdo de
opgoes se restringiu a precificacdo de opcdes do estilo europeu. Muitos sdo os que
consideram esses modelos inaplicaveis a opg¢les americanas, visto que seu
algoritmo de precificagdo envolve a determinagdo da estratégia dtima de exercicio
antecipado através de um recurso de programacdo dinamica. Acreditava-se que os
modelos de simulacdo por serem inerentemente do tipo forward nao
comportariam um modelo de programacao dindmica, backward por natureza. Esse
fato pode ser melhor exemplificado pela declaracdo de alguns autores: de acordo
com Hull, “Uma limitacdo do Modelo de Monte Carlo ¢ que somente pode ser
aplicado na avaliacdo de derivativos do estilo europeu."; Hull e White tornam essa
idéia ainda mais clara quando afirma que “A Simulagdao de Monte Carlo nao pode
captar a caracteristica de exercicio antecipado, visto ndo sabermos a decisao de
exercicio 6timo para um certo preco num dado instante.”

Demonstraremos através da andlise de dois modelos, como podemos
incorporar a caracteristica de exercicio antecipado ao método de precificagdao por
Simulacdo de Monte Carlo de modo a avaliarmos opgdes americanas. Com 1isso
pretendemos demonstrar a importancia e flexibilidade desses modelos de
simulagdo na avaliacdo de opgdes sejam elas européias ou americanas, simples ou
complexas.

O presente estudo encontra-se divido em 3 partes: a primeira parte apresenta
0s conceitos basicos envolvidos na Simulacdo de Monte Carlo, assim como um
estudo de técnicas de aceleracdo de convergéncia. O estudo destas técnicas tem
por objetivo fundamentar a escolha daquela que melhor se adapta ao nosso
modelo de simulagao na precificacdo de opgdes americanas. A segunda envolve o
estudo dos modelos de precificacdo tradicionais. Devido a popularidade destes
modelos (arvores binomiais e diferencas finitas) optamos, na medida do possivel,
por uma abordagem diferenciada, procurando apresentar alguns conceitos
adicionais ndo encontrados na maioria dos livros e literatura de financeira. Na
ultima parte, analisamos dois modelos de avaliagdo de opg¢des americanas

baseados em Simula¢des de Monte Carlo. Optamos por incorporar aos dois
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métodos originais um modelo de Quase-Monte Carlo Hibrido de modo a
melhorarmos a precisao dos resultados. No capitulo final apresentamos como o
modelo LSM pode ser eficientemente aplicado na avaliacdo de opcdes americanas
exoticas e complexas que envolvam multiplas varidveis de estado. O apéndice
detalha alguns conceitos complementares aplicados ao longo do trabalho, assim
como a tabela dos programas desenvolvidos.

Primeiramente estudaremos a aplicacdo desses modelos baseados em
simulagdo na precificacdo de opgdes americanas tradicionais de modo a
compararmos os valores com aqueles obtidos através de aproximacgdes analiticas.
Esse procedimento permite determinarmos a precisdao dos modelos antes de nos
estendermos na avaliacdo de op¢des americanas mais complexas, como: taxas de
juros e volatilidade estocésticas, processos estocasticos diversos e particularidades

inerentes a opgdes exodticas.
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Capitulo 2:

SIMULAGCAO DE MONTE CARLO

2.1. Conceitos Basicos

A precificacdo de opcdes através de simulacdes de Monte Carlo (SMC) pode

ser dividido em 3 passos basicos:

1. simulagdo do preg¢o do ativo(s) e outros parametros como taxa livre de
risco, dividendos e volatilidade do preco do ativo (varidveis de estado);

2. determinagdo do payoff do ativo(s);

3. precificacdo da opgdo através da média das simulagdes e determinacao da
precisao do resultado representada pelo intervalo de confianca e desvio

padrao.

O primeiro passo representa os parametros de inmput no processo de
precificacdo e envolvem respectivamente: a geracao de numeros aleatérios (NA)
para cada varidvel de estado, geragdo das distribuicdes de probabilidades
desejadas e constru¢do dos caminhos de pregos do ativo(s). O segundo passo
depende das caracteristicas especificas da opcao que pretendemos precificar.

Como a simulacdo destas varidveis sao amostras de um determinado
processo estocastico, o passo 3 faz uso de conceitos estatisticos basicos para
determinarmos a precisdo da simulagdo. A existéncia dessa medida de precisdo no
modelo de SMC ¢ uma de suas vantagens frente aos demais métodos numéricos
de precificagdo tais como as arvores binomiais. A eficiéncia computacional da
simulacdo depende da precisdo pretendida. Assim, métodos alternativos sao
geralmente adicionados ao modelo de simulag@o basico, de modo a aumentarmos
sua eficiéncia, sdo eles: técnicas de reducao de variancia e Quase-Monte Carlo.

A SMC ¢ o modelo de precificagdo a ser escolhido quando uma ou mais das

caracteristicas abaixo estao presentes:
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e processos estocasticos mais complexos que o movimento geométrico
browniano;

e opgoes dependentes de multiplas varidveis de estado e processos
estocasticos diversos;

e payoff’s dependentes da trajetoria de pregos do ativo (“path dependent’):
opgdes asiaticas, lookback ..... e em ultima instancia qualquer tipo de

op¢ao do estilo americano.

A existéncia de processos estocasticos diversos podem ser exemplificados
pela presenga de taxas de juros, dividendos e volatilidade estocésticos. Além das
variaveis citadas anteriormente podemos ter também opg¢des envolvendo multiplos
ativos, geralmente seguindo um mesmo processo estocastico. No caso de opgoes
com payoff’s dependentes do tempo, a histéria de pregos do ativo objeto deve ser
considerada quando na precificagdo da op¢do e ndo apenas o pre¢o no instante
final, como ¢ o caso de opgdes européias.

A precificacdo de uma opcao envolvendo apenas um ativo objeto pode ser

resumido pelos passos abaixo:

1. simulagdo dos pregos do ativo, S,,0<t<T ;
2. estimar E [ f (S, 0<t< r).e*"’ ], onde: f'¢é a fungdo representativa do payoff

e 7 €[0,7] representa 0 momento de exercicio;

No caso de termos taxas de juros (r) e volatilidade (o ) estocasticas, estes
valores devem também ser simulados. Uma opg¢do envolvendo multiplos ativos
pode ser precificado pelas simulagdes dos precos dos diferentes ativos e
determinagdo dos payoff’s de acordo com a fun¢do f dependente dos multiplos

ativos. Abaixo apresentamos algumas das fungdes f mais comuns:

Européia: (S, -K)"

Americana: (s

T +
Asiatica: (Tl [8,dt- Kj
0
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knockout (up-and-out): (ST — K)+, {St <U, 0<¢t< T}
Barreira dupla (knockout): (S, -K)", {L <8, <U, 0<t< T}
Lookback (strike): (ST - min{S,, 0<¢t<T })+

A precificacdo de uma call européia envolve apenas a simulagdo de precos

no instante final 7, onde o payoff ¢ S, —Kse S, >Ke 0 caso contrario. As

simulagdes dos pregos do ativo objeto sdo repetidas através da utilizagdo de

diferentes numeros aleatorios (NA) representativos de uma distribuicdo N ~ (O,l).

Assim, neste caso a SMC ¢ dita unidimensional por envolver apenas a geracdo de
uma seqiiéncia de NA. J4 a precificacdo de uma opgdo americana ¢ um problema
mais complexo por envolver a possibilidade de exercicio antecipado em qualquer
instante #; at¢ o vencimento da op¢ao em 7. Este problema sera abordado de forma
mais detalhada nos capitulos a seguir. Por hora, assumindo o conhecimento da
politica de exercicio 6timo ao longo do tempo, o procedimento de precificacdo da
opc¢do americana serd similar ao da op¢ao européia. A diferenca bésica reside no
fato de termos que simular os pre¢os do ativo em cada instante #; de modo a

checarmos a possibilidade de exercicio antecipado (# ). No caso da opgio

européia asidtica, precisamos simular os pre¢os do ativo ao longo do tempo de
modo a calcularmos seu pre¢o médio e compara-lo ao valor de exercicio K no
instante final 7. De maneira similar, numa opg¢ao lookback o valor de exercicio no
instante final depende do preco minimo atingido nas simulacdes do ativo ao longo
do tempo. Essa simulagdo, por envolver a geracao de diversas seqiiéncias de NA
(uma para cada instante #;), ¢ conhecida como SMC em altas dimensdes ou
multidimensional. A simulagdo em altas dimensdes sera discutida mais adiante na
precificagdo de opcdes americanas, através da abordagem de uma técnica
denominada Quase-Monte Carlo Hibrido.

A flexibilidade da SMC permite a utilizacgdo de qualquer processo
estocastico. Se estivermos interessados na geracdo de apenas um preco simulado,
como o valor Sy no caso de op¢des européias, precisaremos gerar apenas um NA
(Z2) para cada simulacdo em 7. No caso de optarmos pelo movimento geométrico

browniano, o pre¢o do ativo pode ser simulado pela expressao abaixo:
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ST — Soe[(r—q—o-z/Z)T+(r«/?Z] - Z - N(O,l)

Se estivermos interessados em construir um caminho simulado de pregos ao

longo do tempo, como S, para ¢, =t <t,<...<t, =T (t,=0) no caso de

opgoes dependentes da trajetoria de pregos e americanas, temos:

S =S e[(lﬁ,qul/z)AwrG\/EZi] At =t

it 14

; i+l i

Podemos estender o0 mesmo processo estocastico as variaveis r € o:

do = u_odt + O'GO'dVVt(U)

dr =y rdt + O',Ide,(’)

2.2. Esquemas Basicos de Precificagao

A seguir apresentaremos alguns exemplos de precificacdo de opgoes
visando fixarmos os conceitos introduzidos, para posteriormente abordarmos a
precificacdo de opgdes americanas tradicionais e complexas. Os casos estudados
logo abaixo servem de referéncia para a abordagem opcdes complexas do estilo
europeu: opg¢des envolvendo multiplos ativos, volatilidade e taxa de risco

estocasticas e payoff’s diversos.

2.2.1. Opgao Européia

Num titulo europeu, os payoff’s independem das decisdes do detentor ao
longo da vida 1til da opgdo. Assim, supondo a ndo existéncia de arbitragem, uma
opcdo européia pode ser precificada com base no valor esperado de sua
remuneracdo terminal, descontado a uma taxa livre de risco. O algoritmo de
precificacao pode ser descrito como:

1. gerar um NA Z; e simular os pregos do ativo objeto no instante -

ST — SO -e[(r—q—az /2)T+0'\/?Zj]
5]

oJ
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2. calcular o payoff (f;) da opcdo no vencimento para cada uma das

trajetorias simuladas:
Jr, = max(Sm -K.0)

3. descontar cada um dos payoff’s para o instante inicial usando a taxa livre

de risco e calcular a média desses valores:

2 fr,

- j=1 . , . ~
C=e"" T .« M — numero de simulagdes

TRAJETORIAS DISTRIBUIGAD LOGNORMAL

110 140

130 H
100+

1208

90 110

@
=]

—
o

S {preco da agdo)

@
=]

st ]
ED?—‘
‘ ‘ . ‘

40 . 40
i} 04 1 14 2 25 3
Tempo (meses)

Figura 2.1- Esquema grafico da simulagdo de precos (100 trajetorias) e distribuicdo

lognormal (1000 pregos no instante final). Dados da simulagdo: S, =70, X =70,

r=.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses.

Tabela 2.1- Tabela de convergéncia do modelo de SMC:S, =70, X =70,

r=.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses (Callg.s: 5.7337).

Simulagoes Callyc Gpop
100 5.9732 0.7419
500 6.2139 0.3874

1.000 5.9376 0.2775
5.000 5.6011 0.1182
10.000 5.6693 0.0856
50.000 5.7448 0.0383
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2.2.2. Opcao Barreira

A opgao barreira ¢ um exemplo classico de opcao dependente da trajetoria
de precos. Neste caso, o payoff depende tanto do prego do ativo no vencimento da
opc¢do, como também se o preco atingiu determinado valor (barreira) em algum
momento da trajetoria. Por exemplo, uma op¢ao down-out € uma opgao barreira
que automaticamente expira sem valor quando o preco do ativo cair abaixo de um
determinado valor de barreira. Da mesma forma, op¢des down-in ndo fornecem
um payoff, a ndo ser que o preco do ativo caia abaixo da barreira a0 menos uma

vez durante a vida da opg¢ao. O algoritmo de precificacao pode ser descrito como:

1. gerar as trajetorias de pregcos do ativo objeto nos instantes

t,,=t,+Atonde i =0,1,...,N:

lr-g-o? 12)stsoraiz, | N — intervalos de tempo

2. calcular o payoff (f;) da opcdo no vencimento para cada trajetdria

j=12,....M:

max(ST,j —K,O), para S, . > S, em todos instantes ¢,

fT,j =
0, para §, ; <S, em todos instantes ¢,

3. descontar cada um dos payoff’s para o instante inicial usando a taxa livre

de risco e calcular a média desses valores:

M
2. r.
— =1 ’ . ;.
C=e"" jT M — ntimero de trajetorias
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Figura 2.2- Esquema grafico da simulacéo de trajetérias com 30 intervalos de tempo e o

respectivo valor barreira: X =70, S;,, =55, r =.1/ano, o =.35/ano, T = 3 meses.

Tabela 2.2- Tabela de convergéncia do modelo de SMC na precificagdo de uma put

estilo barreira: S, =70, X =70, S,,, =55, r =.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses.

Simulagdes PUTyown-out Ny Barreira*
235 intervalos de tempo
500 2.2140 63
5.000 2.1450 626
10.000 2.1041 1242
50.000 2.0930 6326
100.000 2.0915 12777
50 intervalos de tempo
500 2.1850 67
5.000 2.0059 674
10.000 2.0194 1352
50.000 2.0057 6835
100.000 2.0000 13518
100 intervalos de tempo
500 2.2001 64
5.000 1.9529 708
10.000 1.9630 1350
50.000 1.9533 7008
100.000 1.9488 14094

* numero de simulagoes que atingiram a barreira
** solucdo analitica: PUT=1.9596 (uma vez ao dia)

2.2.3. Opcgao Asiatica

Nas opgodes asidticas os payoff’s dependem do pre¢o médio do ativo medido

durante uma parte ou toda a vida da opg¢do. Dependendo de como a média ¢

calculada, temos dois tipos basicos de opc¢des asidticas: geométrica e aritmética. A

fun¢do payoff de uma opg¢ao asiatica pode ser descrita por:
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Figura 2.3- Esquema grafico da simulagdo de trajetérias com 100 intervalos de tempo:

S, =70, X =70,r=.1/ano, c =.35/ano, T =3 meses.

Tabela 2.3- Tabela de convergéncia do modelo de SMC na precificagdo de uma call

asiatica: S, =70, X =70, r =.1/ano, o =.35/ano, T = 3 meses.

Simulagdes CALLsg14T. Gpop
25 intervalos de tempo
500 3.2535 0.2144
5.000 3.2965 0.0681
10.000 3.3354 0.0482
50.000 3.3531 0.0218
100.000 3.3286 0.0153
50 intervalos de tempo
500 3.1416 0.2056
5.000 3.2652 0.0662
10.000 3.3022 0.0477
50.000 3.2625 0.0212
100.000 3.2732 0.0150
100 intervalos de tempo
500 3.2212 0.2020
5.000 3.2287 0.0665
10.000 3.2964 0.0476
50.000 3.2063 0.0209

100.000 3.2334 0.0149
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Capitulo 3:

METODOS DE ACELERAGAO DE CONVERGENCIA

3.1. Técnicas de Reduc¢ao de Variancia

O erro na estimativa da precificagdo de opcdes pelo método de SMC pode
ser representado pelo desvio padrao da simulacdo dividido pela raiz quadrada do
numero de simulagdes. Quanto menor o desvio da simulagdo, maior a precisao dos
resultados. Devemos lembrar que esse desvio deve ser associado a variancia dos
precos da opg¢do obtida com a repeticdo das simulagdes inimeras vezes, sendo
assim um desvio padrdo populacional e ndo amostral. Varios métodos foram
desenvolvidos no intuito de reduzir esse desvio padrdo e assim diminuir também o
numero de simulagdes necessarias a determinado nivel precisdo. Esses métodos
sdo: (1) variaveis antitéticas, (2) estratificacdo, (3) varidveis de controle, (4)
importance sampling. A seguir discutiremos cada um desses métodos,

exemplificando sua aplicagdo na avaliacdo de opgdes européias.

3.1.1.Variaveis Antitéticas

Varidveis antitéticas ¢ a mais simples e uma das principais técnicas
utilizadas para reduzir a variancia de uma estimativa. A idéia basica consiste em
fazermos uso do fato de que uma trajetoria de pregos e sua imagem possuem a
mesma probabilidade de ocorréncia. Em outras palavras, devemos gerar uma
variavel estocéstica negativamente correlacionada a varidvel de estado do ativo
objeto. Assim, cada trajetoria deve ser associada a um par de seqiiéncias, isto ¢
duas trajetérias negativamente correlacionadas. Supondo uma opg¢do européia,

geraremos duas seqiiéncias de NA representativas do prego do ativo no instante

final T: Z;.e ij. =f(ZA}.) onde Cov(Zl,Zz)< 0. Segue abaixo a utilizacdo desse

método na precificagdo de uma opgao européia com base na simulagdo de M

trajetorias de pregos:
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1 [(r—q—cz/z)rmﬁz}]

Trajetoria 1: S =S5, e Zjl. =7.2),....,7,,
& 1 < 1
DD I
5. 1 _ T 1 1 _ =T J=I _ J=l
Payoff’s: S, =€ max(ST’j —K,O) e C =e IYAEY;
Trajetoria2: S’ = So,je[(r_q_gz/zwoﬁzfz] Z = f(ZJ‘,): VAN A A

Payoff’s: fo=e max(STz’j —~ K,O)

05/

Com base nos valores presentes dos payoff’s acima, o valor da op¢ao pode

ser estimado por:

i(»ﬂ:}j + ft(,2/ )/2

_ J=
Cp =

M

O argumento para utilizarmos o método de varidveis antitéticas baseia-se na

comparag¢do entre as variancias das duas simulagdes:

{ftl +ft2].:| Var[ft1 ]+ Var[ftz]+ 2C0v[ft] ,f,z]
Var| = 5 e = - °4 -

= %(Var[C]—i— COV[fti af;[,z])

onde Var[ft; ]= Var[ft:]= Var|[C]

Assim, temos que Var[C,,|<Var[C] se Covl fos f,OZJS Var|[C]. No entanto,
como a avaliagdo de C,,, usa duas vezes mais simulagdes (2M) que a avaliagdo de
C, devemos acrescentar uma nova restri¢ao representada por: 2Var[C Vi ] < Var[C ]
Concluimos que Cov[fti, ftf]S 0 de modo a satisfazermos as equacdes acima e

dessa forma aumentarmos a eficiéncia da simulacao ao utilizarmos o método de

variaveis antitéticas. Geralmente fazemos uso das seguintes fungdes quando na
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simulagdo da segunda trajetoria de preos: Z; = f (Z;):—Z} ou

2= 1lz))=1-2.

Tabela 3.1- Tabela de convergéncia do modelo de SMC com variaveis

antitéticas: S, =70, X =70, r=.1/ano, o =.35/ano, T =3meses (Callgs:

5.7337).
Simulagoes Callyc OMC Callya GvaA

100 5.9732 0.7419 5.5074 0.4090

500 6.2139 0.3874 5.8549 0.1954

1.000 5.9376 0.2775 6.0235 0.1389

5.000 5.6011 0.1182 5.7021 0.0621

10.000 5.6693 0.0856 5.7484 0.0447

50.000 5.7448 0.0383 5.7403 0.0200

3.1.2. Variaveis de Controle

A implementacdo desse método baseia-se na utilizacdo de uma varidvel
conhecida, denominada variavel de controle, que t€ém um valor préximo aquele da
variavel que esta sendo estimada. Suponha que queiramos estimar o valor de

0=E [C A] e tenhamos outra variavel ¥ com valor esperado conhecido v. Fazendo

uma analogia a precificacdo de opgdes, € ¢ o valor estimado da opgdo que
queremos precificar para o qual ndo existe uma solu¢do analitica conhecida (por
exemplo, uma opg¢do exdtica ou americana) € v ¢ o preco da op¢do vanilla
correspondente cujo valor ¢ dado pela solugdo de Black Scholes. Assim, duas
simulagdes devem ser feitas em paralelo: uma para obtermos o valor estimado de
C" e outra para o valor estimado de C”. O valor da op¢do pode ser mais bem

estimado usando a formula abaixo:
cL=c'+p(c’-v)

onde C* e C” sdo os valores estimados das opgdes 4 e B, respectivamente, v é a
solucdo analitica da op¢do B ¢ f um parametro a ser escolhido.
De modo a reduzirmos a varidncia da estima¢do do valor da op¢do, uma

escolha viavel para ¢ dada por:
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Elci. )= Elc*]+ p Elc? -v]|=06

var|ciL |=var|c? |+ pvar|c® |+ 28 covlc?, C?]

A primeira equacao demonstra que o método de varidvel de controle gera
um estimador ndo tendencioso independente do valor escolhido para £, enquanto a

segunda sugere que a variancia poderia ser minimizada pela seguinte escolha de

)

_Covlc*,C”]

p= Var|CB |

Devemos salientar que o valor de £ deve ser estimado por simulacgdes piloto,

visto ndo sabermos a priori os valores Cov[C 1.c* ] e Var[C i ]

Tabela 3.2- Tabela de convergéncia do modelo de SMC com variaveis de

controle: S, =70, X =70, r=.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses (Callg.s: 5.7337).

Simula(;ﬁes CallMC OMC Callvc Ovyc
100 59732  0.7419 58118  0.3988
500 6.2139 03874 | 5.7649  0.1673

1.000 59376  0.2775 57377  0.1173
5.000 5.6011 0.1182 | 5.7013  0.0514
10.000 5.6693  0.0856 | 5.7382  0.0366
50.000 5.7448  0.0383 5.7294  0.0163

3.1.3. Estratificagao

Envolve a divisao da distribui¢do em intervalos iguais ou preferencialmente
com probabilidades de ocorréncia iguais. Suponha que tenhamos dividido a
distribuicdo em 10 intervalos, todos com a mesma probabilidade. Assim,
escolheremos um esquema de simulagdo que nos assegure que 10% das amostras
estejam dentro do primeiro intervalo, 10% no segundo e assim por diante. Ao
final da simulacao, teremos 10 valores médios resultantes da simulag¢ao dentro dos
limites de cada intervalo. Como cada intervalo possui uma probabilidade de

ocorréncia igual a 1/10, podemos estimar o valor médio ao longo de toda a
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distribuicdo com base nestes 10 valores. No exemplo em questdo, devemos
observar a necessidade de gerarmos 10 seqiiéncias de NA, cada uma restrita a um
determinado intervalo. Segue logo abaixo a representagdao grafica do método de

estratificacdo baseado na divisdo da distribuicdo em 30 intervalos iguais.

llustragdo 3.1- Esquema do método de estratificagdo com 30 intervalos (*Fonte:
JACKEL, P. Monte Carlo Methods in Finance).

Tabela 3.3- Tabela de convergéncia do modelo de SMC com 5 estratificagdes: S, = 70,

X =70, r=.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses (Callg.s: 5.7337).

Simulagdes Callyc OmMC Callsg Oss
100 5.9732 0.7419 5.9447 0.5118
500 6.2139 0.3874 5.4886 0.1433
1.000 5.9376 0.2775 5.7217 0.1051

5.000 5.6011 0.1182 5.7366 0.0506
10.000 5.6693 0.0856 5.7831 0.0373
50.000 5.7448 0.0383 5.7422 0.0161

3.1.4. Importance Sampling

Esse método ¢ mais facilmente entendido através de um exemplo. Supondo
que queiramos precificar uma call européia cujo preco do ativo no instante inicial
esta bem abaixo do seu valor de exercicio. Se simularmos uma trajetéria, ¢ bem
provavel que tenhamos um payoff final igual a zero. Apesar de infreqiientes, sao
as trajetorias com payoff’s positivos que determinardo o preco da opgdo. Isso
significa que precisaremos de um grande numero de trajetorias para obtermos
valores precisos para o preco da opcao. A idéia basica do método ¢ entdo adotar

artificios que facam com que a simulagdo gere um menor niimero de trajetorias
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com payoff’s iguais a zero. Abaixo apresentaremos os estimadores das duas

abordagens mais comumente adotadas na solucao do problema.

a) alteragdo da funcdo distribui¢do de probabilidade Z, em 4 .

i=1

M +
Temos que: C=e"" %Z‘(SO exp((r —%GZJT + O'\/TZIJ —Kj

Substituindo a fun¢do de probabilidade Z, ~ N (0,1) por Z ~N (ﬁﬁ ’Szj’
o}

onde m € um valor positivo de modo a aumentarmos a taxa de retorno do
ativo e conseqiientemente aumentarmos também a possibilidade de payoff’s
positivos. Caso m =0, adotaremos s>1 de modo a aumentarmos a
volatilidade (s ).

Assim, o estimador da call européia ¢ dado por:

M -~ T
Co—e’ ﬁZ(So exp((l” - %szr ; aﬁz[j - Kj R(Z)

i=1

. = m
ou substituindo Z, = sZ, +—~/T , temos:
o

M

Cy = e’T$Z(SO exp((r+m—%02JT+s0'ﬁZiJ—Kj R(Z,)

i=l1

' o ' 2

2 2
onde R(Z): ﬁ(Zi) = s.exp[l_zs 72— smT 7. _l[ﬁj T}
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b) adicionar ao método acima uma trucagem lateral na fun¢do distribui¢ao
de probabilidade:

Para que a call européia possua um payoff positivo temos que:

e e{ofE i)

Adicionando a restri¢do acima de modo a garantirmos um payoff sempre

positivo, temos que Z; truncado a esquerda possui uma func¢do de

o(x)-o(L,,)

distribuicao acumulada dada por , onde
1- (DiLs,m )

L, = SO_\/_(Iog[K] (r+m—%azJT}

Tabela 3.4- Tabela de convergéncia do modelo de SMC com importance

sampling: S, =70, X =70, r=.1/ano, o =.35/ano, T =3meses (Callgs:

5.7337).
Skt Monte Carlo Método A Método B
CallMc OMC Callls O1s Callls Oils

100 5.9732 0.7419 6.3049 0.4620 5.8437 0.2489

500 6.2139 0.3874 5.9773 0.2106 5.7296 0.1093

1.000 5.9376 0.2775 5.6055 0.1512 5.7550 0.0767

5.000 5.6011 0.1182 5.6840 0.0656 5.7392 0.0346
10.000 5.6693 0.0856 5.6792 0.0464 5.7458 0.0247
50.000 5.7448 0.0383 5.7401 0.02071 5.7394 0.0110

3.1.5. Latin Hipercube (LH)

Esse método tem por base a tentativa de alocar amostras num stratum
multidimensional com o minimo de overlaps numa projecdo unidimensional.
Imagine que queremos avaliar o efeito de quatro pardmetros (stratum com quatro
dimensdes) sobre uma variavel. Cada um desses pardmetros pode assumir sete
valores. O método LH ¢ um esquema que aloca um valor para cada parametro ao
menos uma vez ema cada stratum. Na figura abaixo demonstramos a alocagdo de

pontos de acordo com o modelo LH para o caso citado acima.
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llustragao 3.2- Esquema grafico do método Latin Hipercube. (* Fonte: JACKEL, P.

Monte Carlo Methods in Finance.)

Devido ao excelente desempenho do método LH frente as demais técnicas

de reducao de variancia, seu respectivo grafico de convergéncia segue logo abaixo

separado dos demais.

575

5,748

8746

5744+

57421

CALL

5741
5738+
5736
5734+

5732
0

VAN

T T
—— Black Scholes
—s— MC + Latin Hipercube |

Vv

—

s

1

1.5

2 25 3

i il 4
Mirmero de simulagdes w10

ERRO MEDIO

25}

0ar

¥ 10

L
s

1

15
Mirmero de simulagdes

2

25

Figura 3.1- Convergéncia do método Latin Hipercube: S, =70, X =70,

r=.1/ano, o =.35/ano, T =3 meses (Callg.s: 5.7337).
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3.2. Sequéncias de Baixa Discrepancia ou Quase-Monte Carlo (QMC)

Nas simulacdes das se¢des anteriores utilizamos numeros pseudo-aleatorios
gerados pela funcdo randn disponivel na linguagem de programa¢do MATLAB

6.0. Essa fun¢do gera uma seqiiéncia de numeros com distribuigdo N (0,1).

Trabalhos recentes tém mostrado que a utilizacdo de seqii€ncias de baixa
discrepancia (ou quase-aleatorias) podem acelerar substancialmente a
convergéncia da SMC devido a necessidade de um menor niimero de simulacdes a
fim de atingirmos a precisdo desejada. Nestas seqiiéncias, as amostras sao
selecionadas de modo a preencherem igualmente todo o dominio da simulagdo.
Em seu trabalho Boyle (1996) utilizou seqiiéncias de baixa discrepincia na
precificagdo de opgdes européias, demonstrando assim as vantagens deste modelo
em relacdo ao modelo de SMC, este ultimo baseado em seqiiéncias de nimeros
pseudo-aleatorios.

A melhor performance da SQMC sobre a SMC pode ser explicada através
da analise grafica das seqiliéncias de NA geradas respectivamente pelos dois
métodos. Abaixo, comparamos empiricamente graficos resultantes da plotagem de
numeros pseudo-aleatérios e seqiiéncias de baixa discrepancia. Note que no
primeiro grafico existem regides que ndo sao preenchidas e outras com um maior
agrupamento de pontos. J4 a seqiiéncia de Sobol, preenche o espago bidimensional

de maneira mais uniforme, evitando gaps e agrupamentos.

Duas segiencias de ndmeros pseudo-aletdrios: rand ~ U (0,1) Duas segiéncias de baixa discrepancia: Sobol dim. 1 e 2
PR PR S A MR

Figura 3.2- Uniformidade no preenchimento do grafico das seqiiéncias de numeros

pseudo-aleatdrios e de baixa discrepancia.
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Da mesma maneira podemos observar graficos que nos indiquem quao bem

essas seqiiéncias representam as distribuicdes uniforme e normal. Novamente

evidenciamos o melhor desempenho das seqiiéncias de baixa discrepancia.

45

a0r
b

g

25

20

50

451

w0t

Histograma de uma seqiéncia pseudo-aletdria; rand ~ U {0,1) Histograma de uma segiéncia de Sobol dim.1

3

20

o1 02 03 04 05 0B 07 03 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Histograma de uma seqléncia pseudo-aletdria; randn ~ M ([0,1) Histograma de uma segiéncia de Sobol normalizada (Moro)

5
] anf g

I E q

Figura 3.3- Comparacdo das distribuicdes geradas pelas seqiéncias de numeros

pseudo-aleatdrios e de baixa discrepancia.

Constatamos que a homogeneidade das seqiiéncias de baixa discrepancia

conferem uma convergéncia mais eficiente na precificagdo de opcdes européias.

CALL

B.21

B1r

T T o1 T T
— Black Scholes — MG puro
—— Monte Carlo H 00gb —=— QMC Sobol |
—&— QMG Sobol 4 —+— QMC Halton
— QMC Halton [ amsk —=— QMC Faure ||
—e— GIMC Faure
007 q

5.2
0

ERRO MEDIO
o
&

0.0 g
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 1) 500 1000 1500 2000 24 3000 3500 4000
Ndmero de simulagdes Mimero de simulagies

Figura 3.4- Convergéncia dos métodos de MC e QMC.
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3.2.1. Geragao de Numeros Quase-Aleatérios Uniformes
3.2.1.1. Halton

A idéia por trds da seqiiéncia de Halton ¢ representarmos cada numero
inteiro da seqiiéncia numa base prima diferente para cada dimensdo. Assim, para
gerarmos seqiiéncias de numeros em diferentes dimensdes devemos alterar o valor
do nimero primo usado como base. Alguns exemplos de bases para diversas
dimensdes sao: b=2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 ...

O problema observado na geracdo de niimeros com base no método de
Halton ¢ a constatacdo de perda da uniformidade a medida que aumentamos o
nimero de dimensdes. Constatamos que a seqiiéncia de Halton ndo deve ser

utilizada em simulagdes acima de 8 dimensdes.

Procedimento para gerar um numero de Halton:

I. Para n=12,...,N onde N ¢ o tamanho da seqiiéncia que pretendemos
gerar;
II. Representar » numa base escolhida previamente. Esta nova base deve ser
um nimero primo;
Ex: (n)10 — (n)y = (dm ......ds d3 d2 d; dy )y
III. Refletir o nimero na nova base e torna-lo decimal;
Ex:h=(0.d;dyd3 dy ....... dm )b
IV. O numero aleatério de Halton ¢ entdo calculado da seguinte forma:

H(n,by=Y db™*

k=1

3.2.1.2. Sobol

A seqiiéncia de Sobol ¢ gerada com base num vetor de nimeros direcionais.
Assim, primeiramente demonstraremos o procedimento para a determinagdo
desses numeros para posteriormente abordarmos a determinagdo da seqiiéncia de

Sobol.
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Numeros direcionais

Devemos salientar a necessidade da correta determinagdao dos numeros

direcionais de modo a gerarmos uma seqiiéncia ndo corrompida.

onde P ¢ um polindmio primitivo escolhido.
. 2 d-1 d
m, =2.a.m_,®,2°.a,m, _,D,..... ®,2 a, m_,,®,2°m,_,®,m,_,

Observamos que devemos entrar com 0s primeiros m ........ my de modo a
inicializarmos o procedimento de célculo. Os demais termos mgi; ........... sao

determinados pela formula acima.

mi i .
v, :? ; para m, <2' e impar

1

A escolha do polindmio primitivo e os valores iniciais de m; (m; ........ mq),
determinardo a correta valoragao dos numeros direcionais, que serdo de particular

importancia na geracao da seqiliéncia de Sobol.

Geracdo da seqiiéncia de numeros de Sobol:

Na seqiiéncia de Sobol usamos o valor do numero x" para determinarmos o
numero x" posterior. Assim, precisamos escolher um numero inicial qualquer para
a seqiiéncia.

A seqiiéncia € calculada com base no processo iterativo a seguir:

n _ _n-l1
X'=x""®,v,

onde ¢ ¢ o indice do zero mais a direita da representacao binaria de n-1.
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Desse modo a seqiiéncia se parece com: ¥ =x"®, Voo

2 1
xT=x ©,v,

_ n-1
X =D, v

A grande vantagem da seqiiéncia de Sobol ¢ a possibilidade de a utilizarmos

em simulac¢des envolvendo dimensdes maiores que a de Halton.

3.2.2. Associagao das Técnicas de Redugao de Variancia e QMC

Finalmente devemos chamar a atengdo para a possibilidade de utilizarmos
QMC associada as técnicas de reducdo de variancia como forma de tornar a
convergéncia ainda mais eficiente. No entanto, devemos observar que as técnicas
de variaveis antitéticas e estratificagdo ndo apresentam ganho adicional quando
associadas a QMC. As seqiiéncias de baixa discrepancia sdo desenvolvidas para
preencher a regido da simulagdo uniformemente, dessa forma as vantagens
advindas dessas duas técnicas de reducdao de variancia ja estdo incorporados as

propriedades de QMC.

Tabela 3.5- Tabela de convergéncia do modelo de QMC associado a técnica de

variaveis de controle.

Simulagdes MC MC+VC QMC QMC+VC

100 5.9732 5.8118 5.6860 5.7215
500 6.2139 5.7649 5.7101 5.7304
1.000 5.9376 5.7377 5.7263 5.7311
5.000 5.6011 5.7013 5.7396 5.7335

10.000 5.6693 5.7382 5.7327 5.7334
50.000 5.7448 5.7294 5.7344 5.7337

* CALLgs: 5.7337
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3.2.3. Homogeneidade das Sequéncias em Altas Dimensoes

As seqiiéncias de baixa discrepancia (Halton, Sobol, Faure e etc) perdem
gradativamente a uniformidade a medida que aumentamos a dimensdo. Podemos
demonstrar esses resultados pela simples inspe¢do visual dos graficos abaixo.
Essas projecdes sdo uma primeira indicagdo da inaplicabilidade da SQMC em
simulagdes envolvendo altas dimensdes e conseqlientemente sua inaplicabilidade
também na precificacdo de opg¢des americanas onde o numero de dimensdes ¢

dado pelo niimero de datas de exercicio antecipado.

Sobol (dimensdes 50 e 51) Halton {dimensdes 20 e 25)

1 T vy it
PR N ':*i- I L o
i i it
nsr ., r - ! i it
Dsﬁ.‘!m. . ia!E“!' "‘u! ) 15!2“’
o i o |
=i (i b 3
orp ,, i i Jigd it
. HE . HE bt i
o pig . Fi ki1 i "
jist FiEE {1t fisf|
P REE L .
R gt ]
01 fiEE FEH L) Hirt
i it HiH 1]
L . o it i
03, g i H - ]
g 8 1o0 S 1 H . i
oz @8 R 1111 . 4 .1
it HiH i il
. Y i i
a1 ] o H L i
HE 1 HE < HE B
ol L hm i it

Figura 3.5- Falta de uniformidade das seqiiéncias de baixa discrepancia em altas

dimensoes.

Uma forma mais eficaz de demonstrarmos o efeito da dimensdo ¢
avaliarmos a homogeneidade das seqiiéncias quase-aleatérias com base na andlise
da discrepancia a medida que aumentamos a dimensdo. Nos graficos abaixo
podemos verificar a superioridade das seqiiéncias de baixa discrepancia quando
em baixas dimensdes (dimensdes 5 e 15), no entanto uma vez que aumentamos as
dimensdes observamos que as vantagens dessas seqiiéncias diminuem
gradativamente. No ultimo grafico de dimensao 50, as seqiiéncias quase-aleatorias

passam a apresentar homogeneidade inferior as pseudo-aleatorias.
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Figura 3.6- Comparacdo da homogeneidade das seqliéncias quase-aleatérias e pseudo-
aleatdérias com base na analise da discrepancia (*Fonte: JACKEL, P. Monte Carlo

Methods in Finance).
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3.2.4. QMC Hibrido

Visando eliminar a degradagao de simulagdes de QMC em altas dimensoes,
usaremos um algoritmo chamado por nés de QMC Hibrido. Esse algoritmo
permutara aleatoriamente a seqiiéncia de niimeros quase-aleatdrios de modo
gerarmos novas seqiiéncias independentes, mantendo as mesmas propriedades de
baixa discrepancia observadas em simulagoes de QMC em baixas dimensdes.

Na figura abaixo apresentamos o esquema grafico do método. A primeira
coluna (vetor) corresponde a uma seqiiéncia de baixa discrepancia qualquer. O
numero de vetores ¢ igual ao niumero de dimensdes D, e pode ser interpretado
como o numero de intervalos de tempo utilizados na discretizacdo da vida da
opc¢do que queremos avaliar. O nimero de elementos em cada vetor corresponde
ao numero de simulagdes N (ou trajetorias de precos). Sendo assim, a maneira
mais simples de gerarmos D seqiiéncias de baixa discrepancia independentes,
seria gerarmos uma seqiiéncia inicial de Sobol Dim.2 (ou qualquer outra) para o
primeiro vetor e entdo para cada um dos D-/ vetores seguintes utilizarmos um
algoritmo de permutacdo aleatéria de modo a embaralharmos os elementos da

seqiiéncia de Sobol Dim.2 original.

Number of Vectors = Number of Dimensions =D

2 Ay q] @yl @ go] e - VI [

£ 1,4 G2l Aq sl 1

= |

w !

35 !

: a

2 | N/D 1 2 3 4 5

o 1

= la; : = a, 1 0.5 0.125)  0.875 0.5/ 0.1875

2 i i S i

£ I : E 0.75 0.5 0.5 0.1875)  0.375

z e ] . 3| 0.9375) 0.625  0.25| 0.4375 0.437%
-~

; . " . 4 0.4375) 0.9375| 0.1875  0.875 0.25

2 5| 0.525% 0,25 0.125  0.625  0.875

5 A Ny i 6|  0.125)  0.875  0.375 0.75]  0.125

b - i M’ \_"i 7 0.25  0.375 0.75 0.25 0.9375

E-] ! H

£ ! ! 8|  0.375 0.1875| 0.9375 0.9375 0.75

z | i R o o] 0.875) 0.4375) 0.4375| 0.125 0.5

= |9 | A “n.o| 10| 0.1875  0.75 0.625 0.375  0.625

llustragao 3.3- Esquema do modelo de QMC-Hibrido.

Para N >> D, a independéncia entre as seqliéncias mostra-se bastante
satisfatoria por facilitar a destruicdo de qualquer correlacdo entre elas. Mesmo
para N = D, as seqiiéncias geradas podem ser consideradas independentes em
termos praticos. No entanto, na grande maioria das vezes as simulagdes

envolverdao N >> D.
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Empiricamente podemos constatar que o método de QMC-Hibrido ndo se
mostra inferior, em termos do preenchimento uniforme do grafico abaixo, se

comparado com seqiiéncias de baixa discrepancia.

Duas segléncias de baiva discrepéncia: Faure dim. 2 e 3 QMC-Hibrido com Faure dim.2: dim. 45 & 50
T 5 g UL EROAE S

05 06 07 08

Figura 3.7- Uniformidade no preenchimento do grafico nos modelos de QMC e QMC-
Hibrido.

As vantagens da aplicacdo deste método ficam evidentes na comparagdo
entre os dois graficos de simulagdes de trajetorias de pregos mostrados abaixo. No
primeiro evidenciamos o efeito da degradagdo da simulagdo de QMC quando na
utilizacao de apenas uma seqiiéncia nimeros de baixa discrepancia na geragao de
trajetorias de pregos. Ja o segundo representa a mesma simulagdo pelo método de

QMC-Hibrido.

Trajetdria de precos: Halton dim.2 Trajetdria de pregos: AMC-Hibrido (Halton dirm.2)

)
il

2 = Z
m a2 m &

S (prego do ativo)
S (prego do ativo)
m @ w =
o 8 Hh 8

@
=]

o
5

L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
Intervalos de tempo Intervalos de tempo

Figura 3.8- Simulagdo de trajetérias de pregos no modelo de QMC e QMC-Hibrido.
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Capitulo 4:

OPGCOES AMERICANAS

4.1 Conceitos Basicos

As opgdes americanas diferem das européias por poderem ser exercidas a
qualquer momento ao longo de sua vida e ndo somente na data de expiragdo
(vencimento). No entanto, existem algumas variacdes, como no caso de opgoes
bermuda, que s6 podem ser exercidas em datas especificas até o vencimento. Parte
do problema de precificagdo envolve a determinacdo do momento o6timo de
exercicio antecipado. E exatamente a necessidade da determinagio deste momento
otimo de exercicio que tornam as op¢des americanas mais interessantes e dificeis
de avaliarmos que as européias.

Geralmente ndo existem solugdes analiticas para opcdes do estilo
americano, algumas excecdes envolvendo casos mais simples seriam: uma call
americana cujo ativo nao paga dividendos, que pode ser avaliada como européia; a
solucdo analitica de Barone-Adesi ¢ a de Bjerksund e Stensland, envolvendo
op¢Oes americanas vanilla pagando taxas continuas de dividendos; opgdes
americanas que pagam um unico dividendo conhecido, que podem ser calculadas
por uma ligeira modifica¢dao na aplica¢ao usual da equagdo de Black Scholes ou
através de uma solugao analitica desenvolvida por Roll, Geske ¢ Whaley.

A primeira propriedade importante a respeito das opgdes americanas € que

seu valor (V(S,,z,), onde S, =S(t,)) deve ser maior ou igual ao seu valor
intrinseco (A(S s )) em qualquer momento até a data de expira¢dao. Do contrério,

cria-se uma oportunidade de arbitragem, onde comprariamos uma opg¢ao
americana e a venderiamos imediatamente de modo a lucrar V' — A sem nenhum
risco.

V(S.,t,)> A(S,.t,) — Call: A(S,,t)=max(S,

27 270 i

- X,0)

Put:  A(S,,t)=max(X - S,,0)
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Devemos observar também que uma opcao americana que paga dividendos
vale mais que sua similar européia. A explicacdo pode ser facilmente constatada
pela analise dos graficos abaixo. Note que no grafico correspondente a put, temos
que P(S,,t,)<max(X —S,,0) em pelo menos parte da regido. Nesta regido o
valor da opc¢do americana deve ser necessariamente maior que a européia, pois do

contrario para um certo valor de §;, poderiamos comprar uma put P(S,.,ti) e

exerce-la imediatamente obtendo assim o respectivo lucro sem risco:
X—-P-8>0. A mesma explicagdo pode ser usada para explicarmos porque o

preco de uma call americana € superior ao de sua similar européia.

25

--+- Opgdo americana +- Opgéo americana
— Opgéo européia —— Opgéo européia
— Exercicio antecipado | | — Euxercicio antecipado

. .
5 10 15 20 25 30
S (preco da agdo) S (preco da agéo)

Figura 4.1- Comparagéo entre os valores de op¢des americanas, européias e o valor de

exercicio antecipado.

4.2. Formulagao Matematica do Problema

A avaliacdo de opgdes americanas baseia-se nos mesmos passos da dedugao
da equacao diferencial parcial (EDP) de Black Scholes com algumas modificagdes
que caracterizam os efeitos da possibilidade de exercicio antecipado. Assim,
considerando a impossibilidade de arbitragem, construiremos um portfélio IT
composto de uma unidade da opcdo V' e uma posicdo de —A no ativo objeto,

assim temos:

[MI=V-AS
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Apbs um instante de tempo pequeno dt, o valor da carteira sofre uma

variagdo dI1 dado por:

dll =dV — AdS Aza—V
oS

Usando o Lema de It6, temos:

2
=Yg+ Lors2 OV gy Vs |- s
o0 2 a8t as as

Considerando a impossibilidade de arbitragem o rendimento da carteira ¢

dado por:

dll = r[1dt

= 7‘|:V - a—VS}a’t
oS

Igualando os rendimentos da carteira, a avaliacdo de uma opcao européia ¢

dada pela solucao da EDP abaixo.

2
r[V—é—VS}dtz a—Va?t+10'2528—Za?t+6—VaLS” —8—VdS
oS ot 2 oS oS oS

2
8_V + 10252 8_1; + rSa—V —rV =0 (EDP de Black Scholes)
o 2 oS oS

No caso de uma opc¢ao americana a EDP acima vira uma inequacgao.
Diferentemente dos contratos europeus, nos contratos americanos a relagdo entre o
langador e o tomador da op¢ao ¢ assimétrica. O tomador da opcao tem o direito de
exercicio antecipado enquanto o lancador ndo pode fazer nada a ndo ser esperar.
Se V' ¢é o valor da op¢do americana para o tomador, entdo a carteira I nao pode
possuir retorno superior a taxa livre de risco. No entanto, observamos que o
langador pode obter rendimento superior a taxa livre de risco caso o tomador da

0p¢ao ndo a exerga num instante e pre¢o Otimos.
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dll < rlIldt

—dt+—02S2—2dt+—dS ———dS<rV-—=S5
ot 2 oS oS oS

oV 1 o oV oV { ov }m
oS

2
a—V+162S26 IZ+rSa—V—rVSO
o 2 oS oS

Uma condi¢do adicional ¢ que o valor da op¢ao americana ¢ sempre maior

ou igual ao seu payoff (A(S ) ).
V> A(S)

Se em algum momento V <A(S), a opcio deve ser exercida

imediatamente. Caso V' > A(S), entdo a opgio deve ser mantida viva satisfazendo

a EDP de Black Scholes original:

2
a—V+162526 I2+rSa—V—rV=O
o 2 oS oS

1 2
Definindo o operador L = g+502S2%+ rS——r,se LV <0 aopgio

deve ser exercida imediatamente fazendo com que ¥ =A(S). Assim, esse

problema pode ser formulado da seguinte maneira (linear complementary

problem):

LV <0, V-A(S)20 ¢ (V-A(S)LV =0
4.3. Condigao de Contorno Livre

Podemos analisar uma op¢do americana como um problema envolvendo
uma condic¢ao de contorno livre. Assim, tomemos como exemplo a precificacao de
uma put americana.

Primeiramente, existe um prego S, (ou S*(t,.)) para o qual o exercicio

antecipado da opgdo é 6timo no instante ¢,, ¢, =t, <t, <...<t, =T . Caso S,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116478/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116478/CA

47

ndo exista, tratariamos o problema de maneira semelhante a uma opgao européia,
pois ndo exerceriamos antecipadamente a opg¢do em nenhum momento,
independente do prego do ativo ;. Assim numa putf americana, existe uma regiao
* — . - . . . ~
S, < S, onde o exercicio antecipado ¢ 6timo, pois maximiza a fun¢do de payoff
* ~ .
A(Sl.,tl.)= maX(X—Sl. ,O). Caso §, <S,, devemos manter a op¢do viva. Os

valores S, para todos os instantes ¢, =t, <t, <...<t, =T, sdo denominados

o~ . 1 ~ , .
condi¢do de contorno livre’. Como ndo conhecemos esses precos de exercicio

y . * .~ .
6timo devemos tratar S, como uma restricdio a ser determinada por

procedimentos numéricos.

PUT CALL

Regido de
exercicio

Regido de
antecipado

continuacédo

%)
i
*
a
*

5>, *

~ —~ ~ £ 3
18 I% St >SI‘
e ]
S S
g g
§ Regigo de 2] S < S *_
& ox exercicio & t t
“ S, antecipado A
s Regiao de
St < S, continuagao S *
Tempo Tempo

llustragao 4.1- Esquema grafico da curva de gatilho (condi¢do de contorno livre) de uma

put e call americanas.

Assim, supondo o conhecimento da curva de gatilho S; (em azul no grafico

acima) a precificacdo de uma put americana ¢ dada por:

1. para S, < S, exercicio antecipado é 6timo: P(S,,z,)=[X -S.];
2. para S, >S;, devemos manter a op¢io viva e o valor da put (P) deve

2
satisfazer a equagdo de Black-Scholes: or + lO'ZS g 8—12) +rS or_ rP=0
ot 2 oS oS

" A condigdo de contorno livre de uma opgdo americana ¢ também conhecida como curva

de gatilho. Adotaremos esta terminologia ao longo deste trabalho.
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3. ao longo da curva de gatilho S, Z—g deve ser continuo.

4.4. Aproximagoes Analiticas

Existem duas aproximagdes analiticas para a precificagdo de opcoes
americanas com dividendos continuos. A primeira aproximacao foi desenvolvida
por Barone-Adesi ¢ Whaley. A segunda, desenvolvida mais recentemente por
Bjerksund e Stensland, ¢ considerada computacionalmente mais eficiente e mais
precisa na precificacdo de op¢des com prazos mais longos. Conforme pode ser
visto no grafico abaixo, os valores dos dois métodos divergem a medida que

aumentos o tempo de duragdo da opcao.

40

— Barone & Adesi
—+— Bijerksund & Stensland

CALL

Tempo (anos)

Figura 4.2- Comparagdo das solugdes analiticas de Barone-Adesi e Bjerksund e

Stensland.

Como essas solugdes sdo consideradas aproximagdes exatas, usaremos o
modelo de Bjerksund e Stensland como benchmark para a analise dos resultados
obtidos nos modelos numéricos abordados nos capitulos seguintes. Essas
aproximagdes mostram-se de grande importdncia para testarmos a precisdo de
nossos modelos antes de partirmos para a precificagdo de opgdes mais complexas

para os quais ndo existem solugdes analiticas.
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Capitulo 5:

MODELO BINOMIAL

5.1. Conceitos Basicos

A idéia do modelo binomial ¢ discretizar o processo de neutralidade ao risco
representado pela EDP de Black Scholes, e entdo usar o modelo de programacao
dindmica para achar o preco da opgdo. Abaixo temos a representacdo de uma

arvore de trés passos.

llustragao 5.1- Esquema grafico de uma arvore binomial.

Cox, Ross e Rubinstein (1979) desenvolveram um método que converge
para a solugdo encontrada por Black e Scholes. Eles mostraram que a equagao do
movimento geométrico browniano poderia ser obtida como um limite continuo de

um caminho aleatério em tempo discreto. Em seu artigo original, o método
binomial ¢ caracterizado pelos seguintes parametros: u = e"@,d =1/d,
At =T/n,onde n corresponde ao niimero de passos na arvore entre os instantes

inicial e final (7). A probabilidade de um movimento para cima no pre¢o da agdo
) 1 1 ) A ,
objeto ¢ dada por p = 5 + E.L«/ At . Estabelecido estes pardmetros, a arvore
o

binomial converge para o movimento geométrico browniano a medida que
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n — . Qutras variagdes deste modelo binomial usam valores diferentes para
esses parametros, sao eles: Modelos de Jarrow e Rudd (JR), Hull e White (HW) e
Trigeorgis (TRQG).

A rotina de programacao dindmica ¢ inicializada estabelecendo o preco da

call igual a C,(S,)=max(S, — X,0), em cada um dos nds terminais 7. No

instante T — At , correspondente ao né u°S o valor da opgdo ¢ dado por:
G, 28)=maxlls - ) (pc, )+ - ple 5]

Isto é, o valor de uma op¢do americana ¢ o maximo entre o valor de
exercicio imediato e o valor presente de manter a opg¢do viva (valor de
continuag¢ao). O valor da op¢ao nos demais nds sao determinados recursivamente
de maneira similar.

Conforme demonstrado nos resultados, o modelo binomial possui uma
convergéncia oscilatéria lenta que independe do tipo de modelo adotado. De
modo a solucionar este problema, muitos t€ém optado por uma variacao do modelo

binomial que faz uso do valor médio dos pregos da opgdo nos nés n e (n+1).

Este modelo ficou conhecido como Método dos Valores Médios.

Broadie e Detemple também propuseram duas modificagdes ao modelo
binomial de modo a melhorar sua convergéncia. Na primeira, a formula de Black
Scholes substitui o valor de continuag@o no instante de tempo anterior ao instante
final 7 (método BBS); a segunda modificagdo adiciona uma extrapolagdo de

Richardson ao método BBS (método BBSR).

5.2. Tipos de Modelos Binomiais
5.2.1. Cox, Ross e Rubinstein (CRR)

Considere a equagao do movimento geométrico browniano:
dS = rSdt + oSdz

Essa equagdo pode ser modificada para levar em conta os dividendos (0 )

pagos continuamente pelo ativo objeto. Assim, temos:
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dS = (r—06)Sdt + oSdz .. v=r-5
dS/S = vdt + odz

Substituindo a varidvel S por x = In(S), a equagdo acima pode ser rescrita

como:

dx = vdt + odz dx =dS/S

ou na forma discreta: Ax = VAt + oAz, onde At =T/n.

De acordo com o movimento geométrico browniano, temos que o valor

esperado e variancia de Ax sao dados por:

E(Ax) = vAt e Var(Ax) = oAt

lembrando que E(Az)=0 e Var(Az)= At.

Observando a troca de variaveis, a arvore binomial acima deve ser alterada
de modo a exibir as variagdes em x . Isto pode ser feito aplicando-se o logaritmo
em cada um dos nds. Assim sendo, a variavel x move-se para cima ou para baixo

segundo os seguintes novos incrementos: u, = In(u) e d, = In(d).

Analisando a arvore representativa de x, o valor esperado e varidncia de

Ax sdo obtidos segundo a distribui¢dao binomial:

E(Ax)= pIn(u)+(1-p)in(d) e  Var(Ax)= p(1- p)(In(u)-In(d))

Como a distribuicdo de probabilidades em cada periodo da arvore segue
uma distribui¢do binomial, entdo quanto maior o nimero de passos, mais ela se
aproxima de uma distribuicdo normal. Conseguinte, devemos estabelecer os
parametros para que, no limite, as médias de variancias das duas distribuigcdes

sejam iguais. Dessa forma, temos o seguinte sistema de equacdes:

pn(u)+(1- p)in(d) = vAt
(1= p)(in(u)—In(d)) = oAt
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Esse sistema possui duas equacdes e trés variaveis desconhecidas. Assim,
podemos escolher um valor para uma das varidveis de modo a satisfazermos o
sistema.

De modo a obter uma solucao para o sistema acima, Cox, Ross e Rubinstein

acrescentaram uma nova equacio: In(u)=—In(d). A seguinte solugio foi entdo

encontrada assumindo que as poténcias de Ar superiores a unidade tendem a zero

a medida que n — .

N g = gl

5

NS
NS
Q=

5.2.2. Modelo de Jarrow e Rudd (JR)

Jarrow e Rudd propuseram p =1/2, como alternativa para solucionar o

sistema anterior. Desse modo, o sistema passa a ter duas equacdes e duas
incognitas, apresentando a seguinte solugao:
— 2 _ 2 A,
u= e(v 120 )AHG\/E’ d = e(v 120 )At oAl e p= 1/2

Assim como no modelo CRR, o modelo JR supde que as poténcias de

At maiores do que a unidade tendem para zero.

5.2.3. Modelo de Hull e White (HW)

Um modelo mais preciso foi proposto por Hull ¢ White. Neste os termos
com poténcias de Ar maiores do que a unidade ndo foram desprezados. Desse
modo, este modelo mostra-se mais preciso que os anteriores, especialmente

quando n ¢ pequeno. Os parametros do modelo sdo dados por:

3 l(ml2 +m22 +1)+\/(m12 +m22 +1)—4m12J B B
u = ™ , d=1u e p_—(u—d)

A 2 2| oA
onde m, =e™ e m;, =m, (e" ’—1).
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5.2.4. Modelo de Trigeorgis (TRG)

Neste modelo Trigeorgis aplicou o Lema de It6 de modo a determinar o

processo estocastico da variavel x = In(S). O processo encontrado ¢ dado por:
1 >
dx = V—EO' dt + odz

Procedendo de maneira analoga a0 modelo CRR onde In(u)=—In(d) ¢ a

equacao adicional, os seguintes pardmetros foram determinados:

ln(u)=\/62At+(v—62)zAt2 ,In(u)=-In(d) e p =%+%IZ?;)

Neste modelo, as poténcias de Afsuperiores a unidade ndo foram

desprezadas.

5.3. Variagoes do Modelo Binomial
5.3.1. Método dos Valores Médios (MVM)

Muitas vezes, regras praticas sdo utilizadas para tirar vantagens de
caracteristicas de modelos numéricos. No caso do modelo binomial, a média entre
os valores obtidos nos passos n+1 e n ¢ calculada a fim de tomar vantagem da

regra de convergéncia oscilatoria.

5.3.2. Método Binomial Black-Scholes (BBS)

Este método, proposto por Broadie e Detemple ¢ idéntico ao binomial,
exceto que no instante t— At a formula de Black-Scholes substitui o valor de
continuagdo. A precificacdo pela formula de Black Scholes requer mais trabalho
que o calculo do valor de continuacdo que envolve apenas duas multiplicagdes.
No entanto, este trabalho adicional ¢ feito apenas em »n nos, ndo alterando em
muito o tempo computacional do modelo. Este método tem como beneficio a

suavizacao e maior precisdo da convergéncia que o modelo binomial original.
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5.3.3. Método BBS com Extrapolacao de Richardson (BBSR)

O modelo BBSR adiciona uma extrapolacao de Richardson de dois pontos
ao modelo BBS. Para calcular o preco de uma op¢do com # intervalos de tempo

trés passos devem ser seguidos:

1. calcular o pre¢o de uma opgdo usando o modelo BBS com # intervalos de
tempo (C,);

2. calcular o pre¢co de uma opgdo usando o modelo BBS com m =n/2
intervalos (C,));

3. usar a formula de extrapolagdo para estimar o valor da opcgao:

CBBSR,n = 2Cn - Cm .

Estudos tém mostrado que o método BBSR ¢ melhor que qualquer outro

tipo de modelo binomial no que se refere a precisao e convergéncia.

5.3.4. Método das Variaveis de Controle (MVC)

O erro do modelo binomial pode ser reduzido a ponto de torna-lo
independente do nimero de passos da arvore ao o utilizarmos apenas para calcular
a diferenga entre os pregos da opgdo americana e a européia equivalente. A
solucdo de Black Scholes ¢ entdo corrigida por esta diferenca. Em outras palavras,
podemos dizer que o preco da opgdo européia ¢ usado como uma variavel de

controle na precificacdo da op¢do americana. Considerando C,g como a solugdo

da op¢do européia por Black Scholese C,,, e C as respectivas solucdes das

ur Amer
opcdes européias e americanas pelo modelo binomial, temos que a precificagdo

pelo MVC é dadapor: C,, . = Cy + (CAmer - CEW)
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5.4. Resultados

17.1 T T

— CRR
—=— JR
17 F —#— HW H
—— TRG

=== Solucao analttica
16.9 1 Call 16,7776 H

CALL

16.4

] 50 100 150
Mumero de intervalos de tempo

Figura 5.1- Convergéncia dos modelos binomiais CRR, JR, HW e TRG em funcao do

nimero de passos da arvore. Caso base: S, =110, X =100,7 =6 meses,

r=.10/ano, ¢ =0.03/ano, o =.3/ano.

14.5 T T
—— Binomial CRR
—=— BBS
14.45 —+— BERS
—— MM
144+ -=—= Sol.analitica
Call: 14.1331
14351

1431

CALL

1425

1421

14151

141F

1405

Mumera de intervalos de tempo

Figura 5.2- Convergéncia dos modelos binomiais CRR, BBS, BBSR e MVM em funcéao

do numero de passos da arvore. Caso base: call americana, §, =105,

X =100,T =6 meses, r =.10/ano, ¢ =0.04/ano, o =.35/ano.
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25 T T T T T
--+- Binomial CRR (200 passos)
Solugdo analitica
—  Exercicio antecipado
antk RME: 0.45034%
15+
—
—
=
3]
10F
Bk
0 " n
] 20 40 =in] g0 100 120

S (valor da agdo)

Figura 5.3- Precisdo do modelo binomial CRR. A solu¢do analitica corresponde a

aproximagdo de Bjerksund & Stensland. Caso base: call americana, S, =100,

X =100,T =6 meses, r =.06/ano, ¢ =0.03/ano, o =.35/ano.
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Capitulo 6:

MODELO DE DIFERENCAS FINITAS

A possibilidade de exercicio antecipado nas opg¢des americanas pode ser
representada por uma condi¢do de contorno livre variando com o tempo. Assim, 0
método numérico para a avaliacdo de op¢des americanas deve levar em conta esta
condi¢do de contorno adicional ndo fixada, tornando o procedimento um pouco
mais complexo que o empregado na avaliagdo de op¢des européias.

Na literatura financeira, existem duas abordagens para a solugdo numérica
de opcdes americanas. A primeira baseia-se na solucdo da equacdo de Black
Scholes juntamente com a determinagdo da condi¢do de contorno livre a medida
que prosseguimos recursivamente ao longo do tempo. A outra estratégia envolve a
solucdo da opg¢do americana vista como um problema linear complementar
envolvendo apenas condigdes de contorno fixadas (fora do escopo deste
trabalho?).

Para o caso de optarmos por resolver a equagdo de Black Scholes, podemos
escolher dentre os métodos explicito, implicito e Crank-Nicholson. Enquanto o
método implicito e Crank-Nicholson se mostram estaveis independentemente da
discretizagdo do GRID, o mesmo ndo se pode afirmar sobre o método explicito.
Quando na utilizagdo do método explicito, devemos adotar um GRID
suficientemente pequeno no que se refere aos intervalos de preco e tempo de
modo a assegurarmos a convergéncia.

Neste trabalho, adotamos o método de Crank-Nicholson como Benchmark
para nossos testes. Ele ¢ basicamente uma combinagdo dos métodos explicito e
implicito, e de acordo com a literatura, apresenta a vantagem adicional de possuir

uma taxa de convergéncia superior aos demais modelos de diferengas finitas.

2 Ver Willmott.
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6.1. Escolha do GRID

Esquema explicito

/' ‘ﬁ,j*_f

S (preco) 4
Sna B EEEEEEREEEEENES feiz e ® Ji
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000
1-.--------.--- N £
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000
Esquema implicito
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000 .
Fiiitioe,
S=f.AS ® & & 0 & & & 0 0 0 0 0 0 0 N
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000 frii » o
® ® © ® o o ¢ ® ® ° ° O 0 @
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000 /
® & © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 000 Jrigi
TS sss = > { {tempo)
0 t=iAt tempo)

M=Smsx/AS; N=T/At
llustracao 6.1- Representagdo do GRID e dos métodos explicito e implicito.

Na avaliagcdo de opgdes, o preco da acdo objeto tem que permanecer dentro

do GRID para todo instante de tempo. Devemos escolher uma valor §,,,, grande

o suficiente para que a probabilidade do prego da agéo (S, ; = j.AS') sair do GRID

seja reduzida. Supondo uma probabilidade igual a 0.27% (3 desvios), S,,,, pode

ser estimado através da seguinte formula, detalhada no apéndice

Siw =S, .e(r—(;z 12)(T-ty30T—

6.2. Método Explicito

De acordo com Wilmott, o método explicito nada mais ¢ que uma versao
mais sofisticada que o binomial, que pode ser facilmente alterado para precificar
opgOes americanas. Assim, a condi¢do de contorno livre ndo apresenta maiores
dificuldades no método explicito, bastando acrescentarmos uma restricdo ao
algoritmo desenvolvido para a avaliagdo de opgdes européias. Compararemos o
valor de continuacdo gerado pelo método com o exercicio imediato da opgao,

sendo maior dentre os dois adotado como o valor de f; ;.
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2
Temos que: g + rS% + 10252 % =rf (Black Scholes)
ot oS 2 oS

afi,j _ fi+1,j _fi,j

Equacdes de diferengas:

ot At
afi,j _ fi,_/+1 _f‘i,j—l
oS 2AS
azfi,j _ fi,_;+1 - 2fi,j + fi,_;—l
0S*? AS’*

Substituindo na EDP de Black Scholes:

fi,j+1 _fi,j—l +lO'2.(jAS)2 fi,j+1 _2fi,j +fi,j—1 _

2AS 2 (AS)®

fi+1j _fij
— 4 r.(JjAS
Y (JAS)

onde: a; = %At(ng _ ,,]-);

*

b,

J

:%—At(azjz +r);

c; Z%AI(O'ZJZ +rj).

Condig¢des de contorno:

% PUT: f,, =max(X - jAS,0), j=012,....M
fro=Xe W g =0, i=0,..,N
S, = max( S X = jAS) contorno livre

% CALL: f,, =max(jAS - X,0), j=012,...M
fi0=0, fi, = (M.AS - X)o7V, i=0,..,N

Siay = max(f;'—l, s JAS - X ) contorno livre
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6.2.1. Instabilidade do Método Explicito

O método explicito nem sempre converge para o resultado da equacdo
diferencial. Este problema de instabilidade depende da magnitude dos intervalos
AS e At, sendo ocasionado por estarmos usando um GRID aproximado para os
valores das opcdes. Estas aproximacdes acabam por gerar erros que somadas a
cada iteracdo, geram solucdes bastante divergentes do valor real da opgdo. No

método explicito este problema de instabilidade ¢ representado pela presenca de

. .y . * * *
valores negativos para as varidveis a,,b;e c,. Dewynne (1996) demonstra que

uma condi¢do suficiente para garantir a estabilidade do esquema explicito ¢

1 1

adotarmos 0 < At < 5 =
o (SMAX/AS) oM

6.2.2. Interpretacao Financeira da Instabilidade

No método explicito o preco da opgao f (t,S ) ¢ obtido iterativamente pela
combinagio dos valores  f(t+Af,S+AS), f(t+A0,S) e f(t+At,S—AS).
Assim, observamos que o método explicito se mostra bastante parecido com o

modelo trinomial’. Para tornarmos essa interpretagdo mais clara, mostraremos

uma versao alternativa do método explicito.

of, . = [
Equagdes de diferencas: Vi = Jins ~ iy
ot At
6fi,/ _ fi+1,j+1 _ﬁ+1,j—1
oS 2AS
azfi,j _ fi+1,j+1 _2fi+1,j + i,+1j-1
N AS*

Substituindo na EDP de Black Scholes:

i+1,j  Ji,j i+l j+1  Jitl, - 1 i+ '+_2i+‘+
ﬁ l,jAt f,j +l"(]AS)f 1,j+1 f 1,j-1 +_O_2(]AS)2 1,j+1 f 1,j

i+l,j-1
=r.J. .
2AS 2 (AS)? Ji

3 Este modelo pode ser visto como uma extensio daquele baseadoem arvores binomiais.
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onde a; = ! (—lrjAt+10'2j2Atj: ! T,
1+rAt\ 2 2 1+ rAt
b = ! (1—0'2j2At)= T
T 14t T+rat™ "
c’;= ! (lrjAtJrlazjzAt = ! T,
T+ A\ 2 2 1+ rAt

Esse esquema ¢ também explicito, sendo que neste os coeficientes 7,, 7, €
z, (m,+m,+m, =1) podem ser interpretados como probabilidades neutras ao

risco. Assim, o método explicito se assemelha ao modelo trinomial, exceto em

momentos de instabilidade quando as probabilidades sdo negativas.

6.3. Método Implicito

O método Implicito apresenta uma complicacdo adicional visto se tratar de
um sistema de equagdes. A restrigdo adicional, requer que saibamos o valor de

cada f; ;do GRID para entdo compara-lo com o valor de exercicio imediato e s6

entdo calcularmos o valor seguinte f, Obviamente, este ndo € o caso no

i,j+1°
método implicito, onde ndo podemos calcular cada valor f; ; isoladamente, mas
sim resolver o sistema de equagdes obtendo o conjunto de valores f, para cada

intervalo de tempo. A resposta para este problema baseia-se no uso de um método
iterativo SOR” ligeiramente modificado, de modo a incorporar a condigio de

contorno livre na solugdo dos sistemas de equagdes.

of. . = f
Equagdes de diferengas: Yoy _ Sins =i
ot At
8fi,j _ fi,j+1 _fi,j—l
oS 2AS

* Outras alternativas seriam os métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel e SSOR
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azfi,j _ fi,_;+1 - 2fi,j + fi,_;—l

0S? AS?

Substituindo na EDP de Black Scholes:

fi, i+1 _fi, i—1 1 2, . 2 fz i+1 _2fz + i,j—1
LA S L e .(]AS) J j J :r-fi,j

L+ 1 (jAS
A= s T2 (AS)?

f;‘+l,j - fz
At

a. foatb fi e fi =l i=0,..N—-1, j=12,....M -1

1 . 1 5.,
onde a. =—riAt——0c"j°At
PRI TR

2 .2
b, =1+0"j At +rAt

1 1
Cj :—ErjAt—EﬁzjzAt

Representagdo matricial do sistema de equagdes para ¢ =¢:

b, ¢ fi,l fi+l,1 A Jio
a, b, c, fi,2 fi+1,2 0
a, b, C3 . fi,3 _ fi+1,3 B 0
Ay, by, ¢y, fi,M—Z fi+1,M—2 0
L ayy by _fi,M—l i _fi+1,M—1 i _CM—lfi,M ]

Algoritmo SOR modificado para uma put americana:

+ ; w i
f;'fil =maX{X—J5Ss lkj +a—(bj —Zaj,lflk ! _zaj,lf/kJ}

JsJ I<j 1>
onde: k£ -numero de iteragdes; w - parametro de relaxamento.

Esquema da resolucdo iterativa do sistema para o instante ¢, :
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I<1 I>1

k Kk, W k k
ﬁ’jﬂl = maxy X - S, ;) +a—(bl —Zaufl ! —Zauf, J
1,1

i,k;l =max{ X —25S,fif‘2 +al(b2 —Z:az,,f,k+1 —Zaz,lflkJ

2,2 <2 1>2

S5 = max{ X =385, £ + ai(bB ~Sa, =Y a, f,"j

33 <3 >3

+ w +
i,le—l = max X_(M _1))5Svfi,kM—1 +—(b3 - Z aM—l,lfzk - ZaM—l,zfsz

M-1,M-1 I<M -1 I>M -1

Continuamos com as iteragdes até atingirmos um valor maximo de &

iteracdes ou até atingirmos um valor de convergéncia previamente determinado

(&) dado por: ‘f"” —f"‘sg.

6.4. Método Crank-Nicholson

Assim como no método implicito, devemos fazer uso de um método

iterativo para a solucao dos sistemas quando na avaliagdo de opgdes americanas.

Equagdes de diferengas:

afi,j _ fzj _fi—l,j
ot At
afi,j _ f;‘—l,_jJrl _f;'—l,j—l + fi,j+1 _f;‘,j—l
oS 4AS
azfi,j _ fi—1,j+1 _2fi—1,j + i-1,j-1 + i,j+1 _2fi,j +fi,j—1
oS*? 2AS”?

> 0 valor de convergéncia (ou precisio) adotada por nos nesse trabalho ¢ de € = 0,00001.
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Substituindo na EDP de Black Scholes:

Jiy =Sy LT (JAS) (fi—l,jﬂ _fi—l,j—lj L (JAS) (fi,.m _fi,j—lJ

At 2 2AS 2 2AS
+102.(jAS)2 fi—l,j+1 _2]271,; + i-1,j-1 +10'2.(jAS)2 fi,j+1 _2fi,j2+ fi,j—l
4 (AS) 4 (AS)
r r
E']pi—l,j +5'f;]

leH:ri
_l_ﬂl 7 ]
—a, 1-B8, -7,
—a. 1- _
onde M, = 3 ‘.ﬂs V3
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1+8 ¥

a, 1+ f, V3

M, =
aM—Z 1+ﬁM—2 yM—Z
L Xy 1+ﬂM 1
a
j;'—l,0+ i,0

i 0

f.=| : |, r=My}f +¢q .

f;'.M—z 6
_fi,M—l_

Esquema da solugdo iterativa do sistema no instante 7 =¢, com base na matriz

M,:

ﬁ’kjfl = maX{X =SS, £l +

(-0 20 ot D}
R RS (VAR |

2

1

ﬁf;‘=maxM{X 268, [ +

kA:;ll _maX{X_(M_l))é‘Saﬂ,kM—l + (VM 1 [ 7 1fzk+1 ] [ By fM 1])}

v
1- ﬂM—l

O método iterativo SOR aplicado aos modelos implicito e Crank-Nicholson
pode ser facilmente modificado para a avaliagdo de opgdes do tipo Bermuda.

Devemos apenas substituir o valor implicito da opgao (X — j(§S): 0) por zero

até o instante ¢ = ¢, , visto que a opg¢do ndo pode ser exercida até o instante 7.

6.5. Gregas

Representam as sensibilidades do preco da opgdo em relacdo as variagdes de
certos parametros como preco da agdo objeto, taxa de juros, volatilidade e etc. No
caso de opgdes americanas, ndo existem solugdes analiticas para as “gregas”. No

entanto, aproximacdes podem ser feitas pela analise direta do GRID de pregos.
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= Delta (A): representa a sensibilidade da op¢do em relagdo a movimentos

no preco da acao.

o _ fO,j+1 _fO,_/—l

Ao pu = s°s s onde f ¢ valor da opgao.

0,/j+1 0,j-1

= Gama (I'): representa a sensibilidade do delta da op¢do em relacdo a

movimentos no prego da agao.

fo,_;+1 - fO,j _ fo,_; - fO,_/‘—l
O f  OAcupa  \Sosa =S, So,; = S0

Call ,Put — 2 ~
oS oS 1
E(So,m - SO,j—l )

= Theta (©® ): representa a sensibilidade da op¢ao em relacdo a mudancas no

tempo de vencimento.

_o S
Call ,Put 6T AT

= Vega® representa a sensibilidade da opc¢o em relagdo a movimentos na

volatilidade do preco da agdo.

 Soiro = Son
8A call, Put Py o

= Rho® (p): representa a sensibilidade da opgio em relagdo a movimentos

na taxa de juros livre de risco.

p :ngrJrAr_fr—Ar
Call ,Put 6}” 2AI’

6 Estas gregas ndo podem ser valoradas pela andlise de apenas um GRID. Para isso, ¢

necessario que tenhamos pelo menos dois GRID’S ou apenas um em 3 dimensoes.
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6.6. Resultados

26

— Crank-Micholson

—— |mplicito SOR

—=— |mplicitc S50R
- Euplicita

—— |mplicito

27

281

29+ .

PUT

ERNS

32r

33F

34F B

348

a 20 40 60 an 100 1200 140 180 180 200
Wl (nurmero de pontos no GRID)

Figura 6.1- Convergéncia dos métodos de DF em fungdo do refinamento do GRID.

m 2 2 A .
Nesta andlise, adotamos N = T.(O' M ) de modo a assegurarmos a convergéncia do

modelo explicito. Caso base: put americana, S, =40, X =40,T =6 meses,

r=.10/ano, q=0.04/ano, o =.35/ano. Dados da simulacdo: S, =100,

Weorsssor = 0-4, Ny =100, g0, 550r = 0.00001 (preciséo do processo iterativo).

PUT

M (intervalos em 3)

M (intervalos em t)

Figura 6.2- Convergéncia do Modelo de DF Crank-Nicholson em fungéo de refinamentos

em M e N. Caso base: put americana, S, =40, X =40,T = 6 meses, r =.10/ano,

q=0.04/ano, o =.35/ano. Dados da simulacdo: S,,, =100, Wy, «or =04,

Ny,

ax

=100, &5z, 550p = 0.00001.
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s

03
0z

40

3 (prego da agdo) Tempo (anas)

Figura 6.3- Representagdo grafica do GRID obtido no método de DF.Demonstra a

relagdo entre o preco de uma put americana em fungdo do preco da agéo e tempo até o

vencimento. Caso base: §,=50, X =50,7=6meses, r=.08/ano,

q=0.04/ano, o =.35/ano. Dados da simulacio: DF implicito-SOR,

M =N=200,S,, =100.

600

100 L L L L L L L L
o 10 20 30 40 a0 B0 70 a0 a0

S (prego da agéo,
5 (preco da agdo) (preg 540) Tempo (anos)

Figura 6.4- Demonstracao da instabilidade do método explicito na precificagdo de uma

put americana. Caso base: §,=50, X =50,7=3meses, r=.06/ano,
q=0.02/ano, o =.25/ano. Dados da simulagdo: DF explicito, M =N =100,
S = 85.
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— g

3t — b

T

Probahilidades

1 1
] 0.1 0.2 0.3 0.4 045 0.6 07
Desvio padrio

Figura 6.5- Instabilidade do método explicito demonstrado pela existéncia de

probabilidades negativas. Caso base: T =6 meses, r=.15/ano, g =0.02/ano,

o =.35/ano . Dados da simulacdo: DF explicito, M = N =50.

40

35+

(5]
=

ra
441

S (preco da agéo)

20+

| | | | | | |
o oos 01 018 02 025 03 035 04 045 05
Tempo (anos)

Figura 6.6- Curvas de gatilho (condicdo de contorno livre) de uma put americana para

diferentes valores de o . Caso base: S, =40, X =40,7 =6 meses, r =.08/ano,

q =0.03/ano . Dados da simulacdo: DF Crank-Nicholson, M = N =300.
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Capitulo 7:

MODELO DE GRANT, VORA E WEEKS (GVW)

O algoritmo desenvolvido por Grant, Vora e Weeks tenta identificar o preco

de exercicio critico (S*(t,.) ou S: ) para os instantes de tempo ¢,
i=0,12,..,N -1, entre a data inicial e o tempo de expiracdo da opgdo 7. O
preco de exercicio critico (S: ) € determinado recursivamente (backwards),
através de simulagdes apartir do instante final 7' até o inicial #7,. Uma vez

determinada a curva de gatilho isto é, os precos criticos para todas as datas de

exercicio antecipado ¢,, o valor da opc¢do ¢ computado através de simulagdes de

MC (ou QMC) apartir do instante inicial de maneira andloga a estimacdo de uma
opcao européia.

Sabemos que uma opg¢do americana pode ser exercida em qualquer
momento € ndo apenas em alguns determinados instantes de tempo. Isto é, a opgao
de exercicio € representada por um periodo de tempo continuo e nao discreto. No
entanto, o valor da opcdo americana pode ser aproximado tomando-se opgdes

bermuda com um nimero de possibilidades de exercicio suficientemente grandes.

9.4 T r T T T T :
—— DF Crank-Nicolson
g3l —e— Sirmulagao GV i

92F pora —

91k 4

PUT
)
L

89 =

8.8 -

86 1 L L L L L L
1 5 10 15 0 25 an 35 40

Mimero de datas de exercicio

Figura 7.1- Grafico de convergéncia de uma opg¢éo bermuda para o valor de uma put

americana a medida que aumentamos as datas de exercicio antecipado.
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7.1. Formulagao do Problema

A decisdo de exercicio antecipado em cada instante de tempo (z,) depende
do conhecimento de todos os precos de exercicios futuros (S:,

t,=t, <t <..<T'—-1<T). Assim, temos que proceder recursivamente apartir

do instante 7', empregando um modelo de programagdo dinamica, de modo a
compararmos as duas alternativas viaveis: exercer a op¢ao ou manté-la viva (valor
de continuagao).

No instante final 7', ¢ 6timo exercer a op¢do sempre que a opgao estiver in

the money, isto € quando seu valor ¢ (considerando uma call americana):

C;(S;) = max (0;S; — X) S; = X (valor critico)

O processo de otimizagdo comeca na ultima data de exercicio antecipado
(T —1) antes do vencimento da opg¢do. O dono da opc¢do tem em suas maos a
decisdo de exercer imediatamente ou manter a opgdo viva até a data do préximo

exercicio, onde deverd tomar nova decisdo. Assim, em qualquer instante ¢, o

valor de uma call americana ¢ dado por:

1 & . .
C, (S,) = max {ﬁ ~ ZQW (S, )}; média para cada instante de tempo

n=l

onde
S -X, se S, > S; (exercer a opcdo)
Q,(S,)=

e"E, [CtiH(St[H)], se §, < S: (manter a opgdo viva)

A identificagio do prego de exercicio critico (S, ) ¢ feita ao tentarmos

encontrar o preco do ativo no qual o dono da opg¢ao ¢ indiferente entre o exercicio

imediato ou manter a opgao viva, isto ¢é:
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S -X=¢"E,|C,..(5..)]

ti+t \Mt+r

Uma vez que o preco critico para todos os instantes foi identificado (curva
de gatilho), estimamos o valor da op¢do americana como sendo a média das N

simulagdes inicializadas no instante inicial (¢,). O valor da call para cada

simulacdo sera estimado com base nas decisdes de exercicio antecipado em cada

uma das respectivas datas ¢, , trazidos ao valor presente. Assim, temos que:

*

to+7

1 ul -r.r
CALL=W'ZC,~ o C=e" (S, ~X) para S, >S

t
j=1
onde jrepresenta cada simulagdo.

7.2. Esquema Grafico de Precificagao de uma Call Americana

m Calculo da curva de gatilho por programacdo dindmica

PASSO 1. Dividimos o tempo de vencimento da op¢do em um namero

determinado de intervalos. Adotamos como condigdo terminal S, = X .

S (prego da agdo)

Tempo

t,=0 t,=T-4t =13t T-2t Tt

llustragao 7.1- Esquema PASSO 1

PASSO 2. Agora no instante 7 — ¢ adota-se como sendo o prego inicial do
ativo, um valor igual ou préximo de S;. Inicia-se as simulagdes chegando-
se a diversos valores para a op¢do no instante 7. O valor final da opcao em

T-t é a média desses valores descontado de e . Verifica-se se o respectivo
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ponto pertence a curva de gatilho: Sy, —X =eE_, [CT (S;)]. Caso ndo
pertenga, devemos fazer um novo acréscimo (S, , = S;+ € )’ e reiniciar o

processo de busca.

= C;'= max (S;-X, 0)
Q
s
g .
=] C/=8-X
<
Q U
2 C,/=S"-X
2
)
<
[
S; ® S5 *
C’=0
Tempo

llustragao 7.2- Esquema PASSO 2

PASSO 3. Devemos refazer o PASSO 2 s6 que agora devemos testar a op¢ao
para todos os momentos posteriores ao tempo em questdo, respeitando
sempre o processo decisorio de exercer a opgdo sempre que O Preco
simulado do ativo ultrapassar a curva de gatilho. Repetiremos
recursivamente esse processo de busca dos pregos criticos até chegarmos

ao instante inicial ¢, .

S (prego da agdo)

Tempo

llustragao 7.3- Esquema PASSO 3

7 5 : _ QF
No caso de uma opgdo put americana, temos que S T = ST —€.
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m Cdlculo da opgdo americana por analogia a um derivativo europeu

PASSO 4. Terminada a constru¢do da curva de gatilho (PASSOS 1 a 3),
fazemos novas simulagdes a partir do prego inicial Sy. O preco final da

opgao € o valor médio de todos as opgoes trazidas ao valor presente.

S (prego da agdo)

Tempo
,=0 t,=T-4t t=T-3t T-2t It

llustragao 7.4- Esquema PASSO 4

7.3. Extensoes do Modelo GVW
7.3.1. Técnicas de Quasi-Monte Carlo

A aplicagdo dessas técnicas de simulagdo visa melhorar a precisdo dos
resultados, assim como otimizar o tempo computacional com a redugdo do
nimero de simulagdes necessdrias para a determinagdo da curva de gatilho. No
presente trabalho, aplicaremos um modelo de QMC Hibrido de modo a resolver o

problema encontrado em simula¢des envolvendo altas dimensdes.

7.3.2. Método da Bissecao

Este envolve a aplicacdo de um método de busca dos valores criticos (S:)

mais eficiente que o proposto originalmente, baseado no simples incremento de
valores (€). A aplicacdo do método da bissecdo no modelo de GVW envolve
cuidado especial na escolha dos valores iniciais da curva de modo a ndo
ultrapassarem os valores criticos das respectivas datas de exercicio antecipado.

Escolhidos valores iniciais razodveis temos o seguinte algoritmo de busca:

0 1 °ponto de busca: (S;f, )1 = w{”)mx; intervalo: [S;,(STft)max]
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0 2 °ponto de busca:

se S5~ X <e™E,|co(Sh)] -
entdo (S;_t)2 = W, intervalo lS;,(S: )1J

se Sp_,~ X > ¢ E,_|Ci(sp)] -

entao (S;—t)z = (S;_t)l +2(ST_t)maX 5 intervalo [(S;fz )p(ST—t )max]

...... continuamos determinando novos pontos até acharmos o valor critico da

respectiva data de exercicio antecipado.

® valor calculado
)\( O valor estimado
S ¥ inicialmente

S,,—s,n\. 5

t,=0 t,=T-4t t=T-3t T-2t Tt

S (prego da agdo)

Tempo

llustragao 7.5- Esquema da aplicacdo do método da bisse¢ado no modelo de GVW.

7.3.3. Aplicar a Aproximacao de Geske e Johnson (GJ)®

Em seu artigo original Geske e Johnson (1984) mostram como poderiamos
aproximar o valor de uma put americana utilizando os valores de uma opgao
européia (P;) e outras duas opg¢des bermuda (P, e P;) com duas e trés datas de
exercicio respectivamente. Assim, a incorporagdo do modelo de GJ no método de

GVW faz com que ndo precisemos calcular uma curva de gatilho com inimeros

¥ Ver Apéndice A.5.
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pontos criticos. Reduzimos nossas simulagdes a apenas trés valores criticos (

2.T ) L
€ T ), necessarios na determinacao de P, e P;.

7.4. Resultados

w |~
o |3

2

Tabela 7.1- Precisédo do Modelo GVW em fun¢do do numero total de simulagdes (gatilho

(n1) e precgo final da opgdo (ny)) quando comparado a um benchmark baseado na

solugdo analitica de Bjerksund e Stensland. Caso base: call americana, S0 =50,

X =50, T=6/12 anos, r=.10/ano, q=.05/ano, o =.35/ano. Dados da

simulacdo: N =24 ,€=0.1.

= 3000 5000 7000
n, | GVW Erro (%) gf;i GVW  Erro (%) Sﬂi GVW  Erro (%) gf;i s
5000 |53167 09803 74.76 | 5.3081 1.1405 117.32| 53303 0.7266 181.75 0.107651
10000 | 53203 07443 76.84 | 53328 06790 119.14|53463 04277 182.85 0.076391
20000 | 5.3317 07000 80.14 53191 09348 122.98|53364 0.6130 186.36 0.054245
30000 | 53475 04052 8426 | 53506 03480 126,60 53533 02978 190.98 0.044532
40000 | 53331 0.6749 8822 53412 05226 131.05|53358 0.6230 194.49 0.038241
50000 | 53545 02764 92.16 | 53570 02292 134.63| 53673 0.0365 198.72 0.034349

* Solucdo analitica: 5.3693.
** CPU Time em segundos.

5 (Prego da agéo)
> = =
(i3] [} [iy]

]
o
T

w
[is]

1
0.05

1
0.1 015
Termpo (anos)

0z

Figura 7.2- Simulagéo dos precos de uma agao com exercicio antecipado determinado

pela curva de gatilho (call americana) previamente calculada.
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-<- Simulago GvW “a -+- Simulagdo GV

140F — Interpolagéo - — Interpolagéo
Intervalos: 10 130 Intervalos: 60 H

i
=]

)
o

o
)

S (Preco da agén)
S (Prego da agéo)

=)
=]

=}

@
=1
i)

o
o

1 L L 1 L 1 1 L b
0.0s a1 015 0z 0.25 1) 0.05 0.1 018 0.2 025
Tempo (anos) Termpo (anos)

@
o

=)

Figura 7.3- Curvas de gatilho (condigbes de contorno livre) do caso base para diversas
datas de exercicio antecipado. Notamos que a medida que aumentamos o numero de

intervalos de tempo a curva se torna mais uniforme, por fim se sobrepondo quase que

completamente & curva de regressdo. Caso base: put americana, S, =100,
X =100,T =3/12anos, r=.06/ano, ¢q=.03/ano, o =.35/ano. Dados da

simulacéo: n, , =3000 ,€=0.1.

5000 SIMULAGOES

1000 SIMULAGOES

—i— Semente 0000
—— Semente 0123
2oy — Semente 0386 ||
T —+— Semente 9576

i
@

S (Preco da agdo)
8

o,
B
n
B

S (Preco da agéo)

o
)
i
]

i}
=}
m
=

s
o
=
&

L . . L I L L
0.0s a1 015 1} 0.25 o 0.0s 0.1 015 0.2 025
Tempa (anos) Ternpo (anos)

=

Figura 7.4- Simulagcbées das curvas de gatilho usando nuimeros quase-aleatérios de
Sobol com diferentes sementes de inicializagdo. Os graficos demonstram o aspecto
estocastico da curva de gatilho gerada pelo Modelo GVW. Notamos também que a
medida que aumentamos o numero de simulagdes de 1000 para 5000, as curvas tendem

a convergir, tornando-se independentes da semente utilizada. Caso base: call
americana, S, =50, X =50, T=3/12, r=.07/ano, g =.04/ano, o =.3/ano.

Dados da simulacéo: n,, = 1000 e 5000, 25 Intervalos de tempos e € = 0.1.
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16 T T T T
— Simulagdo GWW
— Bijerksund & Stensland
14+ —e— Black Scholes H
Erro0.18923% Zoom
3 — Simulagéo GYVW H
121 1 — Bjerksund & Stensland
= 75 —— Black Scholes
w Eno:l). 18893%
=4
° 10+ B 78 1
b T
= 77 1
£ ar - H
5 Ts ]
o z
B B 575 1
T
74 1
Fas i
73 g
2 L L L L L L L L L 79 1
34 36 35 40 42 44 46 45 50 52 a4 FER] er, e e i e

S (preco da agéo) S (prego da agdo)

Figura 7.5- Grafico de comparagéo entre os valores de opgdes americanas aproximadas
pelos Modelos de GVW (Sobol) e Bjerksund & Stensland. Notamos que o erro (RME)
estimado para o modelo de GVW nesta simulagdo foi de aproximadamente 0.18%.

Dados da simulagéo: -Gatilho: ng,,, = 3000 , 25 intervalos de tempo, € = 0.1; -Gréfico:

= 50000 e 10 pontos

M simul.
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Capitulo 8:

MODELO DOS MiNIMOS QUADRADOS (LSM)

Este método de precificagdo de opgdes americanas, desenvolvido por
Longstaff e Schwartz, fundamenta-se na estimacao dos valores de manter a opgao

viva (valor de continuagdo) para cada instante de tempo ¢,. Esta aproximacdo
baseia-se numa fungdo de regressdo (minimos quadrados) para cada instante ¢,,
representativa dos valores de continuacdo das simulagdes (V' (w;t,) ). Assim como
no Modelo de GVW, o valor esperado da op¢do para cada ¢, ¢ determinado

recursivamente (backwards). A maior vantagem do Modelo LSM frente aos
demais métodos de avaliacdo baseados em simulagdes, € o fato do valor esperado
da opgdo sé precisar ser calculado uma unica vez, reduzindo consideravelmente o
tempo computacional exigido.

As vantagens deste modelo envolvem principalmente:

- flexibilidade para precificar opc¢des envolvendo diferentes processos
estocasticos e caracteristicas especificas;

- simplicidade por ndo envolver aspectos relativos a condigdo de contorno
livre;

- velocidade de processamento quando comparado com os demais modelos
de precificagdo baseados em simulagdes;

- precisdo.
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S1(T)

5(0})

Fegifo in
the money

Ssemaa(ti) S53(T)

| | [
T T T " Tempo

0 6 =

llustragdo 1- Esquema de precificagdo do modelo LSM na avaliagdo de uma put
americana com seis trajetérias de pregos e apenas dois intervalos de tempo. Por meio
deste esquema objetivamos separar as simulagbes em duas regides: regido in the
money e out of the money (* Fonte: L. Stentoft, Working Paper Series N.112, july 2002 —

Aarhus School of Business).

8.1. Formulagao do Problema

A precificacdo de uma call americana pode ser representada como:

r(w,S) |- max{S(z,)- K} para t, <T

1

Acyy = Max E| exp| —
4

© C—

onde ¢ — instante de exercicio: 0<t, <t, <---<t¢t, , <t, =T;
S(z) — prego daagdo no instante ,;
K —  preco de exercicio;
r(w,S) — taxa de desconto associada a cada simulag¢do (w) e prego

da acdo (). No caso de uma opgdo americana simples, consideraremos

essa taxa como sendo constante para todos os caminhos simulados de

r.t;

Z
precos: exp —IV(W,S) =e ',
0

Na prética, sabemos que uma opg¢do americana pode ser exercida a qualquer
instante e nao apenas em alguns determinados instantes de tempo. Isto €, a opcao

de exercicio € representada por um periodo de tempo continuo e nao discreto. No
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entanto, o valor da opg¢do pode ser aproximado tomando-se um nimero de
intervalos ( L ) suficientemente grandes.

No instante final ¢, =7, temos a alternativa de exercer a opg¢do caso ela

esteja “in the money” ou permitir sua expiracao se estiver “out of the money”. No

instante de exercicio antecipado ¢, (¢, <7T'), o investidor deve decidir entre o

exercicio antecipado ou manter a op¢do viva e reavaliar novamente a

possibilidade de exercicio no instante posterior ¢,,,. No instante ¢,, sabemos que o
valor da opg¢do devido ao exercicio antecipado ¢ igual a S(t,,)—K . No caso de
optarmos por manté-la viva, o valor da op¢do em ¢, (V(w, ti)) corresponderd ao

valor esperado dos payoff’s gerados pelo exercicio futuro nos instantes

t..t t, ,t, =T . Assim, considerando a hip6tese de ndo arbitragem, o valor

i+1oti420 ot s

de continuagdo em ¢, correspondera a:

t

V(w,t[): E, ZL: exp —jr(w,S).dS .C(w,tj;ti,T]Fti
14

j=i+l

onde C (w,t‘j;ti,T ) sdo os payoff’s gerados pelo exercicio da op¢ao. Observamos
que F; indica que o valor de continua¢do no instante ¢, esta condicionado as
informagdes conhecidas na respectiva data (£, );

Assim, a estratégia de exercicio 6timo em cada instante de tempo ¢, se reduz
a comparagio dos valores de exercicio imediato (S(¢,)-K) e valores de
continuagio (¥(w,z,)). Bem como no modelo de GVW, exerceremos
antecipadamente a opcao (call) sempre que S(ti )— K > V(w, t, )

O modelo LSM assume que o valor de continuagio V(w,z) em
t,, i=L-1,L-2,...,1 pode ser estimado por um modelo de regressdo dos

minimos quadrados e uma combinagao linear de um nimero determinado de bases

(f., (X )) representativas do conjunto de informagdes conhecidas em ¢, (£, ). Em

seu artigo original, Longstaff e Schwartz usam como exemplo inicial as poténcias

de uma variavel de estado X como fun¢des base . Assim, temos
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onde I}(w, t.) é uma fungio que estima os valores ¥ (w,t,) para cada simulagio w
e instante ¢,.

Devemos salientar que outras fungdes como Laguerre, Legendre, Chebyshev
e polindmios de Jacobi poderiam igualmente ser usadas como base.
Uma vez simulados os precos das ac¢des para todos os instantes de exercicio

antecipado (¢,,¢,,---,¢, ,,t, =T ), 0o modelo em questdo pode ser dividido em duas

partes principais correspondentes a cada instante ¢,: (1) estimar os coeficientes de
I}(w, ti) pela regressdo de Y sobre X, (Y, = vetor dos valores de continuagao
em ¢, X, = vetor dos pregos da agdes “in the money” em t,); (2) determinar o

exercicio antecipado em ¢, pela comparagdo dos valores I}(W, t)e S(t)-K para
cada agdo “in the money”.

Os passos (1) e (2) sdo entdo repetidos recursivamente (¢, =7,¢, ,,...,t,) até
que todas as decisdes de exercicio antecipado para todos os instantes de tempo e
simulagdes (w=1,2,...,N, onde N =namero total de simula¢des) tenham sido

determinados. Finalmente o valor da call americana pode ser valorado por
N {0
Aoy = %Zexp — [r(w.5)ds |max{s”(;; )~ k.0}
k=1 0

w* 7 ~ . , . . , . *
onde S"|¢, ) € o preco da acdo para cada instante de exercicio antecipado 6timo¢,
para cada simulacdo w (ou trajetoria).

Caso ndo exista nenhum instante de exercicio antecipado Otimo para a

simula¢do w, entdo max{SW(tt_ )—K ,0}: 0. Posteriormente, mostraremos através

de um exemplo simplificado, que a estratégia 6tima de exercicio antecipado pode

ser representada por uma matriz N x L, formada por coeficientes 0 ou 1.
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8.2. Algoritmo LSM

1. Devemos gerar N trajetérias de precos (MC ou QMC) correspondentes a
um determinado processo ou processos estocasticos. Essas trajetorias

(w,w=12,....,N) devem ser definidas apenas nas datas onde o exercicio
antecipado ¢ possivel (¢, t,t,,---,¢, ,t;, =T ). Os precos da acdo para

cada instante ¢, e trajetoria w ¢ representado por S”(¢,),w=12,...,N.

S@,)  S'(6)  S'() S, =T
Si,)  S*)  S() *(T)
Matriz de precos: S = Stw)  5°() S3,(t2) S(7)
SG) $76) $T) S
S@) S¥@)  S¥n) - SY(T) |,

2. No instante de exercicio final ¢, =T, devemos exercer a opg¢do caso ela
esteja “in the money”, isto é: maX{SW(tT)— K,O}, paratodo w=12,....,N ;
3. Trabalhando recursivamente apartir do instante ¢, , até o instante inicial

t,, determinamos o valor da op¢ao para cada trajetéria w como sendo:
Vears (ti > Sw(ti )) = max {Ctv»va I}tw };

onde: C = max{SW(tti )— K ,0} — valor de exercicio antecipado

V" — valor de continuacdo estimado pela regressao.

3.a. Determinar os valores de continuagdo para cada w,

w=12,...,N:

Jj=i+l

L
V' =E, ZL: exp(— j r(w,s).dsj.c,f
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Z
simplificando: exp I r(w,S)ds _ i)

t.

O somatorio da expressdo acima ¢ feito até o instante de
exercicio antecipado previamente calculado, ou até a expiragao

da op¢doem T .

3.b. Determinar a fun¢do de continuacao I}t_wz
Para cada SW(tt_) , w=12,....N, “in the money” faremos a
regressdo de Y, sobre X, de modo a determinarmos os

4

coeficientes a,,q,;,a,,,...da fungdo V, .

V,ll_ Sl(t,i)
Yt,. - V"Z € X, = Szz(tt,») = 4y, 4,0,
Vz,M sM t,‘)

onde M representa o nimero de pregos S ‘”(t,A) “in the money”
em 7.

Agora podemos calcular os valores de continuacdo estimados
para cada simulagio w. Tomando f,(X)=X" como base,
temos

AM/' w w
V.'=a,+a, X/ +a1.2.(th_)Z+ ..... ,

tl
calculado para cada simulagdo “in the money.

4. Para cada decisdo de exercicio antecipado C)” > V", armazenaremos o

. * . . J4 . 7o
instante ¢, numa matriz (®,, ) representativa das estratégias de exercicio

otimo. Esta matriz ¢ composta por valores / ou 0: [ para os instantes nos

quais o exercicio antecipado ¢ a estratégia 6tima e () para aqueles nos quais
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manter a op¢ao viva ¢ a melhor estratégia. Essa matriz determinara quais

elementos entrardo no calculo de V;" (somatorio descrito no item 3.a).

OBS:  Repetiremos os passos (3) e (4) recursivamente para todo

t oty gseely;

5. Construida a matriz de decisio ©,,,, estimaremos o valor da call

americana no instante inicial (7, ) da seguinte maneira:

1 N
CALL =ﬁz(

L
w=1 =1

eir.t" (® wi CD wi )j

1

onde® . ¢ a matriz representativa dos valores de exercicio, dados por

max|{$”(z, )- K,0}.

8.3. Exemplo do Calculo de uma Put Americana
Dados: Stozl.O; r=6%; K =1.10; T =3 meses

Em nosso exemplo, consideraremos a possibilidade de exercicio em 3 datas

(L =3), usando apenas 8 simulagdes de trajetdrias de pregos (N =8).

1. Por Simulag¢do de MC ou QMC, determinar a matriz de pregos Sg.;

Matriz de Pregos (S)
t 1, t, =T

1.00 1.09 1.08 1.34
1.00 1.16 1.26 1.54
1.00 1.22 1.07 1.03
1.00 .93 97 92
1.00 1.11 1.56 1.52
1.00 76 7 .90
1.00 92 .84 1.01
1.00 .88 1.22 1.34

IR - NEV N VO O B~

Quadro 8.1- Simulagao de precos.
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.01
.00
.00
17
.00
34
18
22

Matriz @, , = maX{K — Sw(tt, ),0}1 D5 =

.02
.00
.03
13
.00
.33
.26
.00

.00 |
.00
.07
18
.00

.09
.00

86

2. No instante ¢, =7, devemos determinar os valores de exercicio imediato

para cada trajetéria:

Valores da PUT

t t, t,=T

- - .00
- - 01
- - .07
18
- - .00
- - .20
- - .09
- - .00

o BEN N NNV I VRN (ORI [
1
1

Quadro 8.2- Valores de exercicio.

Matriz de exercicio antecipado: Qg =

O == O = = = O

3. Trabalhando recursivamente apartir do instante ¢,, devemos determinar a

estratégia de exercicio antecipado 6timo para os instantes ¢, € ¢,:

3.a. Instante ¢, ;

Determinando I}[ pela regressao dos vetores X e Y abaixo:
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Regressdo no instante ¢,

w Y, X,
1 .00x.9418 1.08
2 - Out of the money
3 07%.9418 1.07
4 18x.9418 97
5 - Out of the money
6 20x.9418 7
7 09x.9418 .84
8 - Out of the money

Quadro 8.3- Regressé&o no instante 7, .

e 2 9418

87

X, - vetor de pregos “in the money” no instante 7,

i

cada opgao “in the money”

Y - vetor dos valores de continuagdo correspondentes a

Da regressdo temos: 17;” =-1.07+2.983.X, -1 .813.()(:)2

t

Determinando a estratégia de exercicio antecipado C," >V,":

Estratégia de exercicio antecipado no instante ¢,

};; aelfcriéiii) Valor de Continuagao EStrc?;e%la
€X€erciCcio
1 1.10-1.08=.02 V' =-1.07+2.983(1.08)—1.813(1.08)" =.0369 0
2 - - 0
3 1.10-1.07=.03 ¥} =-1.07+2.983(1.07)-1.813.1.07) =.0461 0
4 110-97=.13 V'=.1176 1
5 - - 0
6 1.10-.77=.33 V.’ =.1520
7 1.10-.84=26 V] =.1565 1
8 - - 0

Quadro 8.4- Estratégia de exercicio em 7, .
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Matriz de exercicio antecipado:

®8><3 =

Matriz valores 6timos da putem ¢, e t,:

(®8><3'q)8><3) =

|
S = = O = O O O
S O O O O = O O

3.b. Instante ¢,;

01
.00
.00
17
.00
34
18
22

.02
.00
.03
13
.00
33
.26
.00

.00 ]
.00
.07
18
.00

.09
.00

Regressdo no instante ¢,

W YtI th

1 .00x.9418 1.08

2 - Out of the money
3 - Out of the money
4 13x.9418 93

5 - Out of the money
6 33x.9418 76

7 26x.9418 .92

8 .00x.9418 .88

Quadro 8.5- Regressé&o no instante ¢, .

S = = O = O O O

13

33
26

S O O O O = O O

o

S O O O O

88
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Da regressdo temos: I}tlw =2.038-3.335.X," +1.356.(X:)z

Estratégia de exercicio antecipado no instante ¢,

o N N n B~ W=

]}:; ilrocrigliz Valor de Continuagado dESet;aeiécgici:?o
01 P! =2.038-3.335.x" +1.356(X, | =.0139 0
- - 0
- - 0
17 V! =.1092 1
- - 0
34 Ve =.2866 1
18 V] =.1175 1
22 VE=.1533 1

PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116478/CA

Quadro 8.6- Estratégia de exercicio em ¢, .

Estratégia 6tima de exercicio antecipado para a put:

®8><3 =

—_— = = O = O O O
S O O O O o o O

S O O O O~ O O

4. Calculo do valor da put:

w=l\i=1l

PUT—Li ieﬂ(@ D) -1
- N&4 )
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01
.00
.00
17
.00
34
18
22

I, = (®8><3 'q)8x3):

—_— e = O = O O O
S O O O O o o O
S O o o o = O O

8.4. Curva de Gatilho

.02
.00
.03
13
.00
33
.26
.00

.00 |
.00
07
18
.00

.09
.00

17

.34
18
22

S O O O O O o O

90

[e)

S O O o O

Conforme mencionado anteriormente, a determinacao da curva de gatilho

(ou contorno livre) ndo € essencial para a precificacdo de opgdes pelo Modelo

LSM. No entanto, quando na andlise de op¢des complexas a curva de gatilho pode

oferecer informacdes adicionais sobre o comportamento da op¢ao no tempo.

A curva de gatilho de uma call americana pode ser capturada através de

duas abordagens distintas:

1. Determinar as raizes da fun¢do abaixo para cada instante de tempo:

7(8,)=7. -, =la, +a,.5, +a,(s,] + J— ls, - x],

2. Através de incrementos (ou decrementos no caso de uma puf) em S, + €,

realizar um processo de busca semelhante ao do Modelo GVW de modo a

encontramos o valor da a¢do em cada instante ¢, parao qual V, =C

(73
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Tabela 8.1- Andlise da convergéncia do Modelo LSM em fun¢cdo do numero de

simulagdes e intervalos de tempo. Apesar da precisdo do modelo, ndo observamos um

padrao de

convergéncia

definido. Caso

base:

put

americana, S, =40,

K =40,T =1lanos, r=.06/ano, q=0/ano, o =.4/ano. Dados da regresséo:

polindmio linear de 3° grau.

Simulagoes PUT sm Erro (%) CPU Time (seg)

10 intervalos de tempo

5.000 5.2841 0.5102 0.2800

10.000 5.3296 0.3464 0.3300

50.000 5.3275 0.3068 1.8700

100.000 5.2781 0.6232 3.9500
235 intervalos de tempo

5.000 5.3176 0.1205 0.3800

10.000 5.3334 0.4179 0.7700

50.000 5.3001 0.2089 4.7700

100.000 5.2917 0.3671 9.7800
50 intervalos de tempo

5.000 5.3576 0.8736 0.7700

10.000 5.3094 0.0338 1.5900

50.000 5.3254 0.2673 9.3900

100.000 53115 0.0056 21.8100
100 intervalos de tempo

5.000 5.2576 1.0091 1.5900

10.000 5.3426 0.5912 3.1300

50.000 5.3110 0.0037 19.0100

100.000 5.3140 0.0527 43.6100

*PUTB_S = 50596, PUTDF =5.3112

Tabela 8.2- Analise do Modelo LSM em fung&o do grau do polindmio linear utilizado na

regressédo. Conforme podemos constatar o grau do polindmio usado na precificagdo de

uma put americana (Tabela 8.1) ndo gerou resultados conclusivos no que se refere a

precisdao da simulagdo. No entanto, salientamos a importancia da correta escolha do

grau do polindmio quando na precificagdo de opgdes complexas ou exoticas®.

Grau do 15.000 simulagoes. 100.000 simulagoes
polinémio PUT sm Erro (%) PUT sm Erro (%)
2 5.3372 0.48953156 5.3115 0.00565
3 5.3470 0.67404730 5.3175 0.11862
4 5.3553 0.83032083 5.3182 0.13180
5 5.3556 0.83596927 5.3196 0.15816
6 5.3421 0.58178943 5.3127 0.02824

? Ver Tavella.
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Tabela 8.3- Precisdo do Modelo LSM e GVW quando comparado a um benchmark

baseado no método de D.F. Crank-Nicholson (400 x 400) e arvores binomiais (500

passos), Caso base: put americana, K =50, T =1lano, r =.1/ano, q=0/ano.

Dados da simulacdo: polindémio linear de 3° grau, 50000 simulagdes (sobol).

0 =25% 6 =35%
SO | BINsgp DF 499 GVW LSM BINsq0 DF 409 GVW LSM
Tempo: 6 meses (24 intervalos)
45 5.4293 5.4272 5.4035 5.4036 6.4802 6.4779 6.4668 6.4616
50 | 2.6107 2.6089 2.6082 2.6000 3.9387 3.9377 3.9397 3.9287
55 1.1283 1.1268 1.1325 1.1267 2.2965 2.2931 2.3005 2.2896
1 ano (48 intervalos)
45 5.8202 5.8183 5.8152 5.8038 7.3597 7.3570 7.3321 7.3453
50 | 3.2773 3.2762 3.2795 3.2631 5.0696 5.0693 5.0796 5.0495
55 1.7900 1.7875 1.7973 1.7867 3.4625 3.4618 3.4790 3.4601

~
=]
~
[=1

—e— Payoffst=3 anos
+  Valor de continuagdo
—— Walor de continuacdo esperado

o
=
@
=]

= @
=} =1

Payoff das agdes "in the money”
w
=1

Payoff das agdies "in the money"

)
=1

=
=

0 . . . . . 0 . . L L . .
10 20 30 40 50 60 70 1) 10 20 a0 40 50 60 70
Precos da agfes "in the money” no instante t = 2 anos Precos da agdes "in the money" no instante t = 3 anos

Figura 8.1- Representagédo dos payoff’s e curvas de continuagdo no segundo e terceiro

anos. Os payoff's devem ser comparados com a curva do valor de continuagéo, optando-

se pelo exercicio imediato caso o payoff seja maior. Caso base: put americana, S, = 60,

K=70,T =4anos, r=.15/ano, ¢q=0.08/ano, o =.45/ano. Dados da

simulacdo: polindmio linear de 3° grau, 4 intervalos de tempo, 50 simulagdes (Sobol) e

precisdo e incremento iguais a 0.05 (LSM).
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o
=

—=— Modelo GWW
— Método DF
M —— Modelo LSM

T
=]

S (Prego da agéo)
Py = =y
[ B o

I
=1

[55)
[=:]

1 1 1 1 1 1 1
a oos 01 015 02 025 03 03 04 045 05
Tempo (anos)

%)
o

Figura 8.2- Comparacdo entre as curvas de gatilho geradas pelos Modelos de
Diferencas Finitas Crank-Nicholson, LSM e GVW. Devemos salientar que estes

resultados ndo podem ser vistos como valores exatos por se tratarem de variaveis

estocasticas. Caso base: put americana, S, =50, K =50,7 =6 meses, r =.1/ano,

q=0.0/ano, o =.35/ano. Dados da simulagdo: DF: M = N =300; GVW: 30

intervalos de tempo e 3000 simulag¢des (Sobol); LSM: polinémio linear de 3° grau, 30

intervalos de tempo, 50000 simula¢des (Sobol) e precisdo e incremento iguais a 0.05.

.
=}

w
==}

w
@

w
=

S (preco da agéo)
S (prego da agéo)

w
[

=
n

25

Tempo (anos) 0o M (intervalog) Tempa (anas) o Ms (simulagdes)

Figura 8.3- Curvas de gatilho para simulagbes envolvendo diversos intervalos de tempo

e total de simulagbes. Caso base: put americana, S, =40, K =40,T = 6 meses,

r=.1/ano, q=0, o =.4/ano. Dados da simulacdo: polindmio linear de 3° grau,

100000 simulagdes (randn) e precisdo e incremento iguais a 0.05.
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CURWVAS DE GATILHO / EXERCICIO MEDIO

=
o

9000

ESTRATEGIA DE EXERCICIOS ANTECIPADOS
—&— Curva de exercicio medio T T T T T T T T T T T

—— Curva de gatilho (restric&o livre)
M. de simulacoes: B0000

w
o
h

8000

w
=)
L

7000

%)
=

6000

I
R

5000

Total

w
=]

4000 +

S (Prego da agén)

n
)

3000

)
@

2000 +

%)
b=

1000

r
(]

L I I I L L I il
1} 01 02 03 0.4 05 0B o7 [IR:] 09 1 1 2 3 4 65 B 7 8 92 10 11 12
Tempo (anos) Intervalos de tempo

Figura 8.4- Informagdes sobre o “timing” de exercicio: (a) Curva de gatilho e curva de
exercicio médio do modelo LSM. Podemos observar que a curva de exercicio médio fica
abaixo do gatilho. Isto representa o fato do exercicio antecipado s6 ser 6timo para os
precos das agbes que se encontram abaixo da curva de gatilho; (b) Demonstra o total de

opgdes exercicios em cada instante, informando assim os momentos de exercicio mais

significativos. Caso base: put americana, S, =40, K =40, T =1ano, r =.06/ano,

q=0, o =.4/ano. Dados da simulagéo: Polindbmio linear de 3° grau, 12 intervalos de

tempo, 60000 simulagbes (Sobol) e precisao e incremento iguais a 0.05.

PORCENTAGEM DE OPGOES EXERCIDAS DISTRIBUIGAD ACUMULADA DE GANHOS
60 T T T T

54% (opgies exercidas)

6%

54%

Ocorréncia (%)

Il Opgoes exercidas: 32553
Bl Cpgiies sem valor: 27447 DD 1'0 1\5 - -
Yalor dos Ganhas

ey

Figura 8.5- Informagdes sobre o risco: (a) Apresenta a probabilidade da opgéo
americana expirar sem o exercicio, isto € vencer sem valor; (b) Distribuicdo acumulada
de ganhos. Notar que esta distribuicao converge para 54% visto ser este a porcentagem

esperada de exercicios. Caso base: igual a figura 8.4.
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Capitulo 9:

AVALIAGAO DE OPGCOES AMERICANAS COMPLEXAS

Nesta secdo mostraremos como podemos estender o modelo LSM para a
avaliacdo de opcdes americanas (bermuda) com caracteristicas complexas. Os
modelos serdo apresentados de forma a aumentarmos gradativamente o grau de
complexidade envolvido. Dessa forma, abordaremos primeiramente a avalia¢do de
opgOes americanas com processo estocastico diverso do geométrico browniano,
em seguida trabalharemos alguns tipos opgdes exoticas como barreira, asidtica e
lookback. Finalmente, concluiremos o trabalho com a avaliagdo opcdes

americanas com multiplos ativos e taxas de juros e volatilidade estocésticas.

9.1. Modelo Jump-to-Ruin

Merton (1976) propds um processo estocastico onde o prego do ativo
seguiria um movimento geométrico browniano adicionado de “jumps” aleatorios
determinados por uma distribui¢do de Poisson. O fator adicional representado por
esses “jumps” pode ser visto como um risco nao sistematico nao captado pelo
mercado. Esse processo estocastico € interessante por permitir a representagdo de
descontinuidades no prego do ativo, geradas pelo surgimento de novas
informacdes. Observamos também que somente os modelos baseados em SMC
sdo capazes de precificar eficientemente opgdes cujos ativos possuam processos
estocasticos sujeitos a jumps. Em seu artigo original Merton propds uma solucao
analitica para a precificagdo de uma opg¢do européia cujo ativo segue um
movimento baseado em jumps. No entanto, ele demonstra que a precificagao de
uma opg¢do americana envolve a solu¢do de uma equacao diferencial de dificil
solucao.

Visando a simplificagdo de nossa ilustracdo, abordaremos uma versdo
simplificada do modelo desenvolvido por Merton, conhecido como “Jump-to-ruin
Model”. Neste modelo a acdo segue um processo geométrico browniano até que

um evento (jump) ocorra, a partir do qual a acdo perderia totalmente seu valor.
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Nesta ilustrag¢do, o jump representa o risco de faléncia da empresa emissora das

acoes. O processo em questao pode ser representado por

dS =(r+21)S dt+0oS dZ - S dq

onde ¢ ¢ um processo de Poisson independente com intensidade A . Quando
um evento de Poisson ocorre, o valor de g passa de zero a um (dg =1), e o prego
da agdo passa a ser zero dai em diante.

A avaliacdo de opgdes com ativos baseados em processos estocasticos
mais complexos envolvendo jumps podem ser prontamente incorporados aos
modelos GVW e LSM, bastando a substituicdo do processo em questdo na
simulagdo dos precos da acdo.

A seguir apresentaremos os resultados obtidos na avaliacdo de duas opgoes
americanas com A =0 e A =0.05 respectivamente. Visando tornar a comparagao
de nossos resultados mais significativa, ajustaremos os parametros dos dois casos
de modo que as duas distribui¢des de precos do ativo tenham médias e variancias

iguais. A variancia do prego do ativo para um “Jump-Difusion process” ¢ dada por
SZ(O) e(g,)(e(m,ﬂ) T 1)

Tabela 9.1- Valores de duas op¢des put americanas e européias cujos precos das agdes

seguem dois processos estocasticos diversos. Caso base: S, =40, X =40,
r =.06/ano, q =0/ano, o =.2/ano (jump-to-ruin com A =0.05), o =30% (mov.

geométrico browniano com A =0) e T =1 ano; Dados da simulacdo: Modelo LSM,

N =24 e n=30.000 simulagbes e polindmio linear de 3° grau (regresso).

A=0 A=0.05
PUTgur| 3.5575 3.1981
PUTav | 3.7915 3.4178
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40

T T T
—— Jump-to-rdin
—s— Geométrico browniano

B/r

3B+

Mt

S (Preco da agdo)

32+

30+

1 1 1 1 1 1
01 02 03 04 05 06 0F 08 09 1
Ternpo (anos)

23 1 1 1
0

Figura 9.1- Curvas de exercicio médio das duas opgbes americanas apresentadas na
tabela acima. No gréafico acima notamos que a estratégia de exercicio antecipado € mais

agressiva quando na presenga de jumps.

9.2. Opgoes Barreira

Nesta secdo abordaremos a precificacdo de opgdes americanas barreira pelo
modelo LSM. Focaremos nossos resultados no estudo de duas opgdes barreira,
uma put up-out e outra down-out. Por defini¢ao, opgdes put up-out € down-out sao
opgoes que perdem totalmente seu valor no momento que o preco do ativo atingir
uma barreira superior ou inferior respectivamente.

A aplicagdo do modelo LSM na avaliacdo de opg¢des do tipo barreira ¢é
relativamente simples. Basicamente devemos modificar a matriz inicial de precos
utilizada na precificagdo de opcdes americanas tradicionais (vanilla) tornando os
precos das acdes que atingirem a barreira iguais a INF (valor infinitamente
grande) para todos as trajetdrias simuladas. O objetivo desta mudanca ¢ tornar as
acdes que atingirem a barreira “out of the money” para todos os instantes

posteriores ao momento de corte da barreira.
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Tabela 9.2- Valores de opgbes americanas put up-out precificadas pelo modelo LSM
para diversos valores de o (desvio padrdo) e valores da barreira. Adotamos como
benchmark os valores obtidos pelo método de DF (M =100 e N =4000). Podemos
constatar que a medida que aumentamos o desvio padrao, a diferenga entre os valores
obtidos pelo modelo LSM e nosso benchmark tende a aumentar. Isso ocorre devido a

alta dependéncia das opg¢des do tipo barreira em relagdo ao numero de instantes de

exercicio usados na simulagdo. Caso base: Modelo LSM, §, =40, X =45,

r =.0488/ano, q=0, T =1 ano; Dados da simulacdo: N =24, n=150.000

simulagdes e polindmio linear de 3° grau (regresséo).

=02 0.3 0.4 0.5
PUTism DF PUT\sm DF PUTsm DF PUT\sm DF
50 54304 53851 | 6.3746 6.1451 | 7.1682  6.7053 | 7.8219  7.1056
55 55188 5.5261 | 6.7974 6.7286 | 7.9723  7.7511 | 8.9613 8.5329
60 5.5275 55377 | 6.8960 6.8847 | 8.2847  8.1939 | 9.5271 9.2895
65 5.5273 55393 | 69138 6.9199 | 83941 83650 | 9.7902  9.6709

Putp, 55371  Putan, 69284  Putpy 8.459 Putpm, 10.0228

S

Tabela 9.3- Valores de opgbes americanas put up-out do caso base da tabela acima
para diversos intervalos de exercicio antecipado (datas). Notamos que a medida que
aumentamos o numero de datas de exercicio o valor estimado da put up-out pelo modelo
LSM converge gradativamente para o valor real representado pelo benchmark (DF).

PUTysm
Se DF Datas = 40 80 160
50 | 7.1056 7.8219 7.6670 7.4752
55| 8.5329 8.9613 8.8455 8.7706
60 | 9.2895 9.5271 9.4682 9.4290
65| 9.6709 9.7902 9.7508 9.7290
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1 1
0.05 0.1 015 0.z 0.25
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I
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Figura 9.2- Curvas de exercicio antecipado médio para uma put down-out e outra
americana do tipo vanilla com parametros iguais. Conforme podemos constatar, a curva

correspondente a opgao down-out permanece sempre acima do valor de barreira. Caso

base: Modelo LSM, S, =45, S, =40 (barreira), X =50, r =.1/ano, g =.03/ano,

T =3 meses; Dados da simulagdo: N =12, n=20.000 simulagbes e polindmio

linear de 3° grau (regressao).

7000 T T T T 3000

—
Il Cown-Out Put Il Fut Americana

6000 - A 2500 i

5000 -
2000 q

4000+
1500 q

Tatal
Total

3000 -

1000 q
2000+

1000 50 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 1 12
Semana de exercicio Semana de exercicio

Figura 9.3- Estratégia de exercicio antecipado para as opgbes barreira e americana do
caso base da figura acima. Notamos uma diferenga nitida nas estratégias das duas
opgdes. Constatamos que na opgéo put down-out a maximizagdo dos payoff’s resulta de

uma maior concentragao dos exercicios antecipados nas semanas iniciais.
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9.3. Opgoes Asiaticas

A precificacdo de opgdes asiaticas do tipo americana ou bermuda
apresentam-se como um desafio no campo das finangas computacionais. Essa
opcdo ¢ particularmente mais complexa que as abordadas anteriormente por
apresentar a possibilidade de exercicio antecipado associada a payoffs
dependentes da trajetoria de precos da a¢ao durante determinada janela de tempo.
Geralmente esses tipos de opgdes sdo de dificil avaliacdo pelos métodos
tradicionais baseados em arvores binomiais ¢ diferencas finitas.

Para uma opgdo asidtica do tipo americano, a funcdo do valor de
continuagdo (manter a opcao viva) e a decisdo de exercicio antecipado em cada

instante de tempo ¢,, depende ndo mais da monitoragdo de apenas uma variavel de

estado (S, = prego da agdo) mas sim de duas (S, e §r,- = pre¢o médio da agdo).

1 n

L§tn = ZS’,‘

n+1

Dessa forma, tanto a curva de gatilho determinada pelo modelo GVW
assim como as regressdes utilizadas no modelo LSM, devem ser representadas
ndo mais num espago bidimensional (S x¢) mas sim por uma superficie em trés
dimensdes (S x S x ).

Longstaff e Schwartz sugerem a utilizagdo de oito bases e polindmios de
Laguerre nas regressdes a cada instante de exercicio antecipado. De modo a
acelerar o tempo computacional, optamos por utilizar um polindmio mais simples

descrito por:

_ N 2 T2 N 2c o2
£(5,.5, )=, +a, 8, +a, 5, +a, 5 +a,5* +a,5,S, +,.5°S, +a.S S

Notamos que em alguns tipos de opgdes exdticas a utilizagao de polindmios
mais complexos, como os de Laguerre, Hermite e Legendre, podem conferir um
maior grau de precisdo aos resultados. No entanto, a escolha do polindmio acima
satisfaz nossas expectativas a respeito da precisdo do modelo quando comparado

com um valor de Benchmark (Hull e White, 1993).
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Tabela 9.4- Valores de opgbes call asiaticas para diversos pregos de exercicio e
vencimentos (6 meses € 1 ano). Notamos que o valor estimado pelo modelo LSM

permanece proximo do benchmark (HW) tido como uma boa aproximagéo do valor real.

Caso base: call asiatica (média aritmética) estilo americano, S, =50, r =.1/ano,

q = 0/ano,; Dados da simulacdo: Modelo LSM, N =40, n=30.000 simulagdes e

polinbmio com oito bases descrito acima.

X =40 X =45 X =50 X =55
T=05 T=1 T=05 T=1 | T=05 T=1 |[T=05 T=1
HW 12.1150  13.1530 | 7.2610 8.5510 | 3.2750 4.8920 | 1.1520 2.5360
LSM 12.1362  13.1792 | 7.2861 8.5584 | 3.2646 4.8856 | 1.1537 2.5365

«  “alor de continuagéo (t = 3 anos)
[ “alor de continuagdo esperada

o
o

e
o
I

)
[}
i

Payoff das agdes "in the money”

o
i

SR
S
T

=
()

120

prego médio da agdo o preco da agdo

Figura 9.4- Curva de continuacdo no terceiro ano de uma call asigtica americana
descrita abaixo. Observamos que diferentemente do grafico da figura 8.1, essa curva é

fungao de duas variaveis, devendo ser analisada num espago tridimensional. Caso base:

call asiatica-americana, S, =50, X =45, T'=4anos, r =.10/ano, q =0.05/ano,

o =.30/ano . Dados da simulacdo: Modelo LSM, 4 intervalos e 50 simulagdes.
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7000 14000

T
Wl Call asistica

B000 - 1 12000 [

T
I Call americana

5000 - B 10000

4000+ 1 8000

Total
Total

3000 - 1 6000
2000 1 4000

1000+ 1 2000

AT T I T T 11 b

I L L I
1} a 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
Semana de exercicia Semana de exercicio

Figura 9.5- Estratégia de exercicio antecipado para as opg¢des asiatica e americana do
tipo vanilla. Notamos que uma call americana que nao paga dividendos jamais sera
exercida antecipadamente. Nesse caso, a estratégia 6tima é representada pelo exercicio
no momento do vencimento (semana 24), tornando seu valor igual ao de uma opgao
européia. Constatamos que o mesmo nao vale para o caso de opgdes asiaticas, onde

sdo observados exercicios em praticamente todas as semanas. Caso base: call asiatica

(média aritmética) estilo americano, S, =50, X =50, r =.15/ano, ¢ =0/ano,

o =.3/ano, T = 6 meses; Dados da simulacdo: Modelo LSM, N =24, n=20.000

simulagdes e polindmio com oito bases descrito acima.

9.4. Opgoes Lookback

As opgoes lookback sdao contratos cujos payoffs dependem do preco
maximo/minimo atingido pela a acdo ao longo de determinado periodo. Para
simplificarmos usaremos o termo maximo/minimo da agdo. Como os payoffs
destes tipos de opgoes tendem ser elevados, elas tendem a ser mais caras que as
vanilla.

Estas opgdes podem ser classificadas em dois tipos conforme o payoff:
floating strike, onde o valor de exercicio corresponde ao pre¢o maximo/minimo
da agdo, ou: fixed strike onde o valor de exercicio permanece constante € o valor

da acdo ¢ substituido pelo maximo/minimo.

1. floating strike:
a. call:  Max [O,S[I —Sfi"J;

b. put:  Max lO,S;”‘LY —StiJ;
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2. fixed strike:
a. call: Max lO,St’I"‘“—XJ;

b. put: Max [O,X—Sfﬁ"].

Conforme visto na avaliacdo de opgdes asidticas, a discretizacdo do tempo ¢
crucial quando na avaliacdo de op¢des americanas cujos payoffs dependem da
trajetoria de precos da agdo. O aumento do numero de instantes de exercicio
antecipado, 200 ou mais, pode tornar os modelos de simulagdo
computacionalmente muito custosos. Assim, uma alternativa eficiente e
relativamente simples seria aumentarmos somente a discretizacdo das trajetorias
de modo a monitorarmos o maximo/minimo da ac¢do, mantendo o numero de
possibilidades de exercicio iguais aos utilizados em op¢des americanas

tradicionais.

140 120

Mo

@
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| l
i
| |

o
=

120 ﬂ V//\/’
E11U- W{Q‘C %Mﬁ J Emg,
A e L
YT | e
| | | |

J
|
|
\

60
0

[N}
=
m

] 10 12
Ternpo (meses) of (12 instantes de exercicio & 240 intervalos) Ternpo (meses)

Figura 9.6- A figura acima demonstra o processo de precificagdo de uma opgéo onde os
maximos/minimos nos 12 instantes de exercicio sdo estimados com base num numero

elevado de discretizagbes de tempo. No segundo grafico utilizamos diferentes precos
iniciais (S, =75 e 85) de modo a melhor exemplificarmos o método. Dados da

simulacdo: 12 instantes de exercicio e 240 discretizagdes para a monitoragao do

maximo/minimo da agao.

Assim como na avaliagdo de opgdes asiaticas as regressoes utilizadas no

modelo LSM, devem ser representadas por uma superficie em trés dimensoes

(S % SMax/Miin % t)
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Abaixo testamos o modelo em relacdo ao tipo de regressdo utilizado na
precificagdo de uma call lookback floating strike. Notamos a necessidade de

utilizarmos uma regressao linear com 21 bases (10 bases correspondentes as

variaveis S e S até o quinto grau e 10 corresponde aos termos cruzados).

Tabela 9.5- Valores de opgbes americanas call lookback floating strike para diversos
precos iniciais e tipos de regressao. Notamos que o valor estimado da opgédo quando

utilizamos um polindmio linear com 21 bases na regressdo permanece proximo do

benchmark (Babbs). Caso base: lookback floating strike estilo americano, X, é”"” =175,

r =.06/ano, q =.03/ano, o =.20/ano, T =1 ano; Dados da simulacdo: N, =35

(instantes de exercicio antecipado), N, =350 (discretizagdes)e n =50.000 (Sobol).

So 75 80 85 90
Babbs 11.4900  13.0000 15.5800 18.9650
Linear,; 11.4624 129718 15.5298 18.9066
Linear) 11.2967 127868 152990  18.6355
Hermite,g - - 152990 18.6196
Legendre - - - 18.6355

9.5. Opgoes Dependentes de Multiplos Ativos

Nesta secao estenderemos o algoritmo LSM para o caso de opgdes americanas
dependentes de multiplos ativos. Focaremos nossos resultados em opgoes
baseadas no minimo e méximo de dois e trés ativos correlacionados. Existem
quatro tipos basicos de opgdes com payoff’s dependentes do méximo-minimo de

um grupo com 7 ativos.
3. payoff em funcao do méximo de » ativos:
a. call:  Max |0,max (S,,,S,,,.....5,,) - X|;

b. put: Max lOaX_maX (Sl,z’Sz,t’ """ ’Sn,t)J;

4. payoff em fun¢ao do minimo de 7 ativos:

a. call: Max |0,min (S,,,S, S, )= X |;

b. put.  Max |0,X —min (S,,,S, ,......S, )|
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Observamos que os modelos baseados em arvores e DF podem ser
aplicados na precificacdo de opcdes dependentes de no maximo trés ativos. No
entanto, acima de trés dimensdes, a aplicagdo destes métodos torna-se
impraticavel, restando unicamente os modelos baseados em simulagao.

Assim como no caso de opgoes asiaticas e lookback, a funcdo do valor de
continuagdo nas op¢oes do tipo maximo-minimo depende de multiplas variaveis.
De modo a facilitarmos nossa abordagem, optamos pelas mesmas bases para a
avaliacdo de opgdes sujeitas a dois e trés ativos correlacionados. No caso de

opcoes sujeitas aos pregos de trés ativos, os termos S, e S, correspondem aos

dois maiores valores do grupo de ativos. Essa idéia tem por objetivo reduzir o
niumero de bases nas regressdes e conseqilientemente acelerar o tempo

computacional. As bases escolhidas sdo:

S8t s s s
S, S 88 s
S8, 88, 88, 88,
S'S, SiSy SUS,

§'S, S'S;

S'S,

1

Tabela 9.6- Valores de opgdes put americanas baseadas no valor minimo dentre dois
ativos ndo correlacionados para diversos precos de exercicio (35, 40 e 45). Notamos
que o valor estimado pelo modelo LSM permanece proximo do benchmark (arvore
trinomial de Boyle). Caso base: opgdo americana descrita no item (2.b) acima,
S, =8, =40, 0, =.20/ano, o, =.30/ano, p =0.5 r =.05/ano, g, = g, = 0/ ano,
T =.583 anos (7 meses); Dados da simulacdo: Modelo LSM (Sobol), N =25,

n=30.000 simulagbes e polinbmio com as bases descritas acima

Strike (X) | PUT s Trinomial
35 1.4218 1.4230
40 3.8807 3.8920
45 7.6799 7.6890
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Tabela 9.7- Valores de opgdes call americanas baseadas no valor maximo dentre trés

ativos correlacionados para diversas datas de exercicio antecipado. Caso base: opgéo

americana descrita no item (1.a) acima, S, =5,=S5;=100, X =100,
o,=0,=0y,=.20/ano, p,=-025 p;=025 p,;=03, r=.05/ano,

49, =4, =9, =.10/ano, T =3anos; Dados da simulacdo: Modelo LSM (Sobol),

n=30.000 simulagbes e polinbmio com as bases descritas acima.

CALL Datas de exercicio antecipado
10 15 30
LSM 17.8278  17.9389  18.0845
DF 17.8440  17.9690  18.0820
Wl Ativo 10 4917

2500

B Ativo 20 4796

Hl Ativo 1 [ Ativo 3: 3659
[ Ativo 2 [ Opgdes sem valor: 6623
[ Ativo 3

25%

2000+

1800+

Total

1000 -

5001

18%

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Instante de exercicio

Figura 9.7- Estratégia de exercicio antecipado para o caso base descrito na tabela
acima. Os graficos representam a quantidade de exercicios dos ativo em cada instante

de exercicio e o percentual total de exercicios de cada ativo. Dados da simulacéo:
Modelo LSM (Sobol), N =15 e n =20.000 simulagdes.

9.6. Opgoes com Taxas de Juros Variaveis

Nesta secdo consideraremos a aplicacdo do modelo LSM na avaliagdao de
opgOes americanas sujeitas a taxas de juros variaveis, isto ¢é: taxas definidas por
processos estocasticos ou fungdes dependentes do tempo. Esse problema, embora
de grande importancia pratica, ainda ¢ um assunto pouco estudado pela literatura

financeira.
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Assim como nas segdes anteriores suporemos que o pre¢o do ativo segue
um movimento geométrico browniano. Assim, supondo taxas de juros variaveis

temos:

S 2
]n(S’ ):(r(w,t)—q—%] dt+O'le le :8\/5
A precificacao de uma put americana pode ser representada como

PUT ;) = Max E exp[—jr(w,t)}max{X —S(tl.)} ;
t; 0

!

instante de exercicio: 0 <t, <t, <---<¢, | <t, =T;

S(t) —  preco da agdo no instante ¢;;

X — preco de strike;

r(w,t) — taxa de juros associada a cada simulagdo (w) e instante de

tempo (¢). No caso de uma op¢ao americana com taxas de

t

i

r(w,t)j # e " (taxa de desconto);
0

juros variaveis: exp{—

A seguir suporemos valores distintos para a variacdo da taxa de juros no
tempo e os respectivos efeitos no prego de opcdes do tipo put americanas : (1)
suporemos a taxa de juros como sendo uma fun¢do dependente do tempo

(crescente e decrescente); (2) modelo Cox, Ingersoll e Ross (CIR).

9.6.1. Taxa de juros em fungao do tempo

Nesta subsecdo consideraremos a influéncia de diferentes curvas de juros

no preco de opcdes americanas. Consideraremos trés tipos de curvas:
H(t)=0.24-0.15 ™™ (upward sloping, USTS), r(t)=-0.0106+0.15 ¢
(downward sloping, DSTS) e r(t) =(0.1147 . Para as curvas de juros estabelecidas,

os pregos de opgdes européias permanecem inalterados para as trés curvas, visto
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apresentarem taxas de juros iguais a 11.47% ao final de um ano. No entanto,

quando na avaliacao de opgdes americanas a possibilidade de exercicio antecipado

acaba por gerar diferencas nos precos das opgoes.

T
— DSTS
—— USTS

— 0.1147fano

Tempo [meses)

b

Figura 9.8- Representacao das curvas de juros USTS e DSTS citadas anteriormente.

No caso de considerarmos a taxa de juros como funcdo do tempo, e ndo

estocastica, as simulagdes envolvem apenas uma varidvel de estado. Assim, as

regressoes podem ser efetuadas diretamente como no caso de opgdes americanas

tradicionais (vanilla), usando-se apenas os valores correspondentes ao preco da

agdo (S(¢)).

Tabela 9.8- Valor de opgdes americanas com juros varidveis. Caso base: put, S, = 40,

vy =0.1147/ano, g =0/ano, T =1lano, o =.35/ano.

possibilidades de exercicio antecipado e 50000 simulagdes (Sobol).

X o r=11.47% USTS DSTS
35 0.25 0.8654 0.9464 0.7908
40 2.4593 2.6220 2.3133
45 5.3875 5.5562 5.2440
35 0.35 1.9186 2.0315 1.8094
40 3.8717 4.0513 3.6969
45 6.6679 6.8899 6.4602

Dados da simulacdo: 25
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9.6.2. Taxas de Juros estocasticas: Modelo CIR

Em seu artigo original Cox, Ingersoll e Ross (1985) supordo o seguinte

processo estocastico para a taxa de juros:
dr, = aly —r)dt + p\/Zde dz, = eldt

onde y ¢ o valor da taxa de juros de longo prazo, « representa a velocidade de
ajustamento a taxa de longo prazo e p ¢ uma constante. Notamos que esse
modelo representa um processo de reversdo a média com volatilidade estocastica e
taxas de juros sempre positivas. Observamos ainda que Z, e Z, sdo dois

processos de Wiener geralmente correlacionados negativamente (6 < 0), visto

que o aumento da taxa de juros tem efeito depreciativo no valor dos ativos.

Taxa de juros

Taxa de juros

Tempo (anasg)

Figura 9.9- O primeiro grafico apresenta diferentes trajetérias de taxas de juros segundo

o modelo CIR para varios valores de « . Ja o segundo apresenta os resultados de
simulagbes segundo o caso base descrito a seguir. Caso base: 7 =0.12/ano,

T =10anos, a=1.0 y=0.20, p=0.025, 0 =.35/ano e € =0. Dados da
simulacdo: 350 intervalos de tempo.
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Figura 9.10- Taxas de desconto considerando juros constantes (12% e 20% ao ano) e

estocastico. Caso base: 1y =0.12/ano, T =10anos, a =1.0 y =0.20, p =0.025,

o =.35/ano e 8 = 0. Dados da simulacéo: 350 intervalos de tempo, 5 possibilidades

de exercicio antecipado.

Tabela 9.9- A tabela abaixo apresenta os resultados da precificagao de opgbes do tipo
put americanas considerando juros constantes e estocasticos, segundo o Modelo LSM.
Os resultados demonstram uma desvalorizacdo do prego das opgbes quando
comparadas com os juros presentes e valorizagcdo em relagdo aos de longo prazo.
Observamos que associado ao aumento das taxas de desconto em relagdo aos juros
presentes, temos um aumento da volatiidade geral do pre¢o do ativo devido a
volatilidade da taxa de juros. Este aumento na volatilidade total acaba por reduzir os
efeitos das taxas de desconto mais elevadas. Notamos também que a existéncia de
qualquer correlagéo entre o ativo e a taxa de juros tem um efeito maior nas opgbes out of

the money, sendo que: correlacbes negativas tendem a desvalorizar o prego das op¢des

enquanto as positivas tendem a valoriza-las. Caso base: S, =40, 7, =0.12/ano,

q=0/ano, T =1ano, y=020/ano, p=0.025, o =.35/ano. Dados da
simulacdo: 250 intervalos de tempo, 25 possibilidades de exercicio antecipado e 50000

simulagbes (Sobol).

Y PUT PUT Estocastico: p = 0.025
r1=12% | r=20% | Puty-o5/0-0 Puty-10/0=0 Puty-19/0--05 Puty-10/0-+0s
35 1.8812 1.3718 1.7792 1.7124 1.7029 1.7239
40 3.8109 3.0704 3.6857 3.5942 3.5938 3.6004
45 6.6236 5.8369 6.5053 6.4126 6.4126 6.4112
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9.7. Opcdes com Volatilidade Estocastica

Apresentaremos a seguir os resultados obtidos com a extensao do modelo
LSM na avaliacdo de opgdes americanas sobre ativos com volatilidade estocastica.
Até o momento, a volatilidade do ativo seguia as suposi¢des feitas por Black e
Scholes, ou seja, era constante ao longo do tempo.

Desde sua introducao por Engle (1982), os processos do tipo GARCH tém
sido apontados como um dos mais indicados para a previsao da volatilidade de
ativos financeiros. Assim, optamos por incorporar um processo de volatilidade
estocastica do tipo GARCH ao modelo LSM de modo a precificarmos opgdes
americanas. No entanto, observamos que qualquer processo estocastico alternativo
para a volatilidade poderia ser igualmente utilizado sem complica¢des adicionais.

Devido a inexisténcia de solugdes analiticas, utilizaremos como
benchmark dois modelos propostos por Duan e Simonato, o primeiro baseado em
cadeias de Markov (2001) e o outro num modelo modificado de arvore conhecido
por binomial de Edgeworth (2003).

Restringiremos nossa abordagem ao processo NGARCH(1,1) proposto por
Engle e Ng (1993). Estudos sugerem a melhor performance deste modelo quando
comparado ao GARCH(1,1).

Assumindo que a volatilidade segue um processo do tipo NGARCH(1,1) e

supondo um intervalo de um periodo ( Az = 1dia), temos:

ll’l% = [(F_q_%}—" ht+1 'Zt+l:| > Zt+l ~N (0’1)

t

ht+] =IBO+181 +ﬂ2'ht'(zt_9_ﬁ“)2

h = By {1 -B -5 [1 + (0 + ﬂ.)z Bfl (variancia estacionaria)

onde fB,>0, B, >0, B,>20, A e O sdo os pardmetros de entrada do modelo

NGARCH obtidos pela analise da série historica de pregos do ativo. Para maiores
detalhes sobre o modelo sugerimos como referéncia Engle e Ng. (1993).
No que se refere a regressao a ser utilizada no modelo, testes realizados

sugeriram que a utilizagdo de dez bases envolvendo os termos independentes e
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cruzados do prego da agdo (S,) e varidncia (4, ) seriam suficientes para obtermos

uma boa aproximagao do valor da opgao.

S s* 8
h /S
S-h S*-h
S-h
1
w10 Simulago NGARCH

4 T T T T T T T

b
i
T
L

w
T
1

ha
n
T
L

“aridncia (h)

mn r
T T
1

1
7 g 9

T vw“wm” Aol
2 3 4 5 &
Tempo (meses)

0.
1]

Figura 9.11- Simulagao de duas trajetérias para a varidncia segundo o modelo NGARCH

com parametros S, = 0.00001, B, =0.80, B, =0.10, A+ =0.50.

Tabela 9.10- Precificacdo de opgdes americanas com volatilidade estocastica segundo o
processo NGARCH para diferentes vencimentos e pregos de exercicio. Utilizamos como

benchmark os modelos de Cadeias de Markov e Binomial de Edgeworth desenvolvidos

por Duan e Simonato. Caso base: put americana, S, =50, 7 =0.05/ano,

q=0.0/ano, p,=0.00001, B =080, pB,=0.10, A1+6=0.50. Dados da

simulacio: possibilidade de exercicio didrio, At = 1dia e 70000 simulagées (LHC).

T =1 meés 3 meses 9 meses

X/S 1.10 1.00 0.90 1.10 1.00 0.90 1.10 1.00 0.90

Markov 5.0000 1.1026 0.0742 | 5.1861 1.8737 0.4142 | 5.9800 3.0463 1.2524
Edgeworth | 5.0000 1.0900 0.0900 | 5.1700 1.8700 0.4500 | 5.9500 3.0500 1.2900
LSM 4.9989 1.1404 0.0912 | 5.1815 1.8929 0.4412 | 5.9903 3.0500 1.2764
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Capitulo 10:

CONCLUSAO

No presente trabalho apresentamos e comparamos os varios modelos de
precificacdo de opcdes do estilo americano assim como as técnicas usualmente
utilizadas para melhorar aspectos relativos a velocidade de convergéncia e
precisdo. Abordamos as principais caracteristicas de cada metodologia, desde os
métodos tradicionais baseados em arvores binomiais e diferengas finitas aqueles
mais recentes, baseados em simulagao de Monte Carlo e Quase Monte Carlo. Lato
sensu, pretendemos comprovar a aplicabilidade e versatilidade dos modelos
baseados em simulagdo na avaliacdo de opg¢des americanas tradicionais ou
complexas, assim como desenvolver ferramentas gerenciais que permitam a
melhor analise e compreensao das opgdes abordadas. Nossa andlise baseia-se
,sobretudo na ilustragdo de exemplos praticos, dando especial énfase a
implementag¢do computacional e precisdo dos modelos.

No que se refere as técnicas de redugdo de variancia associadas ao modelo
de Simulag¢do de Monte Carlo, demonstramos que todos os métodos sdo eficazes
na reducao do desvio padrao da simulagdo, que resulta numa redugdo também no
nimero de simulagdes necessarias para uma boa aproximagao do preco da opgao.
Graficos de convergéncia sugeriram que os métodos propostos s3o mais precisos e
convergem mais rapidamente que os modelos tradicionais. Das cinco técnicas
abordadas, o modelo Latin Hipercube apresentou uma performance bastante
superior diante aos demais.

Baseamos a ilustragdo das propriedades da simulagdo de Quase-Monte
Carlo através de exemplos graficos. Através da andlise destes graficos fica
evidente que a utilizagdo de seqiiéncias de baixa discrepancia tende a melhorar
consideravelmente a convergéncia e precisdo da simula¢do. Notamos que para
todas as trés seqiiéncias utilizadas, QMC apresentou convergéncia notavelmente
mais rapida e suave que as observadas nas técnicas de reducao de variancia, sendo

Latin Hipercube a inica excegao.
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No que se refere ao capitulo destinado ao modelo de arvores binomiais, trés
métodos de aceleracdo de convergéncia foram analisados: Método dos Valores
Médios (MVM), Método Binomial Black Scholes (BBS) e Método BBS com
Extrapolagdo de Richardson. Graficos de convergéncia sugeriram que os métodos
propostos sdo mais precisos € convergem mais rapidamente que os modelos
tradicionais. Observamos que dentre os trés métodos abordados, o método BBS
com Extrapolagdo de Richardson sugere uma melhor performance.

A precificacdo de opgdes americanas através do Modelo de Diferengas
Finitas Implicito e Crank-Nicholson apresentam uma complicagdo adicional
resolvida pela implementagdo de um processo iterativo na solugdao do sistema de
equagoes. Ja o Modelo Explicito ndao apresenta complicagao adicional, o que torna
sua implementacdo mais direta e simples. A analise do grafico de convergéncia
sugere uma precisdo equivalente para os métodos de diferencas finitas estudados,
ndo comprovando a afirmativa de alguns autores que sugerem a maior precisdo do
método de Crank-Nicholson frente aos demais. A vantagem do modelo de
diferencas finitas reside ,sobretudo na facilidade de obtencdo de algumas
“gregas”, baseadas na simples leitura do grid. . No entanto, assim como no
modelo de arvores, este modelo ndo ¢ recomendado na analise de opgdes mais
complexas, devido a processos estocasticos mais complicados, particularidades no
exercicio antecipado ou a multiplas variaveis de estado.

Finalmente, através da analise de dois modelos, demonstramos como
podemos incorporar a caracteristica de exercicio antecipado ao método de
precificagdo por Simulacdo de Monte Carlo de modo a avaliarmos opgodes
americanas. Dos dois modelos estudados, constatamos a superioridade do LSM
sobre 0 GVW no que se refere a velocidade de processamento e facilidade de
implementagdo. No que se refere a precisdo dos modelos, ambos apresentaram
resultados bastante satisfatorios para simulagdes envolvendo 50.000 trajetérias de
precos. Observamos que a complexidade dos modelos LSM e GVW crescem a
medida que aumentamos os fatores de incerteza devido as regressdes envolverem
multiplas varidveis de estado e a curva de gatilho (condicdo de contorno livre)
possuir dimensdo igual ao numero de variaveis, dificultando assim sua
determinacao.

Na parte final sugerimos o Modelo dos Minimos Quadrados como a solugao

mais adequada no tratamento de opgdes americanas complexas. As diversas
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ilustragdes sugerem a possibilidade de obtermos diversas informagdes do processo
de simulacdao, como: curvas de gatilho (condig¢do de contorno livre), probabilidade
de exercicio em cada instante e risco da op¢ao expirar sem valor.

Os capitulos referentes ao estudo dos modelos GVW e LSM apresentam-se
como as contribuigdes mais importantes deste trabalho. Por apresentarem uma
estrutura bastante flexivel, esses modelos apresentam-se como a melhor resposta
na avaliagdo de op¢des americanas complexas para as quais ndo existem solucdes
analiticas, dificilmente precificadas pelos modelos de arvores ou diferencas
finitas. Com o desenvolvimento de processadores mais velozes e aplicacdo de
técnicas de reducdo de variancia, esperamos termos demonstrado aplicabilidade
destes modelos, antes considerados computacionalmente muito caros. Com o
desenvolvimento dos programas e interfaces computacionais apresentados no
apéndice, pretendemos demonstrar a aplicabilidade real destes algoritmos na

avalia¢do de opgdes por bancos e empresas.
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