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6
Identificacao de parametros estruturais

6.1
Introducao

Neste trabalho, chama-se de parametros estruturais as caracteristicas
fisicas de um sistema mecanico, ou seja, a massa, amortecimento e rigidez;
tais parametros estao contidos dentro da matriz de massa M, matriz de
amortecimento E e matriz de rigidez K, respectivamente, quando o sistema

mecanico é representado pela seguinte equagao matricial
Mw(t) + Ew(t) + Kw(t) = f(t) = Bou(t) (6-1)

sendo, w(t) € R (¢ g.d.1), o vetor deslocamento; as outras matrizes como
definidas na eq.(2-6).

Neste capitulo mostra-se um método de identificar tais parametros
estruturais, o que equivale a identificar as matrizes estruturais (M, E, K), de

um sistema mecanico, usando os parametros de Markov no tempo continuo.

6.2
Formulacao do método

Dado que os parametros de Markov no tempo continuo contém a
informacao da dinamica de um sistema mecanico, e sendo que eles sao
invariantes com a mudanca do vetor de estado para um mesmo sistema
mecanico linear invariante no tempo, podem ser usados para identificar os
parametros estruturais do sistema mecanico.

No Capitulo 2, definiram-se os parametros de Markov no tempo

continuo, g5, como

D,
CA*'B,,

I
— O

8k = (6-2)

>
WV
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Os parametros de Markov no tempo continuo podem ser reconstruidos
usando a quadrupla identificada (AC, Bc, C, f)) do sistema em espaco de

estados no tempo continuo, sendo

. D, k=0 (©3)
7V CARIB, k>

Se a identificacao prévia do sistema em espago de estados for bem sucedida
e com pouco erro (que podem ser introduzidos por o ruido nas medigdes ou
erros computacionais), pode ser assumido que gy ~ .

Usando as equages (2-9) e (2-11) na eq.(6-2), a seqiiéncia de
parametros de Markov no tempo continuo podem ser escritos em funcgao
das matrizes estruturais (M, E, K), as matrizes de influéncia nas saidas

(Cy, C,, C,) e a matriz de influéncia nas entradas B, como

g = D

= CM™B, (6-4)
81 = CBC

= C,M'B,-C,M'EM !B, (6-5)
82 = CACBC

= C,M'B,-C,M 'EM'B, (6-6)

+C,M ' (EM'E -K)M'B,

83 = CA?BC

- - C,M'EM'B,+C,M ' (EM'E - K)M'B, (6-7)

+C, M (KM™'E - EM'EM™'E + EM'K)M~'B,

8. = CAIB.
— C,M"'(EM'E - K)M B,
+C,M"' (EM'K + KM'E - EM'EM 'E)M'B,
+C,M (KM~'K - KM'EM'E - EM'EM'K  (0-8)
_EM'KM"'E + EM'EM'EM'E)M'B,

As equagoes acima nao sao de facil solugao, para simplificar as
equagoes, Ko e Hung [26], supdem o nimero de entradas igual ao nimero de

saidas; ou seja, B, serda uma matriz identidade. Agora, as equagoes podem
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ser reescritas como

gM = C, (6-9)
M = C,—C,M'E (6-10)
M = C,—CM'E+CM ! (EM'E - K) (6-11)
gM = —C,M'E+C,M~!(EM~'E - K)

(6-12)

+C, M (KM~'E — EM~'EM~'E + EM~'K)

M = C,M ! (EME - K)
+C,M~! (EM'K + KM~'E - EM~'EM"E)
+C,M ! (KM~'K — KM'EM"'E
_EM~'EM~'K — EM—'"KM~'E (6-13)
+EM-'EM~'EM'E)

Substituindo C, da eq.(6-9) na eq.(6-10) obtém-se
M+ gE =C, (6-14)
Substituindo C, da eq.(6-9) e C, da eq.(6-14) na eq.(6-11) obtém-se
M+ g E+ g K =Cy (6-15)

Substituindo C,, C, e Cy pelas suas equivaléncias nas equagoes (6-12),

(6-13) e assim sucessivamente, obtém-se
ng + gk—lE + gk_QK = 0, k>3 (6-16)

O sistema de equacgoes assim obtido pode ser escrito na forma matricial

cOmo ) ) ) )
g 0 0 C,
g & O C,
82 &1 Ko M Cy
8 82 & E|=]0 (6-17)
8 &2 K 0
83 0

A matriz da esquerda é a matriz Toeplitz em blocos, tendo como ele-

mentos matriciais os parametros de Markov no tempo continuo. Para resol-
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ver este sistema de equacoes lineares minimizando o tempo computacional,
a matriz Toeplitz sera truncada num numero de filas bloco suficiente que
garantissem a sobre determinacao do sistema linear. Definindo, G a matriz

Toeplitz truncada no bloco g da primeira coluna, ou seja

_ I 0
g1 Qo 0
G.— | % & & (6-18)
83 &2 81
| 8k k-1 k-2 |
e também, i i
C, \
C,
- Cq
Cr = 0 k + 1 blocos (6-19)
. 0 - ’

as equagoes sao reduzidas para a seguinte equacao matricial

M

G.| E | =Cy (6-20)
K
logo, as matrizes estruturais podem ser calculadas como

M
E | =GIC, (6-21)
K

o simbolo } indica pseudo inversa.

6.3
Exemplo: Suspensao de um vagao do trem

O sistema mecanico considerado é o modelo simplificado de um quarto
da suspensao de um vagao do trem, como se mostra na Fig. 6.1. O vagao
¢ modelado como corpo rigido de massa M, com um grau de liberdade na

direcao vertical w,, e esta conectado a uma plataforma por uma suspensao
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secundaria. A plataforma da suspensao é modelada como um corpo rigido de

massa M, com o deslocamento vertical w, como tnico g.d.l., e estd conectado

por uma suspensao primaria com a roda do vagao, modelada como um corpo

rigido de massa M, com o deslocamento vertical w, como unico g.d.l. No

modelo as suspensoes sdo consideradas lineares e a interagao (modelo de

contato de Hertz [37]) da roda com a trilha do trem é modelada como uma

mola linear de interacao. A trilha é suposta fixa e rigida e a roda nunca perde

contato com ela. Os dados numéricos dos parametros fisicos apresentasse na

Tabela 6.1.

SUSPENSAO
SECUNDARIA
(Air spring)

PLATAFORMA

SUSPENSAO
PRIMARIA
M

=\ 4p

Trilha

Figura 6.1: Modelo de um quarto da suspensao de um vagao do trem.

Descrigao Simbolo Valor Unid.

Massa do vagao M, 7300 kg

Massa da plataforma M, 1800 kg

Massa da roda M, 500 kg
Rigidez da suspensao secundaria K 2555 x 10* | N/m
Amortecimento da suspensao secundaria E; 30 x 10® | Ns/m
Rigidez da suspensao primaria K, 6500 x 10® | N/m
Amortecimento da suspensao priméria E, 10 x 10* | Ns/m
Rigidez de interacao roda-trilha K. 1 x 107 N/m

Tabela 6.1: Parametros fisicos do modelo de um quarto da suspensao de um

vagao do trem. (Dados obtidos de [37])
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As equagoes de movimento sao descritas no Anexo B, sendo que as

matrizes de massa M, amortecimento E e rigidez K sao

7300 0 0
M = 0 1800 O
0 0 500
30 x 103 —30 x 10? 0
E=| -30x10> 40x 10> —10 x 103

0 —10x10* 10 x 10?

2555 x 10*  —2555 x 10° 0
K= | —2555 x10% 9055 x 10> —6500 x 10°
0 —6500 x 10® 16500 x 10?

O sistema descrito tem os parametros modais que se apresentam na

Tabela 6.2.

Modo | Freqiiéncia natural % Fator de
No rad/s amortecimento
14.32 4.95
59.81 16.89
185.67 6.65

Tabela 6.2: Parametros modais do modelo da Figura 6.1.

As matrizes (A, B, C, D) no tempo discreto foram identificadas
usando OKID/ERA/DC. Nas simulagoes, as forgas de excitacao aplicadas
nos trés g.d.l. sao sinais aleatdrias: seqiiéncias de ruido branco gaussiano
com média zero e com desvio padrao 1. A ordem do sistema é conhecido.
Foram usadas [ = 1500 amostras com periodo de amostragem de 0.006 s.

Para determinar a exactitude da identificagao, o erro relativo da matriz
estrutural identificada é definido como:

Erro relativo (e,) de M = x 100%. (6-22)

6.3.1
Estudo da sensibilidade da identificacao dos parametros estruturais en
funcao do numero de filas bloco (Ny;,) na matriz de Toeplitz

Num primeiro andlise foi estimado o erro relativo (e,) das matrices

identificadas, M, E e K, para diferentes numero de filas bloco (Npp) e
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estudar a influéncia deste parametro nos resultados da identificacao. Para
este analise foram feitas simulagoes sem ruido usando p = 50 parametros
de Markov do observador. A Tabela 6.3 e Fig. 6.2 mostram os resultados
obtidos.

Np, 3 4 6 8 10
k| 1.34 x 10° | 6.26 x 10" | 3.24 x 10% | 1.41 x 10%° | 1.96 x 10*

%e, %e, %e, %e, %e,

M 0 0 52 100 100

E 0 0 97 100 100

K 0 0 100 100 100

Tabela 6.3: % erro relativo (e.) das matrices M, E, K, para diferentes
numero de filas bloco (Ny;,) e numero de condigao (k) da matriz de Toeplitz.
Eq.(6-18). (p = 50, 0% de ruido).

% erro relativo

bt
~mz

Figura 6.2: % erro relativo (e,.) das matrices M, E, K, para diferentes
numero de filas bloco (Ny,) da matriz de Toeplitz. (p = 50, 0% de ruido).

Observa-se que o incremento do nimero de filas bloco s6 incrementa
o erro da identificagao dos parametros estruturais por o fato que o nimero
de condi¢ao (k) da matriz de Toeplitz é maior quando maior é o nimero
Ny, empregado, e portanto erros computacionais serao introduzidos quando
a inversa da matriz de Toeplitz seja calculada no algoritmo.

Na presenca de ruido, os erros serao ainda maiores, portanto, para
os seguintes calculos o ntimero de filas bloco da matriz de Toeplitz sera
N b= 3.
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6.3.2

Estudo da sensibilidade da identificacao dos parametros estruturais en
funcao do nimero de parametros de Markov do observador e do nivel
de ruido

Para determinar o ntimero de parametros de Markov do observador
(p) que serao necessarios dentro do algoritmo de identifica¢ao, dependendo
do nivel de ruido que pode estar presente nos dados, realizaram-se varias si-
mulacoes para cada um dos parametros estruturais do sistema de suspensao
de vagao do trem estudado. Foram calculados o erro relativo médio de 20
simulacoes e desvio padrao para cada caso variando p e o nivel de ruido nos
dados.

A Tabela 6.4 e Fig. 6.3 mostram os resultados obtidos no caso da

matriz de massa M.

P ruido=0% ruido=1% ruido=5% ruido=10%

%e, £ %std %e, + %std %e, £ %std %e, £ %std

30 0+ 0 0+ 0 0+ 0 0+ 0
50 0+ 0 0+ 0 0% 0 0+ 0
70 0+ 0 04 0 04 0 0% 0
100 0+ 0 0+ 0 0+ 0 0+ 0

Tabela 6.4: % erro relativo médio (€,) e desvio padrao (std) da matriz de
massa M, para diferentes numero de parametros de Markov do observador
(p) e diferentes niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%).

% erro relativo médio da matriz M

P 100 o % ruido

Figura 6.3: % erro relativo médio (&,) da matriz de massa M, para diferentes
numero de parametros de Markov do observador (p) e diferentes niveis de
ruido (0%, 1%, 5% e 10%).
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Observa-se que em todos os casos, com altos e baixos niveis de ruido,
a matriz de massa ¢ bem identificada.
A Tabela 6.5 e Fig. 6.4 mostram os resultados obtidos no caso da

matriz de amortecimento E.

P ruido=0% ruido=1% ruido=5% ruido=10%

%e, £ %std %e, + %std %e, £ %std %e, + %std

30 0+ 0 69+ 25 405+ 325 871+ 1116
50 0+ 0 32+ 20 250 £ 258 654+ 462
70 0+ 0 24+ 9 206 133 451+ 198
100 0+ 0 24+ 13 165+ 80 434+ 760

Tabela 6.5: % erro relativo médio (e,) e desvio padrao (std) da matriz
de amortecimento E, para diferentes numero de parametros de Markov do
observador (p) e diferentes niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%).

% erro relativo médio da matriz

90
P 100" o % ruido

Figura 6.4: % erro relativo médio (&,) da matriz de amortecimento E, para
diferentes numero de parametros de Markov do observador (p) e diferentes

niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%).

Para o exemplo, observa-se que com 0% de ruido a matriz de amor-
tecimento é bem identificada para todos os diferentes valores de p usados.
Com 5% e 10% de ruido os erros sao grandes e os menores erros encontra-se
usando p = 70 o maior.

A Tabela 6.6 e Fig. 6.5 mostram os resultados obtidos no caso da
matriz de rigidez K.

Similar que para a matriz E, para altos niveis de ruidos, os menores
erros relativos da matriz de rigidez K sio achados quando o numero de

parametros de Markov do observador p é incrementado. Nao obstante,
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usando p = 100 o erro relativo nao decresce significativamente com respeito

de p = 70, ainda o tempo de computo é maior para maiores valores de p.

P rufido=0% ruido=1% ruido=5% ruido=10%

%e, + %std %e, + %std %e, + %std %e, + %std

30 0+ 0 88+ 3.2 240+ 230 1068 £ 1817
50 0+ 0 1.0+ 4.3 106+ 121 516+ 487
70 0+ 0 76+t 4.4 53+ 35 257+ 185
100 0% 0 41+ 1.8 43+ 23 365+ 728

Tabela 6.6: % erro relativo médio (€,) e desvio padrao (std) da matriz de
rigidez K, para diferentes numero de parametros de Markov do observador
(p) e diferentes niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%).

% erro relativo médio da matriz

%0
P 100 ¢ % ruido

Figura 6.5: % erro relativo médio (€,) da matriz de rigidez K, para diferentes
numero de parametros de Markov do observador (p) e diferentes niveis de
ruido (0%, 1%, 5% e 10%).

Os erros para a matriz de rigidez identificada K sio maiores que para
a matriz de amortecimento identificada E, nas mesmas condigoes de ruido
e usando o mesmo nimero de parametros de Markov do observador, isso
acontece porque os elementos da matriz K sao mais de 100 vezes maiores
que os elementos da matriz E. Observou-se nas simulagoes que os elementos
de maior magnitude nas matrizes, eram pior identificadas por o fato que
ditas grandes magnitudes incrementavam o nimero de condigao da matriz
de Toeplitz.

Das tabelas e graficos anteriores se deduz que a melhor performance
com o menor tempo computacional é para p = 70 parametros de Markov

do observador, obtendo os erros médios que se apresentam na Fig. 6.6.
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Figura 6.6: % erro relativo médio (€, ) das matrizes M., E e K, para diferentes
niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%) com p = 70.

O valor médio e desvio padrao dos parametros modais identificados

com p = 70 parametros de Markov do observador, para diferentes niveis de

ruido sao apresentados nas Tabelas 6.7 e 6.8.

modo | ruido=0% ruido=1% ruido=5% rufdo=10%
Ne W(rad/s)LStd W(radss)E std W(rad/s)E std Wradss)E std
14.32+ 0 14.38+0.21 15.80+£2.38 18.76+£1.37

59.814+ 0 99.8540.22 59.98+2.27 59.244+1.70

185.67£ 0 185.66+£0.14 185.49+0.76 185.91£0.64

Tabela 6.7: Valor médio (@) e desvio padrao (std) das freqiiéncias naturais
identificadas para diferentes niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%) com p = 70

parametros de Markov do observador.

modo | ruido=0% ruido=1% ruido=5% ruido=10%
N° E(%)ﬂ:std C_(%):l: std 5(%):& std QT(%):I: std
4.954+ 0 6.86+1.63 19.26+6.70 18.2046.53

16.894+ 0 16.98+0.33 18.01+£3.44 15.31£1.47

6.65+ 0 6.63+0.08 6.6340.32 6.43+0.69

Tabela 6.8: Valor médio (¢) e desvio padrao (std) dos fatores de amorteci-

mento identificados para diferentes niveis de ruido (0%, 1%, 5% e 10%) com

p = 70 parametros de Markov do observador.
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E importante mencionar que para 10% de ruido, o modo N°1 foi
identificado s6 no 20% das simulacoes, o0 modo N°2 foi identificado s6 no
50% das simulagoes e o modo N°3 sempre foi identificado; para 5% de ruido,
o modo N°1 foi identificado s6 no 50% das simulagoes e os modos N°2 e 3
foram identificados em todas simulacoes; para ruidos menores a 5% todos
os modos foram identificados.

Os parametros modais identificados apresentam erros relativamente
pequenos se comparamos com os porcentagens de error relativo das ma-
trizes estruturais identificadas (com p = 70). Para as freqiiéncias naturais
identificadas associadas aos modos 2 e 3, os erros sao menores a 1%, ja para
o modo 1 a frequéncia natural identificada alcanca 31% de erro quando o
ruido é 10%. Também nos fatores de amortecimento associados ao modo 1

encontra-se os maiores erros: 289% (com 5% de ruido).

6.4
Conclusoes do capitulo

1. Nas simulacoes foi comprovado que € possivel identificar as matri-
zes estruturais (parametros estruturais) de um sistema mecanico dis-
cretizado com um numero finito de graus de liberdade, usando os
parametros de Markov no tempo continuo previamente identificados

usando um dos métodos de identificacao estudados.

2. O ntumero de filas bloco (Ny,) na matriz de Toeplitz tém que ser
3 para reduzir o nimero de condicao e melhorar os resultados da

identificacao.

3. A influéncia do ruido na identificacao dos parametros estruturais é
obviamente importante, sendo que com dados contaminados com altos
niveis de ruido sao necessarios maior niimero de parametros de Markov

do observador (p) para reduzir o erro relativo.

4. A matriz de massa é melhor identificada que as outras. No caso de p =
70 parametros de Markov do observador, a matriz de amortecimento

¢ a mais dificil de identificar.

5. No sistema de suspensao de um quarto do vagao do trem, observou-
se que os elementos de maior magnitude nas matrizes eram pior
identificadas, e que este fato esta relacionado com o incremento do
nimero de condicao da matriz de Toeplitz. E assim que a matriz de

massa M sempre foi bem identificada, mas na matriz de rigidez K,
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onde por exemplo a rigidez de interagao roda-trilha (K.) tem um valor

relativamente grande, foram obtidos os maiores erros.

6. Os parametros estruturais sao mais sensiveis ao ruido durante o pro-
cesso de identificacao que os parametros modais, como foi observado

no caso de p = 70.

7. Uma importante limitagao préatica do método estudado para identi-
ficacao de parametros estruturais é o fato de ser necessario excitar e

fazer as medigoes em todos os graus de liberdade do sistema.
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