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4
Métodos de identificacao de subespaco

4.1
Introducao

Os métodos ou algoritmos de identificacao de subespaco sao métodos
no dominio do tempo aplicaveis na identificacao de parametros modais de
sistemas mecanicos lineares invariantes no tempo com multiplas entradas e
multiplas saidas (MIMO), usando como base o modelo em espago de esta-
dos tipicamente usado em Dinamica e Vibragoes. Em geral, os métodos que
serao estudados utilizam os dados de excitacao e resposta da estrutura em
estudo e precisam do célculo prévio dos parametros de Markov (definidos no
capitulo 2). Os algoritmos de subespaco que serao descritos neste capitulo
sao: o Eigensystem Realization Algorithm (ERA), sem tratamento especi-
al dos dados; o ERA/DC empregando fungoes de correlacdo das matrizes
de Hankel; o OKID/ERA no qual um observador de estado é introduzi-
do para comprimir os dados e melhorar os resultados da identificacao e o
OKID/ERA/DC que além de observador usa fungdes de correlagao. Estes
algoritmos destacam-se pela utilizagao da decomposi¢ao em valores singula-
res (SVD) dos dados, obtendo subespagos ortogonais dos modos associados

ao sistema e dos modos associados ao ruido.

4.2
Calculo dos parametros de Markov

Supondo que os dados obtidos num experimento para identificacao de

parametros modais de um sistema mecéanico tém uma realizacao da forma

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (4-1)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (4-2)
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e considerando que o sistema tem ordem n = 2¢q (q graus de liberdade e
com as dimensoes das matrizes como na eq.(2-16) e eq.(2-17)); e supondo
condigoes iniciais iguais a zero, x(0) = 0, a seqiiéncia obtida das equagoes
(4-1 e 4-2) avaliadas para k =0, 1,..., [—1, sendo [ o nimero de amostras,

pode ser escrito como

— (),
= Du(0),

= Bu(0)
= CBu(0) + Du(1),
(

Y

= ABu(0) + Bu(1),
= CABu(0) + CBu(1) + Du(2),

-1

x(1-1) = Y A™'Bu(l—1-1i),

-1
y(l—1) = Y CA™'Bu(l—1-i)+Du(l—1)
i=1
A relacao entre os historicos no tempo discreto da entrada e a saida

pode ser representada na seguinte equacao matricial

[y]mxl = [Y]mxrl [U]rlxl (4_3)
sendo

y=| 0 y(1) y@ - yi-1 |

—|D cB cAB CA! ZB]
[ u(0) u(l) u(2) u(l—1) |

u(0) u(l) u(l —2)

U-= u(0) u(l — 3)
i u(0) |

Na equagao (4-3), observa-se que ha (m X rl) incégnitas na matriz Y,
a qual contém a seqiiéncia de parametros de Markov, mas s6 hd (m x [)
equacoes. Se r > 1, a solucao para Y nao é unica, mas para um sistema
linear invariante no tempo de dimensao finita, Y tem que ser tnica.

No caso em que A é assintoticamente estavel, tal que para um valor
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grande p, A* ~ 0, V k > p; a eq.(4-3) pode ser aproximada por

[y]mxl = [Y]mxr(p-i-l) [U]r(p—i—l)xl (4'4)
sendo
y=|y0) y1) y2 - yi-1) |
Y:[D CB CAB - CAP*lB}
[ u(0) w(l) w®) - u@) - w(l-1) ]
u©0) u(l) -~ up-1 -+ u(l-2)
U= u©0) --- u(p—-2) -~  u(l—3)
I u('O) u(l—ip—l)_

Elegendo o niimero de amostras ou quantidade de dados medidos [, tal
que [ > r(p+ 1), a solugdo para Y serd tinica e os primeiros p parametros

de Markov aproximadamente satisfazem a relagao
Y = yU' (4-5)

sendo Ut a pseudo inversa de U e o erro de aproximacio decresce quando

aumenta p.

4.3
Eigensystem Realization Algorithm (ERA)

O FEigensystem Realization Algorithm (ERA) utiliza os dados de
exitacao e resposta de uma estrutura obtidos num experimento de vibragoes
para identificar a quadrupla de matrizes (A, B, C, ]f)) no tempo discreto.

Dados {Yo,Y1,Ys, ..., Yi}, os parametros de Markov do sistema no
tempo discreto, definidos na eq.(2-27), a realiza¢do do sistema comega com
a construgao da matriz de Hankel generalizada, (am x (r), que tem posto

n, sempre que a« > ne 3 > n:

Yy Yy oo Yk+ﬁfl
Yit1  Yipo - Yiis

Yk-‘roa—l Yk—i—a Yk-i—a-i—ﬁ—?
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Usando a definicao dos parametros de Markov, a matriz de Hankel

pode ser escrita como
H(k—1)=P,A"1Q; (4-7)

sendo, P, a matriz de observabilidade e Qg a matriz de controlabilidade

definidas como

C
CA

p,=| ca? (+8)
CA™!

ng[B AB A’B ... Aff—lB] (4-9)

Fazendo k=1 na eq.(4-7) obtém-se a matriz H(0), a qual tem uma

decomposicao em valores singulares da forma
H(0) = RXS” (4-10)

sendo, R(amxam) e S(Brx 3r), matrizes ortonormais (R'R. = I,,,, STS =
I5.). As colunas de R e S sao os vetores singulares 4 esquerda e direita de
H(0), respectivamente. A matriz ¥ (am x (r) contém os valores singulares
do sistema, o; (i = 1, 2,..., n). Teoricamente, ou seja, sem ruido nos
parametros de Markov, para um sistema de ordem n, a matriz H(0) tem
posto n e deve-se obter n valores singulares de H(0) diferentes de zero, tal

que as matrizes X, R e S podem ser subdivididas da seguinte maneira

2:[22)" g],R:[Rn R},S:[sn S] (4-11)

sendo ¥, = diag(o, 09, ..., 0,) cOom 01 > 09 > ... > 0, > 0; R, e S, sdo
as matrizes formadas por as n colunas de R e S respectivamente associadas

aos n valores singulares o;. Portanto, a matriz H(0) pode ser escrita como
H(0) = R,%,S? (4-12)

Usando a eq.(4-7) quando k=1, tem-se
H(0) = P,Qp (4-13)

Comparando a eq.(4-12) e eq.(4-13), parece ébvio deduzir que P, esta
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relacionado com R,, e Qg estd relacionado com S?. Entao, uma possivel

escolha “balanceada’”é fazer
P, =R,S/? e Q5=1x)/ST (4-14)

E a partir dessa equivaléncia que podemos estimar as matrizes B e C; a
matriz de distribuicao de entradas estimada B sdo as r primeiras colunas
do Qs e a matriz de distribucao de saidas estimada C siao as m primeiras
linhas do P,.

Fazendo k=2 na eq.(4-7) e substituindo P, e Qg por suas equi-

valéncias, obtém-se que
H(1) = P,AQs; = R, XL/2A¥! /28T (4-15)

entao, uma realizacao minima para o sistema pode ser estimada como

A = 2,'’RTH(1)S,5,"?

B = %/’STE,

¢ = EIR,%/’ (4-16)
D = Y,

sendo, EI. = [I,, O,,---O,,] e EI' = [I, O, --- O,] (O; é a matriz nula i x1).

A realizacao (A, B, C, ]f)) pode ser transformado nas coordenadas
modais obtendo a realizacdo (A, U~'B, C¥, D). A matriz diagonal dos
autovalores de A, A, contém a informacao dos amortecimentos modais e
das freqiiéncias naturais amortecidas. A matriz U~1B define as amplitudes
modais iniciais e a matriz C¥ os modos nos pontos de medicao, sendo W
a matriz de autovetores de A. Todos os parametros modais de um sistema
dinamico podem ser identificados pela realizagao; de fato, os amortecimentos
modais e freqiiéncias naturais amortecidas sao simplesmente a parte real e
imaginaria dos autovalores no Ac, apos a transformacao do tempo discreto

para o dominio no tempo continuo.

4.4
ERA com correlacdao de dados (ERA/DC)

O ERA/DC (ERA/Data Correlations) também identifica uma reali-
zacao minima representada pela quadrupla (A, B, C, f)) no tempo discre-

to.
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Diferente do ERA, o ERA/DC precisa construir a matriz de (¢ x )
blocos, H(k), conhecida como a matriz Hankel de correlacio em blocos

definida como

th(k‘) th(k’ + 77) SR th(k' + §77)
H(k) = th(ljf +n) th(k?: +2n) R (k +.(< +1)n)
Run(k+en) Run(k+(+1)n) - Rulk+ (e +<)n)
(4-17)

sendo, Ry, (k) a matriz de correlacao de dados de ordem (am) definida como

Run(k) = H(k)H' (0) (4-18)

Se os ruidos nos parametros de Markov nao forem correlacionados, a
matriz de correlacdo Rpn(k) conterd menos ruido que a matriz de Hankel
H(k). Usando a eq.(4-13) na eq.(4-18) obtém-se

Rin(k) = (PaA*Qs)(PaQs)"
fazendo Q. = Q3Q%PL, a eq.(4-18) ¢ reduzida para
Rin(k) = PaA*Q, (4-19)

entdo, usando a eq.(4-19) na eq.(4-17), a matriz H(k) pode-se escrever da

forma
Pa
PLA"

H(k) = A’“[Qc A"Q, ... AQ,

PLAT

ou equivalentemente

H(k) = P.A*Q. (4-20)

As matrizes P, e Q. podem ser chamadas matrizes de observabilidade e
controlabilidade de correlagdo em blocos de dimensao (am(e + 1) x n)
e (n x am(s + 1)) respectivamente; e o nimero enteiro 1 é escolhido
convenientemente para prevenir sobreposicao entre blocos Ry, contiguos.
Para k=0 na eq.(4-20), a matriz Hankel de correlagdo em blocos se
reduz a H(0) = P.Q., logo apds similar ao ERA, no ERA/DC se faz a

fatorizagao de H(0) usando a decomposi¢ao em valores singulares e pegando
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s0 os valores singulares significantes, tem-se que
H(0) = P-Q; = R, %, S] (4-21)
logo, é possivel fazer a seguinte equivaléncia
P.=R,2? e Q =%.°ST (4-22)

as primeiras (am) linhas do P. serd a matriz de observabilidade P, ¢ as
primeiras (am) colunas do Q. serd a matriz Q..
Para k=1 na eq.(4-20) e substituindo P. e Q. por suas equivaléncias,
obtém-se
H(1) = P.AQ, = R, ZY2AR/28T (4-23)

entdo uma minima realizacao de (A, Q., P,) é

A = %.'’RTH(1)S,3, "
Q. = %u/°SIE, (4-24)

o 1/2
P. = ETR,%,

sendo a matriz EI' = [I, O,---0,]; I, e O, sdo as matrizes identidade e
nula de ordem v = am respectivamente.
Usando a eq.(4-13), a matriz de controlabilidade calcula-se da seguinte

maneira

Q, = PIH(0) = [ETR,xY?) H(0) (4-25)

o simbolo f indica a pseudo-inversa. As matrizes B e C podem ser agora
estimadas a partir de Qg e P, como no ERA, obtendo-se a realizacao para
(A, B, C,D) seguinte

A = SYPRTH(1DS,E.

A T
_ T 1/2

]Z% B [EVR”E" J/QH(O)ET (4-26)
_ TwT

C E'E'R, %,

D =Y,

sendo E,, e E, definidos como em (4-16). Igual que no ERA, a realizagao
(A, B, C, f)) pode ser transformado nas coordenadas modais obtendo a
realizacao (A, \11*1]3, C\i/, f)) sendo assim identificados todos os parametros

modais do sistema dinamico.
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4.5
Identificagdo com observador /filtro de Kalman (OKID)

O ERA e ERA/DC usa os parametros de Markov do sistema direta-
mente obtidos dos dados de entrada e saida, mas os calculos na identificacao
de (A7 B, C, f)) podem ter pouca precisao quando os parametros de Mar-
kov estao contaminados com ruido; além disso se o sistema tem decaimento
lento, ou seja se A* nao converge para 0 rapidamente, é necessario uma
maior quantidade de dados o que implica em mais tempo computacional;
usando OKID (Observer/Kalman filter identification), um observador de
estado ¢ introduzido para obter um modelo discreto no espaco de estados
estavel, conseguindo comprimir os dados e melhorar os resultados da identi-
ficagao. Sob certas condigoes, o observador introduzido pode trabalhar como
um filtro de Kalman, permitindo a identificacao da quadrupla (A, B, C, ]f))
de um modelo discreto em espaco de estados que considera os ruidos no pro-
cesso (nas entradas) e os ruidos nas medigoes (nas saidas) como o modelo

estocastico descrito pelas equagoes (3-1) e (3-2).

45.1
Modelo em espaco de estados com observador

Somando e subtraindo o termo Gy(k) no lado direito da equagao de

estado eq.(4-1) temos

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)+ Gy(k) — Gy(k)
= (A + GC)x(k)+ (B + GD)u(k) — Gy(k)

definindo,
A = (A+GO)
B = [(B+GD) -G]
(4-27)
k
() [ u(h)
y(k)
o novo modelo discreto em espaco de estados com observador sera
x(k+1) = Ax(k) + Bo(k) (4-28)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (4-29)

A matriz G (n x m) é o ganho do observador e pode ser escolhido arbitra-
riamente. x(k) é considerado agora como um vetor de observador de estado

e os parametros de Markov como parametros de Markov do observador.
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Considerando que no processo de identificacao existem incertezas
introduzidas no sistema devido ao ruido no processo e ruido nas medigoes,
a equagao de estado com observador e a equacao de medi¢ao no tempo

discreto terao a forma de observador seguinte

X(k+1)=Ax(k)+Bu(k) — Gy(k) — y(k)] 4-30)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (4-31)
ou também
x(k+1) = Ax(k) + Bo(k) (4-32)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (4-33)

sendo x(k) o vetor de observador de estado estimado e (k) o conhecido
vetor de medicao estimado.
Usando a defini¢ao do erro do estado estimado, eq.(3-5), a equagao

que governa o erro do estado estimado pode ser escrito como

elk+1) = x(k+1)—x(k+1)
= Ax(k) + Bu(k) — [Ax(k) + Bu(k) — G [y(k) — y(k)]]
= (A + GQCe(k) ,(usando eq.(4-29) e eq.(4-33))

entao,

e(k+1) = Ae(k) (4-34)

Se A é assintoticamente estdvel, entdo, para um grande k, o vetor
de estado estimado x(k) aproxima ao valor real do vetor de estado x(k).
Teoricamente, é possivel escolher um ganho G para que o erro do estado
estimado decresca rapidamente. Na presenca de ruido no processo e ruido
nas medicoes, em condicoes ideais, o observador mais "rapido”é o filtro de

Kalman, como serd mostrado mais adiante.

4.5.2
Calculo dos parametros de Markov do observador

A relagao entre os histéricos no tempo discreto da entrada e a saida
para as equagoes (4-28) e (4-29), considerando condigoes iniciais iguais a
zero, pode ser representada pela seguinte equagao matricial

[y]mxl = |:Y:|m><[(m+r)(lfl)+r] [V] [((m4r)(I—1)+r]x! (4_35)
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sendo [ o nimero de amostras ou dados medidos, e

y=|0) y1) y@ - yo) - yi-1) |
Y:[D CB CAB --- CA™'B ... cAl—zfa]

[ u(0) u(l) u(2) u(p) u(l—1)

v(0) o(1) v(p—1) v(l—2)

v(0) v(p—2) o(l—3)

v_ .

v(0) v(l—p—1)
i v(0) |

a matriz Y contém a seqiiéncia de matrizes que serao chamados como

parametros de Markov do observador, definidos como

Y = D, k=0 (4-36)
"7 CAFB, k>1.

Quando um ganho adequado de observador é usado, é possivel ob-
ter um sistema com observador que tenha decaimento rapido dos seus
parametros de Markov; por exemplo, usar um observador que aproxime os
polos de A ao origem no plano complexo [22, 35] tal que CA*~'B = 0 para
k > p. Ainda quando os dados estao contaminados com ruido, é possivel ob-
ter CA*='B ~ 0 para k > p, sendo p suficientemente grande, e a eq.(4-35)

pode ser reduzida para

[y]mxl = [Y}mx[(err)err] [V] [(m+r)p+r]xl (4'37)
sendo,
y=|y0) y(1) y@ - y) - yi-1) ]
Y-|D CB CAB - CA"'B|
Cu(0) w(l) w) - ulp) - w(l-1) |
v(0) o(1) -+ olp-1) -+ o{l-2)

V= v0) -+ v(p—2) --- v(l —3)

dm ~-va—§—n
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entdo, para um [ > (r + m)p + r, os primeiros p parametros de Markov do

observador satisfazem a seguinte equagao
Y =yVi (4-38)

sendo VT a pseudo inversa de V e o erro de aproximacao decresce quando
aumenta p.

Para condicoes iniciais diferente de zero, é necessario fazer uma outra
formulagao para eliminar a influencia das condigdes iniciais no célculo
dos parametros de Markov do observador. Usando a eq.(4-28) obtém-se a

seguinte seqiiéncia

x(k+1) = Ax(k) + Bo(k),
x(k+2)=Ax(k+1)+Bo(k +1)

x(k+p)=Ax(k+p—1)+Bo(k+p—1)
= APx(k) + A" 'Bo(k) + A *Bo(k+ 1) + -+ Bo(k +p—1),

e substituindo na eq.(4-29) obtém-se

y(k + p) = Cx(k + p) + Du(k + p)
= CA?x(k) + CAP 'Bo(k) + CA?P *Bo(k + 1)+ - -
+ CBo(k+p—1)+Du(k +p)

O conjunto de equagoes obtidas para k = 0, 1,..., (Il — p — 1) pode ser

escrita na forma matricial como
y=CA’x+YV (4-39)

sendo,

<
Il
=
=
=
S|
+
=

y(i—1) |
_ x(l—p-1) |
:D CB CAB - CAHB]

=

I
2
=
R
—
~—

od
Il
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[ up) wpt+1l) - w(i-1)
op—-1) o) - o(l-2)
V= v(p—2) v(p—1) v(l—3)
I v(.O) v(.l) ol - p - 1) |

Quando AP =~ 0 para p suficientemente grande, o termo CAPx
que representa a influéncia das condigoes iniciais, pode ser considerado

desprezivel e a eq.(4-39) pode ser aproximada como
y=YV (4-40)
a qual tem uma solucao de minimos quadrados seguinte

Y =gvT [vVT]T (4-41)

Y = yVi. (4-42)

4.5.3
Calculo dos parametros de Markov do sistema

A seqiiéncia de parametros de Markov do observador, Y;, podem ser

representados como uma particao matricial da seguinte maneira

YO == D
Y, = CA*'B (4-43)
_ [Y,(j) —Y? k=123,

os fndices (1) e (2) indicam as particoes de Y} definidas como:

') = C(A+GC)" ' (B+GD)
2)

Y
0 _ G (1-44)
@ - c@A+G6O) G

Os parametros de Markov do sistema podem ser calculados a partir
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dos parametros de Markov do observador usando as seguintes relagoes:

YO — YO — D
k
Yk = Y}(ﬂl) —ZYZ@)Yk_i 5 k= 1,...,p

=1

(4-45)

p
Yo YV kepet o
=1

Dado que hé (p+1) parametros de Markov do observador, das equagoes
(4-45) pode-se deduzir que hé s6 p parametros de Markov do sistema
independentes e os restantes Yy, para k > p+ 1, serao uma combinagao
linear dos primeiros.

Uma vez obtidos os parametros de Markov do sistema, pode-se usar o
ERA ou ERA/DC para a identificacao dos parametros modais do sistema

dindmico, as duas variantes obtidas sdo conhecidas como OKID/ERA e
OKID/ERA/DC.

454
Relacdao do modelo na forma do observador com o filtro de Kalman

Usando as equagoes (3-18) e (3-19) do filtro de Kalman em estado

estavel definidas no capitulo 3, é possivel expressar a equacao de estado na

forma
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + Ke(k)
= Ax(k) +Bu(k) + K [y(k) — (Cx(k) + Du(k))]
= (A —KC)x(k) + (B — KD)u(k) + Ky(k)
definindo, i
A = (A —-KCQC)
B = [(B—KD) K]

(4-46)
k
ok) = | W
y(k)

o filtro de Kalman em estado estavel para um sistema representado pelo

modelo discreto estocastico em espaco de estados pode ser escrito como

Ax(k) + Bo(k) (4-47)
Cx(k) + Du(k) + e(k) (4-48)

%(k+1)
y(k)
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Comparando as equagoes (4-47) e (4-48) com as equagoes (4-32) e
(4-33) respectivamente, observa-se que elas sao equivalentes se G = —K e
terdo os mesmos parametros de Markov; e teoricamente se e(k) = 0 serdo
equivalentes das equagoes (4-28) e (4-29). Mas, algumas condigdes tém que
ser satisfeitas para que o ganho de observador seja equivalente ao ganho do
filtro de Kalman, as quais serao deduzidas no seguinte analise.

Considerando as equagoes (4-47) e (4-48), de maneira similar que

eq.(4-39), pode-se obter a seguinte equacao matricial

§=CAPX+YV +¢ (4-49)

¥ ¢ V sdo matrizes como definidas em eq.(4-39), e

£=|%(0) %(1) - #(-p-1) |
Y-|D CB CAB --- CA"'B|
e=|ew) ep+1) o oel-1) ]

sendo [ a longitude dos dados medidos.
Pés-multiplicando (4-49) por V7,

p—1

VT = [ ol ol - o] } (4-50)
sendo
oi=|o(i) o(i+1) - vl-p-1+i)|; =012,
a equagao (4-49) pode ser escrito como

yV'-YVV" = CA” [i0! 0l | - xv]]+ [e0] el | - o))
(4-51)

T mno lado direito da equagdo (4-51),

7

Observa-se que os termos ev
podem ser decompostos como
l—p—1 -1
ew] = > elp+i)o’ (i+5) = elk)o” (k—p+i); i=0,1,...,p (4-52)

7=0 k=p

dividindo este termo por (I — p), é possivel aplicar a propriedade ergddica
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sempre que [ — 0o, achando a seguinte equivaléncia

-1

1 1
lim — (ev]) = lim — Y ek)ol(k—p+i); k>
lﬂool—p( z) lﬂOOl—ka_;() ( p ) p (4_53)
= F [e(k)vT(k —-p+ z)}
Similarmente, para os termos Xv7,
1
lim —— (xv] ) = E [x(k)o" (k +1)] (4-54)

Logo, dividindo os termos na eq.(4-51) por (I —p) e avaliando o limite

quando [ — oo, obtém-se

l—oo [ —

lim Lp gV - YVV7]

_ CA” lim —— [xv, xv), .- %0(]
1500l —p P P
) o . (4-55)
+11LI(I>10E (0] evl , - evl]
= CA? E[#(k)oT(k+p) #(k)oT(k+p—1) --- #(k)oT(k)]
+ B [e(k)oT (k) e(k)oT(k 1) -+ e(k)o"(k—p)]
(4-56)

Sob a condigao que seja escolhido um p suficientemente grande, tal

que CA? ~ 0, e se o observador escolhido satisfaz que
Y =gV [V (4-57)
no limite [ — oo, entao, a eq.(4-56) é reduzida para
0= E[c(k)po"(k) c(Mo"(k—1) - (ko' (k—p)]  (459)

para k > p. Usando a defini¢ao de v(k) da eq.(4-27), a eq.(4-58) implica as

seguintes condigoes de ortogonalidade

Elekyu”™(k—i)] = 0; ¢ =0,1,...,p; k>p

. . (4-59)
E[e(k)yT(k—j)] =0, j =1,2,...,p; k>p

As equagoes (4-59) satisfazem os mesmos principios de ortogonalidade
que no caso do filtro de Kalman descritas nas equagoes (3-15). Assim, se o

observador escolhido satisfaz a solucao de quadrados minimos dada pelas
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equagoes (4-41), (4-42) ou (4-57), todas elas produziram as mesmas relagoes
entrada-saida que o filtro de Kalman em estado estavel para as equagoes
estocasticas (3-1) e (3-2); ou seja, G = —K, sempre que o numero de
amostras, [, seja suficientemente grande e o erro por truncar os termos
(CAPx), para p suficientemente grande seja desprezivel.

Na pratica, devido a possiveis nao linearidades, ou quando os ruidos
no processo e nas medicoes nao sao perfeitamente brancos, o filtro obtido
nao sera o filtro de Kalman, mas um observador que minimiza o residuo do
filtragem €(k).
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