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Ruido

3.1
Introducao

O ruido estd sempre presente nas medigoes reais e é o principal
problema na identificacao.

Para caracterizar estocasticamente incertezas, ou ruidos introduzidos
no processo e ruido nas medigdes (nas saidas), uma maneira é descrevendo
tais ruidos pelas suas covariancias estatisticas e uma outra é especificando
as equacoes do filtro de Kalman com o ganho de Kalman em estado estavel,

o qual é funcao das covariancias dos ruidos do processo e das medigoes.

3.2
Modelo estocastico em espaco de estados

As equagoes (2-16, 2-17), sao deterministicas. Um sistema linear
invariante no tempo que considera as incertezas devido ao ruido pode ser

descrito em forma matematica pelas seguintes equagoes

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + p(k) (3-1)
y(k) = Cx(k) + Du(k) + v(k). (3-2)

O vetor pu(k), que representa o ruido no processo devido as pertur-
bagoes e inexatitudes do modelo dinamico, é modelado como um ruido bran-
co gaussiano com média zero e sua matriz de correlagao ¢ suposta conhecida

e ¢ definida como

Q k=

0, k#j (32)

E [p(k)p" (5)] = {

sendo Q a covariancia de u(k).
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O vetor v(k), que é chamado ruido de medicao, é modelado como um
ruido branco gaussiano com média zero e sua matriz de correlacao é suposta

conhecida e é definida como

R, k=]

0, k+#j (3-4)

E [v(k)v'(5)] = {
sendo R a covariancia de v(k).

Também é suposto, que o valor do estado inicial x(0) nao é corre-
lacionado com os dois ruidos p(k) e v(k), para k > 0, e que pu(k) é es-
tatisticamente independente de v(k), ou seja E [u(k)v"(j)] = 0 para todo
kej.

33
Filtro de Kalman

O problema de filtragem de Kalman [15, 16] é enunciado como: Dado
a dinamica, eq.(3-1) (mas desconhecido o estado inicial x(0)), usar os dados
observados, eq.(3-2), constituido pelos vetores y(1), y(2),..., y(j), para
achar a melhor estimativa ou quadrado médio minimo dos componentes do
estado x(k), para cada k > 7 > 1. O problema é de filtragem se k = j e de
predicao se k > j. Os dados disponiveis incluem o valor médio da condi¢ao
inicial, x(0); as entradas prévias u(j), j < k; e as conhecidas covariancias
Q, R e P,(0) (covariancia do estado x(0)).

Dados os vetores y(1), y(2),..., y(k) os quais expandem o espago
vectorial %, o vetor x(k|%}) é a estimativa filtrada do estado x(k) e serd
chamado como o estado estimado. O erro do estado estimado é definido

como

e(k) = x(k) — x(k[%). (3-5)

Supondo que o estado estimado um passo adiante x(k + 1|%;), pode

predizer-se em forma recursiva como
xX(k + 1%) = Ky(k)x (k[ %) + Ky (k)u(k) + K(k)y(k), (3-6)

usando as equagoes (3-1, 3-2, 3-5 e 3-6), o erro do estado estimado um passo

adiante, ou de predicao, pode-se calcular como

e(k+1) = x(k+1)—x(k+1%)
= [A — Ky(k) — K(k)C]x(k) + [B — Ky (k) — K(k)D]u(k)
+Ky(k)e(k) + p(k) — K(k)v(k)
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sendo que o objetivo é obter um erro do estado estimado com média zero
(Ele(k+1)] =0), mas dado que Fle(k)] ndo pode ser zero, o erro é minimo

quando os termos entre colchetes sao iguais a zero, entao
Ky(k) = A —-K(k)C e K;(k)=B—-K(k)D (3-7)
logo, a equacao do erro do estado estimado um passo adiante é reduzida a
e(k+1)=[A —K(k)Cle(k) — K(k)v(k) + n(k). (3-8)

A equacgdo anterior mostra que o erro no instante de tempo (k + 1)
depende do erro prévio, e(k), e também dos ruidos u(k) e v(k) no instante
prévio de tempo discreto k. O que significa que o erro e(k+1) é mutuamente
correlacionado com o erro e(k) e os ruidos u(k) e v(k). Nao obstante, o erro

e(k) é independente de pu(k) e v(k), ou seja
Ele(k)u" (k)] =0 e E[e(k)v (k)] =0

Supondo que E [u(k)vT(k)] = 0, a covariancia do erro de predi¢ao

pode ser obtida como

P(k+1)=E [e(k+ 1)e"(k +1)]

= [A — K(k)C]P(k) [A — K(k)C]” + K(k)RKT (k) + Q (39)

sendo R = E [v(k)v" (k)] e Q = E [u(k)u” (k)].

Uma maior covariancia P (k) indica uma distribui¢do mais aberta da
variavel aleatéria com respeito ao seu valor médio, ou seja, um maior grau
de incerteza. O critério para a eleigdo de K(k) é minimizar o valor esperado

da norma quadrada de e(k + 1) definida por

Jy =FE [e"(k+1)e(k+1)] = traca E [e(k + 1)e” (k + 1)] = tracaP(k + 1)

OltracaP (k + 1)]
OK (k)

entao, fazendo =0, o valor de K(k) que minimiza (3-9) é

1

K(k) = AP(k)C” [R + CP(k)C"]~ (3-10)

o qual é conhecido como o ganho do filtro de Kalman.
Substituindo (3-10) em (3-9) obtém-se

P(k+1) = AP(k)AT—AP(K)C” [R + CP(k)C"] ' CP(K)AT+Q (3-11)
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a qual é conhecida como a equagao algébrica discreta de Riccati.
Na maioria de sistemas mecanicos invariantes no tempo, a covariancia
P (k) aproxima num valor estdvel constante rapidamente, assim, a equagao

algébrica discreta de Riccati no estado estével é
P — APA” — APCT [R+ CPC”] ' CPA” + Q. (3-12)

Supondo que a estimativa filtrada da saida, §(k|%4), satisfaz a seguinte
equacao
Yy(k[Z) = Cx(k|%;) + Du(k) (3-13)

o residual da saida é
(k) = y(k) — y(k|Z) = Ce(k) + v(k). (3-14)

O residual de saida tem média zero e é branco, cumprindo as seguintes

propriedades de ortogonalidade

CPC" +R, k=

0, k#j
Elek)yy™(k—35)] = 0, j=1,2,..., k-1
Ele(k)u"(k—j)] = 0; j=0,1,....,k—1.

(3-15)

Usando as equagoes (3-6, 3-7, 3-13 e 3-14), o filtro de Kalman em
estado estavel para as equagbes estocésticas (3-1) e (3-2) é dado pelo

seguinte sistema invariante no tempo
%(k + 1) = AZ(K#%) + Bu(k) + K [y(k) — §(H#)]  (3-16)
com o vetor de medicao estimado satisfazendo
y (k) = Cx(k|%) + Du(k) (3-17)
ou também pelas seguintes equacoes

x(k +1%) = Ax(k|%.) + Bu
y(k) = Cx(k|%.) + Du(k) + €(k). (3-19)
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3.4
Técnicas para diferenciar os modos associados ao sistema e os modos
associados ao ruido

Os algoritmos de subespago que serao estudados (o ERA, o ERA/DC,
o OKID/ERA e o OKID/ERA/DC) usam a decomposigdo em valores
singulares para obter modos associados ao sistema e modos associados ao
ruido, cada valor singular estara associado a um modo; teoricamente deve-se
obter n valores singulares diferentes de zero (para um sistema em espago de
estados de ordem n), mas devido a presenga de ruido, existirao mais de n
valores singulares diferente de zero contendo os modos do sistema e os modos
associados ao ruido. A determinacao dos modos estruturais, entre os modos
identificados, que representem bem o sistema pode ser feito usando algumas
técnicas da andlise modal como o MAC (Modal Assurance Criterion [7]),
também conhecido como Amplitude de Coeréncia Modal [22], e 0 MRM
(Modal Response Magnitude).

3.4.1
Amplitude de coeréncia modal (MAC)

O valor do MAC para o i-ésimo autovalor é definido como a norma do

produto escalar entre os vetores g; e 4; (i=1, 2, ..., n)

MAC, = —— |L77;07§L|A (3-20)
9.7 ? g7
onde % indica complexo conjugado transposto; o vetor ¢; ¢ a histéria no
tempo das amplitudes modais identificadas para o i-ésimo modo, calculado
com o i-ésimo autovalor identificado 5\2 e a i-ésima linha da matriz Bm, l;m”
da forma

gi = |bn, Aib, 5\Zi’m xzﬁ_li’m : (3-21)

2 (3

O vetor g; é a histéria no tempo das amplitudes modais calculadas a partir
dos dados medidos (reais) usados na identifica¢ao, correspondente & i-ésima

linha da matriz calculada como
Q=U""10; (3-22)

sendo Qs = | B AB A’B ... AP'B ], a matriz de controlabilidade.

Na prética, ¥~! é substituida pela matriz de autovetores estimados A
Os valores de MAC; estao contidos no intervalo [0, 1]; se MAC; esta

perto de 1 o correspondente modo ¢ é considerado como estrutural, caso
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contrario nao é considerado.

3.4.2
Magpnitude da resposta modal (MRM)

A resposta do sistema é uma soma das respostas modais, ou seja
yk) = > vi(k) (3-23)

sendo, y;(k) € R™*! a resposta do i-ésimo modo. Para o i-ésimo modo

complexo, ¥;(k) é calculado por

xk+1 | Ao % (k) by,
[x;f(k+1) B [o &;] [x;f‘(k) * B;‘m]"(k)
- 3-24
k) = | ém &, | [;‘EZ + Du(k) 20
1=1,3,...,n—1

sendo X;(k) o i-ésimo estado na base modal, b,,, é a i-ésima linha da matriz
B,., ¢ ¢, ¢ ai-ésima coluna da matriz C,, (* indica complexo conjugado).
A maxima contribuicao do i-ésimo modo na resposta total pode ser

calculada pela magnitude de resposta modal (MRM) definida como [30]

1
MRM; = max <Z|gi(k)|/l>; i=1,3,...,n—1 (3-25)
k=1
sendo [, o nimero de amostras ou dados medidos. O MRM é o maior valor
médio da resposta modal absoluta para a entrada u(k). Os modos com

pequeno valor de MRM podem ser considerados nao significantes.
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