PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0115595/CA

2
Fundamentos de Sistemas Lineares e Representacao Modal

2.1
Introducao

Neste capitulo é apresentada a teoria basica de sistemas lineares in-
variantes no tempo e as equagoes matemaéticas que descrevem tais siste-
mas. E usada a definicao de estado para representar a dinamica de sistemas
mecanicos no modelo em espago de estados, o qual é o modelo dinamico base
usado pelos algoritmos de subespaco para identificacao de parametros mo-
dais de sistemas MIMO no dominio do tempo. Sao definidos os parametros
modais e parametros de Markov e sua relacao com a dinamica do sistema,
especialmente com o modelo discreto em espago de estados. Por ultimo os
conceitos de controlabilidade e observabilidade sao utilizados para definir

uma realizacao minima em espago de estados.

2.2
Relacao entrada-saida de sistemas lineares

A relacdo entrada-saida representa a relagdo matematica entre a
entrada # = [u; us ... u,] easalday = [y1 ¥ ... Yn) de um sistema,

como se mostra na Fig.(2.1).

Uy — —U
Ug— — Y2
Up— —Ym

Figura 2.1: Sistema com r entradas e m saidas

Neste trabalho, o sistema nao é considerado uma caixa preta, o que
quer dizer que a estrutura interna (modelo) do sistema nao é suposta
completamente desconhecido, porém o principal acesso ao sistema é pelos

sinais de entrada e saida.
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Para facilitar a anélise da resposta de um sistema linear devido a uma
entrada ou excitacao arbitraria é necessario representar a resposta como
combinacao de funcoes mais “simples”. Consideremos um sistema linear
excitado por uma funcao delta de Dirac, ou impulso unitario, como entrada
aplicada num instante 7, 6(t — 7), e representemos a resposta no instante ¢
por g(t, 7).

Assim, a resposta y(t), no instante ¢, para uma entrada arbitréria
u(.), definido no intervalo de tempo (—o0,c0), de um sistema que satisfaz

a propriedade de linearidade [24], [12], pode ser representada pela equagdo

yt) = [ gttrurar )

Se as entrada e saida possuem a propriedade de causalidade, a eq.(2-1)

pode ser reduzida para

vt = [ glt.nu)ar 22)

além disso, se o sistema esta relaxado no tempo tg, ou seja por definicao,
que a safda Y, «) € 86 e unicamente excitado pela entrada uy, o, a eq.(2-2)

pode ser reduzida para

y(t) = / g(t, T)u(r)dr. (2:3)

Se as caracteristicas do sistema nao mudam com o tempo, se diz que o
sistema ¢ invariante no tempo, fixo ou estacionario. Entéo, a fungao g(t, 7)
depende s6 da diferenca entre t e 7, g(t,7) = g(t — 7,0) = g(t — 7) V{¢t, 7},

e a eq.(2-3) pode ser reduzida para a equagao

y(t) = / g(t — 7)u(r)dr = / g(r)ut — 7)dr (2.4)

a qual representa a relacao entrada-saida de um sistema linear, causal,

invariante no tempo, relaxado no tempo ty = 0.

2.2.1
Funcao de transferéncia

Usando a transformada de Laplace, é possivel transformar a relagao

entrada-saida no dominio do tempo em uma equacao algébrica no dominio
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da freqiiéncia [24], [12],

Y 2 2ly0) = | " yeat,

Y(s) 2 G(s)U(s) (2-5)

sendo, G(s) = fooo g(t)e *'dt, a transformada de Laplace da funcao de res-
posta ao impulso unitario, conhecida como a matriz fun¢ao de transferéncia
(FT) do sistema.

2.3
Representacao de sistemas mecanicos em espaco de estados

As equacgoes de movimento para um sistema mecanico linear elastico
com amortecimento viscoso, invariante no tempo, com ¢ graus de liberdade

(g.d.l) pode ser expressado na forma matricial como
Mw(t) + Ew(t) + Kw(t) = f(t) = Bou(t) (2-6)

sendo t o tempo continuo, w(t) € RY! o vetor deslocamento, e os
pontos superpostos indicam derivada com respeito ao tempo; f(t) é a
forca, sendo u(t) € R™! o vetor excitacio e B, € R é a matriz de
distribuicao de atuadores e descreve a influéncia do vetor forca de excitacao
nos pontos de medicao das entradas; M € R9%? é a matriz positiva-
definida de massa do sistema, E € R?7*? é a matriz positiva semi-definida de
amortecimento e K € R?%? ¢ a matriz positiva semi-definida de rigidez. Na
identificacao experimental das caracteristicas dinamicas de estruturas, sé
podem ser observados alguns graus de liberdade, entao, existe um sistema
de medig¢ao com m sensores adequadamente distribuidos para a medicao das
respostas dinamicas da estrutura. Se sensores de deslocamento, velocidade
e aceleragao sao usados simultaneamente para medir as respostas dinamicas
em diferentes pontos da estrutura, entao a equacao das medigoes combinadas

nas saidas do sistema estrutural pode ser escrito como
y(t) = Cqw(t) + C,w(t) + C,wo(t) (2-7)

sendo, Cy4, C,, C, € R™*? as matrices que descrevem a influéncia dos
vetores de deslocamento, velocidade e aceleracao, respectivamente, nos

pontos de medicao das saidas.
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Definindo o vetor de estado na forma x(t) = {w(t);w(t)} € R™!,
com n = 2q, as equagoes de movimento de segunda ordem do modelo fisico
definido na equacao (2-6) pode ser transformado na seguinte equacdo de

estado de primeira ordem
x(t) = Ax(t) + Bou(t) (2-8)

sendo, A, € R™™™ a matriz do sistema e, B. € R"*" a matriz de entradas,

definidas como

I
AC:[ :

. 2-9
MK -M'E (29)

) Bc = 0
M'B,

Usando a mesma definicao do vetor de estado, a equagao de medigao

(2-7) pode ser transformada em
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2-10)

sendo, C € R™*" a matriz de influéncia na saida do vetor de estado x(t) e

D € R™*" a matriz de transmissao direta, definidas como
cC=|C;,-C,M'K C,-C,M'E , D=C,M'B,. (2-11)

A matriz D pode desaparecer da equagao (2-10) quando nao sido usados
acelerometros para as medicoes nas saidas.

Assim, as equagoes (2-8) e (2-10) constituem o modelo em espago de
estados no tempo continuo para um sistema mecanico linear, invariante
no tempo, com miltiplas entradas e multiplas saidas (MIMO, na sigla
em inglés). Por conveniéncia, costuma-se usar o conjunto de matrizes
(A, B., C, D) para referir-se ao modelo em espago de estados em tempo

continuo.

2.3.1
Funcao de transferéncia

Tomando a transformada de Laplace das equagoes (2-8, 2-10) e supon-

do x(0) = xg, obtemos

sX(s) —xg = A.X(s) +B.U(s) (2-12)
Y (s) = CX(s)+DU(s) ; (2-13)
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se as condigoes iniciais sao zero, xo = 0, as equagoes (2-12, 2-13) podem ser

reduzidas, obtendo a relacao entrada-saida seguinte
Y(s) = [C(sI— A.)"'B. + D] U(s). (2-14)

Comparando esta equacao com (2-5) obtém-se a F.T. do sistema mecanico

linear invariante no tempo e sua representacao dinamica em espaco de

estados (A., B, C, D), dada por

G(s)=C(sI - A,)'B.+D. (2-15)

2.4
Modelo em espaco de estados equivalente no tempo discreto

Na andlise modal experimental [18], os sinais precisam ser convertidos
de analégico em digital para o processamento em equipamentos como
analisadores e computadores digitais; assim, as entradas ou excitacoes sao
geradas usando séries de sinais discretas e a aquisicao de dados é feito em
instantes de tempo discretos; em conseqiiéncia um modelo da dinamica do
sistema no tempo discreto é necessario.

O modelo em espago de estados no tempo discreto para um sistema
estrutural MIMO, andlogo ao modelo no tempo continuo, com tempo de

amostragem At é definido por

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k); x(0)=xg (2-16)
y(k) = Cx(k)+Du(k) k=0,1,2, ... (2-17)

sendo o inteiro k o indice do tempo discreto no instante de tempo t = kAt,
x(k) é o vetor de estado no instante k, u(k) e y(k) sao o vetor forga e o
vetor de medicao nas saidas para o tempo discreto k, respectivamente. A é
a matriz do sistema na equacao para o estado discreto x(k), e B é a matriz
discreta de entradas. A matriz de saida C e a matriz de transmissao direta D

nao sao modificadas na conversao do tempo continuo para o tempo discreto.

No caso do sistema discreto resultar da discretizacao de um sistema
continuo, a quadrupla de matrizes (A, B, C, D) no tempo discreto pode

ser obtida da quédrupla (A., B., C, D) no tempo continuo [22], usando as
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seguintes equacoes
A — eAcAt
At
B = ATAr'B, T = (k+ 1At —
/0 erTdrB T=(k DAL T (2-18)

se A, ¢ assintéticamente estavel:
B = (A-DA_'B..

As dimensoes das matrizes no sistema discreto sao as mesmas que as do

sistema continuo.

24.1
Funcao de transferéncia

Seja X(z), a transformada-z do vetor de estado no tempo discreto,
{x(k)}2,, definido como

oo

X(2) £ 2 [x(k)] £ x(k)z*
k=0

entao, similar que no tempo continuo, podem-se obter a relacao entrada-

saida no dominio da freqiiéncia e a matriz fungao de transferéncia G(z) no

tempo discreto, sendo

Y(z) = [C(z2I- A)"'B+D] U(z) (2-19)
G(z) =C(2:I-A)"'B+D. (2-20)

2.5
Parametros de Markov e sua relacao com a dinamica do sistema

A solucao das equacoes de estado de um sistema linear invariante no
tempo, dadas por (2-8, 2-10), para condigoes iniciais x(tg) = x, diferentes

de zero, é

t
() = Ay [ A B (2:21)

to

e a equagao de medigao (2-10), pode ser escrita como

t
y(t) = CeAell=t)yy 4 CeAeli=t0) / A Bou(t)dr + Du(t), (2-22)

to
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supondo ty = 0, e xg = 0, temos que
¢
y(t) = / [CeAC(t_T)BC + Dt — T)} u(7)dr, (2-23)
0

sendo 0(t) a funcao delta de Dirac. Comparando a eq.(2-23) (com delta de
Dirac aplicado no 7 = 0) com a eq.(2-4) achamos a relagao entre a funcao
de resposta ao impulso (FRI), g(t) e a equagdo dinamica do sistema em

espago de estados dada por
g(t) = Ce®'B, + Di(t) (2-24)

A FRI caracteriza a dinamica de um sistema no dominio do tempo
e ¢ independente das forcas de excitacao e das respostas para um sistema
mecanico ou estrutural elastico, linear invariante no tempo.

Sendo que,

1
At k=1 A k—1
et = — " A ,
2 gyt A
k=1
a FRI pode se expressar como expansao por séries de poténcia da seguinte

maneira

g =Y ﬁ 1 1 g 6(t) (2-25)

sendo g € R™ " o k-ésimo coeficiente matricial da expansao por séries de

poténcia da FRI, definido como

D, k=0
8= CAMIB, k> 1 (2-26)

A colegao dos coeficientes matriciais, § = {go, g1, g2, - .-}, é conhecida
como a seqiiencia de parametros de Markov no tempo continuo, os quais
sdo matrizes com m linhas (igual ao nimero de sensores) e r colunas
(igual ao nimero de atuadores). Os parametros de Markov dependem das
caracteristicas do sistema estrutural, ou seja, a massa, o amortecimento e a

rigidez.

25.1
Parametros de Markov no tempo discreto

Num teste experimental para identificacao, as excitacoes sao séries de

sinais discretas conhecidas como funcoes pulso, como resultado as respostas
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medidas que gera o sistema sao amostras de fungoes resposta ao pulso

(sampled pulse response).

—{it—

T 0 para t<T
Ai n(t—7) = ﬁ para 7<t< T+ At
t 0 para t>7+ At
to T T+ At

Figura 2.2: Fungao pulso a(t — 7).

Seja da(t —7), a fungao pulso definida na fig.(2.2). Considerando uma
funcao pulso constante de magnitude unitaria e duragao At como forca de
excitacao aplicada no tempo inicial ¢y = 0, o vetor de entrada u(t) contera
os elementos u;(t) = Atda(t —0) (i = 1, 2, ..., r). Substituindo u(t) na
eq.(2-22) para cada intervalo de tempo continuo At, obtém-se a seqiiencia

de funcgoes resposta ao pulso seguinte

REN (0) = D,
Y, (t) = C fOAt eA=T B, dr (parat > At)
= Cehelt=21) fOAt AT Budr (7' = At —7)
= Ceft-29B (usando eq.(2-18))

se Yy, (t) é medido, também com periodo de amostragem At,

CeAcbAt-ANR
— CeACAt(kfl)B
— CA"'B (usando eq.(2-18))

Y, = Y, (kAt)

esta sequiencia de amostras de fungoes resposta ao pulso sao os chamados

parametros de Markov no tempo discreto, em resumo

D k=0
Y, = ’ 2-27
g {C E>1. (2:27)

2.6
Parametros modais e sua relacao com a FRI

Parametros modais (modos, freqiiéncias naturais e fatores de amor-

tecimento modais) sdo as caracteristicas naturais de um sistema mecanico,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115595/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0115595/CA

Identificagao paramétrica de sistemas mecanicos usando algoritmos de subespago 30

ou estrutura, que descrevem suas propriedades dinamicas. A teoria e ma-
tematica da anélise modal é examinado por muitos autores [18, 33, 14, 6], e
com o objetivo da identificacao de parametros modais a partir de medigoes
experimentais a relacao entre a funcao resposta ao impulso e os parametros
modais foi estabelecida [22, 44, 9, 5]. A FRI g(¢) do sistema mecanico vi-
bratorio linear invariante no tempo cuja dinamica é descrita pela equacao
de movimento (2-6) pode expressar-se em func¢ao dos parametros modais do
sistema como

g(t) = deiTT (2-28)

e a matriz FT é
G(s)=Z[g(t)] =P [sI - AC]_l r’ (2-29)
sendo ® a matriz modal definida como

@:[¢1a ;¢q7 ZEES ’qb‘ﬂ

gx2q

no qual, ¢;, de dimensao (¢ x 1), é o i-ésimo vetor modal do sistema (*

indica complexo conjugado). A matriz diagonal (2¢ x 2¢),
A =diag (A, Ay AL, A,

contém os \; (a i-ésima raiz caracteristica do sistema) os quais contém a
informacao das freqiiéncias naturais w;, e fatores de amortecimento modais

(; do sistema, sendo

i = =i + B = =i + jwiy/1 = ¢
A== = j0i = —Gwi — jwin/1 = ¢

(2-30)

A matriz

I'= [’Yl, ey Vo 7>1k7 ’Pyﬂqx2q

contém os vetores de participacao modal do sistema, ; (¢ x 1), o qual é um
parametro modal num sentido global da estrutura incluindo os sensores e
atuadores, pois ele indica quanto uma especifica entrada excita um especifico
modo.

A eq.(2-28) também pode-se escrever como

q q

g(t) = (o) e + gryTeNt) = 7 (Rie™! + Rye) (2-31)

i=1 =1
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sendo R,; a 7-ésima matriz de residuos.

Na pratica os sinais dinamicos sao discretos e as medigoes de todas
as respostas e excitagoes é dificil e demorada. Como o nimero de modos
do sistema real é ilimitado e s6 é possivel representar um nimero finito
deles, as equacoes acima descritas terao suas dimensoes reduzidas. Se sé6 m
respostas e r excitacoes estao disponiveis, e consideramos s6 ¢ modos, as

equagoes equivalentes das equagoes (2-28, 2-31) no tempo discreto sdo

[g<k)]m><r = [g(kAt)]mxr = [(D]mXQJ [eACkAt] 2q%x2q [FT:| 2gxr

(2-32)
= [g<k)]m><r = [(I)]mXQ(T [Ak} 2qx2q [FT]ZQXT

8K = Z ([Cbz‘]mm (W ] €2+ [0 [0 ] eAZ"fAt>

= 3 (R, 2+ (R 22

(2-33)

sendo At o intervalo de amostragem, z; = et

. *
A:dwg(zl,...,zq, 2yyeney 22

2.6.1
Modelo em espaco de estados nas coordenadas modais

Considerando o modelo em espago de estados no tempo discreto, com r
entradas e m saidas, descrito nas equagoes (2-16, 2-17); a matriz do sistema

A, «n (n = 2q) pode ser decomposta como
A =UATY! (2-34)
sendo ¥ a matriz de autovetores de A. Fazendo a transformacao linear
x(k) = Ux

e substituindo x(k) nas equagdes (2-16, 2-17) obtém-se o modelo discreto

em espaco de estados nas coordenadas modais seguinte

xX(k+1)=Ax(k) + B,u(k) (2-35)
y(k) = Cpx(k) + Du(k) (2-36)
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sendo

A=V"'AV, B,=V"'B e C,=CVU. (2-37)

2.7
Realizacao de sistemas lineares invariantes no tempo

Seja uma matriz funcdo de transferéncia G(s) prescrita, a equagao
dindmica linear invariante no tempo que reproduz G(s) é chamada de uma
realizacao de G(s). Para cada G(s) realizdvel, existe um ndmero ilimitado
de realizacoes. Por exemplo; seja G(s) uma matrix racional prépria de
dimensdo (m x r), dado G(s) = G(s) + G(00), sendo G(s) estritamente
propria definida como

~ N(s) = Nis* '+ Nys* 24 ...+ N,

= pum 2_
Gls) d(s) s+ dis* !t +dys® 24 +d, (2-38)

sendo o polinémio moénico d(s), o denominador comum minimo de G(s),
e sendo N; matrizes constantes (m x r); duas importantes realizacoes de
G(s) em espacgo de estados sao a realizagdo na forma candnica controlavel

e a realizacao na forma canonica observavel.

2.7.1
Controlabilidade

Teorema 2.1 A equacdo dinamica linear invariante no tempo de dimensao
n, (A., B., C, D), definida nas equagoes (2-8, 2-10), é controldvel se e so

se qualquer das sequintes condi¢oes equivalentes € satisfeita:

1. Todas as filas de e 2<'B.. (e consegiientemente de e®<'B,) sdo linear-

mente independentes em [0, 00) € C, o campo dos nimeros complezxos.

2. Todas as filas de (sI — A.)7'B. sdo linearmente independentes sobre

C.

t
. .- A h , ~
3. O gramiano de controlabilidade, W 4 = eAcTBCBfeACTdT, € nao

0
singular para qualquer t > 0. (h indica o complexo conjugado trans-

posto).

4. A matriz de controlabilidade, de dimensao (n X nr)

Q,=|B. AB. AB. -~ Al'B| (2-39)
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tem posto n.

5. Teste de Popov-Belevitch-Hautus: Para cada autovalor A\ de A, (e

conseqiientemente para cada A € C), a matriz complexa de dimensdo

nx (n+r), [ \I—A.) B.]| tem posto n, ou equivalentemente,

(s —A,) e B, sdo coprima a esquerda.

Dados I, e 0,, a matriz identidade e a matriz zero de dimensdes (7 x r)

respectivamente, a realizacao de G(s) na forma canonica controlavel é

0, I, 0,

0, 0, I,
x(t) = :

0, 0, 0,

_daIr _dafllr _danIr

0, | [0, |

0, 0,

olx@) + ] u(?)

I, 0, (2-40)
—d1L, I

Ny |x(t) + G(co) u(t)

Usando o teorema (2.1) é facil comprovar que a eq.(2-40) é sempre

controldvel, mas em geral é ndao observavel. Se N(s) e d(s) sdo coprima, a

realizagao no (2-40) é também observével.

2.7.2
Observabilidade

Teorema 2.2 A equacdo dinamica linear invariante no tempo de dimensao
n, (A., B., C, D), definida nas equagoes (2-8, 2-10), € observdvel se e so

se qualquer das sequintes condicoes equivalentes € satisfeita:

1. Todas as colunas de Ceet

C, o campo dos numeros complexos.

s@o linearmente independentes em [0, 00) €

2. Todas as colunas de C(sI—A.)™! sao linearmente independentes sobre

C.

3. O gramiano de observabilidade, W o =

t
h , ~ .
eAeTCICerTdr, é ndo sin-

0
gular para qualquert > 0. (h indica o complexo conjugado transposto).
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4. A matriz de observabilidade, de dimensdo (nm X n)

tem posto n.

C
CA.
P,=| CAZ (2-41)

CA™!

5. Teste de Popov-Belevitch-Hautus: Para cada autovalor A de A, (e

conseqiientemente para cada A\ € C), a matriz compleza de dimensao

(n4+m) X n,

A — A,
C

tem posto n, ou equivalentemente, (sI—A.) e C sdo coprima a direita.

Dados I,, e 0,,, a matriz identidade e a matriz zero de dimensoes

(mxm) respectivamente, a realiza¢ao de G(s) na forma canonica observével

é

0,
L,
0,
y(t)=| On

0,

0.,

—dyI,,
_da—llm
_da—QIm

_dlIm

L,

| %(t) + Gloc) ()

Usando o teorema (2.2) é facil comprovar que a eq.(2-42) é sempre

observavel, mas em geral é nao controldvel. Se N(s) e d(s) sao coprima, a

realizagao no (2-42) é também controlavel.

2.7.3

Realizacao minima

Realizacao minima, ou realizagao irredutivel, significa uma equagao

dindmica linear invariante no tempo (por exemplo o modelo em espago de

estados) com a menor dimensao possivel, dentre todas as realizagdes que

tenham as mesmas relagoes entrada-saida. Todas as realizagoes minimas tém
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o mesmo conjunto de autovalores, que contém a informacao dos parametros
modais do sistema.
Usando transformacoes lineares, o sistema em espaco de estados, pode

ser transformado na seguinte forma canonica

() eo A, 0 Ay 0 X(t)co B.,

(1) e Ay A Ay A X(t)es B,

L( ) _ 21 _23 24 7( ) + u(t)

() 0 0 A, O© x(t)zo 0 543
x(t)zs 0 0 A,; Ag Xtz 0 (2-43)

y(t) = C 0 C; O ]f(t)+Du(t)

nas equagoes, o sub-indice co representa a parte controlavel e observavel,
co representa a parte controlavel mas nao-observavel, co a parte nao-
controlavel mas observavel, e ¢o a parte nao-controlavel e nao-observavel.

Essa equagao pode ser resumida no esquema da Figura (2.3).

u(t) _ - oY

Figura 2.3: Decomposicao canonica de uma equacao dinamica linear.

Observa-se que a funcao de transferéncia s6 dependera da parte co

(controlavel e observével), entao

G(s) = Cep [sT — A] ' Boo. (2-44)

Assim, uma realizagdo de G(s) com a menor dimensao possivel é uma

equagao dinamica controlavel e observavel [12, 24].

2.8
Caracteristicas do sistema identificado em espaco de estados

Em geral, as matrizes da quadrupla identificada (A, B, C, f)) no

tempo discreto, nao sao as mesmas que do modelo fisico em espago de
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estados (A, B, C, D); elas relacionam-se mediante uma transformagao de
similaridade T. De fato, as varidveis de estado podem ser transformadas
num novo conjunto de varidveis de estado usando a transformacao de
coordenadas

x(k) = Tx(k) (2-45)

sendo T € R™™ qualquer matriz nao singular. Substituindo a eq.(2-45) nas

equagoes (2-16) e (2-17), obtém-se a realiza¢ao similar em espago de estados

A~

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (2-46)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (2-47)

sendo que
(A, B, C, D)= (TAT!, TB, CT!, D). (2-48)

A quédrupla de matrizes identificadas (A., B,, C, D) no tempo
continuo pode ser estimada a partir da quadrupla de matrizes identificadas
(A, ]:3), C, ]f)) no tempo discreto usando a computagao inversa das equagoes
(2-18), ou seja

A < In(A)
A (2-49)

B, = AA-I)"'B

Se o sistema em espaco de estados é identificado ao partir de dados medidos
usando um método suficientemente exato e efetivo, a quadrupla identificada

é equivalente ao modelo fisico do ponto de vista de ter os mesmos parametros
de Markov.
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