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A
Matrizes do sistema em espaço de estados da estrutura

Mini-Mast

Colunas 1− 6→

Ac =







































−0.0892 −0.0001 −5.0354 0.0000 0.0009 −0.0015

0.0001 −0.0891 −0.0001 5.0316 0.0131 0.0153

5.0354 0.0002 −0.0921 −0.0001 −0.0014 0.0012

0.0000 −5.0316 0.0001 −0.0920 −0.0154 −0.0141

−0.0032 −0.0021 0.0035 0.0074 −0.3251 −27.4201

0.0040 −0.0076 −0.0040 0.0027 27.4201 −0.3330

0.0247 −0.0954 −0.0269 −0.1040 0.0015 0.0028

−0.0958 −0.0251 0.1042 −0.0275 0.0038 −0.0132

0.0266 −0.1015 −0.0262 −0.0997 −0.0033 −0.0028

−0.1020 −0.0263 0.1005 −0.0257 0.0149 −0.0027

Colunas 7− 10→

0.0055 −0.0200 −0.0099 0.0374

−0.0211 −0.0061 0.0386 0.0108

0.0101 −0.0377 −0.0055 0.0205

0.0388 0.0108 −0.0218 −0.0065

−0.0094 0.0177 0.0111 −0.0252

−0.0099 0.0224 0.0112 −0.0212

−0.3762 0.5972 38.3637 −0.1010

−0.5956 −0.3790 −0.0466 38.6603

−38.3637 0.0464 −0.3912 −0.5969

0.1011 −38.6603 0.5986 −0.3943
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Bc =







































0.00235 −0.00200

−0.00201 −0.00236

−0.00235 0.00200

−0.00201 −0.00236

−0.00011 −0.00025

0.00011 0.00025

0.00167 0.00095

−0.00091 0.00155

0.00163 0.00092

−0.00089 0.00151







































Colunas 1− 6→

C =

[

0.01119 0.00402 0.01122 −0.00402 −0.00917 −0.00918

−0.00911 0.00762 −0.00914 −0.00764 −0.00931 −0.00933

Colunas 7− 10→

−0.00043 −0.00245 0.00047 0.00239

−0.00243 0.00196 0.00242 −0.00199

]

D =

[

0 0

0 0

]
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B
Equações de movimento do modelo de um quarto de

suspensão de vagão do trem

Na Fig. B.1 mostrasse o modelo simplificado do sistema mecânico de um

quarto da suspensão de um vagão do trem. A dinâmica do sistema será deduzida

através das equações de Lagrange, as quais garantem que:

d

dt

(

∂L

∂ẇi

)

−
∂L

∂wi

+
∂D

∂ẇi

= fi; L = T−V (B-1)

sendo T e V a energia cinética e energia potencial do sistema respectivamente,

D é a energia dissipada nos amortecimentos e fi são as forças externas

generalizadas associadas com os graus de liberdade wi. O modelo em estudo

tem 3 g.d.l. contidos no vetor deslocamento wT = [ wv wp wr ] e o vetor

de forças externas associadas é f T = [ fv fp fr ].

Figura B.1: Modelo de um quarto da suspensão de um vagão do trem.
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Energia cinética do sistema:

T =
1

2
Mvẇ

2
v +

1

2
Mpẇ

2
p +

1

2
Mrẇ

2
r (B-2)

Energia potencial do sistema:

V =
1

2
Ks(wv − wp)

2 +
1

2
Kp(wp − wr)

2 +
1

2
Kcw

2
r (B-3)

Energia dissipada nos amortecedores:

D =
1

2
Es(ẇv − ẇp)

2 +
1

2
Ep(ẇp − ẇr)

2 (B-4)

Usando a equação de Lagrange para o g.d.l. wv:

d

dt

(

∂L

∂ẇv

)

−
∂L

∂wv

+
∂D

∂ẇv

= fv

⇒Mvẅv +Ks(wv − wp) + Es(ẇv − ẇp) = fv (B-5)

analogamente para o g.d.l. wp:

d

dt

(

∂L

∂ẇp

)

−
∂L

∂wp

+
∂D

∂ẇp

= fp

⇒

Mpẅp−Ks(wv−wp)+Kp(wp−wr)−Es(ẇv−ẇp)+Ep(ẇp−ẇr) = fp (B-6)

e para o g.d.l. wr:
d

dt

(

∂L

∂ẇr

)

−
∂L

∂wr

+
∂D

∂ẇr

= fr

⇒Mrẅr −Kp(wp − wr) +Kcwr − Ep(ẇp − ẇr) = fr (B-7)

Então, na forma matricial, a dinâmica do sistema é:







Mv 0 0

0 Mp 0

0 0 Mr













ẅv

ẅp

ẅr






+







Es −Es 0

−Es (Es + Ep) −Ep

0 −Ep Ep













ẇv

ẇp

ẇr






+

+







Ks −Ks 0

−Ks (Ks +Kp) −Kp

0 −Kp (Kp +Kc)













wv

wp

wr






=







fv

fp

fr







(B-8)
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C
Descrição teórica do modelo dinâmico do rotor estudado

no caṕıtulo 7

Um sistema rotativo apresenta uma quantidade de movimento angular em

torno do seu eixo de rotação igual ao produto de sua inércia axial (ou polar) pela

sua velocidade angular (Ω) de rotação em torno deste eixo. A Lei de Newton-

Euler diz que a taxa de variação desta quantidade de movimento angular no

tempo (HI), medida em um referencial inercial, é igual ao momento externo

aplicado al sistema (MI):

MI =
dHI

dt
(C-1)

Logo, se existe um momento aplicado e se a quantidade de movimento

angular praticamente não varia em módulo (Ω elevado e quase constante),

esta deve mudar de direção, começando a girar em um sentido dado por este

momento aplicado. Isto significa que as coordenadas que descrevem as vibrações

na presença de movimento rotativo, por exemplo as duas deflexões ortogonais do

eixo, são acopladas, isto é, um momento aplicado em uma direção produz uma

velocidade na outra e viceversa. As equações de movimento que incluem estes

efeitos chamados giroscópicos devem necessariamente descrever o movimento

em um espaço tridimensional.

Em sistemas mecânicos rotativos que apresentam efeitos giroscópicos,

tanto os autovalores (freqüências naturais e fatores de amortecimento) quanto

os autovetores (modos de vibração) dependem da velocidade de rotação Ω.

Em geral, o comportamento vibratório em torno de um ponto de equiĺıbrio

dos sistemas mecânicos rotativos é descrito pela seguinte equação diferencial

linear:

Mẅ(t) + (E+G)ẇ(t) +Kw(t) = f (t) (C-2)

sendo:

– M, a matriz de massa ou inércia, simétrica, positiva-definida.

– E, a matriz de amortecimento, simétrica, positiva-semidefinida.

– G, a matriz giroscópica, anti-simétrica.
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– K, a matriz de rigidez, simétrica, positiva-definida.

– w(t), o vetor com os graus de liberdade que descrevem o movimento em

um dado sistema referencial.

– f (t), o vetor com as excitações externas.

O sistema mecânico rotativo usado no experimento (Caṕıtulo 7) é com-

posto de um eixo elástico de massa despreźıvel montado sobre mancais ŕıgidos

(Ver Figuras C.1 e C.2). O eixo porta um disco ŕıgido numa posição não

simétrica com respeito dos mancais.

Figura C.1: Esquema da bancada de provas (todas as dimensões em

miĺımetros).

Figura C.2: Modelo do rotor e sistema de coordenadas.

Este sistema mecânico pode ser modelado através de um sistema com

quatro graus de liberdade, a saber, os dois deslocamentos do centro de massa
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do rotor e as duas rotações ortogonais à velocidade de rotação Ω; assim, a

equação (C-2) pode-se escrever como:













M 0 0 0

0 It 0 0

0 0 M 0

0 0 0 It

























ÿ(t)

ϕ̈z(t)

z̈(t)

ϕ̈y(t)













+

+

























E11 E12 0 0

E21 E22 0 0

0 0 E11 −E12

0 0 −E21 E22













+













0 0 0 0

0 0 0 −IaΩ

0 0 0 0

0 IaΩ 0 0





































ẏ(t)

ϕ̇z(t)

ż(t)

ϕ̇y(t)













+

+













K11 K12 0 0

K21 K22 0 0

0 0 K11 −K12

0 0 −K21 K22

























y(t)

ϕz(t)

z(t)

ϕy(t)













=













0

0

0

0













(C-3)

sendo:

– y(t) e z(t), os dois deslocamentos lineares do centro de massa do rotor.

– ϕy(t) e ϕz(t), as duas rotações do rotor em torno dos eixos Y e Z

respectivamente.

– M , a massa total do rotor.

– It, o momento de inércia, transversal, de massa; e calcula-se como

It =
MD2

8
+ Me2

12
, sendo e a espessura do disco e D o diâmetro do disco.

– Ia, o momento de inércia, axial ou polar, de massa; e calcula-se como

Ia = MD2

8
.

– K11, a rigidez linear nas direções Y e Z; e para um rotor simplesmente

apoiado nos extremos do eixo calcula-se como K11 = 3EIl(a
2−ab+b2

a3b3
),

[13]. E é o modulo de elasticidade do material do eixo (E = 235 GPa),

I é o momento de inércia transversal de área do eixo (I = πd4

64
), l é o

comprimento do eixo e, a e b são as distancias do disco com respeito dos

mancais (ver Fig. C.1).

– K12 = K21, as constantes de rigidez que acoplam os movimentos em Y e

Z com as rotações em torno de Z e Y, respectivamente; calcula-se como

K12 = 3EIl( a−b
a2b2

).

– K22, a rigidez angular das direções Y e Z; e calcula-se como K22 =

3EIl( 1
ab
).
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– Eij, os elementos da matriz de amortecimento que serão identificados.

Para o rotor estudado, a matriz de massa, matriz giroscópica e matriz de

rigidez valem:

M =













2.67 0 0 0

0 0.002 0 0

0 0 2.67 0

0 0 0 0.002













(C-4)

G =













0 0 0 0

0 0 0 −0.00334Ω

0 0 0 0

0 0.00334Ω 0 0













(C-5)

K =













482503 −28966 0 0

−28966 2724 0 0

0 0 482503 28966

0 0 28966 2724













(C-6)

A equação de estado para o sistema mecânico homogêneo com efeito

giroscópico da equação (C-3) é:

ẋ(t) =

[

ẇ(t)

ẅ(t)

]

=

[

0 I

−M−1K −M−1(E+G)

][

w(t)

ẇ(t)

]

(C-7)

sendo w(t) = [ ÿ(t) ϕ̈z(t) z̈(t) ϕ̈y(t) ]T , 0 é a matriz nula e I a matriz

identidade.

A equação (C-7) pode ser reescrita em uma forma mais compacta como:

ẋ(t) = Ax(t) (C-8)

sendo ẋ(t) o vetor de estado e A é a matriz de estado do sistema.
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