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A
Matrizes do sistema em espaco de estados da estrutura
Mini-Mast

Colunas 1—6 —

[ —0.0892 —0.0001 —5.0354 0.0000 0.0009  —0.0015
0.0001 —0.0891 —0.0001 5.0316 0.0131 0.0153
5.0354 0.0002 —-0.0921 -0.0001 -0.0014 0.0012
0.0000 —5.0316 0.0001 —0.0920 -0.0154 —0.0141

—0.0032 —-0.0021 0.0035 0.0074 —0.3251 —27.4201
0.0040 —0.0076 —0.0040 0.0027 27.4201 —0.3330
0.0247 —0.0954 —0.0269 —0.1040 0.0015 0.0028

—0.0958 —0.0251 0.1042 —0.0275 0.0038 —0.0132
0.0266 —0.1015 —-0.0262 —-0.0997 —-0.0033 —0.0028

| —0.1020 —0.0263 0.1005 —0.0257 0.0149 —0.0027

Colunas 7 —10 —

0.0055 —0.0200 —0.0099 0.0374
—0.0211 —-0.0061 0.0386 0.0108
0.0101 —-0.0377 —0.0055 0.0205
0.0388 0.0108 —0.0218 —0.0065
—0.0094 0.0177 0.0111 —0.0252
—0.0099 0.0224 0.0112 —-0.0212
—0.3762 0.5972 38.3637 —0.1010
—0.5956 —0.3790 —0.0466 38.6603
—38.3637 0.0464 —0.3912 —0.5969
0.1011 —38.6603 0.5986 —0.3943
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0.00235 —0.00200
—0.00201 —0.00236
—0.00235  0.00200
—0.00201 —0.00236
—0.00011 —0.00025

0.00011  0.00025

0.00167  0.00095
—0.00091  0.00155

0.00163  0.00092

| —0.00089  0.00151

Colunas 1—-6 —
0.01119 0.00402 0.01122 —0.00402 —0.00917 —0.00918
—0.00911 0.00762 —0.00914 —-0.00764 —0.00931 —0.00933

Colunas 7—-10 —

—0.00043 —0.00245 0.00047  0.00239
—0.00243  0.00196 0.00242 —0.00199

o 11
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B
Equacoes de movimento do modelo de um quarto de
suspensao de vagao do trem

Na Fig. B.1 mostrasse o modelo simplificado do sistema mecanico de um
quarto da suspensao de um vagao do trem. A dindmica do sistema serd deduzida

através das equacgoes de Lagrange, as quais garantem que:

o T ow, —fo L=T-V (B-1)

d (oL 0L 9D
dt \ Ow;

sendo T e V a energia cinética e energia potencial do sistema respectivamente,
D é a energia dissipada nos amortecimentos e f; sdo as forcas externas

generalizadas associadas com os graus de liberdade w;. O modelo em estudo

tem 3 g.d.l. contidos no vetor deslocamento w” = [ w, w, w, ] e o vetor
de forcas externas associadas é f1' = f, f, f. |
e
T~
Mv
|
VAGAO
| Ks Es
| | It
M
SUSPENSAO ‘ Wpl P
SECUNDARIA L
(Air spring)
=\ 4} Kp= T Ep
PLATAFORMA | - ] f
SUSPENSEO g M T
PRIMARIA — — - M]r
B= W ‘

RODA

Figura B.1: Modelo de um quarto da suspensao de um vagao do trem.
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Energia cinética do sistema:

1 ) 1 , 1 )
Energia potencial do sistema:
1 2 1 2 1 2
V= iKs(wv —wy)” + §Kp(wp —wy)* + échT (B-3)
Energia dissipada nos amortecedores:
1 . . \2 1 . :\2
D= §Es(wv — ) + §Ep(wp — ) (B-4)
Usando a equagao de Lagrange para o g.d.l. w,:
d ( OL oL 0D f
dt \ow, ) ow, o, "
= M0, + Ky(w, —wp) + Es(w, — wp) = [ (B-5)
analogamente para o g.d.l. w):
d (oL\ 0L 0D f
dt \ Ow, ow,  Ow, “F

=
M0, — Ks(w, —w,) + K, (w, —w, ) — Es(w, — ) + E,(w, —w,) = f, (B-6)

e para o g.d.l. w,:

d (0L _8L+8D_f
dt \ ow, ow, ow, "

= M0, — Ky(w, —w,) + K.w, — E,(w, —w,) = f, (B-7)

Ent3o, na forma matricial, a dindmica do sistema é:

M, 0 0 W, E,  -E, 0 i,
0 M, 0 W, | + | —B. (Bs+E,) —E, | | w, |+
0 0 M || 0 ~-E, E, iy
K — K 0 Wy o
+| -K, (K.+K,) -K, w, | =| f,
0 K, (K,+K.) || w f
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C
Descricao tedrica do modelo dinamico do rotor estudado
no capitulo 7

Um sistema rotativo apresenta uma quantidade de movimento angular em
torno do seu eixo de rotagdo igual ao produto de sua inércia axial (ou polar) pela
sua velocidade angular (€2) de rotagdo em torno deste eixo. A Lei de Newton-
Euler diz que a taxa de variacao desta quantidade de movimento angular no
tempo (Hj), medida em um referencial inercial, é igual ao momento externo

aplicado al sistema (Mj):

d H;
dt
Logo, se existe um momento aplicado e se a quantidade de movimento

M[ = (C_l)

angular praticamente n3o varia em médulo () elevado e quase constante),
esta deve mudar de direcdo, comecando a girar em um sentido dado por este
momento aplicado. Isto significa que as coordenadas que descrevem as vibracoes
na presenca de movimento rotativo, por exemplo as duas deflexdes ortogonais do
eixo, sao acopladas, isto €, um momento aplicado em uma direcdo produz uma
velocidade na outra e viceversa. As equacoes de movimento que incluem estes
efeitos chamados giroscépicos devem necessariamente descrever o movimento
em um espaco tridimensional.

Em sistemas mecanicos rotativos que apresentam efeitos giroscépicos,
tanto os autovalores (freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento) quanto
os autovetores (modos de vibragdo) dependem da velocidade de rotaggo 2.

Em geral, o comportamento vibratério em torno de um ponto de equilibrio
dos sistemas mecanicos rotativos é descrito pela seguinte equagao diferencial
linear:

Mw(t) + (E+ G)w(t) + Kw(t) = f(t) (C-2)
sendo:

— M, a matriz de massa ou inércia, simétrica, positiva-definida.
— E, a matriz de amortecimento, simétrica, positiva-semidefinida.

— G, a matriz giroscépica, anti-simétrica.
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— K, a matriz de rigidez, simétrica, positiva-definida.
— w(t), o vetor com os graus de liberdade que descrevem o movimento em

um dado sistema referencial.

— f(t), o vetor com as excitagdes externas.

O sistema mecéanico rotativo usado no experimento (Capitulo 7) é com-
posto de um eixo eldstico de massa desprezivel montado sobre mancais rigidos
(Ver Figuras C.1 e C.2). O eixo porta um disco rigido numa posicdo ndo

simétrica com respeito dos mancais.

Disco ‘ 67 ‘ 233 |

Acoplamento flexivel ’\ 0100 ‘

98

Eixo

Motor E =

H 40 H
Mancal Mancal

Figura C.1: Esquema da bancada de provas (todas as dimensdes em

milimetros).

Figura C.2: Modelo do rotor e sistema de coordenadas.

Este sistema mecanico pode ser modelado através de um sistema com

quatro graus de liberdade, a saber, os dois deslocamentos do centro de massa
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do rotor e as duas rotacdes ortogonais a velocidade de rotagdo €2; assim, a

equagdo (C-2) pode-se escrever como:

M 0 0 i(t)
0 I, 0 O ¢ (1) n
0 0 M 0 Z(t)
0 0 0 L || @@
Ey En 0 0 0 0 0 y(t)
Ey By 0 0 |, |0 0 —I,0 @ (1)
0 0 En —Ep 0 0 0 A(t)
0 0 —Ey Ey 0 ,Y 0 0 @y (1)
K1 Ky 0 0 y(t) 0
Koy Ky 0 0 Sﬁz(t) _ 0
0 0 Ky —Kp 2(t) 0
0 0 —Ko Koo ©y(t) 0

(C-3)

sendo:

y(t) e z(t), os dois deslocamentos lineares do centro de massa do rotor.

©y(t) e @.(t), as duas rotagdes do rotor em torno dos eixos Y e Z
respectivamente.

M, a massa total do rotor.

I,, o momento de inércia, transversal, de massa; e calcula-se como

MD? | Me?
I, = st 1o

sendo e a espessura do disco e D o diametro do disco.

I,, o momento de inércia, axial ou polar, de massa; e calcula-se como

MD?
I, =M=

K11, a rigidez linear nas direcoes Y e Z; e para um rotor simplesmente

. . 2_ 2
apoiado nos extremos do eixo calcula-se como K3 = 3ETI(% agg;b ),

[13]. E é o modulo de elasticidade do material do eixo (E = 235 GPa),

b - s b . 4 ,
I é o momento de inércia transversal de drea do eixo (I = %), [éo

comprimento do eixo €, a e b sdo as distancias do disco com respeito dos

mancais (ver Fig. C.1).

K15 = Ky, as constantes de rigidez que acoplam os movimentos em Y e
Z com as rotagOes em torno de Z e Y, respectivamente; calcula-se como
Ko = 3ETI(%5).

a?b?

K55, a rigidez angular das direcoes Y e Z; e calcula-se como Ky =
3EIN(Z).
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ij, 0s elementos da matriz de amortecimento que serdo identificados.
Para o rotor estudado, a matriz de massa, matriz giroscdpica e matriz de

rigidez valem:

267 0 0 0
0 0.002 0 0
0 0 267 0
0 0 0 0.002

0 0 0 0
0 0 0 —0.00334%2
G = (C-5)
0 0 0 0
0 0.003342 0 0
482503 —28966 0 0
—28966 2724 0 0
K = (C-6)
0 0 482503 28966
0 0 28966 2724

A equacdo de estado para o sistema mecanico homogéneo com efeito

giroscépico da equagdo (C-3) é:

[ w(t)

w(t)

x<t>=[”.‘.’”]=[ 0 o ] (7)
w(t) MK -MY(E+G)

sendo w(t) = [ §j(t) @.(t) 2(t) $,(t) 1", 0 é a matriz nula e T a matriz
identidade.

A equagdo (C-7) pode ser reescrita em uma forma mais compacta como:

x(t) = Ax(t) (C-8)

sendo x(t) o vetor de estado e A é a matriz de estado do sistema.
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