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6
Modelo de imunizagao estocastica

Sabemos que, em geral, quanto mais complexa for a classe de variagdes que
desejamos imunizar, mais restritivas se tornam as condi¢des de imunizagdo.
Contrario a isso, quanto menor a classe, maior serd a chance da estratégia falhar.

Por exemplo, como vimos, a teoria de imunizagdo cléssica baseia-se na
teoria de duragcdo de Macaulay, a qual supomos que a estrutura a termo na qual os
papeis sdo precificados ¢ considerada plana (todas as datas de vencimento tem a
mesma taxa de mercado) e considera-se que seus deslocamentos ocorrem apenas
de forma paralela (todos os pontos da curva se alteram por um mesmo valor).
Neste caso, uma estratégia de imunizagao contra variagdes paralelas requer uma
restricdo na duragdo modificada dos ativos e passivos. Esta estratégias ¢ simples
de ser implementada porém, ¢ altamente suscetivel a falhas quando uma variagao
ndo antecipada na curva ocorrer.

Por outro lado, com o intuito de generalizar um pouco mais esta teoria,
utilizamos uma técnica de imunizagdo proposta por Barber e Cooper (1996)
baseada na analise de componentes principais (o trabalho mais famoso nesta area
¢ o de Litterman e Scheinkman (1991)). E através destes componentes
imunizamos uma curva de juros nao plana e com deslocamentos ndo paralelos
(deslocamentos na dire¢do dos componentes principais). Neste caso, um niimero
maior de restricdes tem que ser levado em consideragdo. Ainda assim, a técnica
proposta por Barber et a ndo pode ser considerada muito geral, no sentido de que
ela somente imuniza na direcdo dos autovetores e nao aceita titulos com opgao.

Por isso, estudaremos uma técnica mais geral de imunizagdo proposta por
Robert Reitano em seus varios artigos escritos em 1991, 1993, e 1996. Assim
como feito no caso anterior, primeiramente apresentaremos um arcabougo teorico
no qual a teoria toda se baseia. Em seguida, apresentaremos um exemplo simples
com o intuito de condensar toda a teoria. Por fim, uma aplicagdo pratica sera feita

utilizando-se dados reais.
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Como dissemos, a teoria cldssica de imunizacdo pressupde curva de juros
plana e deslocamentos paralelos, ou seja, a teoria classica estuda a sensibilidade
do preco de ativos e passivos a taxa de juros utilizando fungdes de preco de uma
unica variavel, conhecida como taxa interna de retorno. Neste capitulo, iremos
mostrar o conceito desenvolvido por Reitano de uma analise multivariada da
duracdo, imuniza¢do e da sensibilidade do preco que seja aplicavel a qualquer
modelo de variagao da curva de juros. Outros exemplos de modelos multivariados
podem ser encontrados em Bierwag (1977) e Thomas Ho (1992). Para tal,
introduziremos novos conceitos de duragdo, convexidade e de suas relagdes e de

imuniza¢ao multivariada.

6.1.
Analise de duragao multivariada

Tanto a teoria que serd apresentada (Multivariate Stochastic Immunization
Theory) quanto as teorias multivariadas desenvolvidas por Bierwag (1977) e Ho
(1992) utilizam uma representacao discreta da curva de juros. Apesar de na teoria
esta relacdo ser considerada continua, na pratica o que temos sdo apenas alguns
pontos desta curva, os quais chamaremos de vértices da curva de juros. Por
exemplo, podemos ter uma curva basica de juros gerada pelas observagdes das
taxas de mercado nas datas de vencimento de 0.25,0.5, 1, 2, 3,4, 5, 7, 10, 20 ¢ 30
anos. Dada estas taxas, o restante da curva ¢ gerado através de interpolagdo (no
presente trabalho utilizaremos apenas a interpolagdo linear, mas pode-se utilizar a
que for mais conveniente). Conseqiientemente, estas outras taxas sdo dependentes

das taxas dos vértices.

6.1.1.
O modelo tradicional (de uma variavel) e suas limitagoes

Sabemos que no modelo tradicional a fungdo preco ¢ definida somente para
uma varidvel, a taxa interna de retorno (yield-to-maturity). Seja P(i) uma fungao
que atribui para cada valor de taxa de juros i >0 o valor de uma dada carteira de
fluxos de caixa futuros. A taxa i pode ser definida em qualquer sistema de
unidades (dia, ano, semestre, etc.) e os fluxos de caixa futuros podem ser positivos

ou negativos, fixos ou dependentes de i. Assuma ainda que P(i) seja duas vezes
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diferenciavel e tenha segunda derivada continua. Dada a fungdo prego P(i), sua

funcdo de duragdo modificada, D(i ) sera definida para P(i ) # 0 como sendo:

df/
: di
D\i)=—-——7% 6.1
(l) P(i) (6.1)
Usando a expansdo de Taylor de primeira ordem, temos:

P(i)=~ Pi,)+ %Ai (6.2)

i
Como d};(?(’) =—D(i, )P(i, ) entdo
i
P(i) Nas
~1-Dli, A 6.3

o)~ P o
Onde

Ai=i-i, (6.4)

Dada a fungio preco P(i), sua fungio de convexidade, C(i) sera definida

para P(i)# 0 como sendo:

C(i)= d’Pp/di* (6.5)

P(i)

Utilizando a aproximac¢ao de Taylor de segunda ordem teremos:

P(i)~ P(io)+%m' + %%ﬁ%)mz (6.6)
Como dP(?O) =-D(i, )P(i,) e dZI?EiO) = C(i, )P(i,) temos:
di di
PE) v Ly
AN 1-D(i, )Ai + : C(i, AP) (6.7)

Em aplicacdes, existem duas abordagens mais comuns para se utilizar este
modelo. A abordagem de taxa interna de retorno e a abordagem de variagdes

paralelas. Na primeira, a taxa i, (que ndo necessariamente serd somente uma —

sabemos que a taxa interna de retorno sao as raizes de um polindmio) € o valor no

qual P(z‘o) se iguala ao prego inicial. Logo, estamos num mundo onde a estrutura
a termo ¢ plana com valor igual a i,. Definiremos P(i0 +Ai) o preco quando a

taxa interna de retorno varia na quantidade Ai. J4 a outra abordagem, de

variagOes paralelas, tem a vantagem de permitir que o fluxo de caixa seja avaliado
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inicialmente na curva de juros atual (que pode ter qualquer formato), produzindo o

valor P(O). Entao, P(Ai) representa o preco quando a curva ¢ paralelamente

alterada pelo valor Ai, ou seja, quando cada ponto da curva inicial se deslocar
pelo mesmo valor. Estas aproximagdes apesar de serem muito simples ndo valem
nada caso suas limitagcdes ndo sejam respeitadas. Veremos um exemplo proposto
por Reitano (1991) a seguir.

Seja uma carteira simplificada composta por 3 fluxos de caixa fixos iguais a
20, -20 e 11 vencendo nas datas 0, 1 e 2 respectivamente. Seja a curva de juros
spot com vértices 0,105 e 0,100 com vencimentos em 1 e 2 anos respectivamente.

Com isso, podemos calcular o valor presente, duracao e convexidade.

~20 11
VP =20+ +
(1L105) * (1,100)’

=10,99

Usando a técnica de yield-to-maturity, podemos modelar a fungdo preco
como:

P(i)=20-20v +11v*, v =(1+i)"

Igualando-se esta expressdo ao valor presente calculado anteriormente
extraimos as duas taxas interna de retorno do fluxo:

TIR, = 0,0045

TIR, =0,2157

Usando cada uma das duas taxas internas podemos calcular a duragdo e a
convexidade.

D'=0,172 D*=-0117

C'=2308 C?=0,724

Seja a expansdo de Taylor de segunda ordem :

P(i (. 1
RTEZT?J)z1—Df(z—T]R_/.)—i-EC’(z—T[Rj)Z (6.8)

Usando esta expansdo, Reitano (1991) mostra que mesmo para uma
variagdo paralela, esta equacdo fornece uma aproximagdo ruim da verdadeira
variacdo da carteira. E associa este erro a um problema de unidade. Além disso,
outra limitacdo desta aproximacao ¢ que podemos ter fluxos que ndo tenham taxa
interna de retorno.

Usando o modelo de variagdes paralelas podemos escrever a fungdo de

preco como sendo:
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P(i)=20-20v +11w’
Onde:

v = (1,105 + Ai)™

w= (1,100 + Ai)™

Calculando-se a duragao e a convexidade chegamos a:

D =0,0136

C =1,404

Usando a expressao (3.6), a aproximacao de primeira ordem fica:
P(Ai)

P0)

Novamente, Reitano mostra que a aproximagdo ndo ¢ de todo precisa. Isto

~1-0,0136Ai

porque, a curva de juros, normalmente, ndo se movimenta em paralelo. Por este e
pelos motivos acima, surge a necessidade de um modelo de duracdo mais
completo, mais real, que possa explicar melhor a variagdo de uma carteira quando
as taxas mudam. Apresentaremos dois modelos de duragdo: duracdo direcional e

duracdo parcial.

6.1.2.
Modelos multivariados

Nesta secdo iremos mostrar o caracteristicas e propriedades de modelos de
duragdo multivariados. Primeiro apresentaremos o conceito de duragdo e
convexidade direcional. Depois entraremos no conceito de duracio e convexidade

parcial. Por fim, suas propriedades serdo apresentadas (se¢do 6.4).

6.1.3.
Duracgao e convexidade direcional

Este conceito de duracao e convexidade ¢ muito importante para a teoria de
imunizacdo direcional, onde queremos imunizar uma carta carteira na dire¢do de
um dado vetor de mudancas. Um caso particular desta teoria ¢ a andlise de
componentes principais, utilizada na primeira aplica¢do, onde os autovetores sdo
os vetores de direcdo na qual queremos imunizar uma carteira ¢ a duragdo na

dire¢do de cada componente nada mais ¢ do que a duragdo direcional.
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Como dito na introducao, utilizaremos o conceito de vértices da curva de
juros. Seja i, = (101,102,...,10m) o vetor que representa os m pontos (vértices) da

curva de juros na qual o portfolio estd valorado. Estes vértices da curva sdo as

variaveis que definem a fungdo preco, pois os outros valores sdo interpolados

(logo, dependentes destes valores). Seja também, N =(n,,..,n,) o vetor de

direcdo, onde N #0 e W ‘ = (Zn h )1/2 denota seu comprimento.

Considere P(t)= P(ZTO +tN ), onde P(zT ) ¢ a fun¢do de preco multivariada,
que iremos assumir que seja duas vezes diferenciavel. Esta fungdo define o preco
do portfolio quando a curva de juros inicial i, é variada de t unidades na diregao

do vetor N . Ou seja, i, ¢ acrescida de tn, unidades e assim por diante. Usando a

expansao da serie de Taylor, podemos aproximar a fun¢ao pre¢o em primeira e
segunda ordem.

P(t)= P(0)+ P'(0) (6.9)
P(t)~ P(0)+P'(0) + %P"(O)tz (6.10)

Para calcularmos as derivadas de P(t), seja Pj(z_ ) a j-ésima derivada parcial

de P(zT ) e Py, (f ) a derivada parcial cruzada de segunda ordem. Matematicamente

temos:
oP
p -2 6.11
J al] ( )
2
p -F (6.12)
" ai;0i,
Sabemos da teoria do calculo que:
dP:a—Pdil+...+a—Pdim =28—Pdij (6.13)
O, oi, 0i
2 2 2 2
ap=F di” + op dila’iz...+a—Pdim2 =y op di i, (6.14)
O, 01, 0i, 01, i, 0i 0i ,0i,
Sabemos ainda que:
di, = ndt
: (6.15)

di, =n,dt


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116492/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116492/CA

101

e
didi, = njnkdz‘2 (6.16)
Substituindo (6.15) em (6.13) chegamos a:

oP oP

dP=——nydt+..+_—n,dt = ) —n,dt 6.17
0i, oi, " z oi; ' ( )
Logo:
dp _op n, +.. +6—Pn 8—Pni (6.18)
dt 811 oi, oi,
=Y, (i, +N) (6.19)
Utilizando a mesma idéia podemos mostrar que:
)= nnrP, (i, +N) (6.20)

Estas expressdes ((6.19) e (6.20)) avaliadas em ¢=0, sdo as derivadas

direcionais de primeira e segunda ordem da fung¢ao prego P(zT ) avaliada em 1.

=>"n,P i) (6.21)

P'(O)E —

P l!

=>> nnP,(i,) (6.22)

Antes de continuarmos, faremos duas definicoes.

aN2

Seja P(zT ) a fungio preco multivariada e N # 0 o vetor de diregdo. A fungdo
de duragdo direcional na direcdo de N, D, (1T ) e a fungdo de convexidade

direcional na diregdo de N C,, (1T ), sdo definidas para P(lT ) # 0 como sendo:

Bw drl)

D, (f)=- 0 = ) (6.23)
e
d Pli
N (() (6.24)
Substituindo a equagdo. (6.21) em (6.9) e a equagdo. (6.22) em (6.10)
conseguimos:
Pl + AN ). 1-D, (i, JAi (6.25)
P(lo
Pl +aN) NG )Az+ c, (7, Xaiy (6.26)

Pli;)
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Como exemplo, considere a fun¢do preco utilizada anteriormente:
P(i,,i,)=20—-20v +11w’
Onde neste caso:
V= (1 +1, )_1
w=(1+1,)"
As derivadas parciais de P(i,,i,) podem ser calculadas.
P(i.i,)=20v* P(i,,i,)=-22w"
B, (i,i,)=—-40v" P, (i,,i,)=66w"
P, (i,,i,)= P, (i\,i,)=0

Avaliando estas equagdes na curva inicial e utilizando as equagdes acima,

podemos calcular as duracdes e convexidades direcionais. Apenas como exemplo,
calcularemos a duracao e convexidade na dire¢ao dos seguintes vetores de direcao
N: (1,1), (1,3) e (2,1). Chegamos ao seguinte resultado:

Dy, =00136  C,, =1404
Dy, =30212  Cy, =34214
Dy, =-14767 C,,) = 6,688

Neste ponto, ¢ importante observarmos alguns aspectos importantes da

duragdo e convexidade direcional. Notamos que:

Se N = (1,...,1), o vetor de mudanga paralela, D, (10) se iguala ao valor
tradicional de D(;,), e C, (fo): C(i, ), onde os valores sem indice sio calculados

utilizando a aproximagdo de variagdo paralela. Além disso, as equagdes (6.25) e

(6.26) sdo consistentes apesar de que podemos expressar de muitas formas o vetor
de dire¢io N . Muitos modelos requerem que o vetor de diregdo seja normalizado
(caso da analise de componentes principais), ou seja, que |]V | =1.

No caso anterior (ACP), uma andlise de componentes principais foi feita em
cima de um histérico de variagdes na curva de juros durante um dado periodo.
Nesta anélise, o primeiro componente principal, N, , ¢ o vetor de variagdes o qual
melhor aproxima os multiplos das variagdes histéricas, ¢N,, no sentido de
minimos quadrados. Os miltiplos do segundo componente principal, N,, melhor

aproximam os residuos deixados pelo primeiro componente, novamente no

sentido de minimos quadrados. E assim por diante.
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Em outras palavras, esta andlise decompde as variagdes historicas, A,

numa combinagdo linear dos vetores de variacdo, N,,N,,...,N, , de modo que

paracada k =1,...,m—1, a colecdo dos residuos:
_ k
{Aij —Zz,.jzvl}, j=12,... (6.27)
i=1

seja a menor possivel no sentido de soma de quadrados.

6.1.4.
Duracao e convexidade parcial

Como pudemos ver, com a introdu¢do da idéia de duragdo direcional, a
teoria classica de duragdo pode ser facialmente adaptada para absorver variagdes
nas taxas que ndo sejam paralelas. Um método alternativo seria um que

reconhecesse mais explicitamente a natureza multivariada das variagdes na

estrutura a termo. Ou seja, um modelo que estime P(zT0 +Ai ) diretamente, onde i

¢ o vetor inicial da curva de juros e Ai=(Aj,..,Ai, ) o vetor de variagio na

estrutura.
Considere a seguinte versao m dimensional da serie de Taylor de primeira e

segunda ordem:

Pli, + &)= P(,)+ > P i, (6.28)
P,)+ > P iy i, + %Zzpjk (7, )i, A, (6.29)

Estas aproximagdes naturalmente motivam algumas definicdes. Dada a

P(i, +Ai)

Q

funcao multivariada de prego P(lT ), a j-ésima funcdo de duragdo e de convexidade

parcial, que chamaremos de D, (i) ecC (7)) sdo definidas para P(F)+0 como

sendo:
L P
Dj(i):—rj—((l%) j=1...,m (6.30)
Cjk({)=%? jrk=1,..,m (6.31)
l

Onde
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2
P,-=a—.Pe ,-k=—é}? (6.32)
oi, 0i ,0iy

Dado as defini¢des acima, podemos definir o vetor de duracdo total, que
chamaremos de D (f ) e a matriz de convexidade, que chamaremos de C (f )
D(i)=(D,(i)..... D, (7)) (6.33)
c)=| .. .. . (6.34)
le (l_) oo Cmm (l_)
Podemos utilizar estas definicdes nas equagdes de expansdo de Taylor de

primeira e segunda ordem. Substituindo temos:

P(ZO+Z1')~ 6\
WNI D(ZO) Al (635)
%Kri) ~1-D(i, ) Ai +%(Zi)T C (i, NAi) (6.36)

Para simplificar a notacdo na equagdo acima, utilizaremos o conceito de

produto escalar. Se X e y sdo vetores de dimensdo m, x-y ¢ definido como:
X-y=Yxy, (6.37)
Equivalentemente, isto significa a multiplicacdo da matriz linha (lxm)

,D (10) ,pelo vetor coluna (mx1) ,Ai. O ultimo termo da expressio (6.36) também

¢ expresso na forma matricial.

x'Cx = ZZC_/kxjxk (6.38)
C,(0)=c,() (6.39)
C(i)=C() (6.40)

Como veremos depois, na pratica, nao ¢ viavel se calcular as derivadas
parciais diretamente. Entdo, utilizamos métodos matematicos (métodos como o de
diferenca central) para se calcular estas derivadas.

Intuitivamente, D, (zT ) reflete a sensibilidade de primeira ordem de P(zT ) a

movimentos no vértice j. Ou seja, se o vértice ] mudar, isto ird ndo somente
afetar a taxa do ano 10, mas como todas as taxas que dependem deste vértice,

devido a interpolagdo. Similarmente, C, (1T ) reflete a sensibilidade de segunda

ordem de P(f ) a movimentos nos vértices j ¢ k. Por exemplo, imagine que
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tivemos somente mudangas em i; e emi,, j # k. Entdo, D, (f ) e D, (f ) refletem a

mudanga de primeira ordem em P(zT ) enquanto C, (1) reflete o ajuste de segunda

ordem. Usando a expressao (6.36) temos:

Pi +Ai)~ P )i- D, ()i, - D, ()Ai, +C, (7)riai,] (6.41)

Voltando ao exemplo acima, utilizando as derivadas parciais previamente
calculadas, podemos calcular as duragdes e convexidades parciais:

D, =-14902 D, =1,5038

C, =-2,697 C,, =4,101

C,=0 C,, =0
Com este exemplo, pudemos perceber que as duragdes parciais somadas se

equivalem a dura¢do modificada. O mesmo se percebe no caso das convexidades.

Ou seja:
pliy)=>.D, (i) (6.42)
Cliy)=22.C. (i) (6.43)

Duracao e convexidade apresentam, além desta, diversas outras relagdes e
propriedades. Algumas delas estdo apresentadas no final deste capitulo (se¢ao

6.4).

6.1.5.
Estimacgao pratica da duragao e convexidade parcial

Na pratica, ndo iremos calcular duragdes parciais para todos os pontos de
fluxo de caixa. Num caso onde tivéssemos muitos fluxos isto seria um transtorno.
Por isso, uma aproximagdo preferencial ¢ de agrupar estas sensibilidades em um
numero menor de pontos. Que pontos utilizar? Normalmente utilizamos os
vértices que definem a curva de juros como pontos basicos onde a duracdo sera
calculada. Iremos nos referir a este tipo de duracdo como durag@o no vértice (key
rate duration — veja apendice 11.2.9.2). Os vértice comumente utilizados na
pratica sao: 0.25, 0.5, 1, 2, 3,4, 5, 7, 10, 20 e 30 anos. Destes pontos basicos
outros valores necessarios ao longo do problema sao interpolados. A interpolacao
pode ser feita linear, exponencial, por splines cubicas, etc. Para este trabalho o

tipo de interpolacdo utilizada, por simplificagdo, foi a interpolagdo linear.
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Usando um modelo de curva de juros deste tipo para modelar P(zT ), D, (fo)

e Cy (10) podem ser estimados utilizando-se as formulas discretas de diferenga

central:
pi()= 1M gj LEZP)({ S (6.44)
)= [P, +£N)-2P(, )+ Pli, & N)] (6.45)

£2Pi,)
Na pratica, bons resultados sao obtidos se utilizando ¢ igual a 5 a 10 pontos

base, quando ‘N ‘ se iguala ao comprimento do vetor de variagdes paralelas

(1,....1).

Para estimarmos a duragdo parcial e a convexidade parcial utilizamos as

seguintes formulas:
g _ [P(170+§].>—P(170—§i)]
D} =- 25_,-P(170) (6.46)

oo PG, + 2, +2,)-Pli, -2, +&, )szo +e, -5, )Pli, &, -5, >]( 6.47)
45j‘9kP(lo)

Neste caso ¢, =gj(0,...,l,...,0), onde ¢, € a j-¢sima coordenada, ¢

g 2(81,...,8m).

6.2.
Teoria de imunizagao multivariada

Como ja vimos na teoria classica de imunizagdo, os conceitos de duragdo e
convexidade sdo bdsicos para seu desenvolvimento. No caso da imunizagdo
multivariada o mesmo ¢ verdade. Precisamos primeiramente introduzir os
conceitos de duracdo e convexidade multivariada para entdo desenvolvermos a
imuniza¢cdo multivariada, que foi o que fizemos até entdo. De posse destes
conceitos, podemos mostrar mais facilmente o que ¢ e como se comporta a teoria

de imunizagao multivariada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116492/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116492/CA

107

6.2.1.
Definigoes de imunizagao multivariada

Seja Pk(zT ) o valor no futuro de um portfélio no tempo k >0, avaliado na

curva de juros i, onde assumimos que nenhum titulo ¢ adicionado ou retirado do
portfolio durante este periodo. Assume-se ainda que o vetor da curva de juros
varia de i, para i instantaneamente apos o tempo 0 e a partir dai evolui de acordo
com a curva de juros a forward. Seja Z, (f ) o preco de um titulo zero cupom de k

periodos com valor de vencimento igual a 1.Logo, se investirmos 1 neste titulo

1 ; . - .
teremos T no tempo k. Conseqiientemente, um ativo com precgo P(z) hoje
AU

terd seu valor futuro igual a:
o P(Q)
-/ 4
P.(7) 2.0) (6.48)

Por exemplo, se i, =i para todo j, entdo Z, ()=(1+i)" e P(i)=(1+i) P().
Estendendo as nogdes cléssicas ja vistas de imunizacao, temos o seguinte:

A fungdo preco P(zT ) ¢ dita localmente imunizada no tempo k no vetor de
curva de juros i, se:
AR AR (6.49)
para i suficientemente proximo de 7,. Ou seja, para |f —zTO| <r,onde r>0 e

| i | < r denote o norma euclidiana:

i => (6.50)

Similarmente, P(z) ¢ dito globalmente imunizado no tempo k no vetor de curva

de juros i, se P, (1 ) > P, (fo) for satisfeita para todos os possiveis vetores de juros

1.

Analogamente definiremos imunizagdo local e global direcional na dire¢do do
vetor N por:

P(i, +:N)= P(i,) (6.51)
para todo t de forma que |f| < r (local) e para todo t possivel (global).

Para a imunizagdo direcional, restringiremos nossa aten¢do para mudangas na

curva de juros de um tipo fixo, N, logo, somente o valor da variagdo t ¢ variavel.
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Por exemplo, N pode refletir as classicas variagdes paralelas, ou um vetor de
mudanga nivel ou curvatura da curva, ou ainda uma mudanga mais geral. No
modelo de imunizacdo ndo direcional, iremos considerar todos as possiveis
variagdes da curva inicial i .

Dada as defini¢does acima, voltamos a definicdo de Pk(zT ) e investigaremos em
mais detalhes as implica¢des de imunizagdo de P(zT ) no tempo k.

Assuma que P(f ) possua apenas fluxos de caixa fixos, ou seja:
Pi)=>c,[1+r(0,0)]" (6.52)
onde r(O,t) representa a taxa spot para t periodos, ou a taxa usada para se
descontar fluxos do tempo t para o tempo 0. Claramente, nesta notagao:
Z,()=[1+r0,0)]" (6.53)
Seja r(s, t) a taxa usada para descontar fluxos de caixa do tempo t para o tempo s,
ou a taxa forward implicita de (t - s)—periodos no tempo s, onde0 < s <7, temos:
[1+70,0)]" =[1+70,9)] -[1+#(s,e)] (6.54)

Logo, um simples calculo produz:

P0) = e, 1+ r(t )+ e [t + (e, ) ) (6.55)

t<k >k

Logo, a imunizagao de P(zT ) no tempo k em i, garante que o valor acima ndo serd
menor do que P,(i,). Vale lembrar que a mudanca da curva de i, para i deve

acontecer de forma instantanea (veja Reitano (1991)).

Das expressoes (6.49) e (6.51) podemos perceber que para P(zT ) ser
imunizado no tempo k em i,, i, precisa ser um minimo relativo de P, (f ), no caso

de imunizagdo local e um minimo global no caso de imuniza¢do global. Para
obtermos os resultados, utilizamos condi¢des conhecidas para que um ponto seja

minimo. Por exemplo, a condigdo suficiente para que X, seja um minimo local de

£(x) na diregdio de N ¢ que:

dyf(%)=0 (6.56)
(5]
drf(x,)>0 (6.57)

A condi¢do suficiente para que X, seja um minimo global ¢ que (6.56) seja


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116492/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116492/CA

109

verdadeira e que (6.57) seja satisfeita para todo x . Analogamente, a condi¢ao

suficiente para que X, seja um minimo local de f ()70) ¢ que (6.69) e (6.70)

valham para todo N ; ou seja:

d f(x,)=0 j=L...m (6.58)

d, f(x,) seja positiva definida (6.59)
onde [d at (%, )J denota a matriz hessiana de f(¥). A condigio suficiente

para X, ser um minimo global é que (6.58) e (6.59) sejam satisfeitas para todo X .

6.2.2.
Imunizagao direcional

Nesta etapa, apresentaremos a teoria de imunizagdo direcional. Mostraremos

que para imunizacdo local , ¢ suficiente que P(zT ) tenha a mesma duragdo

direcional que Z, (f ) e maior convexidade direcional. E para imunizagdo global na

direcdo de N, requer-se uma restricdo de convexidade em todos os possiveis

vetores de curva de juros i =i, +tN .
Considere as propriedades descritas ao final deste capitulo. Sejam P(zTO ) >0,

i, ¢ N #0 dados. Vimos que:

P(i)= Pi) ( 6.60)

Usando a propriedade 8 temos que:

DN(Pk):DN(P)_DN(Zk)

CN(Pk): CN(P)_CN(Zk)+ 2DN(Zk )[DN(Zk)_DN(P)] (6.61)

Usando as defini¢des (6.23) e (6.24) chegamos a:

dN(Pk)sz(P)_dN(Zk) (662)
P, Pz '

GR)_di(P)_di(z)_24,2)[_d,(2) d,(P) .
P, P Z, Z, Z, P '

Para imunizarmos, sabemos que devemos respeitar as condi¢cdes de

minimizac¢ao. Logo,
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d,(P) =0=D,(P)=D,(z,) ( 6.64)

Iy

di(P),

L >0=Cy (P)>C,(2,) (6.65)

Entdo P(zT ) ¢ dito localmente imunizado no tempo k na diregdo de N no
vetor de curva de juros i, .

Ainda usando a propriedade 8, podemos mostrar as propriedades a seguir.
Em i,

D, (P)=D,(Z,) (6.66)
para todo possivel vetor de curava de juros i =i, +N :

Cy(P)>Cy(2,)+2Dy(2, ) Dy (P)-Dy(Z,)] (6.67)

Entdo P(zT ) ¢ dito globalmente imunizado no tempo k na diregio de N no
vetor de curva de juros i, .

Como vimos no capitulo 3 , no modelo classico de Redington, onde
N = (l,...l) e a curva de juros i, é plana, i; =i, para todo j, as condigbes para
imunizacdo local se reduzem as preposicdes familiares. Neste caso,

. . \—k ~
Z,(i,)=vE =(01+i,)" e sua duragio pode ser expressa como:

D(z,)=—-d(2,) =~ [k )= v (669)

Substituindo na primeira condi¢cdo de imunizagdo temos:
D(P)= kv, (6.69)
da qual k ¢ determinado, dado i,, por:

D(P)

Vo

k= = k=(1+i,)D(P)= D" (P) (6.70)

onde D" (P) denota a duragdo de Macaulay de P(i) em i,.

Similarmente, a restri¢ao de convexidade pode ser escrita como:

cr)>c(z,)= C(P)>Zid2(zk) (6.71)
c(P)> ikk(k +1)1+4,) "7 = ikk(k + 1)k (6.72)
v, v,

C(P)> k(k+1? (6.73)
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a qual ¢ equivalente a
c(P)> D" (P\D" (P)+1)? (6.74)
Quando os fluxos de caixa de P(i) sao fixos e positivos, a equagao (6.74) ¢

sempre satisfeita e a imunizagao ¢ garantida para k satisfazendo (6.70).

6.2.2.1.
Aplicacao da teoria de imunizagao multivariada direcional no
gerenciamento de ativos e passivos (ALM)

Nesta secdo, iremos adaptar a metodologia de imunizagdo multivariada
apresentada acima e seus resultados ao gerenciamento de ativos e passivos (ALM
— Asset Liability Management). A partir daqui, consideraremos 2 fungdes

objetivo, sdo elas:
()= 4()-P@) (6.75)

R(7)= M’T)A;(lf;(;)] (6.76)

onde A(zT ) e P(zT ) denotam os valor de mercado dos ativos e passivos em

consideracdo, S (zT ) representa o valor de mercado do excesso e R(zT ) o percentual

de excesso em relagdo ao total de ativos. Imunizacdo no contexto da la equagdo
tras um limite inferior para o valor do excesso no tempo k, enquanto a 2a equagao
trds um limite inferior para a taxa de excesso dos ativos, ou percentual de excesso

em relacdo aos ativos, ou simplesmente percentual de excesso.

6.2.21.1.
Imunizagao do excesso
Chamando * de percentual de excesso na curva de juros corrente i,, ou

seja:

Sejar® = R(i, )= [4G,)- PG, ) (6.77)

A7)

Considere primeiro o caso no qual »° >0. Pela primeira condicdo de

imunizagao (6.64), requeremos em i, que:
D,(S)=D,(2,) (6.78)

Usando a propriedade 2 e as condi¢des de imunizagdo podemos escrever:
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D, (4)=(1-r")D,(P)+r'D,(Z,) (6.79)
Cy(4)>(-r )y (P)+r°Cy(2,) (6.80)

No caso de r* =0, trabalhamos diretamente co as derivadas direcionais de

B (z’), com o objetivo de que as condigdes de minimizagdo de primeira e de

segunda ordem sejam satisfeitas. As condigdes resultantes nas derivadas

direcionais de A(zT ) e P(zT ) sdo entdo equivalentes as condigdes (6.79) e (6.80)

com ' =0.

Entdo podemos dizer quesS (1T ) ¢ localmente imunizado no tempo k na
diregdio de N no vetor de curva de juros i, .

Quando 7’ =0, as condigdes (6.79) e (6.80) implicam que S(zT ) ¢
localmente imunizado em qualquer tempo k >0 na direcio de N no vetor de
curva de juros i,. Para r° >0, vemos que a duragdo direcional dos ativos

requerida para imunizagdo reflete tanto a duragdo direcional dos passivos quanto

do titulo zero cupom Z, (i), correspondente ao horizonte de imuniza¢ao k. Em

algumas aplicagdes , k pode ser escolhido pequeno ou igual a zero , neste caso,
teriamos uma imunizagdo de curto prazo, como parte de uma estratégia ativa de
gerenciamento (active management). Para k£ =0, as condi¢des de imunizacao
acima tornam-se:

D,(4)=(1-7")D,(P) (6.81)

C,(4)> (1= )cy (P) (6.82)

Geralmente, k pode ser escolhido de forma que seja consistente com o ciclo
de planejamento da organizagdo. Por exemplo, £ =1 poderia ser uma meta inicial
de imunizagdo consistente com a receita durante um periodo. Numa estratégia
deste tipo, o valor de k seria decrescente durante o periodo. Similarmente, valores
grandes de k podem ser usados para refletir um planejamento de véarios anos de
uma empresa ou ainda o periodo de vencimento do ultimo fluxo de caixa do

passivo.
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6.2.2.1.2.
Imunizagao do percentual de excesso

Nesta parte investigaremos a imunizacao da do percentual do excesso em
relagdo ao total de ativos, R(zT ) = [A(zT )— P(zT )]/ A(zT ) Como R(zT ) ndo ¢ uma fungio
preco, seu valor no forward, no tempo k, R, (1) ndo serd dado pela equagdo (6.60)
Entao temos:

R (0)=[4,0)-P.())/ 4,()= RG) (6.83)

pois os valores forward de A e P satisfazem a equacdo (6.60).
Conseqlientemente, imunizar R(zT ) no tempo 0 garante sua imunizacao a qualquer
tempo k£ >0.

Para encontrarmos as condi¢des de imunizagdo, seguiremos 0s mesmos
passos do caso anterior. Assuma que R(zT ) =r" > 0. Usando as propriedades 2 ¢ 8

podemos €SCrever:

=c[D,(4)-D,(P)] (6.84)
C(R)=c[C, (4)-C,(P)]-2¢D, (4)D, (4)-D, (P)] (6.85)
onde ¢ = P(iO)

Para r* =0, trabalhamos diretamente com as derivadas direcionais de ,
assim como feito anteriormente. Podemos entdo escrever as condicdes de
imunizagao para este caso:

D, (4)=D,(P) (6.86)

C,(4)>C,(P) (6.87)

Entdo R(zT ) ¢ localmente imunizado em qualquer tempo k£ > 0 na direcdo de

N no vetor de curva de juros i, .

6.2.3.
Imunizagao nao direcional

Iremos apresentar nesta etapa os resultados gerais da teoria de imunizagao

ndo-direcional. Veremos que estes resultados sdo generalizagdes naturais da
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imunizagao direcional. No entanto, neste caso, as restrigdes serdo expressas em

termos de vetores de duracao total e matrizes de convexidade.

Comecaremos com uma definicdo. Sejam 4 e matrizes quadradas.
Dizemos que A ¢ mais convexa do que B (Z >B ), se (Z -B ) for positiva
definida. Ou seja:

)?T(Z—E)? >0, paratodo x #0.

Novamente, considere as propriedades descritas ao final deste capitulo. Seja
P(i) e i, dados e assuma que exista k >0 de forma que em i, :

D(P)=D(z,) (6.88)

c(p)>C(z,) (6.89)

Entdo, dizemos que P(lT ) ¢ localmente imunizado no tempo k na curva i, .

Ainda, seja P(zT ) e i, dados e assuma que exista k >0 de forma que em i :

D(P)=D(z,) (6.90)

e que para todo i possivel:

C(P)-C(z,)>2D(z,) [D(P)-D(z,)] (6.91)

Entdo, dizemos que P(zT ) ¢ globalmente imunizado no tempo k no vetor de
curva de juros i, .

As provas foram suprimidas por serem analogas ao caso de imunizagdo

direcional.

6.2.3.1.
Aplicacao da teoria de imunizagao multivariada nao-direcional no
gerenciamento de ativos e passivos (ALM)

Assim como os resultados obtidos acima, apenas apresentaremos o0s

resultados, pois as provas sdo analogas ao caso de ALM direcional.

Seja S(i)= A(7)-P(i) e i, dados. Assuma que exista k >0 de forma que
em i,:
D(4)=(1-)D(P)+rD(2,) (6.92)

(P)+r'C(z,) (6.93)
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Entdo S(f ) ¢ localmente imunizado no tempo k no vetor de curva de juros

Seja R(zT ) definido como anteriormente. Assuma que em i, :

D(4)=D(P) (6.94)
C(4)>C(P) (6.95)
Entdo, R(zT ) ¢ localmente imunizado em todos tempo k>0 no vetor de

curva de juros i, .

6.3.
Teoria de imunizagao estocastica multivariada

Anteriormente, apresentamos uma extensdo dos conceitos cldssicos de
duracdo e imuniza¢do para uma estrutura multivariada, a qual permite,
teoricamente, sua aplicagdo a qualquer tipo de variagdo na curva de juros. Neste
capitulo, utilizaremos os conceitos anteriores para mostrarmos um modelo de
imunizag¢ao desenvolvido por Robert Reitano em 1993. A teoria ¢ chamada de
“Multivariate Stochastic Immunization Theory”, traduzindo, teoria de imunizagao
estocastica multivariada. A abordagem ¢ dita multivariada devido a sua
capacidade de refletir o risco de toda curva de juros a variagdes nao-paralelas
(devido a modelagem da mesma como um vetor de vértices das taxas) e ¢
estocastica no sentido de minimiza¢ao do risco estocastico. Nesta nova teoria, a
aproximacao de risco utilizada segue a idéia de Markowitz (1959) de minimizagao
da variancia, mas sendo generalizada para refletir a medida de risco de pontos fora
da curva (outlier risk).

Inicialmente, apresentaremos a teoria em detalhes. No capitulo seguinte, um
resumo do modelo serd apresentado e em seguida um exemplo basico serd
introduzido. No capitulo 8 uma aplicagdo pratica, com dados reais, sera feita

utilizando-se este modelo.

6.3.1.
O modelo da curva de juros

Para iniciarmos, precisamos definir como a curva de juros se comporta. Ou

seja, como definiremos a curva hoje € como esta estrutura se movimentara ao
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longo do tempo. Para tal, definimos toda a curva de juros como um vetor, onde
cada elemento deste vetor representa a taxa correspondente a sua respectiva data
de vencimento.

Chamando de 7 = (i,,i,....,i, ) o valor atual das taxas do vetor de curva de

juros com m pontos de vértice. O primeiro modelo de variagdo na curva a ser

utilizado sera o modelo de variagdo direcional, onde um vetor de diregao,

N :(nl,nz,... n ), ¢ estabelecido e fixo anteriormente. Logo, o modelo de

2" "m
mudanga na curva sera da seguinte forma:

iy =iy +IN = (i, +tn,,i, +tn,,....i, +n,) (6.96)

Onde t representa a variavel de magnitude da variagdo na direcio de N .
Vale ressaltar que no modelo classico de variagdes paralelas cada ponto da curva
se movimenta na mesma direcdo, sentido e magnitude, logo o vetor de dire¢do ¢
escrito da seguinte forma: N = (1,1,...,1).

Um outro modelo para varia¢do na curva ¢ o modelo de mudanca totalmente

multivariada, onde o mesmo vetor inicial i, varia de acordo com o vetor de

variagdo em cada vértice Ai = (Aj,,...,Ai, ). Entdo, o modelo de variagdo na curva
evolui segundo o seguinte:
Iy =1y +Ai = (i, + Ady oy + AL ) (6.97)
Neste modelo, diferente do modelo direcional, ndo se assume nenhuma

relagdo explicita entre os variosAi,. Em geral, esse tipo de modelo pode ser

aplicado a qualquer tipo de curva (taxas spot, taxas de titulos, taxas forward, etc.)
e utilizando qualquer tipo de capitalizagdo (semestral, anual, continua, etc.). Além
disso, o modelo multivariado apresentado permite aplicacdo, teoricamente, a
qualquer modelos dindmico pelo qual a curva possa variar. A escolha do tipo a ser
utilizado, devido da tratabilidade, precisdo e facilidade de uso, recomendada em
varios artigos publicados por Reitano ¢ o modelo de diretores da curva de juros.
Neste modelo, a curva € modelada em termos de taxas de mercado nos seus
vencimentos ativamente negociados, por exemplo: 2, 1, 2, 3, 4, 5, ..., 20 anos.

Outras taxas necessarias sao interpoladas da maneira usual.
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6.3.2.
Imunizagao estocastica com muitos ativos

Nesta parte iremos apresentar o modelo desenvolvido por Robert Reitano
(1993) de imunizagdo estocastica, num mundo onde existe um niamero muito
grande de ativos, ou seja, um numero suficiente para que qualquer duragdo possa

ser atingida com os papéis negociados no mercado.

6.3.2.1.
O modelo geral

Seja P(zT ) a func¢do prego definida nos m vértices do vetor de curva de juros,
i =(,...i, ), onde i, representa o valor atual da curva. Por conveniéncia

assumimos que P(ZTO)?& 0 (esta restrigdo sera relaxada mais tarde). Na pratica,

P(zT ) pode ser considerada qualquer funcdo prego, mas no caso de aplicagdes de

imunizacdo, usualmente denota-se de fungdo de excesso, a qual representaremos
por S(7).

Utilizando a notag¢do introduzida anteriormente, podemos escrever a fun¢ao
prego para o proximo periodo:

P(i,)—> P(F)= P(i, + Ai) (6.98)
Chamando R(Zi) de fator de retorno no periodo, ou seja:
P(i, + Ai)

Pliy)

Se ocorrer um choque Ai, a fungdo prego ird variar de acordo com a

R(Ei ) =l+r= ,onde r ¢ ataxa de retorno no periodo.

sensibilidade dela em relacdo a este choque. Seja a fungdo de duracao modificada,
D (1T ):

dP/
D(i)= —% (6.99)

Usando a expansdo de Taylor de primeira ordem, temos:

P(i)~ P(fo)+dPT(?°)-Ki (6.100)
l

Como % = -D(i, )P(i, ) entdio
i
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Pl) =y ~ s

~1-Dli,) Ai,onde Ai =i — 6.101
P,) (i,)- Ai,onde Ai=1i—i, ( )
Ou ainda:

R(Ai)=1-D(i, ) Ai (6.102)

Escrevendo em forma de somatorio:
R(Ai)=1-3D, (i, I, (6.103)
Onde Ai representa qualquer variagio arbitraria na  curva,
Ai = (Ai1 yeuns AT ) , D (fo ) = [D1 (ITO ),...,Dm (zTO )] representa o vetor de duracado total,
d Pi,)

Pli;)

de P(zT ) avaliadas em i,. Nos célculos matriciais, D(fo) ¢ considerado um vetor

ou vetor de duragdes parciais € D, (fo ) =— representa as duragdes parciais

linha, os outros vetores sao tratados como vetores colunas.

Assuma que Ai tem uma dada funcdo de densidade de probabilidade,
f (Zi), a qual pode depender de i,. Seja também E(i,) e K(i,) definidos como
sendo o vetor de média de Ai e sua associada matriz de covariancia. Ou seja:

E;(i,)=E|ai, | j=1...m (6.104)

j
K, (&)= Elai, - E, G Nai, - E£,G))] jk=1..,m (6.105)

Onde E representa o operador esperanca. Note ainda que K (fo) tem a
importante propriedade de ser uma matriz positiva semi definida. Ou seja,
x¥"Kx >0para qualquer vetor x. Reitano comenta que esta propriedade ¢é
importante, mas ¢ em geral muito fraca para garantir que K (fo) seja inversivel
(propriedade necessaria para o modelo). Por isso, assume que K (170) ¢ positiva

definida. Esta suposi¢do implica que nenhuma combinagdo linear de Ai; ¢

degenerada ou nao-estocastica. Na pratica, esta condicao ¢ virtualmente garantida.
(algumas propriedades de uma matriz positiva definida encontra-se na secdo

11.3.5)

6.3.2.2.
Medida de risco
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Definimos ate entdo conceitos que servirdo de base para o desenvolvimento
da teoria. O proximo passo ¢ definirmos uma medida de risco, medida esta a qual

desejamos minimizar. Ou seja, queremos definir uma medida geral de risco para a

funcao P(lT ) Reitano (1993) sugere que utilizemos a medida de risco de

Markovitz (1959). Seguindo Markowitz, ¢ natural considerar a varidncia de

R(Ki ), ja que isto aproxima o risco total do retorno medido por P(z0 +Ai )/ P(ZTO )
Dadas as defini¢des, podemos calcular o valor esperado e a varidncia de
R(Ki). Sabemos que R(Zi)zl—ﬁ(io)-&' . Logo, para se calcular o valor

esperado, utilizamos a propriedade de linearidade do operador esperanca:
E[R(Ai)|= E[1- D(i,)- Ai] (6.106)
E[rR(Ai)]=1-D(,)-E(,) (6.107)
Para se calcular a variancia, utilizamos o operador esperanga e suas
propriedades.
var|R[Ai]] =var|DG,)- Al
- 506, (8- 56, ) ]
= £ 3. 3D, )0, G, Xai, ~ £, G, )i, ~ £G,)]

- 5(i,)KG,)D" ;)

Ainda, podemos limitar pontos fora da curva (outlier risk), limitar riscos de

(6.108)

pontos longe do vetor aleatorio Ai, que podem ndo ser adequadamente refletidos

na medida de variancia devido ao seu baixo peso.
Como ja visto, E [R(Ki)] =1-D(,)-E (fo ) Rearrumando e aplicando o

modulo de ambos os lados temos:

[E[R(80)-1|= DG, )- E (G, (6.109)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (A.56) sabemos que:

D, ) Eiy )| <|D Gy ) |EG, ) (6.110)
Logo concluimos que:

|E[R(A)]-1 <D, ) [EG, ) (6.111)

Similarmente temos que:
[DG,) (8- EG)] <|pG, ) [8i - EG,) (6.112)

Donde chegamos que:
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Var[R(®:)|<| DG, ) E[&i - EG, Y | ou var[R(@i)]<|DG, Y #[RG,)] (6.113)
Onde o operador tr significa o traco da matriz K , ou seja, a soma dos

elementos da diagonal desta matriz, e |)?| ¢ a normaliza¢cdo euclidiana usual,
—2 — —
|x| =X-X.

Das expressdes (6.111) e (6.113) fica claro que E [R(Ki)] serd perto de 1 e

Var[R(Ki )] sera perto de 0, se o comprimento do vetor de duragdo total, |D (170] for

feito pequeno. Reitano mostrou em outros artigos (1989, 1990 e 1991) que este

comprimento pode ser relacionado a uma medida de risco. Baseado nisto, diremos

que ‘5 (10] pode ser visto como uma medida de sensibilidade extrema da duragao
para P(lT ) Ou seja, quando ‘5 (ZTOX for feito pequeno, a sensibilidade de primeira

ordem de P(zT ) sera relativamente pequena.

Entdo, a seguir, utilizaremos duas medidas de risco de um portfolio, as quais
desejamos minimizar. Sdo elas: Var(R(Zi)) e ‘5 (17012. A razdo de ‘5 (1701 ter sido
elevado ao quadrado ¢ para refletir segunda ordem, assim como a funcao de
variancia.

Logo, definiremos uma medida de risco, chamada de RM (w), como sendo:

RM (w)= wrar[R(ai )|+ (1~ w)D(, )| (6.114)

Onde o parametro de peso w ¢ escolhido como sendo: 0<w<I.
Intuitivamente, se tivermos w perto de 1, nossa medida de risco se reduz a
variancia. Para w perto de zero, estaremos minimizando o pior caso. Na pratica,

escolheremos w muito proximo de 1, caso contrario, o termo de pior caso
dominara, devido a diferenca de escala entre as unidades de K e da matriz

identidade 7 .
Usando a equacao (6.108) e o fato de que:

DG} =DG,)IDE,) (6.115)

Onde I representa a matriz identidade. Seja a matriz positiva definida,

K, (iy)=wK(i,)+ (- w) (6.116)
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Para mostrarmos que I?w(fo) ¢ positiva definida, assuma que 0 <w<1.

Pois, os casos onde w se iguala a 1 ou a 0 sdo intuitivamente provados. Se existir

um vetor x de forma que x'K, (zo))_c <0, entdo temos por linearidade e pela
definigdo de K, (i, ):
—773 (7 \= —12
wx KW(ZO )x < —(l - w]x| (6.117)
Como a matriz de covaridncia K (fo) ¢ positiva definida, a desigualdade

acima ¢ satisfeita somente quando x =0.
Podemos, entdo, expressar nossa medida de risco de forma mais compacta,

expressa em forma de produto matricial:
RM(w)=DK D" (6.118)

Onde, por simplificagdo de notagdo, D representa o vetor de duracio total,

K, a matriz ponderada de K (matriz de covaridncia de Ai) ¢ da matriz

identidade.

6.3.2.3.
As restricoes do problema

Como dissemos, no objetivo principal ¢ minimizar o risco, minimizar nossa

medida de risco RM(w). Este problema torna-se trivial sem restrigdes em D
pois, como pode-se facilmente notar, o valor minimo de RM(w) sera zero,

exatamente quando o vetor de duragio total for igual a 0 (vetor zero). Neste caso,
se a fungdo preco refletir uma fungdo de excesso, esta condicdo de vetor de
duragdo zero implica que os ativos e os passivos tém suas duracdes parciais
casadas. Logo, a Uinica questdo pendente ¢ como manejar uma dada carteira de
ativos de forma a atingirmos este vetor de duracdo total.

Utilizaremos, basicamente, trés tipos de restricdo. Primeiramente
resolveremos o problema de otimizagao para a primeira restri¢ao, depois para a
segunda. A seguir resolveremos o problema para as duas restricdes em conjunto.
Em seguida, veremos como um conjunto limitado de ativos também pode ser

considerado como um tipo de restrigao.
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Dois tipos de restricao sao considerados neste problema. Sao elas:
D(i,)-N=D (6.119)
D@, ) EG,)=r (6.120)
Onde N #0 ¢ um dado vetor de diregdo. A restri¢do (6.120) fixa o valor
esperado de R(Zi) igual a 1 -7 por (6.107), enquanto (6.119) restringe a duracao
direcional dada, D, (170) igual a D. Quando N = (1,1,...,1), a duracdo tradicional

para variagdes paralelas (duragao modificada) € restrita por (6.119).
Por simplicidade de notacao, iremos freqiientemente suprimir a dependéncia

da fungdo de i,.

6.3.2.4.
Minimizagao com restricao de duracgao direcional

Nesta etapa, queremos minimizar a medida de risco sujeito a restricdo de

duracdo direcional em uma ou varias dire¢des. Ou seja, para dado N # 0 :

. N NT
@ Do 1)
Como K, é uma matriz positiva definida, podemos aplicar a secio 6.3.4
diretamente. Neste caso, C =N'K_'N (serd uma matriz de apenas um
elemento). Substituindo este valor na equacao (6.165) temos:
Cil=D=1= %, lembrando que C ¢ uma matriz (I x 1).
Substituindo em (6.164):

WIN:%EWIN (6122)

DT=21?
C

o

Substituindo na equagdo otimizada (medida de risco) e chamando esta

medida minimizada de RM (w) temos:
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T
T (1Y D 7 D T -137
=l W)[NTEIN Sy T
v e (6.123)
:NT(_;l)T[:j EW:_‘/?N:(: N_;]V=
C C C
D2
N'K'N

Estas operagdes s6 foram possiveis pois, tanto D quanto a matriz C

consistem de apenas um elemento. Além disso, usamos a propriedade de que a
matriz K, assim como sua inversa, sdo matrizes simétricas, sendo assim sua
transposta igual a elas mesma.

Note que, como a matriz K, é positiva definida, o vetor de duragio solugio

(do problema de otimizagdo) serd o vetor zero se e somente se D =0. Além

disso, o vetor total de duracdo soluc¢do produz o retorno esperado:
E[R(&i)]=1-~
Onde 7 =D, - E . Lembrando que D, é um vetor linha, £ um vetor coluna

e r ¢ um escalar, podemos escrever r na forma matricial:

r=D,E=(D,Ef =E"D/ (6.124)
E'K'N

F=——2 D 6.125
N'K'N ( )

Percebemos que r varia proporcionalmente com D. E como K ' é positiva

definida, o denominador em (6.125) deve ser positivo, pois assumimos que

N #0.

6.3.2.5.
Minimizagao com restricao de retorno esperado

Dado E # 0, considere o seguinte problema de minimiza¢do: minimizar a
medida de risco sujeito a restricdo de um retorno esperado fixo.

Matematicamente:

Min DK D" (6.126)
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Sujeitoa D-E =r (6.127)
Usando novamente a secdo 6.3.4 e seguindo a mesma idéia da sec¢do
anterior, podemos calcular o vetor de duragao solucao:

-1 7=
0 :W w E (6128)

Logo, o valor minimo em (6.126) ¢ dado por:

2

~

DK DM =—— 6.129
0" *w™o ETKv;lE ( )

6.3.2.6.
Minimizagao com ambas as restrigoes

Como dissemos, apresentamos o problema de otimiza¢do com dois tipos de
restricao diferente. Agora, iremos resolver o mesmo problema de minimizagdo
utilizando simultancamente as duas restricdes. Antes de considerarmos o
problema de minimizagdo com duas restrigdes, note que estas restrigdes nao
precisam ser compativeis. Por exemplo, se:

N=(...1),e E=AiN (6.130)

Percebemos claramente, neste caso, que o problema pode ser resolvido se e
somente se » = DAi, pois caso contrario o conjunto de restricdes ¢ vazio. Nesse
caso, apenas uma restricdo pode ser formalmente usada.

Em geral, a compatibilidade é garantida se £ ¢ N ndo sdo proporcionais,
ou seja, se eles sao linearmente independentes.

Nosso problema de otimizacdo ¢ minimizar a medida de risco sujeito a
restri¢do de duragio direcional e de retorno esperado. Dado N #0, E#0 e N ¢
E linearmente independentes, queremos:

Min DK D" (6.131)
=D

=r

Sujeito a

D.
= 6.132
- (6.132)

&y =

Novamente, usaremos os resultados da se¢do 6.3.4. Podemos claramente

escrever a nossa matriz C, que neste caso ndo serd mais um escalar e sim uma

matriz quadrada de dimensao 2.
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(6.133)

« (NEIN E'K)'W
E'K;'N E'K)E
Escrevendo o sistema de equacdes do apéndice usando a notagcdo do

problema, temos:

- N'K'N E'KNYA4) (D
Cl=rF = |_ _»_ 2 |""|= (6.134)
E'KN E'K]E)\2,) \r

Resolvendo o sistema para 4, e A, chegamos a:
(E'K,'E)p-(E"K,'N)
(V'K N\E'K,'E)-(E"K,'N)
Ay = ('K, 'N)-(E"X,'N)p (6.136)
© (W'KN)JE'KE)-(E"KN)

A, = (6.135)

Ainda usando a se¢do 6.3.4, podemos chegar ao vetor solugdo do problema
de minimizagao:

Dl =A4K'N+A,K'E (6.137)

Substituindo este vetor em (6.108) conseguimos:

D,K,Df =ZN"K'N+24, L,E"K,'N+ E"K'E (6.138)

Vale ressaltar, que estas preposi¢des podem ser estendidas para refletir mais
restricdes, por exemplo, uma série de duragdes direcionais podem ser
especificadas para vetores de duragdes independentes, junto de uma restri¢ao de

retorno, num dado periodo, constante.

6.3.2.7.
Aplicagcoes da teoria em imunizagao em ALM

Nesta se¢do aplicaremos os conceitos acima em imunizagdo. Para tal,

primeiramente iremos minimizar o risco de uma fungdo de excesso, representada

por S(ZT). Ou seja, P(zT)zS(zT), onde S(ZT)=A(IT)—P(ZT) e S(ZT)?EO. Chamando,

novamente, D, (zo) o vetor de duragdo total resultante da minimizagao, a estrutura

da duracdo alvo dos ativos pode ser derivada da seguinte expressao:

D;(i,)=r*D,(i,)+ (- D" () (6.139)
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S(i, , e
Onde r° = (TO) é a proporgdo de excesso em relagdo aos ativose D" (io) ¢
Lo
o vetor de duracao total do passivo.
Apesar de parecer intuitivo estender a equacao (6.139) para o caso em que

S =0 por simples substituigdo, pois neste caso teriamos D;'(i,)= D" (i, ) como

resultado, para tal, enfrentamos dois problemas:

r°D, (fo) ndo necessariamente ¢ igual a zero, pois D, (ZO) ndo foi definido.

Como D, (fo) ndo participa da solucdo, neste caso, a restri¢ao original nao
necessariamente sera satisfeita.

Para sairmos deste problema onde S(fo): 0, consideraremos uma nova
funcao:

R'(Ai)=-(D"(,)-D"(,))- Ai (6.140)

Esta equacdo ¢ igual a aproximacdo de primeira ordem para a relagdo
S(ITO +Zi)/A(zTO). A variancia de R'(Ki) ¢ dada por (6.108) com D=D"-D".

Conseqiientemente, as preposi¢des podem ser aplicadas para se minimizar a

2

variancia média ponderada de R'(Ei ) e ‘5 (fo )A -D (ZTO )P assim como em (6.114)

sujeito a restrigdes em:
(0*G)-D" )N (6.141)
a qual iguala a diferenca entre as duragdes direcionais dos ativos e passivos

na dada direcdo N , e/ou:
-(0"G,)-D"G,)) EG,) (6.142)
a qual se iguala ao valor esperado de S(fo +Ki) como um percentual dos
ativos correntes A(ZTO). Assim como em (6.139), o vetor de duragdo total
resultante, D, (ZTO ), entdo pode ser utilizado para encontrarmos uma expressao para

a duracao dos ativos:

D"(iy) =Dy iy )+ D" (iy) (6.143)
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6.3.2.8.
Operando a carteira para se atingir o vetor de duragao alvo

Agora, consideraremos a questdo de operarmos com ativos para atingirmos

o vetor alvo de duragdo total. Assumimos que P(fo) ¢ dado com o vetor de

duragio D(i,)=(D,(i,) ... D,(i,)), e desejamos efetuar uma série de
operagdes dentro de um conjunto de ativos, Pl(lT ),...,Pn (1T ) de forma que a nova
funcdo de preco, P’(zT ), tenha vetor de duracdo total igual ao vetor resposta da
minimizagio: D, (i,)= (D) ... D,,(,))-

Seja a; a quantidade negociada do ativo com fungdo de prego Pj(z_ ), de

modo que a, >0 corresponde a uma compra € a; <0 a uma venda ou posi¢ao

descoberta.
Baseado na propriedade da linearidade do vetor de duragao total:
P'iy)=P(i,)+> a, (6.144)
5’({0)2 [P({o )5({0)':'72‘11'5]'(’70 )]
P (lo)

Onde D, (i,)= (Dﬂ @) ... D,, (7, )) denota o vetor de duragdo total de

(6.145)

Fazendo o vetor resultante de duragdo total em (6.145), D '(fo), igual ao
vetor alvo D, (fo), um sistema de equacdes para {a j} resulta e pode ser escrito da

seguinte forma:
Zaj [Djk ({o )_ DOk (’To )] = P(ZTO )[DOk ({0 )_ Dk ({0 )] (6- 146)
onde k =1,...,m e os somatorios variamde j=1a j=m.

Em geral, (6.146) pode ser resolvida apenas se a cole¢do dos n vetores de

duracdo total: {5 ; (ITO )— D, (10 )}, que formam as colunas dos coeficientes da matriz,

tiverem posto m. Esta imposi¢ao do posto implica que n > m. Ou seja, 0 numero
de ativos negociados n deve ser maior do que o numero de vértices na curva de
juros m. Se n=m, a solu¢ao para (6.146) ¢ tnica. Caso n > m, teremos muitas

solugoes.
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Se (a1 an) ¢ solucao de (6.146), iremos em geral ter Za/. #0.Ou
seja, recursos adicionais serdo necessarios se Za ; >0, enquanto

desinvestimento sera necessario se Za ; <0. Como requeremos que 7 =>m para

resolvermos (6.146) no caso geral, ¢ claro que restricdes de operagdes de caixa

neutro adicionais, Za ; =0, pode ser adicionada a este sistema somente se

n>m+1. Neste caso, obtemos o seguinte sistema:

> a,D,(iy)= Pli, Do iy )~ D, (7, )] k=1,..,m (6.147)
Ya, =0 (6.148)

A restri¢ao de caixa neutro em (6.148) pode ser explicitamente incorporada

n—1
nas primeiras m equagoes ao fazendo-se a, = —Z a, , por exemplo, produzindo:
j=1

a, [Djk (’To )_ D, (’To )] = P(’To )[DOk (’To )— D, (’To )] (6.149)

onde k=1,...,m.
Esse sistema pode ser expresso em notagdo matricial:

4a'= PG, D, i,)- DG, )f (6.150)

onde a'= (a1 an_l) ¢ o vetor de operagdes truncado e 4 ¢ a matriz
[mx(n—1)] com vetores coluna iguais a [l_)j (i,)-D,(, )]T, j=1..,n-1.

Enfim, vimos que, quando a matriz A tiver posto igual a m, é possivel
alcangarmos qualquer vetor de duragdo alvo.

Além disso, ¢ importante comentarmos o que significa um valor negativo no
vetor de operacdes. Primeiramente, mais direto, significa que o titulo deve ser
vendido short (venda a descoberto). Caso seja impraticavel ou ndo permitido por
regulamentos, uma saida seria “criar” uma posicao sintética, utilizando opgoes,
swaps, etc. Por fim, um passivo que aproxime a estrutura de duracao do ativo a ser

vendido, poderia ser vendido.

6.3.3.
Imunizagao estocastica com poucos ativos
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Novamente, nosso objetivo ¢ minimizar risco. SO que agora, os ativos nao
existem mais em numero e variedade ilimitada. Temos um numero de ativos
muito mais reduzido do que na parte anterior. Logo, nem todos os vetores de
duracdo alvo poderdo ser atingidos. Por isso, temos que adicionar outras
restri¢des, que fagcam com que o vetor de duragdo solucdo do problema de
otimizagdo possa ser atingido com os ativos disponiveis. Naturalmente, essas
novas limitagcdes do problema, produzirdo portfélio que serdo sub-otimos, do

ponto de vista dos resultados obtidos num mundo onde temos muitos ativos.

6.3.3.1.
O modelo geral: mudanga de variaveis

Assuma que existam 7z > 2 ativos, com respectivos vetores de duragao total,
D,(i,),....D,(i,). Para uma negociagio geral de a, unidades do ativo j,
representada pelo vetor @ = (a,,...,a, ), o vetor de duragio resultante de (6.145) é
satisfeito, onde D (fo) ¢ o vetor total de duragdo do portfolio inicial.

Adicionaremos a restricao Za ; =0. Conseqiientemente, o resultado do
vetor de duracdo total em (6.145) pode ser expresso como:

D'(i,)=Dliy)+ > a,D,(i,) (6.151)

onde apenas por simplificagdo de notagdo em (6.151) a, ¢ equivalente a
a, /P(i,) em (6.145)

A restri¢ao Za ; =0 pode ser refletida na expressao (6.151) fazendo-se:

n—

a,=p.a,; (6.152)
Logo:
D'i,)=DG0,)+ $,[D,G,)-D,(6) (6.153)

Como em (6.150), seja 4 a matriz de dimensdo [m x (n—1)], com colunas

iguais aos vetores: [Bj(fo)—ﬁ,l(fo)]r,j=1,...,n—1. O posto de A, que

chamaremos de p(A), ndo podera exceder o menor valor entre n—1 ¢ m . Seja

também, R a cole¢do de vetores em (6.153) para todo a' = (a1 ,...,an_l), o qual ¢
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visto ser um espaco afim em E”™, espaco euclidiano de dimensdo m. Um espago
afim € um sub-espago linear de E", traduzido por um vetor fixo (neste caso igual
aD (ZTO )).

Reitano (1993) mostra que se p(2)= m, entdo R=E". Se

p(A): m—v<m, entdo existem v vetores linearmente independentes em E™,
N,,...,N,, de forma que ZT]VJ. =0,e:
R={D|D-N,=D(,)-N,, j=lL....v) (6.154)

Ou seja, R se iguala a interse¢@o de v hiperplanos.

Logo, o problema de minimizag¢ado resultante é:

Min DK, D" (6.155)
Sujeitoa D - ]Vj =7, (6.156)
onde

r,=D(,)-N, (6.157)

para j=1,...,v. Claramente, se v=0 (6.156) e (6.157) ndo fornecem
algum tipo de restricdo e este problema se reduz ao caso anterior (de muitos
ativos). Neste caso, o posto da matriz 4 sera igual am e entdo, n >m+1.

No caso mais geral, restrigdes adicionais em D, como (6.119) e (6.120),
podem ser adicionadas ao problema dependendo do tamanho de v, pois 0 nimero

total de restricdes ndo pode exceder m.

6.3.3.2.
Minimizagao com dois ativos

Dado n=2 ativos, a matriz A sera o vetor coluna (mxl):
[51 (@)D, )]T , o qual tem posto igual a 1 para D, )=D,(,).
Conseqiientemente, como vimos na se¢do acima, existem m—1 vetores

independentes: N Loeees N

m-12

que podem ser usados em (6.156) para restringir o

vetor de duragio total alvo, D, (fo), o qual sera obtido ao negociarmos estes dois

ativos.
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Como visto acima, estes m—1 vetores estdo no espaco nulo de 4", um

vetor linha (l X m) Ou seja, estamos procurando m —1 vetores que satisfagam:
[D,G,)-D,G) N, =0, j=1,..,m-1 (6.158)
No problema associado de minimizagdo com restricdo, no maximo uma

restricdo pode ser adicionada em (6.156). Por exemplo, um retorno esperado pode

ser usado como restrigio se E (ZTO) for independente de N ;» ou uma duragdo

direcional pode ser restringida , novamente sujeito a este critério de

independéncia.

6.3.3.3.
Minimizagao com muiltiplos ativos

Ao aumentarmos o nimero de ativos n, em geral, o nimero de restricdes v

em (6.156) diminui. Por exemplo, dado 3 ativos pros quais D, (iO)—D3 (fo) e

D, (io)—l_)3 (zTO) sdo linearmente independentes, o posto de A sera igual a 2, e
teremos m —2 restri¢des em (6.156), onde N ; satisfaz:
[D,G,)-D,G,))- N, =0 (6.159)

[D,G,)-D,G,)- N, =0 para j=1,...,m—2 (6.160)

Dado n=m+1 ativos, de modo que os vetores Ej(io)—ﬁn(fo) sejam

linearmente independentes para j=1,...,n—1, a matriz A sera quadrada e tera
posto igual a m. Conseqiientemente, o sistema associado:

A'N =0 (6.161)

sera resolvido somente se N =0, e as restricdes em (6.156) serdo sem
efeito. Ou seja, a limitacdo de negoécios ndo traz nenhuma restrigdo para o
problema de minimizagao.

Em resumo, seja qualquer um dos problemas de minimiza¢do com restricao

apresentados anteriormente, sempre podemos implementar uma estratégia de

operagdo para atingirmos o vetor de duragdo D, (fo). Ou seja, o sistema de

equacdes (6.150) podera sempre ser resolvido, pois o posto de A ¢ igual a m.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116492/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116492/CA

6.3.4.

Resolugao do problema geral de minimizagao com restrigao
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Seja K uma matriz (m x m), simétrica, positiva definida e {E /.} uma

cole¢do p de vetores independentes de dimensdo m, de forma que p <m. Dado

P
{rj }_/=1 >

6.4.

considere o seguinte problema de otimizacao:
Min x"Kx

Sujeito a )_CTEj =r, j=L..,p

Entdo, uma solugdo X, existe e ¢ dada por:

X = Z ’IJE _lEj

Onde 1 = (ﬂl,...,/lp) ¢ a unica solugao de:

Relagoes e propriedades da duragao e convexidade

6.4.1.
Propriedade 1

(6.162)
(6.163)

(6.164)

(6.165)
(6.166)

Seja P(7)=P(i)+ P,(7). Seja d, a diferenciagio em respeito a i,. Ento:

dP=d;P+d;D

d_/‘kP = d_/kPl + djkP2

Dividindo ambas as expressdes por P(i) ( );t 0 temos:
dP dP+dP —

it _ it J 2:>D(P)=l£ Pl"'lidpz

P P PR’ PP’

d,p d,B+d,P, _
£ = ﬂz:c@)lﬁdp lzmg
P P PP PP

Podemos chegar as seguintes propriedades:
D(P)=a,D(R)+a,D(P,)

E(P) = ‘116(3 )"' aza(Pz)

(P. 1)
(P.2)
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6.4.2.
Propriedade 2

Analogamente, seja P(i)=P(i)+P,(i) ¢ N#0 dados. Entio para B (i),

P(i)e P()=0:

BN(P): aIBN(R)+a2_N(P2) (P.3)
EN(P): aléN(Pl)-i_ azézv(Pz) (P.4)
A (i)
de a, =L~
onde a, )
6.4.3.

Propriedade 3

Seja P(i)= R (i)P,(i) e P(i)#0. Seja d; definido como acima, entéo:
d;P= Pl(dez)+ (del ),
dP=(d,P)P,+Pld,P)+d,P)dP)+dP)dPR)

Dividindo ambas por P temos:

d,P_ 113(@’_,-1”2)+ @,R)P, — D (P)=D,(R)+D,(P)

P RER  RP
dyP _\dPR)P, Rld,P) (dR)NdP) (d,P)dP)
P RR PP RP, RP,

= Cy(P)=C,(R)+Cyi(B)+ D, (R)D(B)+ D, (B )D,(R)

Com isso, podemos chegar a nossa terceira propriedade:
D(P)=D(R)+D(p,) (P. 5)
C(P)=C(R)+C(R)+D(R) D(P,)+D(P,) D(R) (P. 6)

onde D" ¢ a matriz coluna transposta da matriz linha D .
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Propriedade 4
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Novamente, seja P(i)z E(i)Pz (z) e N #0 dados. Ento para P(i) #0:

5N(P):Ezv(Pl)'|'51v(Pz)

6.4.5.
Propriedade 5

‘ -

Seja P(zT ): e Q(z ) # 0. Como feito acima:

S—1

ol
d.P=— d;’Q
A
_-d,0 2(d,0)d,0)
0’ 0’

6.4.6.
Propriedade 6

De novo, seja P(IT)=L), Q(f);t 0 e N #0. Entio:

ol

6.4.7.
Propriedade 7

Seja P(i)= Pl(li)

P,(7)

D(P)=D(P)+D

, B,(i)# 0. Combinando (P.2) e (P.3) temos:

=D(R)-D(p,)

7~ N\
|-
N——

(P.7)

(P. 8)

(P. 9)

(P. 10)

(P. 11)

(P. 12)
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2 b
=C(R)-C(R)+2D(R) D(R,)-D(R) D(P,)-D(P,) D(R)

Entao para P(i ) # 0 temos:
D(P)=D(R)-D(r,) (P. 13)
C(P)=C(R)-C(R)+ () [B(R) D7) -
+[D(r,)-D(R)] D(P,)

6.4.8.

Propriedade 8
Seja P(7) 2(({)), ({)#0 ¢ N #0. Entdo para P(7)+ 0
Dy(P)=Dy(R)-Dy(P,) (P. 15)
Cy(P)=Cy(R)=Cy(P)+2D, (P [Dy(P)-Dy(R)] (P. 16)

6.4.9.
Propriedade 9

Seja i, o vetor da curva de juros e D(i,) e C(i,) a duragdo e a convexidade
utilizando-se a abordagem de variagdo paralela e M =(1,...,1) o vetor de diregdo

da variagodes paralelas e defina a fun¢do de preco P(zT ) = P(fo +iM ) Entao:
)=>"P i, +iM)
()= Zzpjk(lTO ‘va)

Avaliando em i = 0 e dividindo por P(0)= P(fo) chegamos a:
DG,)=>"D,G,) (P. 17)
C(ZTO):ZZCjk(ZTO) (P. 18)
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6.4.10.
Propriedade 10
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Seja Pl(zT ) e Pz(zT ) fungdes preco com vetores de duragdo total

correspondentes a D, (i) e D, (i) e matrizes de convexidade C,(7) ¢ C, (?) E seja

P(i)=P()+P,(). Entdo, para P(i,)#0, e diretamente da propriedade de

aditividade chegamos a:

5(7)- [RE)DG)+ 26D,

Pli,)

c(i)= [REX )+ A )

Pli,)

6.4.11.
Propriedade 11

Seja N # 0 o vetor de dire¢do. Entio,
DN(ZTO)z N'E(;o)z Zn;Dl(l_)
Cy ({0 ) = NTE(ZO )N = Z z nnCy (l_)

6.4.12.
Propriedade 12

Seja N # 0 o vetor de dire¢do. Entdo,
d . . .
ED(ZO): Dz(lo)_ C(lo)

2 D,(G)=DiG)-C. ()

(P. 19)

(P. 20)

(P. 21)

(P. 22)

(P.23)

(P. 24)

(P. 25)

(P. 26)
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6.4.13.
Propriedade 13

Seja P(i) a fungdo preco ¢ D(i,) o vetor de duragio total avaliado em i,.

Entio para todos os vetores de diregio N ,

-|D, }-|N| < Dy (i) <D () - V] (P.27)

6.4.14.
Propriedade 14

Seja D(G, ) o vetor de duragio total associado a duragdo D(i, ), entdo:

i)

(P. 28)

6.4.15.
Propriedade 15

Seja P(zT ) a fungdo prego ¢ C (fo) a matriz de convexidade total avaliada em

i, , entdo:
AN <y ly)= 2, |NT (P. 29)
6.4.16.

Propriedade 16

Dada uma fun¢do de duracdo direcional D, (i), a duragdo compound
direcional, D, D, (i) ¢ definida para D, # 0 como sendo:
_ 0Dy

D, D, (i)= DL](\Z) (P. 30)

Quando N = (l,l, .. ,1), o vetor de variagdo paralela, esta duracdo compound

¢ chamada de duragdo da duragdo e representada por DD(i).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116492/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116492/CA

138

6.4.17.
Propriedade 17

Dada uma fun¢do de duragao parcial D, (i), a jk-esima duracdo compound

parcial, D,D, (i) ¢ definida para D, # 0 como sendo:

DD, (i)=— (P. 31)

Usando a propriedade 12 podemos chegar as seguintes equagoes:

N Cl) ;
DD(i)= () D(i) (P. 32)
N Cu) )
D,D,(i)= D0 ~D,(0) (P. 33)
D,D,(i)= (l;’:((ll)) - D, (i) (P. 34)
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