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5
Pontos Galoisianos em
Curvas Algébricas de género trés em caracteristica dois

Neste capitulo estudaremos em que casos os pontos de uma curva
algébrica nao singular, completa, nao hipereliptica de género trés, sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica dois, sao pontos de Galois.
Um ponto () de uma curva de género trés pode ser um ponto genérico com
seqiiencia de lacunas 1,2,3 e dg = 4, ou, um ponto de Weierstrass com
sequiéncia de lacunas 1,2,4 para pontos de inflexao ou 1,2,5 para pontos de

bitangéncia e em ambos casos temos dg = 3.

5.1
O ponto infinito como um ponto de Galois

Nesta secao daremos condicoes para que o ponto () = P, seja um
ponto Galoisiano, com dg = 3. Para efeitos de célculo do grupo de Galois
de extensoes cubicas utilizaremos uma versao do teorema de Cardano para

corpos de caracteristica dois.
Teorema(Cardano) 5.1 Seja K corpo de caracteristica dois, e seja a
equacao cubica irredutivel

Y3 +aY? 4+ Y +v=0,

com «, 3,7 € K. Esta equagao tem grupo de Galois As se

(B+a?)?

onde P € o operador de Artin-Schreier P : a — a® + a. Caso contrdrio, o

grupo € Ss.

Demonstracao: Considere a transformacao Y7 = Y + a. A equacao
resultante é
Y+ (B+ oY1+ (Ba +7) = 0.
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Fazendo a transformacgao Y; = Y, + Y3 e substituindo na equacao acima

obtemos
Y5 + Y5 + (Ba+7)] + (Ya + Y3)[(B 4 o) + Y2Y5] = 0.

Escolhamos Y; e Y3 de forma que Y;Y3 + (8 + a?) = 0 e a equagao se reduz
a

VP + (Ba+7)Y5 + (B+a?)’ =0.

Utilizando a transformagao nao linear Y, = Y3}, temos
Y+ (Ba+7)Yi+ (B+a®)® =0.

Como o polinémio é irredutivel temos que Sa+y # 0, logo podemos utilizar

a transformacao,
Yy

Ys = ,
* Batn
para ter finalmente
B+ a?)?
yﬂ+Y+£————:Q
P (Bat )

a equagao classica de Artin-Schreier. Esta equacao tem grupo de Galois As

se

(84 a?)?
(Ba+7)?

Caso contrario o grupo é Ss. [J

€ P(K).

Uma curva nao singular, completa, nao hiperelitica de género trés so-
bre um corpo de caracteristica dois e ponto de Weierstrass () = P, com

seqiiéncia de ordens 0,1,4 é isomorfa a curva dada pela equagao
3 2 2 3, A4y _
y° + (ag + a1z + agx®)y + (biz + box® + bgz” +2%) =0

e ela é nao singular na origem se (ag,b;) # (0,0). Neste caso fo = =
e, pelo teorema B.1, para K = k(z), « = 0, 3 = ax® + a1x + ag e
v = at + b3z® + byx? + by, temos que a extensao k(C)|k(x) é de Galois

exatamente quando o grupo de Galois da equacao é Asz, isto é, quando

(as2? + a1 + ag)?
(x4 4 by + byx? + byx)?

€ P(K).

Nas notagdes do teorema de Cardano, isto s6 é possivel se Y5 € k(x), e isto

ocorre se Yy € k(x). A equagao de Y, em termos da equacao da curva ¢ dada
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por
Y2+ (2% 4 bsa® + bow® + b)Yy + (a92® + ayz + ag)® = 0. (5-1)

Se Yy € k(x), temos que o tnico polo, na curva, de Y; é o ponto (). Como

a equacao (b-1]) se anula, temos que duas das trés parcelas
20g(Ys), —12+Vp(Ys), —18,
se anulam, isso s6 é possivel se divg(Yy) = 12P,, isto é
Yy = o + c52® + o1’ + 1w + .

Substituindo esta expressao de Yj na equagao (B-1) encontramos algumas

condicoes para os coeficientes c;
=b =b 5 =b >+ adb
C3 = b3 C2 = b2 + ay 1 = b1 + ara; + aybs
2, 2 3 2 6
co = asay + az(ag + arbs) + az(be + b3) + as

e as seguintes condigoes, que chamaremos de Condicoes de Galois

aSbs + a3b3 4 aya3b3 + agaibs + atasbs + adhy + a3 +ajadby = 0

ara3by + asbibs + atag + apal + aShy + asbs + adbobi + ajadbobs+

apadby + alazby +ajay +aShs = 0 (5-2)
a%al + agbl + U,gb1b2 + agblbg + a1a§b1b3 + aoag + afagbl =0
a%aéb% + agbg + aSbé + a%a% + a‘llag + a%Q + a% = 0.

Pelo Teorema 1.5 [[[0], p 6] temos que um ponto com esta seqiiéncia de
ordens 0,1,4 tem peso de Weierstrass maior do que 2, e de fato temos que o
peso é pelo menos 4.

O ponto @ tem peso 4 se ay # 0. Se ay = 0 entao, pela condigoes de Galois
(B=2), temos que ag = a; = 0. Logo, o peso de Q é 20 e [k(z)(Yy) : k(x)] = 1.
Se ay # 0, entao [k(z)(Yy) : k(x)] = 2. Assim,

Teorema 5.1 O ponto infinito da curva
3 4 3 2 _
y° + (a1 + ap)y + x° + bgx® 4 bex® + byx =0

€ um ponto de Weierstrass de peso maior ou igual do que 5, e ele é um

ponto de Galois quando ag = ay = 0.
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Estudemos o que acontece quando as # 0. Podemos normalizar a equacao

da curva e supor que ay = 1, logo a equacao é dada por
3 2 4 3 2 _
y° + (agz” + a1x + ao)y + (2" + b3z + box” + byz) = 0.

Para esta curva, a tangente no ponto ) = P, ¢é a reta no infinito, a
caracteristica teta é dada por 2@), e temos que a caracteristica teta é
canonica se a; = 0.

Se by # 0, o posto da matriz de Hasse-Witt é no maximo dois e é exatamente
dois quando a; = 0 e b3 # 0. As condigbes de Galois (p-J) sdo equivalentes

a

bs + b3 + aghs + by =

bibs + af + by + b3 + bob; + aghy + b3 =
1+ag+by+b3 =
14+ai+ay+b5+0b; =

(5-3)

o o o o

Multiplicando a terceira equacao por bz e comparando com a primeira temos
by = bybs.

Como by # 0 e by # 0, temos que by # 0.
Utilizando a igualdade acima e a terceira equacdo na segunda em (p-3)
temos

ag + b5 + agby + 1+ ag = 0. (5-4)

Da tltima equacao em (B-3) temos que
b3+ by +ag+1+ad = (1+by+b3+ap) +aj=0.

Pela terceira equagao, temos que ag = 0. Substituindo este valor em (p-4),
temos que by = 1 e da terceira equacao, temos que b3 = 0, o que é uma
contradicao. Portanto, by = 0. Como a curva é nao singular, em particular
na origem, temos que ag e b; nao se anulam simultaneamente, logo a; # 0.

As condicoes de Galois se reduzam a

bg—l—bg—f—aobg =0
ag + agby + by + b3 + bob3 + b3 = 0 (5-5)
l+af+al+b5+b; = 0.
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Se b3 # 0, estas condicoes se reduzem ainda mais

1+b5+a = 0
ag + agby + by + b3 +bob3 +b3 = 0 (5-6)
1+aj+al+b5+b; = 0.

Da primeira equacao temos
ap = b3 + 1.
Substituindo a expressao de ag na ultima equacgao temos
by =aj =1+0b3+ bs + b

e da segunda equagao, utilizando as expressoes de ag e a ultima relagao,

temos

Logo, b3 = 0, contradigao. Portanto, b3 = 0.

Podemos concluir que se a reta no infinito é a caracteristica teta canonica
entao o ponto ) é de Galois se, e somente se, b3 = 0 e neste caso o posto
da matriz de Hasse-Witt é ¢ = 1. Portanto, as condigoes de Galois estao

dadas por

ag + agby + by + b5 = 0
(5-7)
1+aj+aj+b5 = 0.

Observe que se ag = 1 entao by = 1. Das duas equacoes temos que

1+af
N 1—|—a0'

2

Substituindo na tltima equagao temos que ag(ag + 1)* = 0, como ag # 0

entao ag = 1. Assim temos o

Teorema 5.2 Na curva
y® + (902 + a1z + ap)y + 4 by 4 box® + bz = 0,

a reta no infinito € a bitangente canonica se a; = 0, e o ponto no infinito é

um ponto de Weierstrass, ele é de Galois quando by =bs =0 eag =ay = 1.
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Neste caso, o invariante de Hasse-Witt € igual a um.

5.2
Pontos genéricos como pontos Galoisianos

Se () é um ponto genérico de uma curva de género trés sobre um
corpo de caracteristica dois, temos que sua seqiiéncia de ordens ¢ 0,1,2, logo

dg = 4. A equacao da curva é dada por
h=y* +asy® + agy® + a1y + a9 =0, (5-8)

onde a; € k(fg). Suponhamos que este polinomio é separdvel e irredutivel,
logo o conjunto das raizes Ry tem 4 elementos distintos. O grupo Gg =
Gal(k(C)|k(fg)) age transitivamente em Ry, logo Gg é um subgrupo
transitivo de Sy.

Por outro lado, S; admite os seguintes subgrupos:
(1) Trés subgrupos de Sylow de ordem 8(e logo ndo normais):
{1, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34), (1423), (1324)},

)
{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (13), (24), (1432), (1234) },
{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (14), (23), (1342), (1243) },

isomorfos a D, e transitivos.

(2) O grupo alternado A4 tem doze elementos e é normal em Sy:

Ay ={1,(12)(34),(13)(24), (14)(23), (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)}

que também é transitivo e nao tem nenhum subgrupo de ordem
seis(sendo o menor contra-exemplo para a reciproca do teorema de

Lagrange).

(3) Quatro grupos de Sylow nao transitivos, pois todos tem um ponto fixo.
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(4) Temos outros grupos de ordem quatro

V= {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
{1,(1234), (13)(24), (1432) },
{1, (1324), (12)(34), (1423)},

{1, (1342), (14)(23), (1243) },

o primeiro subgrupo é conhecido como o grupo de Klein ou Viergruppe,
que é normal em Sy, e em Ay, os outros subgrupos sao conjugados do
grupo de Klein. O grupo de Klein é isomorfo a Z /27 x 7./ 27, enquanto

que seus conjugados sao isomorfos a Z /47

(5) Outros subgrupos tem ordem dois, que correspondem as involugoes, e

nao sao transitivos.

(6) O grupo gerado pelas permutagoes (a,b) e (c,d,e) onde
card(a, b, c,d, e) = 4 é todo Sy, enquanto que (a,b) e (a,b, c), com a,b

e ¢ distintos, geram o grupo de ordem seis dado por

{1, (a,b),(a,b,c),(a,c,b),(a,c),(bc)}.

Estes grupos nao sao normais, e existem quatro grupos assim, contados
pelo elemento que cada um deixa fixo, nao sao transitivos e sao todos

isomorfos a Ss.

Seja H a intersecao de V' com o grupo de Galois G = Gal(k(C)|k(fqg)),
isto ¢, H =V NGg.
Se Ry, = {r1,79,73,74} entdo a subextensao que corresponde, pelo Teorema

Fundamental, ao grupo H é k(t1,ts,t3), onde

t1 = rire + 137y,
to = 1r1T3 + 1oy,

t3 =T1T4 +T2T3.
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O polinémio

g(x) = (z—=t)(z—t)(x —1t3)

— 234 (Z mg-) z? + <Z ri> ( > rirjrk) T+

i<j i i<j<k

(Z )H s ( > )

i i i<j<k
3 2 2 2
= 2”4 ax” + ajazx + (azap +ay)

é chamado a resolvente cibica de h(x), e serd separavel exatamente quando
h(x) o for. De fato, h(z) e g(x) tem o mesmo determinante § = J, = d,.

Logo a qudrtica irredutivel (B-8) tem o grupo de Galois G contido no grupo
de Klein V' exatamente quando ¢; € k(fg) para todo i = 1,2,3, e como o
grupo de Klein ndo possui subgrupos transitivos préprios, e a quértica (p-§)
¢ irredutivel temos que V' = Gg. Pelo teorema p.]], se a cubica g(z) é

irredutivel entao o grupo de Galois G, é Az se

(ajaz + a2)?

(ajagas + aga3 + a?)?

€ P(K),

caso contrario é S3. O grupo de Galois da resolvente ciibica g(z) é um
subgrupo do grupo de Galois Gg. Se g ¢é redutivel entao G, e Gg sao 2-
grupos, enquanto que se G(z) ¢ irredutivel entdo o grupo G, contém um
3-subgrupo de Sylow de G. Portanto, para que o ponto genérico () seja de

Galois o polinémio g(z) deve ser redutivel.
5.3
A curva C,

A curva C, é definida pela equacao
v +ay+ a2t + 2 =0.

Pelo visto anteriormente, esta curva tem invariante de Hasse-Witt ¢ = 0 e
5 pontos de Weierstrass: o ponto P, = (0 : 1 : 0) de peso 20 e os pontos
P, o= (a:0:1),com o € Fy, de peso 1 cada. Pelo teorema p]], temos que

P, ndo é um ponto de Galois, o fecho normal k(Ep, ) de k(C,) é dada pela
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adjuncao da raiz z, Y, na notacao do teorema de Cardano, da equagao
2 a 3 __
24 (2" +x)z+a” =0.

Pelo teorema I11.5.10 de [[H], p,96] a extensdo k(C,)|k(x) tem o seguinte

diferente
Diff 1o () = 2 (P +Y P, /> :

a€cFy

onde P, 412 = (a : a'/? : 1). No célculo do diferente Diff 4 s, yjx(c,) devemos
tratar com ramificagao nao moderada. Denotemos por P e P os pontos

de k(z, z) que estao acima do ponto P,,. Temos que

div(z) = 4P% — 4P,

div z+a3/2 Z aad/2 —

a€Fy

Pelo teorema I11.5.10 de [[@], p.96], segue que

Diff o) i@y = 2 (Z Pa,a3/2) :

a€clFy

Das notacdes do teorema f.1], temos que Yz = /3, Y, = S eYr =Yy t+Ys =
&5 + 2'/3, ou seja .
Yy = 1—/3 +z /

Assim obtemos um valor de y para cada raiz cubica de z. Entao os pontos

P

. 3/2 580 nao ramificados na extensao k(Ep, )|k(z,z), pois existem trés

pontos P!, em k(Ep,) acima de P, .2, segundo a escolha 'a'/2, com
i:O,1,2,7ondeféraiz de X2+ X +1=0.

Por outro lado, os pontos PJ e P_ sao ramificados na extensao
k(Ep,)|k(z,2), pois eles sao ramificados em k(Ep_)|k(z) mas ndo em
k(x,2)|k(z). Como k(Ep )|k(z,z) é de Galois, o indice de ramificagao de

cada ponto ¢é trés. Logo, em k(Ep, ) temos

div(z + a) =2 Pi,asm - 3(PL + Py),
i=0,1,2

div(z! +2) =2 Y Y P .. —12(PL + Py).

i=0,1,2 a€Fy
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Pela equacao
4 3 Z+a’
r+r=y +ay+ ,

segue que
div(y) =2 Y P° .. —4(Pf+ Py),

a€clFy

div(y® +a—222 " i — 8(PE + P).

1=1,2 a€lFy
Como a extensao k(Ep,)|k(z,z) é de Galois, entao todos os expoentes do
diferente acima de um ponto fixo coincidem, ver corolario II1.7.2 de [[f],
p. 110]e como os pontos P} e P_ sao ramificados em k(Ep_)|k(x, z), pelo

teorema de Dedekind, temos que
Diff 1(5p i(ar) = 2(Pob + Pro)-

Todas as extensoes de corpos do diagrama

k(C,) —— k(Ep,)

| T

k(x) —— k(z,2)

sao de Galois exceto a extensao do lado esquerdo. Os grupos de galois das

extensoes horizontais sao geradas pelo homomorfismo z +— z + 2 + z.

O grupo de Galois da extensao do lado direito consiste dos homomorfismos
“ 1/3

Y= tF 51/3

_|_£ 1/3

onde £ é raiz de X2+ X +1=0.

Pela férmula

Diff ygp by = Conump,) k(@) (Dif ka2 k@) + Dl k(eoyii(,2)

temos que

Diff v(gp_ )ik (Z Z Oéas/2>—i—2P+_|_P)
1=0,1,2 a€lFy
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Como uma conseqiiéncia temos que g(z.) = 3 € 9ep, = 9. O discriminante

da extensao k(FEp,)|k(x) é dado por

Nk(EPoo)\k(x) <Diﬁk(Epoo)\k;(x)> =0 Z P, +4P.,

acly

e a conorma em k(C,) é dada por

Cong(cy) k() (Nk<Epoo>\k(x> (Diﬁ k(Epoc)\k(x))> =6 (2P, 12+ Pog)+12Px.

aclFy

Vejamos o que acontece com os outros pontos de Weierstrass da forma £, o.
A tangente a curva C, no ponto P, ¢ ¢ dada pela equacao  + ay +a =0
. _ 1.1,
que intersecta novamente a curva no ponto FPyi,-3 44 = (o + P i 1),
podemos observar que estes pontos de Weierstrass intersectam a curva em
pontos incidentes a reta y = (%4, obtendo assim uma configuracao geométrica
interessante. Isto mostra que o parametro a ¢ um invariante das classes
de isomorfismos da curva. Ou seja, as curvas C, e C, sao isomorfas se, e

) )
somente se, a = a’.
A funcao
1
_ Yt
fPa, [
T+ ay+ o

tem polo de ordem 3 no ponto P, . Também temos

1
(a:+ay+a)fpa,0~|—(y+g =0.
A resultante desta equacao e a equacao da curva C,, dividida por y + a—14 é
(ff)a, a'’+ a12> v+ a1+ f?;a’ ,a?=0. (5-9)

O Teorema de Cardano afirma que a extensao é de Galois se

(B+a%?® 'SP
(Bat 7~ (@2Fh o T Ty + @) Pl g 1P WUR0))

Mas

2

a4fga,0 o a2f3
(a’12féa70+fpa,0+a8)2<afpa,0+1)8 (aleéa,o+fPa,O+a8)(a’fPa,0+1)4 '
Pelo

Lema 5.1 Seja k um corpo de caracteristica p positiva, entao
h € P(k) se, e somente se, h? € P(k).
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Se 4f6
a Pa, 0
(@ F& .+ Froo+ @ 22(afm , + 1) P(k(fp..o)),
entao

a2 f3

(aufj%% 0 + fPa, o+ ag)(afPa, o+ 1)

7 € P(k(fpa,o))-

Por outro lado, um polo de qualquer elemento em P(k(fp, ,)) tem ordem
par e qualquer zero de a12fj§m ot SPuo T a® na expressao dada acima é um
polo simples. Logo, a extensao k(C,)|k(fr, ,) ndo é de Galois e o grupo da
equacao cibica é S3.

O fecho normal k(Ep, ,) é obtido pela adjungao da raiz z, Y; na notagao

do teorema de Cardano, de

3
oy OOFh (@b T St at) “lha N o s
(a12 + al(if?’a, 0)2 (0,12 + a[l6fé)a’ 0)2 :

A equagao (b-10) tem seus coeficientes no anel Op para qualquer ponto
P em k(fp, ,), exceto para os pontos Paie—3 5 = (@ + % : § : 1) com
B+ LB+ a+ 25 =0, que sdo zeros de (a®(1 + afpavo))ﬁi.

Logo, 0s zeros Ps, € Poyq-3 5 com 52 + a%lﬂ +a+ ais =0de f+ é sa0 nao
ramificados na extensao k(C,)|k(fp, ,) € f + = é um pardmetro local em
k(C,) para cada zero.

Pelo teorema II1.5.10 de [[{]], p.96], temos que nos pontos P em k(C,) o

expoente do diferente dp satisfaz

4 1
< 2 ¢ =2 :
dp < vp (y M afpa,o>]4) v (“ a1l +afpa,o>2)

Em particular, para P = F, o,

1
—1 =0
UPa,O(y) ¢ UFao (a4(1+afPa,o)2) ’

logo
=2.

1
2
<y A afpa,o)2>

Confirmando o expoente do diferente esperado dp, , = ep, , = 2.
Logo, os pontos de ramificacao da extensao k(C,)|k(fp, ,) estdo nos zeros

de y + WM Para localizar os zeros substituimos a expressao
a, 0

1
af(l+afp, ,)?

y:
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em (B-9) obtendo
a4f§)a, 0 (amff;% ot fPa, o+ ag) =0;

novamente a fungao fp, , ¢ um parametro local para cada zero e assim
cada zero é nao ramificado em k(C,)|k(fp, ,). Os pontos de ramificacao em
k(Co)|k(fp,. ,) devem satisfazer

a12f;£a,0 +fPa,O +a8 =0.

Seja v uma raiz desta equagao, se Q|P,, com vp, (fp, , +7) = 1, entao

vQ(fr. o +7) = eq.
Considerando fp, , = em (F-9) encontramos y = /2.

—-1/2

A funcaot =y + v ¢ um parametro local em @ e logo

1/2 4 4
7T+ a
fP&,o:7+Wt2+---

8

Como v # a® temos que o coeficiente de t? ¢ diferente de zero, logo

eqg = 2. Denotemos este pontos como @, ,-12. O diferente da extensao

k(Co)|k(fp,, ,) ¢ dado por

Diff kca (i, o) =2 | Fao Y Qe

al2~y44y+a8=0

A seguintes contas fixam notacdes de pontos em k(z, fp, ,) e no fecho normal
k(Ep, ,) da extensao k(Co)|k(fp. o). Em k(z, fp, o),

div(fp, o +7) = 2R, a5 — (RS, + RZ).

Logo, os pontos R, g5, sao ramificados em k(z, fp, ,)|k(fp. ). Pelo teo-

%

rema I11.5.10 de [[[], p.96], temos que

Diff ki, pr, o)lk(sry o) = 2 Y. Riasp

al244 4y ta8=0
Nas notagoes da demonstracao do teorema de Cardano, segue que

4
fpa, 0
a4(1+afPa’0)8 1/3

v
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assim temos uma escolha de y para cada valor da raiz cibica de z. Os
pontos R, ,s,s sdo nao ramificados na extensao k(Ep, ,)|k(z, fp, ,), Pois
existem trés pontos th a18,3 €I k(Ep, ,) acima de R, ,1s,s. Por outro lado,
os pontos R para ¢ = 1,2 sao ramificados em k(Ep, ,)|k(z, fp, ,), pois
eles sdo ramificados em k(Ep, ,)|k(fp, ,) mas nao em k(z, fp, o)|k(fp. o)
Como k(Ep, ,)|k(z, fr,. ,) ¢ de Galois, o indice de ramificagao de cada ponto
¢ tres.

Para uma extensao em relacao ao ponto no infinito temos que os Unicos
pontos ramificados na extensao k(Ep, ,)|k(z, fr. ,) sdo R., para i = 1,2.

Logo, temos que

. o pl 2
Diff wpn, olktte, o) = 2(R + R,),

. 7 1 2
Dlﬁk(EPa’ kP, o) =2 Z Z R’y, al8~3 + Q(Roo + Roo)a

i=0,1,2 a12y4+y+a8=0

Ir(z.fp) = 3 € Gr(Ep, ,) = -
No caso dos pontos genéricos da curva C,, podemos considerar dois casos:

Caso 1: Pontos da forma P, s = (a:(:1) com o € Fye 3* = a.
Caso 2: Pontos da forma P, 3= (a: 3 :1) com 3* # a.

No primeiro caso obtemos a fungao

T+ ay+ o

Trus = (x + a)?

Da resultante com a equacao da curva temos a equacgao minimal de y sobre

k(fPa,,e)
f;;a,gyll + a4y2 + (1 + flzia’ﬂ)y + QQfPa,B(l + fl?;a,;a) = 0.

A resolvente ctibica associada é dada por

4 1+ f3 2
g(T)=T3+< : >T2+ s
fPa,ﬁ fPa’ﬁ

Vejamos que g(T') ¢ irredutivel em k(fp, ;). Suponhamos que isso nao

<,

acontece e que existe uma raiz yo em k(fp, ;) de g(7T'), ou seja

4 1+ f3 2
a Pa.
yo + < ) vt | ——2) =0 (5-11)
fPoz,ﬁ fPa,/j
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Se R nao é polo nem zero de fp, ,, entdo vg(yo) = 0. Se Ry é o polo de

/P, , devemos ter
3UR1 (y(])? 4+ 2UR1 (y0)7 2?

Do anulamento de (p-T1]) temos duas possibilidades

3ur, (Y0) = 4+ 2vg, (1), logo wg,(vo) = 4,

ou

4+ 2UR1 <y0> = 27 IOgO le(yO) = _17

Se Ry é o zero de fp, 5 devemos ter

3UR2(y0)7 _4+2UR2(3/0)’ _87

Do anulamento de (B-11]) temos duas possibilidades

3URz (yO) =—4+ 2,032 (yO)a logo VR, (yO) = —4,

ou

—4 + 2UR2 <y0) = _8a IOgO UR, <y0) = _2?

Logo, o tnico zero possivel de yy seria Ry com vg, (yo) = 4. Por outro lado,

8+’UR1 (1 + f4y0 ) = 21)31(3/0) +UR1 <1 + f?_)yo )

Pa, g B

Logo, vg, (1 -+ f4y° > = —6 que é impossivel, pois
Poc, B

v, | 1+ 4yo =min ¢ 1,vp, iJ_o = min{0,8} = 0.
fPa,B Pa,

Pelo visto anteriormente, o ponto P, 3 com a € Fy e 3* # a, nao é um

ponto de Galois.

Consideremos o caso P, 5= (a: (3 :1) com 3* # a. Neste caso temos

1
(x+ (B2 4+ a)y + a?)

fr. s =

y+ (5 + a)‘4) .

: (y2 HE )y P G (g o)
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Da resultante com a equacao da curva temos a equagao minimal de y sobre

k(fPa, 5)
(fp, (82 +a)1°3° + (8% + @) + B%(5° + a))y" + (8% + @)y’ + (8% + a)* + 3%)y*+
(fB, ,(B% +a)2B° + (8% + a)* 3 fr, y + D)y + 0°f, (8% + a)' + B12(B + a)*+

b, + )57 = 0,

A resolvente cubica associada é dada por

_ 73 (B+a)+5? e
g(T) =1"+ <fPa’B(52+a)452+(52+a)3+(52+a)232) "+

1h, 5P+ 200+ +a) 6 fp, 5+
(fPa, ﬁ(52+a)4ﬁ2+(ﬁ2+a)3+(52+a)252)8 T+

T EE e R, (07 + )02 + fp, (57 + @) 6
(325 + a)* (5% + )6 + 1)) fp, , + (8 +a) B ((6° + @) + 09) f5, ,+

(8% 4+ a)*B)° fp, 5 + (6% +a) + 6% + (5% + a)?3%)%).

Como no caso anterior, temos que a resolvente ¢ irredutivel em k(fp, ,).
Vejamos isto, suponhamos que g(7') tem uma raiz yo. Seja R polo de fp, .

Como g(yo) = 0, temos que dois dos valores das quatro parcelas

3UR(Z/0)7 4+2UR<y0)7 5"‘“1%(2/0); 27

devem coincidir e sao os menores possiveis. Temos 4 possibilidades

(a) 3vr(yo) = 4 4 2vr(yo), logo vr(yo) = 4, mas isto nao é possivel pois
o menor valor seria o ultimo, 2, que é menor que os valores dos dois

primeiros termos.

(b) 4+ 2vg(yo) = 5+vr(yo), logo vr(yo) = 1, mas isto ndo é possivel pois o
menor valor seria o ultimo, 2, que é menor que os valores dos termos

centrais.

(c) 442vr(yo) = 2, logo vr(ye) = —1, mas isto nao é possivel , pois o termo
com o menor valor seria o primeiro, com valor —3, menor que o valor

dos dois termos escolhidos.
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(d) 5+ vr(yo) = 2, logo vr(yo) = —3, também nao é possivel pois o termo
com o menor valor é o primeiro, com valor —9, menor que os dois

valores dos termos escolhidos.

Entao, o tnico polo possivel de yy é Ry e a cibica resultante nao tem raiz.

Portanto, o ponto P, g nao ¢ um ponto de Galois.
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