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4
Curvas Algébricas de género trés em caracteristica dois com
muitos pontos de Weierstrass

Como vimos no capitulo anterior o peso de um ponto de Weierstrass é 1
ou maior que 2 se sua seqiiéncia de ordens for 0,1,3 ou 0,1,4, respectivamente.
No estudo de curvas com numero méaximo de pontos de Weierstrass, 24,
estamos interessados na existéncia de pontos com seqiiéncia de ordens 0,1,3;
a normalizacao desta curva ¢é feita na secao [L.1]. Na secao [£.9 estudamos a
curva genérica, e segundo o valor do invariante de Hasse-Witt damos as
equagoes explicitas para o modelo plano e condigoes para que estas curvas
atinjam o ntiimero maximo de pontos de Weierstrass. Na secao fl.3 a curva
(B=1) é estudada em maiores detalhes, o que nos leva a estudar as curvas
Capbcd- Como na secao anterior, para cada valor do invariante de Hasse-
Witt sao dadas as equagoes explicitas para o modelo plano das curvas e as

condicoes para que elas atinjam o niimero maximo de pontos de Weierstrass.

4.1
Normalizacao da curva

No capitulo anterior, nossa hipdtese foi que a reta Z = 0 é uma
bitangente a curva em um tnico ponto de Weierstrass com seqiiéncia de
ordens 0,1,4. A partir dessa hipdtese encontramos uma normalizacao da
curva, que utilizamos no estudo de poucos pontos de Weierstrass. Como
estamos interessados em estudar curvas com muitos pontos de Weierstrass,
devemos supor que a bitangente Z = 0 intersecta a curva em dois pontos
distintos P e Q).

Uma curva de género trés é canonicamente imersa no espaco projetivo P2

como uma quartica suave

flay) =) aya'y =

i+j<4
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Normalizando, podemos supor que P = (1:0:0) e Q = (0:1:0). Como P
e () pertencem a curva temos que ayy = agy = 0; a tangéncia nesses pontos
implica que a3z; = a;3 = 0 e a nao singularidade implica que azy # 0 e
ap3 # 0. Para que f tenha grau quatro é necesséario que ass # 0.

Por outro lado, a curva contém um ponto de Weierstrass, digamos Fy, que
pode ser normalizado para a origem, isto é, Py = (0 : 0 : 1). Nosso objetivo é
estudar curvas que atinjam a cota maxima de pontos de Weierstrass, assim,
devemos ter 0,1,3 como a seqiiéncia de ordens do ponto Fy. Logo, a tangente
a curva neste ponto deve intersectar a curva em algum outro ponto, digamos
R.

Genericamente temos que R # P e R # (). Podemos supor que R = (1 :
1: 1), pela tangéncia e nao singularidade da curva no ponto Fy temos que
ayp = ap1 # 0. Como a seqiiéncia de ordens de Py ¢é 0,1,3 devemos ter que
a11 = s + agz. Também temos que agy = 0 € ag = agy + as; + a2 + aops,
pois a curva passa pelos pontos Py e R. Normalizando a;y = ag; = 1, temos

que a equagao da curva é dada por

flr,y) = x+y+ anr? + (ag + ae)ry + any? + azpz® + anr?y + ajary*+

aosy® + (aso + as1 + ara + ags)r’y?,

onde azyg # 0, agz # 0 e azg + as; + a2 + agz # 0. Obtendo seis modulos
independentes, confirmando que a dimensao do espaco Mj é 6.

Uma situagao particular de moduli é supor que R = P, neste caso como a
reta tangente a curva em Py passa pelo ponto P devemos ter ajg = agy = 0.
A nao singularidade no ponto F, implica que ag; # 0 e como a curva passa
pelo ponto Py temos que agg = 0. Normalizando ag; = 1 temos que a equagao

da curva é dada por

fi(z,y) = y+anzy+apy® +azr’ +anx*y +anry’ + agy’ +anr’y® (4-1)
com ag # 0, azg # 0 e agz # 0. Esta curva serd estudada posteriormente.
4.2
Estudo da curva genérica

Nesta secao determinaremos em que casos a curva genérica atinge a

cota maxima de pontos de Weierstrass.
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4.2.1

Matriz e Invariante de Hasse-Witt da curva genérica

Vamos determinar o invariante de Hasse-Witt da curva genérica, assim

como suas respectivas equagoes.

A matriz de Hasse-Witt da curva genérica é dada por

Qg0 + Qg2 0 0
H= 1 a1 Qo3 | s

1 Q3o a2

e o invariante de Hasse-Witt da curva genérica é dado pelo posto da matriz
M = H.H® H® dada por:

onde

Co1 =

Coo =

Coz =

C31 =

C3a =

C3z3 =

Sejam

(a,20 + a02)7 0 O

C21 Co2 (o3 )

=
I

C31 C32 (33

(a3 + ady + a1 + aps)(ago + ag2)* + (a3, + agza3y) + (agiads + agzaly),
az (a3; + a3aiy) + azo(azag; + aosaty),
ags(a3; + ao3ady) + ajp(aziads + agsatsy),
(a3 + agy + a1z + azo)(as + ao2)* + (az0a3; + a12a3) + (az0ads + aiy),
Ay (a30a3; + a12a3,) + azo(azoags + afy),

4 2 2 4 2 3
agz(asoas; + arpazy) + ajy(asoags + ajy).

a = Q9 + o2,

G5 = agl + aosagm

Y = anads; + agzad,,
0 = asoads + aiy,

— 2 2
w = a30a21+a12a30,
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entao, podemos escrever a matriz M como

a’ 0 0
M= 2 4 4 4 4 4
(@® + a1 +agg)a” + B+ a5 8+ ayy ajyy + agf

(@ + ajg +az)a +w+0 adw+all all+ ajw

4.2.2
A curva genérica com invariante de Hasse-Witt 0 = 3

Temos que a # 0, logo a matriz M é equivalente a

1 0 0

0 ayf+ayy aiyy+ags
0 asw+az,l ajnl+ agsw

Portanto, a matriz M tem posto trés se, e somente se, aj2a21 + agzaszy 7 0.

Logo, a equacao da curva genérica é dada por

flz,y) = x+y+ awr® + (ag + an2)ry + any? + azer® + ag 2y + arpzy*+

aosy® + (aos + aso + arz + azn )r’y?,

com agz # 0, azgp # 0, ag2 # ag € araz + agzaz # 0.
Neste caso temos sete bitangentes nao canonicas, uma delas é a reta no

infinito e as outras seis estao dadas pela seguinte equagao

=0,

1) 1 1

30

onde 0; é raiz de
Z% + (a3 + aspa12)Z + aso(aizaz1 + azpags) = 0
e &; ¢ raiz de

6
7% + (az + age) Z + 0; (w) — 0.

a3o

As retas intersectam a curva em dois pontos se

(a21 + as0)b; + asofij(azo + ag2) # 0.
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4.2.3
A curva genérica com invariante de Hasse-Witt o = 2

Consideremos dois casos:

Caso a = 0: Entao agay = ag.

Se as; = 0 a matriz M é equivalente a

0 0 0
v B (a2 + ags)ty
0 w (a12 + a03)46’

Temos que a matriz tem posto dois se, e somente se, a2a21+azoaoz 7 0.

Se a1, = 0 a matriz M é equivalente a

0 0

0
B (as +as)'B v
w (a21 —|— a30)4w 6)

Temos que a matriz tem posto dois se, e somente se, a2a21+azoagz 7 0.

Se a2 # 0 e ag; # 0, neste caso a matriz M é equivalente a

0 0 0

B+ (an +as)'B (a2 + aos)ty
w + 0 (a21 + CL30)4(U (CL12 + CL03)46)

Se as; + azp = 0, entao a matriz M tem posto dois se ajo # ap3 €

a12a21 + azoao3 7 0.

Se a1s + ap3 = 0, entdo a matriz M tem posto dois se as; + azy # 0 e

a12a21 + asgoao3 7 0.

Se a1a # agsz e as + azg # 0, entao a matriz M tem posto dois se

a12a21 + aspaps 7 0.

Caso o # 0: Neste caso a matriz M é equivalente a

1 0 0

0 a3 +azy alyy + agf
0 ajw+azel alyd + ajsw

Se a1 = 0 ou as; = 0 temos uma contradicao. logo devemos ter que
aiz # 0 e ay; # 0. A matriz M tem posto dois se ajas; + azpaps = 0

e se algumas das entradas da matriz for diferente de zero. Utilizando
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esta ultima igualdade, podemos escrever as entradas em termos de (.

Primeiro observe que

y=%p  6=tmhg o= omg

2
az a3 a21

Logo,

a3 0+ asyy = (a3, + afya3))

4 4 p_ a6l 4 2 2
atyy + aggff = ﬁ(au + a3,a43) 8

—_

4 4 _ azo (A4 2 92
agw + azy = ao1 (a3; + aizaz)f

4 4 __ aisap3 4 2 .2
appt + aggw = a2, (aly + a3,a53) 0.

Podemos escrever 3 = ag1 (a2, + aiaas). Por outro lado,

2
a
4 2 o Ujz, 4 2 2
Ay + A510h3 = 2 (ag; + ajpa3)
51

Assim, a matriz tem posto dois se aj2a91+aspags = 0 e a2, +ayzazg # 0.

Em resumo, a curva genérica tem invariante de Hasse-Witt igual a dois, nos

seguintes casos:

Caso 1: f(w,y) = & + y + ax® + axy® + azor® + ar2xy® + agsy® + (aso +
ags + a12) 2%y,
com ago # 0, apz # 0 e azg + apz + a2 # 0.

Caso 2: f(w,y) = & +y + ax® + axy® + a0’ + an 2y + aesy® + (aso +
ags + a91)2*y?,
com ago # 0, apz # 0 e azp + ap3 + az1 # 0.

Caso 3: f(w,y) = x +y + axx® + as0y® + az02® + azox®y + arpxy® + agsy® +
(a1 + aos)x?y?,

com ajp # 0, ag1 # 0, a1z # ag3, 21 = azp € 12021 + agzaszy 7 0.

Caso 4 f(x,y) = x +y + axx® + as0y® + az0® + a2 xy + aoszy® + agsy® +
(ag1 + aso)z®y?,

com a2 7"é 0, ag 75 0, as 7é asp, G12 = Qg3 € G12021 + Ap3a30 7é 0.

Caso 5: f(z,y) = z +y + ar? + asy?® + asox® + anxy + appxy® + agsy® +
(a12 + ag1 + aps + asp)x?y?,
com aip # 0, az1 # 0, azo # 0, aps # 0, a1z # a3, az1 # aso,
a12a21 + agzazo 7 0 € arz + a1 + ap3 + azp # 0.
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Caso 6: f(x,y) = &+ y + ax® + (a0 + ao2)ry + any? + azor® + anz’y +
a127y? + apsy® + (ao3 + azo + a1z + ag1)x?y?,
com ayp # 0, ag1 # 0, azo # 0, ap3 # 0, aipaz + agzazy = 0 e

2
a3y # 12030
Consideremos a curva do caso 1, temos que ela é nao singular se

(@12 + as0a03)(a12 + aso) + aos(aso + aps + azaps) # 0.

Neste caso devemos encontrar quatro bitangentes, a bitangente canonica é

dada pela reta no infinito, as outras bitangentes sao dadas pelas equacoes

62 + agf; \ 62
<ﬂ) + O + —y = 0,

@30 as3o

onde 0; ¢é raiz de

73 + azoa12Z + ajpaos = 0.

Como 6; # 0, temos que todas as bitangentes intersectam a curva em dois

pontos distintos.

4.2.4
A curva genérica com invariante de Hasse-Witt 0 = 1

Consideremos dois casos:

Caso o = 0: Entao ags = agyp.

Se as; = 0 a matriz M é equivalente a

0 0 0
v B (ars+ ag)ty
0 w (alz + CL03>4(9

Esta matriz tem posto 1 se, e somente se,
(a12 4 aos)*yw + B0 = (a12 + ags)* (a12a21 + aspags)® = 0.

Como ay, = 0, temos que yw + 30 = (azpags)® # 0. Logo, a matriz
tem posto 1 se, e somente se, ajo = agps.

Se a1, = 0 a matriz M é equivalente a

0 0

B (as +a)'B v
w (CL21+CL30)4CL) 0
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Como no caso anterior, esta matriz tem posto 1 se, e somente se,

21 = A30-
Se ajp # 0 e as; # 0, neste caso a matriz M é equivalente a

0 0 0

B+7 (an +a)*B (az+ a)*y
w + 0 (CL21 + a30)4w (a12 + a03)49

Esta matriz tem posto 1 se, e somente se, yw + B0 = (a12a21 +
azoaos)® = 0 e pelo menos uma das entradas é diferente de zero.
Observe que qualquer um dos seguintes casos as; + azg = 0 ou
a1z + aps = 0 nos leva a uma contradicao, isto é, devemos ter que

as1 + azo # 0 e as + agz # 0. Logo, a matriz M é equivalente a

o o o
£ @ o
S )

Como 12091 + A30Q03 = O, temos que

2
asoa
0 = 30367

a1

asoads

fy - 01211%157

_ az
w = amﬂ.

Entao, a matriz tem posto 1 se, ag; + azg # 0, az + aps3 # 0 e

ﬁ = agl + CLQgCL%O 7£ 0.

Caso « # 0: Neste caso a matriz M ¢ equivalente a

1 0 0

0 a3 f+azy alyy + agf
0 ajw+azel alyl + agsw
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A matriz tem posto um se

ay 3+ azyy =0,
a%27 + aé?ﬂ =0,
asw + azef = 0,

atyf + agsw = 0.

Se a1 = 0 ou as; = 0 temos uma contradicao. logo devemos ter que

a1o # 0 e asy # 0. Das igualdades acima, obtemos que

3 2
Q91 = Qp3030,

3 _ 2

Portanto, a matriz tem posto um se ajp # 0, az; # 0, a3; = agza3, e

3 _ 2

Em resumo, a curva genérica tem invariante de Hasse-Witt igual a um, nos

seguintes casos:

Caso 1: f(x,y) =z +y + axnr® + any? + azor® + agzzy® + agsy® + asor?y?,
onde azg # 0 e ag3 # 0.

Caso 20 f(x,y) = &+ y + a0x® + ay” + azox® + azory + agsy® + ags?y?,
onde azy # 0 e apz # 0.

Caso 3: f(z,y) = z +y + ar? + asy?® + asox® + anxy + apxy® + agsy® +
(a12 + a1 + aso + ags)z?y?,
com aiz # 0, an # 0, azo # 0, aps # 0, az1 # azo, a1z # ags,
(12021 + agsaso = 0 € a3; # a12a30.

Caso 4: f(z,y) = x+y+asr®+(as+ag)ry-+any’+asr’+(apad,)2z?y+
(a%g,aso)l/gny + ao3y® + (aso + aos + (a83a30)1/3 + (a33a30)1/3)x2y2,
com aso % 0, ags 7"é 0, aiz 7"é 0, asn 7é 0, a % Qp2 € a3p 7"é Qp3-

Consideremos a curva do caso 1, temos que ela é nao singular se asy # 0.
Neste caso temos duas bitangentes, sendo que a reta no infinito é a

bitangente canonica, e a bitangente nao canonica é dada pela equagao

(ap3 + agoaééz) + (a30a§§2 + a§0a03)1/2x + (aSéQ + aspaps)y = 0.
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Esta reta intersecta a curva em dois pontos distintos se

(a3 + aos)” (ags(a3y + aos)(a3y + aos + 1) + ageags) # 0.

4.2.5
A curva genérica com invariante de Hasse-Witt 0 = 0

Para que a matriz M tenha posto zero devemos ter que @ = 0, e as
outras entradas da matriz M devem ser iguais a zero. Logo, devemos ter
que B3=7=0ew=0=0, pois o coeficiente de z%y? ¢é diferente de zero.
Assim, temos que ag; # 0, ayy # 0, a3y = asags, as1+azg # 0 e aja+ags # 0.
Logo, a equagao da curva genérica com invariante de Hasse-Witt igual a zero,

¢é dada por
f(z,y) = =+ y+ axr®+ axy?® + asor® + anz®y + (anas)?xy*+

aosy® + (asp + as1 + (021%3)1/2 + agz)T*y?

com dg1 # 0, a1 # 0, az +azy 7# 0, a1z +ags 7 0 € a1 +asg + a2 +ap3 # 0.
Como a reta no infinito intersecta a curva em dois pontos distintos, temos

que a curva tem 24 pontos de Weierstrass distintos.

4.3
Caso Particular

Consideremos a curva ([-1)
flz,y) =y + anzy + any® + asor’ + an®y + apry® + agsy® + axna’y’

com ag # 0, azg # 0 e agz # 0. O Wronskiano desta curva é dado por

azo® + g1y + agoy® + arndy + (age + a1p® + agzy + ager?)d?
ap; + a1 + a2 x? + agzy?

W}C:dgz

Y

onde ) )
_ felmyy)  any +aser® 4 any

dy = )
fu(@,y)  ap + anx + aga? + agsy?

Vejamos em que casos podemos encontrar um ponto de Weierstrass distinto
de Py, cuja reta tangente intersecta a curva no ponto P.
Seja Qo = (a: B : 1) # Py ponto de Weierstrass da curva com seqiiéncia de

ordens 0,1,3, entao os seguintes casos podem ocorrer

(a) a=0e 3 #0 com 3 raiz do polinomio ¢(y) = ao + agey + agsy>.
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(b) a#0e 3 #£0.

A equacao da reta tangente no ponto (g é dada por

fele, B)(x + ) + fy (e, B)(y + B) = 0

Esta reta intersecta a curva no ponto P se, e somente se, f.(«,3) = 0.

Logo, o ponto @)y satisfaz:

fla,p) =0
fola,B) =0
N;c(oz,ﬁ) = 0

Y

onde N (z,y) é o numerador do Wronskiano, ou equivalentemente

ao1 + a11aB + apa3? + azoa® + an B + apaf? + agsF + azna’[?
anf + aza? + ap3? =

azo + ag1 3 + a3?

Por outro lado,

f(@,y) = xfo(z,y) + 2°p(2, y) + azor® + any + agey® + asy®,

onde p(x,y) = asor + a2y + asny? e, pelo mencionado acima, temos que
p(a, ) = 0. Podemos reduzir a expressao que corresponde a f(a,3) = 0
pela expressao

az00” + ag1 8 + age3” + agsf* = 0.

Entao, um ponto de Weierstrass (a, 3) da curva distinto de Py com direc¢ao

P satisfaz
azo® + ap1 8 + ag2* + ags?

a11 8 + azoa® + a3 =

asot + as1 8 + asn? =

Da tltima equagao temos que

_anf + anf?

a3o

Substituindo o valor de v na primeira e segunda equacao temos:

a3o8° + a39a01 0% + ana3, 3% + (apza3y + a3,) 3% + aga3yf + aoaz, =

a3,8* + (a3, + a12a30) 5 + ar1as =
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Consideremos os polinomios:

3

— 5 2 4 2 .03 2 3 2 2 2
q]_ (w) — a22w + a22a21 + a22a21w + ((103(130 _I_ azl)w _|_ a02a30w + a01a307

go(w) = ajow® + (a3, + a12a30)w + aras.

Pelo Algoritmo da Divisao, temos

2
a22

QI(w) = QQ(w) <a22w2 + agqw + M) +

2
(az0ao3 + 11020 + a12a21)a2a30wW+

a, 2 2
ﬁ(a%a??am + 3001y + A22G21011 + a3 Q12) W+

2
a
ﬁ(amam + ajzaq1).

Sejam

cl = aszpap3 + aiiasn + aipas

_ 2 2
C2 = agpa2a02 + A30079 + Q22021011 + A5 Q12
c3 = apia + a12a1;.

Podem acontecer os seguintes casos:

Caso

Caso

Caso

Caso

Caso

cl =2 =3 =0: Neste caso, q; e ¢ tem trés raizes comuns. Logo
temos trés pontos de Weierstrass, distintos de Fy, cuja reta tangente

passa pelo ponto P.

cl =c2=0ec3#0: Neste caso, ¢; e g nao tem raizes comuns e logo
nao temos outros pontos de Weierstrass distintos de Fp, cuja reta

tangente passa pelo ponto P.

cl =0, c2#0ec3#0: Neste caso, temos somente uma tUnica raiz
comum, w = c3/ce. Logo, um ponto de Weierstrass, distinto de Py,

cuja reta tangente passa pelo ponto P.

cl =0, c2#0ec3=0: Neste caso, ¢; e ¢z ndo tem raizes comuns e
logo nao temos outros pontos de Weierstrass, distintos de F, cuja reta

tangente passa pelo ponto P.

cl #0 e 2 =c3=0: Neste caso, ¢q; e ¢ nao tem raizes comuns e logo
nao temos outros pontos de Weierstrass, distintos de Fp, cuja reta

tangente passa pelo ponto P.
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Caso ¢l #0, c2 =10 e ¢3 # 0: Neste caso, q; € g2 nao tem raizes comuns e
logo nao temos outros pontos de Weierstrass, distintos de Fy, cuja reta

tangente passa pelo ponto P.

Caso cl #0, c2# 0 e ¢3 =0: Neste caso, temos somente uma unica raiz
comum, w = cy/¢;. Logo, um ponto de Weierstrass, distinto de Py,

cuja reta tangente passa pelo ponto P.

Caso cl #0, 2 # 0 e ¢3 # 0: Neste caso, temos duas raizes em comum,
dadas pela equacao ciw? + cow + ¢35 = 0. Logo temos dois pontos
de Weierstrass, distintos de Py, cuja reta tangente passa pelo ponto
P.

Portanto, podemos encontrar no maximo 3 pontos de Weierstrass, distintos
de Fy, cuja reta tangente passa pelo ponto P.

Vejamos alguns exemplos. A curva nao singular dada por
y+ (a® + bH)y? + ax® + ba*y + axy® + by® + 2%y* = 0,

coma #0,b#0ea+b# 0 satisfaz, c1 =2 =0 e 3 # 0. Logo, o tnico
ponto de Weierstrass da curva cuja reta tangente passa pelo ponto P é o
ponto (0,0).

Considere a curva dada pela equagao
y+ 0y + (0 + 1)2® + 02%y + (0 + 1) ay® + 2%y* = 0,

onde 6 é raiz do polinémio Z2 + Z + 1. Temos que ¢l =0, 2 =60+ 1 # 0
e c3 = 1. Logo, temos dois pontos de Weierstrass cuja reta tangente passa
pelo ponto P, os pontos (0,0) e (1,1).

A curva dada por
y+wy +ay +wr + (w4 Doy + 2y® +9° + 2%* =0,

onde w ¢ raiz do polinémio Z2 + Z + 1. Temos que cl = ¢2 = ¢3 = 0. Logo,
temos trés pontos de Weierstrass distintos do ponto P cuja reta tangente
passa pelo ponto P. Os pontos (0: 0: 1) e (w+ 1)+ (w+1)%:£: 1),

onde £ = w.
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4.3.1
A curva C,p 4

Suponhamos que um dos seguintes casos acontece:

cl=0 c2=0 3=0
cl=0 c2#0 3#0
cl#0 2#0 3=0
cl#0 c2#0 3#0.

Pelo feito anteriormente, podemos supor a existéncia de um ponto de
Weierstrass, digamos P, distinto de F, cuja reta tangente intersecta a curva

no ponto P. Normalizando P, = (1:1:1:) e ag; = 1, obtemos os seguintes

dados:
1. A passagem da curva implica 14aq1+ag2+azo+as; +a12+agz+ass = 0.
2. A tangéncia no ponto (1:1:1) implica que a1 + asg + a2 = 0.

3. Como a sequiéncia de ordens no ponto P; € 0,1,3, temos que as; + aoo +

ago = 0, a11 + a1z +azo = 0 e azg + ap2 + aps = 1.

Assim temos, a1 = a11 + asg, ap3 = 1+ azg + age € ass = azog + as;. Fazendo

a = ag, b =asg, c = as; € d = a1, encontramos a curva

Cabed: y+d:vy—|—ay2+bx3+cx2y—|—(b—l—d):cgf—l—(1+a+b)y3+(b+c)x2y2 =0,
(4-2)
comb#0,b+c#0el+a+b#0.

Matriz e Invariante de Hasse-Witt da curva C,;, . 4

Nesta secao, determinaremos a Matriz e o Invariante de Hasse-Witt
da curva C,p c 4.

Utilizamos [[LT], p. 60] para obter a seguinte

Proposicao 4.1 A reta no infinito € a bitangente candnica a curva Cyp 4

se, e somente se, d = 0.

A matriz de Hasse-Witt da curva C,, .4 ¢ dada por

d 0 0
Hiyped= 1 ¢ 14+a+bd
0 b b+d
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O invariante de Hasse-Witt é dado pelo posto da matriz
2 4
Ma,b,c,d = Ha,b,c,d : H(,g,qd : H(E,b),c,w dada por

a

d’ 0 0
Mapea=| d*A+B B+t (1+a+bE (1+a+b)*B+(1+a+b)(b+d)*E
d*b + bC *bC + b*D (b+d)*D +b(1+a+b)*C

onde A = d*+¢, B=&+01+a+b),C =c+0bb+d),D =
(b+d?+b(1+a+b?eE=(b+d?+c(l+a+b).

Trabalhando por colunas temos que

d’ 0 0
Mapea~| d*A+B B+t (1+a+bE H((b+d)c+ (1+a+b)b)*B
d*b + bC AvC +b*D H((b+d)c+ (1+a+b)b)'C

Se (b+d)c+ (1 +a+ b)b=0 o posto da matriz é menor que trés, logo

d’ 0
Mypea~ | d*A+B 'B+b'(1+a+bE 0
d*b + bC AbC + b*D 0

Observemos também que (b+ d) # 0 e ¢ # 0. Logo,

Posto zero: A matriz M, .q tem posto zero se d = 0, B = 0, bC = 0,
AB+ b (1+a+bE=0ecC +b*D =0.
Istoé,d=0,B=0,C=0,D=0e E=0.

Posto um: A matriz M, .4 tem posto um nos seguintes casos:

Caso 1l d#0,*B+b'(1+a+b)E=0ecbC+b*D=0.
Podemos ver que as duas ultimas equagoes sao equivalentes, pois
(b+dec+ (14+a+0bb = 0.0 que nos leva a concluir que
B=C=D=EFE=0.Logo, ¢ =bb+d) e (b+d)? = c(1+a+D).
Caso 2 d = 0 e pelo menos um dos termos B,C, D, E é diferente de

zero. Isto é possivel, pois C = (b+ ¢)? # 0.

Posto dois: A matriz M, .4 tem posto dois se d # 0 e ¢*B+b*(1+a+b)E #
0 ou c*bC + b*D # 0.
Como (b+d)c+ (14+a+b)b = 0, temos que as duas equagdes implicam
que C' # 0. Entao, a matriz M, .4 tem posto dois se d # 0 e
% (b+ d)b.
Observe que se d = 0 a matriz M, .q nao pode ter posto dois pois

teria duas colunas linearmente dependentes.

)
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Se (b+d)c+ (14 a+b)b# 0 temos que

d’ 0 0
Mapea =~ d*+ap,B *B+b(1+a+bE B
d*b 4 bC *bC + b*D bC
d’ 0 0
~ d* v(1l4+a+bE B
d*b b'D bC
d’ 0 0
~ & (1+a+bE B
d*b D bC

Como (b+d)c+ (1 +a+b)b # 0, temos que:

(i) Se £ =0 entao D # 0.

(ii) Se C =0 entao B # 0.

(iii) b(1+a+b)EC + BD = ((b+ d)c + (1 4+ a + b)b)® # 0.

Pelo observado acima ou pelo coroldrio B.]], temos que a matriz Mapca 5O

pode ter posto maior ou igual a dois.

(a) A matriz M, q tem posto dois se, e somente se, d = 0.

(b) A matriz M, .q tem posto trés se, e somente se, d # 0.

Pontos de Weierstrass da curva C,;, .4 com invariante o = 3

Neste caso a caracteristica teta canonica nao é representada por uma
bitangente. Logo, pela proposicao [I.1], temos que d # 0. Portanto, a curva
Cap.cd tem invariante o = 3 se, e somente se, (b+d)c+ (1+a+b)b#0. A

equagao da curva é dada por
fz.y) = y+dry+ay® + b2’ +ca’y + (b+d)zy® + (1 +a+b)y’ + (b+c)z’y?,

comd#0,0#0,1+a+b#0,b+c#0e (b+d)c+ (1+a+0b)b#0.
A matriz de Hasse-Witt é dada por

d 0 0
1 ¢ 14+a+b
0 b b+d
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Neste caso a caracterstica teta canonica nao é representada por um divisor
positivo e temos 7 caracteristicas teta nao canonicas. As bitangentes nao
canodnicas sao dadas pelos polinomios p + gz + ry # 0, cujos coeficientes

satisfazem o sistema

d 1 0 P p?
0 c b qg | =1 ¢
0 I1+a+b b+d r r?
Entao,
dp +q =7
cq + br = ¢

I+a+bg+O+dr = r?

Da segunda e terceira equagoes obtemos
q(¢* + ( +b(b+d)g+b((b+d)e+ (1L +a+b)b)) = 0.

Se ¢ = 0, entao r = 0 e da primeira equacao temos p = d # 0. Logo, uma
bitangente nao canonica é a reta no infinito Z = 0.

O polinémio
¢+ (S +bb+d)g+b((b+d)e+ (14 a+b)b)
possui trés raizes distintas, digamos ¢, ¢2 € ¢3. Da segunda equacao e para
cada i € {1,2,3} temos
o q; + cq;
i b .
Também, da primeira equacao, temos que o polinomio

P’ +dp+q =0

possui duas raizes distintas, digamos p; e pja, pois d # 0. Portanto, as

outras 6 bitangentes nao canonicas sao dadas pelas equagoes
pij + gz +riy =0,

onde i € {1,2,3} e 7 € {1,2}. A reta tangente intersecta a curva em dois

pontos distintos se, e somente se,

dg} + (ab+ dc)g? + (b+ c)bpf; + b((b+d)c+ (1 +a+ b)b)p;; # 0. (4-3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816063/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9816063/CA

Curvas de genéro trés em caracteristica dois 58

Logo, se a condicao ([-]) é satisfeita para todo 4,7, entdo a curva tem 24

pontos de Weierstrass.

Pontos de Weierstrass da curva C,;, .4 com invariante o = 2

Neste caso, a caracteristica teta é representada por uma bitangente.
Suponhamos primeiro que a bitangente canonica é dada pela reta no infinito.
Pela proposicao [L.]], temos que d = 0. Logo, a curva C,p 4 tem invariante
o = 2 se, e somente se, bc + (1 4+ a + b)b # 0. Portanto, a equagao da curva

¢é dada por
f(z,y) =y +ay* +bx® + cx’y + bay® + (1 +a+ by’ + (b + c)r’y?,

comb#0,b+c#0ebc+ (14+a+b)b+#0.
A matriz de Hasse-Witt é

00 0
1 ¢ 14a+b
0 b b

As caracteristicas teta nao canonicas sao dadas pelos polinomios a+bx+cy #

0, cujos coeficientes satisfazem

0 1 0 P p?
0 c b qg | =1 ¢
0 I1+a+0b b r r?
Temos
q _ 2
cq + br = ¢

(I+a+0b)g+br = r>

Da segunda e terceira equacgoes, obtemos
3 2, 12 _
q(¢* + (¢ + %) g+ b(be + (1 + a + b)b)) = 0.
E claro que q # 0, entao ¢ satisfaz

¢+ (2 +*)g+b(be + (1 + a+ b)b) = 0.
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Este polindmio possui trés raizes distintas, digamos, q1, ¢2 € g3. Logo, as

equagoes das bitangentes nao canonicas estao dadas por

2
q; + cq;
(¢)"* + qiw + (—b ) y =0,

onde ¢ € {1,2,3}.
Cada bitangente canodnica intersecta a curva em dois pontos distintos se, e

somente se,
(a*b?c? + (b+c)?b® +a’b*)q; +b(be+ (1+a+b)b)* +a*b* (be+ (1+a+b)b) £ 0,

para todo 7. Assim, a curva tem 24 pontos de Weierstrass.
Se a bitangente candnica nao é dada pela reta no infinito, entao, pela
proposigao [L1], temos que d # 0. Logo, a curva tem invariante o = 2 se, e

somente se,
(b+d)c+(1+a+bb=0 e c® # (b+d)b,

e assim a equacao da curva é dada por

b+d
f(x,y) = y+day+ay® + ba® + cx’y + (b+ d)zy® + Lb)cy?’ + (b4 )2y,

comb#0,c#0,b+d#0,b+c#0ec®# (b+d)b.
A matriz de Hasse-Witt é dada por

d 0 0
(b+d)c

1 ¢ e

0 b b+d

A caracteristica teta canonica é dada pelo polinémio a + bx + cy # 0, cujos

coeficientes satisfazem o sistema

d 1 0 P 0
0 c b g | =10
0 & by g r 0
Temos
dp+q =
cq + br =

(b+d)eg + (b+ d)br =
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Resolvendo o sistema, obtemos a equacao da bitangente canonica
b+ dbx + cdy = 0,
que intersecta a curva em dois pontos distintos, se
cd® + abd® + (¢* + (b + d)b)d + (b + ¢)b # 0. (4-4)

As caracteristicas teta nao canonicas sao dadas pelos polinomios p + qr +

ry # 0, cujos coeficientes satisfazem o sistema

d 1 0 p p?
0 c b qg | =1 ¢
(b+d)c 2
0 =~ b+d r r
Temos
dp +q =7
cq + br = ¢

(b+d)cg+ (b+d)br = br2.
Da segunda e terceira equagoes temos
b+d
r? (r2 + (b+d) Z >(02 + (b + d)b)) =0.
Se r = 0, entdo ¢ = 0. A primeira equacao se reduz a p? + dp = 0. Logo,
p = d. Uma bitangente nao canonica é dada pela reta no infinito Z = 0.

1/2
Se r = (@(02 + (b+ d)b)) # 0, temos, utilizando a terceira equacao,

que
1/2

(¢ 4 (b+ d)b)
E assim,

b+d
Pt dp+ | y )(c2+(b+d)b)1/2:0.

Como d # 0 a equagao possui duas raizes distintas, digamos p; e ps. Logo

as equacoes das outras bitangentes nao canonicas sao dadas por

1/2
P+ @ (24 (b+d)b) " w + ((bLbd)(c2 +(b+ d)b)) y=0,
(b+d)

pz+@ (@ + b+ d)b) "z + (
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que intersectam a curva em dois pontos distintos se, e somente se,
(b+d)b* + b°c® + b (b+d)* + (b + d) # 0. (4-5)

Logo, a curva possui 24 pontos de Weierstrass se, e somente se, as condicoes

(E=4) e (E-F) sao satisfeitas.

Pontos de Weierstrass da curva C,, .4 com invariante 0 = 1

Neste caso a curva tem duas bitangentes sendo que uma delas é a
bitangente canonica.
Suponhamos que a bitangente canonica é a reta no infinito, pela proposicao
A1) temos que d = 0. Logo, a curva Cab.cd tem invariante o = 1 se, e somente
se, bc+ (1+a+0bb=0,0#c(l+a+0b)ec*+# b Assim temos que a

equacao da curva ¢ dada por
f(z,y) =y + ay® +bx® + ca’®y + by + (1 +a + b)y® + (b + ¢)v?y?,

comc#0,b#0, 1+a+b#0,b+c#0eb?># (1+a+b)c.
A matriz de Hasse-Witt é dada por

00 0
1 ¢ 14+a+b
0 b b

A caracteristica teta nao canonica é dada pelo polinomio p + gx + ry # 0,

cujos coeficientes satisfazem o sistema

0 1 0 P p?
0 c b q | = 2
0 1+a+0b b r r?
Temos que
q 2
cq+ br = ¢

(I+a+bg+br = r2

1/2
Da segunda e terceira equagoes, temos que ¢ = <(1 o +b)> r. Substituindo

este valor na terceira equacao obtemos

2+ (B +c(1+a+0b)Y*r=0.
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Se r = 0, entao ¢ = p = 0. Logo,

r= (Z)Q%—c(1+a+b))1/2 # 0,

c 1/2 1o
q= (m) (B +c(l+a+0)"" #0

o C 2 1/2
p—(<—<1+a+b)) (0*+c(1+a+10)) ) # 0.

Portanto a equacao da bitangente nao canonica é

1/4 1/2
C C 2 1/4 2 /4
(m) +(m) (b +C(1 +(l+b)) ZL‘—|—(b +C(1 +a+b)) Yy = 0.

A intersecao da bitangente com a curva é dada pela equacao

(b+c)e N 2 (a?ch? + a’A(1+a+b) + (b+ )} (1 + a + b))'/?

2
Atatd)” Itat D)@t cltath)? T

M atel? + a*P(1+a+0) +b* (1 +a+b)"/*
(14 a+b)2(02 4 (1 +a+b))3/*

A intersecao é um unico ponto se, e somente se,

=0.

a’eh’ + a*P(1+a+b)+ (b+c)’(1+a+b)=0.

Logo, a curva possui 24 pontos de Weiertrass se, e somente se,
2 12 2 2 2

a‘ch* +a'c*(I1+a+b)+ (b+c)*(14+a+b)#0.

Suponhamos que a bitangente canonica nao é a reta no infinito. Pela
proposigao [L.1], temos que d # 0. Logo, a curva tem invariante o = 1 se, e
somente se, (b+d)c+ (1+a+b)b =0, (b+d)*> =c(l1+a+b)ec? = (b+d)b.

Assim temos que a equacao da curva é dada por

(b+d)?

(b+ab+d* . ,
(1+a+0)

2 b+d)zy’+(1 b)y>
r y+(b+d)xy*+(1+a+b)y’+ Atat0) x*y°,

f(z,y) = y+dey+ay*+bx+

comd#0,b#0,b+d#0,1+a+b#0eb+ab+d*#0.
A matriz de Hasse-Witt é dada por

d 0 0
(b+d)?

1 (ratD) 1+a+b

0 b b+d
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A caracteristica teta canonica é dada pelo polinémio a + bx + cy # 0, cujos

coeficientes satisfazem o sistema

d 1 0 D 0
(b+d)? _

0 (1+a+b) b g =10

0 1+a+b b+d r 0

Temos as seguintes equacoes

dp +q = 0
(b+d)? _
tarnd T br =0

I+a+bg+(b+dr =

Podemos observar que as segunda e terceira linhas sao linearmente depen-

dentes. Logo temos que

(b+d) ~ (b+d)

It+a+b) 17 d0+a+b)
Portanto, a bitangente canonica é dada por
(b+d)+db+d)z+d(l+a+b)y =0,
que intersecta a curva em um unico ponto se, e somente se,
Bo+d)(14a+b)*+ (b+ab+ d*)(b+d)* + ad(b+ d)*(1 + a +b) = 0.
Portanto, a curva tem 24 pontos de Weierstrass se, e somente se,

B+ d)(14a+b)*+ (b+ab+ d*)(b+d)* + ad(b+ d)*(1 + a + b) # 0.

Pontos de Weierstrass da curva C,;, .4 com invariante o = 0

Neste caso, s6 temos uma bitangente, que é a bitangente canonica e,
pela proposigao 1], temos que d = 0. Logo, a curva C,p 4 tem invariante
o = 0 se, e somente se, b = ¢(1 + a + b) e ¢* = b. Entao, o coeficiente de
grau quatro da curva ([-9) é igual a zero. Portanto, a curva C,p ¢4 nd0 tem

invariante zero.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816063/CA




