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Preliminares

Neste capitulo daremos algumas defini¢coes e resultados que serao

utilizados no percorrer deste trabalho.

2.1
Pontos de Weierstrass

Seja C' uma curva algébrica nao singular completa de género g sobre
um corpo k de caracteristica p > 0 e seja K = k(C) o corpo de fungoes
algébricas de C. Para cada ponto P € C existe uma seqiiéncia de ntimeros
1 =L(P) < Ih(P) < -+ < [,(P) <29 —1 tal que dimL(l;(P)P) =
dim £((l;(P) — 1)P), denominada seqiiéncia de lacunas do ponto P. Por
outro lado, existe uma seqiiéncia L = {ly,ls,...,l,} tal que L = L(P),
onde L(P) = {l;(P),ls(P),...,l4(P)}, para todo ponto P € C salvo um
nimero finito. Um ponto @ € C' é um Ponto de Weierstrass se L(Q) # L.
O semigrupo de Weierstrass do ponto P é o conjunto N\ L(P).

Seja |KC| o sistema linear canénico de C'. Temos que || define um morfismo
fiep: Ci— P97 (k),

onde fixc; = (fo: fi:-: fg-1) com fo, f1,..., fg-1 € k(C).

Seja P € C e t uma varidvel separante. Pelo teorema 1.1 de [[[T], p. 4],
existem inteiros €g,e1,...,64-1 com 0 = g9 < g1 < --- < g4 tals que o
Wronskiano

det (DI (£)))

nao ¢ identicamente nulo, onde DIEE") ¢ a derivada de Hasse. A escolha

§,j=0,...,9—1

dos inteiros €q,€1,...,64-1 € feita minima na ordem lexicografica. Agora,
a proposicao 1.4, de [[[0], p. 5], afirma que os inteiros &; dependem somente
da escolha do sistema linear canonico |K|, e sdo chamados de ordens do
morfismo fix|.

Além do mais, temos que o divisor de ramificacao do sistema linear canonico
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K| é
R = div (DSZ’)( fj)) + (et -+ gg1)div(dt) + gk,

grau(R) = (e1+ - +¢4-1)(29 — 2) + g(29 — 2).
Pelo Teorema 1.5 de [[[[(], p. 6], um ponto P € C' é um ponto de Weierstrass
se, e somente se, vp(R) > 0, onde o inteiro vp(R) é o peso do ponto P.
Temos que vp(R) > > (l;(P) — 1 —¢;) e a igualdade vale se, e somente se,

dt(l(P) 1>7—é0 mod (p).

Er

2.2
Operador de Cartier

Seja K|k um corpo de fungbes de género g sobre um corpo perfeito k
de caracteristica p > 0. Seja x uma varidvel separante de K |k. Temos que
{1,z,2?,...,2P71} é uma base de K sobre K? e logo podemos escrever todo
z € K como

— 4P p p p—1
Z=Qy+ayr A+ a, T

onde os a; € K parai = 0,1,...,(p — 1). Seja ©,(0) o espago das formas
diferenciais regulares e seja w € €4(0), entdo w = zdz, para algum z € K.

Definimos o Operador de Cartier para diferenciais regulares por

C(w) = ap_dx,

onde z = Z afz'. Pelo Corolario 1.4 de [[LT]], p. 53], temos que C independe

da escolha da variavel separante x. Seja y € K tal que K = k(z,y) e
f € k[X,Y] polinomio irredutivel tal que f(z,y) = 0. Logo, K|k é o corpo

de funcgoes da curva plana projetiva dada pela equacao afim

f(z,y) =0.

Se a curva é nao singular temos que

dx
fy(z,y)

w =
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é uma diferencial regular. Logo, neste caso, as diferenciais regulares sao da
forma

h(z,y)w,

onde h(z,y) € K[z,y] é o polinomio adjunto de grau formal 0f — 3. Entéo,
L(div(w)) ={h € K[z,y] /] Oh < Of — 3}.

Observe que como o operador de Cartier age sobre as diferenciais regulares,
ele age, também, sobre os polindmios adjuntos de grau formal df — 3. Pelo
Teorema 1.1, de [[LT], p. 50], temos que

82p72

> dx
C(hw) = (Wu“m) w, onde w=

fy(z,y)

Em particular, para corpos de caracteristica dois, temos

A
Clhw) = <8x8yhf> w.

O operador de Cartier satisfaz:
(i) C independe da escolha da varidvel separante.
(i) C(wy + wq) = C(wy) + C(w2), para wy,wy € 24(0)

(iii) C(ad’w) = aC(w) para a € K e w € Qy(0).

2.3
Matriz e Invariante de Hasse-Witt

Seja ' uma curva algébrica nao singular completa de género g
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Seja
{wi,wa, ..., w,} uma base do espago 2(0) das diferenciais regulares. Para

cada 7, podemos escrever

g

C(wz) = Zaijwj, (2_1)

Jj=1

onde aij € k.

A matriz H = (aj;), onde a;; é definido em (B-T)), é chamada a Matriz de

Hasse-Witt, em relacdo a base {wy,wa, ... ,wy}.
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Se {wy,wy, ..., w,} é outra base de 0,(0) e se
g9

Clwp) =Y bijw;,
j=1

com (b;;) € GLy(k), entdo a matriz de Hasse-Witt em relacdo a base

{wi,wh, ..., wi } é dada por
(bij ) H (b5;) "

O Invariante de Hasse-Witt, denotado por o, é definido como o posto da
matriz (hi;)(hi;) - - (hfj_l), onde H = (h;;) é a matriz de Hasse-Witt. Isto
é,

o = posto ((hij)(hﬁ) o (hfﬁgil)> '

2.4
Caracteristica Teta em caracteristica dois

Seja C' uma curva algébrica nao singular completa de género g sobre
um corpo k algebricamente fechado de caracteristica 2 e seja K = k(C') o
corpo de fungoes de C'. Uma Caracteristica Teta é definida como uma classe
de divisores © tal que 20 ¢ a classe canonica.
Seja x uma varidvel separante, isto é, x € K \ K2 Desenvolvendo z,
localmente, como uma série de poténcias, em termos de um paramtero local,

temos que dzr tem polos e zeros de ordem 2, ou seja,
(dI) = 2D0,

para algum divisor Dy.
Consideremos x1, 75 € K \ K2, temos que {1,z,} é uma base de K sobre
K?, e entao, z; = a3 + alxy, com ag,a; € K. Logo, dz; = ajdry e assim os

divisores Dy e Dy de x1 e x5, respectivamente, satisfazem
Dl = (CL1> + DQ,

onde (ay) é o divisor de a;. Podemos concluir que a classe de Dy independe
de z. A classe de Dy é uma Caracteristica Teta, chamada de Caracteristica

Teta canonica, e é denotada por ©y.

Observagao 2.1 Uma diferencial (em caracteristica p) é exata se, e so-

mente se, ela pertence ao nicleo do operador de Cartier.
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Os seguintes resultados e suas respectivas demonstracoes podem ser encon-
trados em [[J]], paginas 59 e 60.

Proposicao 2.1 FExiste uma bijecao %—Zinear do espaco de diferenciais

requlares exatas sobre L(©g).

Corolario 2.1 Em caracteristica dois a matriz de Hasse-Witt tem posto
> %. A desigualdade € estrita se a curva € ndao hiperelitica de género

g =3.

Observe que uma Caracteristica Teta © pode ser escrita da forma © =

Og + 7, onde v é um ponto de torsao 2 na Jacobiana.

Observagao 2.2 Uma diferencial (em caracteristica p) é logaritmica se, e

somente se, ela € invariante sob o operador de Cartier.

Proposicao 2.2 Frxiste uma bijecao canonica entre o conjunto de dife-
renciais requlares logaritmicas nao nulas e o conjunto de caracteristicas teta

nao canonicas, que associa w a classe de %(w)

Por outro lado, temos que o nimero de Caracteristicas Teta nao canonicas
¢ igual a p?, onde 0 < 0 < g é o invariante de Hasse-Witt.

Pela Proposicao B.2 temos que cada Caracteristica Teta nao canodnica
é representada por um divisor positivo. No caso de caracteristica Teta
canonica isto é verdade se, e somente se, o posto da matriz de Hasse-Witt
é menor que g.

Para uma curva nao hiperelitica C' de género g = 3, identificando-a com sua
imagem pelo morfismo canonico, temos que ela é uma quartica projetiva
plana nao singular. Como os divisores canonicos neste caso sao os divisores
de intersecao de C' com as retas projetivas, temos que os divisores positivos
que representam uma Caracteristica Teta correspondem bijetivamente as

bitangentes da quartica C'.
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2.5
Pontos Galoisianos

Seja C' uma curva algébrica nao singular completa de género g definida
sobre um corpo de constantes k algebricamente fechado e seja K = k(C') o
corpo de funcoes racionais de C'.

Sejam () € C e dg a primeira nao lacuna positiva em (), entao, existe

uma fungao fo em K que possui um polo em ) de ordem dg, isto é,
diVoo(fQ) = dQQ

Definicao 2.1 O ponto Q) é um ponto Galoisiano se a extensao k(C)|k(fg)

¢ uma extensao Galoisiana de corpos.

A funcao meromorfa fg ¢ Unica a menos de uma transformacao do tipo
fo— afg+ B com a # 0, e logo a extensao k(C)|k(fg) é bem definida:
uma transformacao fo — afg + B com a # 0 resulta no mesmo subcorpo
de k(C) com um gerador que difere do original por um automorfismo de
k(fo) (que fixa o ponto infinito de k(fg), do qual @) é uma extensdo).

Seja () um ponto de Galois da curva C, entao o grupo de Galois
Gal(k(C)|k(fg)) fixa a funcao fg e logo fixa também o ponto () e os espagos
L(nQ), isto é,

Gal(k(C)|k(fQ)) C G = {o € Aut(C) /0(Q) = @},

onde Gg ¢ o subgrupo do grupo dos automorfismos Aut(C') de C' que fixam
o ponto (). Segue que

Gal(k(C)|k(fQ)) € Gz := {0 € Gal(k(C)[k(f)) /0(Q) = @},

onde Gz é o grupo de decomposicao de Q|P na extensao k(C)|k(fq), (ver
([B], Def. II1.8.1, p. 118). Se @ é um ponto de Galois, o grupo G¢ ¢é nao

trivial. A reciproca nao é verdadeira. Seja (o, o ponto no infinito da curva
Yty =a"

definida sobre um corpo de caracteristica positiva p > 0. Para ptm < p" o

grupo G . consiste dos automorfismos

op: T T

y = y+b,
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com b*" = b, ver ([§], Teil II, p. 621), mas y é a funcao com ordem de polo

minima em @, que é fixa apenas por oy = Id € Gg_ . Segue

Gal(k(O)|k(f@) = Gz ={ 0 € Gal(k(C)[k(fq)) | 0(Q) = Q }

Se o corpo de constantes k£ for algebricamente fechado entao os graus de

inércia sao triviais, e logo Gz = G, onde

Gr:={ 0 € Galpcyro) | vo(o(z) — z) > 0 para todo z € Oq },

com Og = {z € k(C) / vg(z) > 0}, é o grupo de inércia de Q| P na extensao
k(C)|k(fo) ([B], Teo. II1.8.1, p. 119).

Se m € k(C) é um parametro local em @ entao a série de grupos de
ramificacao de @Q|P na extensao k(C)|k(fq) é definida por

Gi = {0 € Galyoyse) | velo(m) —m) > i},

e o expoente da diferente dg|p ¢ dado em termos destes grupos pela férmula
da diferente de Hilbert

dglp = Z card(G;).

i>0

O grupo Gy = Gt é o grupo de inércia de Q| P. Ver, por exemplo, ([], Prop.
I11.8.6, p. 122 e 124). Se a caracteristica de k(C) é p > 0, entdo Gy é um

subgrupo normal de Gy,
card(Gy) = p°, para algum inteiro e,

e Go/G, é ciclico de ordem relativamente prima com p. Além disso, G;1; é
um subgrupo normal de G;, para cada i > 1, e G;/G;41 € isomorfo a um
subgrupo aditivo do corpo residual kg = Og/ Mg de @ ([H], Prop. I11.8.6,
p. 122). A postulagdo de um ponto () determina:

i. O sistema linear do tipo géQ
[dQl={ afq+B|a,B€k, a#0}

ii. A extensao k(C)|k(afg+ B) = k(C)|k(fg) que tem grau dg.
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iii. O fecho normal k(Eg)|k(fg) de k(C)|k(fg). O ponto @ é de Galois se,
e s6 se, k(Eqg) = k(C).

iv. O grupo de Galois
Gq = Galkg)k(sq):
e o subgrupo Hg := Homy s, (k(C), k(C)) C G correspondente pela
teoria de Galois a extensao k(C)|k(fg).
Se o ponto @) é ponto de Galois e a caracteristica de k é zero, caso

originalmente tratado em [[i], o grupo de Galois G = Galy(gy)k(fo) ¢

sempre ciclico.

v. A diferente Diff g, )k(so)> due ¢ um divisor na superficie de Riemann

associada a k(Eg), sua norma

Nea) k(i) (Pl k(o) k(o))

que ¢é o discriminante da extensao k(Eq)|k(fg), é também um divisor

na superficie de Riemann associada a k(fg), e a conorma

Conp oy k(so) NEo) k(o) (DUl k(Bo) k(7o)

¢ um divisor na superficie de Riemann associada a k(C).

Como

do@ em k(C)
divee(fo) =
P :=Qlryy, em k(fg),
temos que egp = dg, isto é, Q|P ¢ totalmente ramificado na extensao

KO)k(fo)-

Na torre de extensoes e grupos correspondentes

k(Eq) G
[
k(C)  Hgq
o [ ]
k(fo) {id}

temos (por exemplo, ([f], Cor. 1I1.4.11, p. 88))

Diff wpo)intra) = Conume)re)(Diff weymnire)) T Dilf kso) k-
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Como consequéncia do teorema da diferente de Dedekind (por exem-

plo, ([A], Teo. IIL.5.1, p. 89)) se a caracteristica p nao divide dg entao

0Q(Diff kcyn(ro)) = do — 1,

de modo que se R for um ponto acima de () na superficie de Riemann

associada a k(Eg), entao

UR(DZﬁk(EQ)WfQ)) = 6R\Q<dQ - 1)+ UR(DZﬁk(EQ)Ik(C))'

Se a caracteristica p também nao dividir eg)g — o que necessariamente

ocorre, por exemplo, se p > dg — entao
VR(Dilf keo)ke)) = ere—1,  elogo vr(Diff 1ey)kise)) = eriQ-do—1-

vi. O indice de ramificacao egjq da extensdo de @ a k(Eg) é independente
de R porque a extensao k(Eg)|k(C) é de Galois.

vii. O género gg de k(Eg).
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