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Fibrados de Seifert de Dimensao Trés

Um fibrado de Seifert de dimensao trés é uma folheacao por circulos
numa variedade de dimensao trés e pode ser visto como um fibrado sobre
uma orbifold de dimensdo dois (Se¢do [2.7). Veremos no Capitulo |4 que se
M? é uma variedade compacta modelada por uma geometria modelo nao
equivalente a H? ou a Sol, entao M admite uma folheacao por circulos. Por
um resultado devido a Epstein ([3]), esta folhea¢ao é um fibrado de Seifert.
Definimos a caracteristica de Euler de um fibrado de Seifert de dimensao

trés como uma extensao do mesmo conceito para fibrados usuais com fibra

St
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3.1
Definicoes basicas

Nesta segao trataremos da definicao de um fibrado de Seifert de
dimensao trés, que chamaremos simplesmente de fibrado de Seifert, bem
como de alguns fatos bésicos relacionados. Para definir essa estrutura,
consideraremos inicialmente o toro sélido e a garrafa de Klein sélida
com folheagoes por circulos que descrevemos a partir de agora. Sejam
D = {(x,y); 2> +y> < 1} € R* e I = [0,1]. Considere D x I com
orientacao fixa e com folheagao produto {z} x I,z € D, cujas folhas
chamaremos de fibras. No que se segue, faremos identificagoes nos extremos
de D x I de forma a obter toros soélidos e garrafas de Klein solidas
com folheacoes por circulos induzidas, que chamaremos toros fibrados e

garrafas de Klein fibradas, cujas folhas também serao chamadas de fibras.

3.1.1
Toro Fibrado:

Seja p : D — D uma rotacao em torno da origem de R? por um
angulo 27y/a, onde o > 0, e v > 0 sdo inteiros primos entre si. Se fizermos
a identificacdo (z, 1) ~ (p(x), 0) em D x I, teremos um toro 7, com

folheagao induzida por {z} x I, o chamado toro fibrado. Se v = 0, T, = Tjq,

chamado toro fibrado trivial, herda a folheagao produto {z} x S*. Se v > 0,
T, ¢ denotado por T, ,. Nesse caso, se x = 0, essa identificacao apenas
liga os extremos da fibra central {0} x I, resultando em um tnico circulo
central {0} x S*. Se x € D — {0}, cada folha {p?(z)} x I, =0,...,a — 2,
é ligada a folha {p’™'(x)} x I e a folha {p*'(x)} x I é ligada & folha
{p°(x)} x I = {x} x I, sempre resultando em um tnico circulo em T, ..
Este circulo intercepta D x {0} ~ D x {1} em « pontos diferentes e da -y
voltas em torno da fibra central. Na Figura 3.1, que ilustra isso, o bordo de
T4, que € um toro bi-dimensional, é representado por uma retangulo, onde
os lados horizontais sao identificados, resultando no meridiano M, assim
como os verticais, que resultam no paralelo P. Neste retangulo, as fibras, se
supostas lineares, tém inclinagao /7.

Observe que se o' divide «, T, é um recobrimento por a/a’ folhas
de T, . Além disso, o espago das fibras de T, ,, ou seja, o espaco obtido
quando identificamos cada fibra a um ponto, é uma orbifold, um cone de
angulo 27 /a. O que acontece é que T, , é o quociente do toro fibrado trivial
T;q pela agao de Z, na qual seu gerador age por rota¢ao por v/« de volta

na primeira coordenada e por 1/a de volta na segunda coordenada. Essa
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Figura 3.1: O toro fibrado com invariantes de drbita (3, 1).

-

acao desce ao disco D resultando no cone de angulo 27 /«. No caso do toro

fibrado trivial, o espaco de fibras é o préprio disco D.

3.1.2
Garrafa de Klein Fibrada

Se p : D — D for uma reflexdo em um diametro I C D, a
identificagdo (x, 1) ~ (p(z), 0) resulta em uma garrafa de Klein K ,, dita

garrafa de Klein fibrada, e a folheagao induzida por {x} x I é descrita como

se segue. Cada fibra {z} x I, com x € D — [, é ligada a fibra {p(z)} x I,
oposta em relacao a [, formando um tnico circulo. Estas fibras interceptam
D x {0} = D x {1} em dois pontos opostos em rela¢ao a | x {0}. As fibras
que interceptam o subconjunto [ x {0} interceptam D x {0} num tunico
ponto cada uma.

Observe que Tj4 recobre K, por duas folhas. Na realidade, K, ¢ o
quociente de T;4 pela acao de Zs na qual seu gerador age por reflexao em [ na

primeira coordenada e por rotacgao por 1/2 de volta na segunda coordenada.
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REFLEXAD

Figura 3.2: A garrafa de Klein fibrada.

Essa acao desce ao disco D resultando numa orbifold, um disco com uma
linha refletora, que é o espaco de fibras de K, (Figura 3.2).

Daqui para frente, um homeomorfismo que preserva fibras sera dito
um isomorfismo. Observe que todas as garrafas de Klein fibradas sao
isomorfas entre si. Além disso, é facil ver que Ty, ¢ isomorfo a T/, por

um isomorfismo que preserva orientagoes da variedade e das fibras, se e s6 se

o =«
v =~ mod a.

O par («, ), com 0 < v < « primos entre si, define a classe de toros fibrados

isomorfos a Tf, , e ¢ dito os invariantes de dérbita dessa classe. Definimos os

invariantes de drbita do toro fibrado trivial como (1,0). Freqiientemente

nos referiremos aos invariantes de érbita nao normalizados, o que significa

que nao estaremos impondo, a « e 7, a condicao 0 < v < a.

Definicao 3.1.1 Um fibrado de Seifert (de dimensao trés) é uma variedade

de dimensdo trés com uma decomposicao por circulos, ditos fibras, tal que
cada fibra possui uma vizinhanca tubular isomorfa ou a um toro fibrado ou

a uma garrafa de Klein fibrada.

Um fibrado de Seifert é uma folheacao por circulos. Suporemos esta
folheagao sempre de classe C*°. Epstein mostra em [3], que toda folheagao
por circulos de uma variedade compacta de dimensao trés é um fibrado
de Seifert. Observe que o espaco de fibras de um fibrado de Seifert é
uma orbifold com cones, provenientes de toros fibrados, e linhas refletoras,

provenientes da uniao de garrafas de Klein fibradas. Um fibrado de Seifert
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é um fibrado sobre a orbifold dada por seu espaco de fibras, conforme a
Definicio 2.7.2, com fibra S' e espaco total uma variedade de dimensao
trés. Em razao disso, usaremos a notagao (E,O,n) para um fibrado de
Seifert em FE sobre uma orbifold O, com proje¢ao n : E — O. As fibras de

E sobre as singularidades de O sao ditas as fibras singulares do fibrado de

Seifert e as demais sao ditas as fibras regulares. Observe que dois fibrados

de Seifert isomorfos possuem orbifolds base isomorfas.

Passamos agora a dar um exemplo de fibrado de Seifert. Con-
sidere Cy, A € C U {oo0}, a intersecao da reta complexa {(z, A\z) €
C%2e€C} cC?se)eC, ouf(0z2) € C*%zeC}, se N\ =00, com
S3 = {(z, w) € C? |2]*> + |w|* = 1}. Mostremos que C é um circulo. As

equagoes de C'\, A € C, sao:

{ 22 + Jw]? = 1

w = Az

Resolvendo para z e para w temos:

o2 = —
14 |A]2
A 2
f? = 2
14 |2
Logo, €(zg, Az0) = (€20, €'A\2), t € [0,27], onde 2z = ;,
V14 |A?
¢ uma parametrizacao de C). Se A = 00, essa parametrizacao ¢é
e®(1,0) = (e",0),t € [0,27]. Os circulos Cy, A € C U {oo}, determi-

nam uma folheacao de S cujo espaco de folhas, ou seja, o espaco obtido
quando identificamos cada folha a um ponto, é C U {oo} ~ S?. Essa fo-
lheacao é um fibrado de Seifert, dito o fibrado de Hopf, com duas fibras,
C1 = {(e"2,0);te S} CcCx{0}eCy = {(0, e2); t € S} C {0} x C,

com invariantes de dérbita nao normalizados (1,1) (e (1,0) quando norma-

lizados). Isso porque cada fibra préxima de C;, i = 1,2, d4 uma volta em
torno desta no sentido positivo determinado pelas orientagoes canonicas de
C x {0} e {0} x C. As demais fibras tém invariantes de érbita ndo norma-
lizados (1,0) (e normalizados também). Voltaremos a tratar do fibrado de

Hopf na Secao |4.3. Veja também a Figura 4.3.
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Exemplo 3.1.2 Os fibrados 7,

De forma mais geral, se considerarmos as acoes de S em S* dadas por
¢ (2, w) =(¢"z, ¢ w)

para inteiros p e q primos entre si, temos um fibrado de Seifert com duas
fibras (possivelmente singulares), com invariantes de drbita nao normaliza-
dos (p,q) e (¢,p) cada uma. Usaremos a notagdo n,, para um tal fibrado.

Em particular, o fibrado de Hopf € o fibrado 1 ;.

3.2
Recobrimentos do espaco total

Definicao 3.2.1 Sejam (E, 0, n) e (E,0,n) dois fibrados de Seifert. Dize-
mos que (E, 5,77) recobre (E,O,n) por p: E — E se p € uma aplicacao de

recobrimento que leva fibra em fibra.

Nesse caso, p induz um recobrimento p : O — O de orbifolds tal que

p

E E
7 ln
0O—2—=0

comuta.

Seja (E, 0, n) um fibrado de Seifert e (E, p) um recobrimento qualquer
de E. A aplicagao p induz em E uma folheagao por linhas. Se o recobrimento
for finito esta folheacao sera por circulos. Senao, sera ou por circulos ou
por retas. Nao é dificil verificar que os dois casos nao podem ocorrer
simultaneamente. Se a folheacao induzida em E for por circulos, esta sera um
fibrado de Seifert. Basta verificar esse fato para toros fibrados e garrafas de
Klein fibradas. Assim, E fibra sobre uma orbifold O com projecao, digamos,
n: E— 5, chegando entao ao diagrama comutativo acima.

O processo reciproco também é possivel, ou seja, dado um fibrado
de Seifert (F, O, n) e um recobrimento (5, p) da orbifold O, podemos
definir um fibrado de Seifert (E, 0, n), dito o pull-back de (E, O, n)
por p, e um recobrimento p : E — E tal que tenhamos o diagrama
comutativo anterior. Suponha que O tenha os pontos de cone ¢y, ..., ¢, como
unicas singularidades. Sejam Dy, ..., D, discos disjuntos contendo ¢y, ..., ¢,
respectivamente. Seja X = O—U_; D;. Temos entao o fibrado (N, X, n|y),
onde N = p7Y(X). Se X = p(X), o pull-back usual de fibrados de
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(N, X, nln) por p|g tem espaco total N = {(z, y) € X x N; p(x) = n(y)},
base X e projecao natural na primeira coordenada. Devemos agora definir

Eea aplicacgao p : E — E de forma que o seguinte diagrama comute:

E E

Mas, para isso, basta escolher apropriadamente recobrimentos dos toros
fibrados T}, = n~*(D;) C E e cola-los em N.

Se O também possuir linhas refletoras, para obtermos a superficie X,
retiram-se, além dos discos D; acima, vizinhancas produto de cada linha
refletora, de forma que cada uma delas contenha uma tnica linha refletora
como singularidades. O processo anterior entao é facilmente generalizado a

€sse caso.
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3.3
Os invariantes (o, [3)

Com o intuito de definir, na secao seguinte, a caracteristica de Euler
de fibrados de Seifert, vamos introduzir outro par de invariantes para o toro
fibrado orientado T,

u,v, onde (a, ) sdo os invariantes de érbita normalizados.

Se v # 0, tome um inteiro 5 tal que
B~ =1mod « (3-1)

ou seja, se 3 e v sao pensados como elementos de Z,, eles sao inversos
multiplicativos um do outro. Se tomarmos [ normalizado, ou seja, (3
sendo o menor inteiro positivo tal que valha (3-1), o par (a, ), dito

os invariantes de Seifert de T,

an~, € um invariante de T, ., (a menos de

isomorfismo). No caso do toro fibrado trivial, ou seja, com invariantes de
6rbita (1,0), por razoes que ficarao claras adiante, definimos § = 1. Entao
(1,1) s@o os invariantes de Seifert deste toro. Daremos, no que se segue,
uma interpretacao para [3.

Por simplicidade, chame T, , de T". Sejam M e L respectivamente um
meridiano e uma fibra de 0T, com orientagoes tais que (M, L) determina
orientacao positiva de T'. Suponha que @) seja secao em 9T, ou seja, uma
curva fechada que intercepta cada fibra uma tunica vez. Oriente ) de modo

que Q- L =1, onde _ - _ é a intersecao homoldgica. Defina

BQ) =Q M. (3-2)

Veremos adiante que 3(Q) =  mod «. Na Figura 3.3, representamos o toro
fibrado com invariantes de 6rbita (7,2) por um cilindro (a esquerda), onde o
bordo superior é identificado com o inferior, e por um retangulo (a direita),
onde o lado direito é identificado com o esquerdo e o lado superior com o
inferior. A secao (), desenhada no retangulo, foi construida de forma que
@-L = 1. Como Q- M = 4, este toro fibrado tem invariantes de Seifert
(7,4).

Dizemos que duas secoes ) e Q' de JT sdao homotdpicas se existe
uma homotopia livre Hy, t € [0, 1], tal que Hy = Q, H; = Q' e, para todo
t €10,1], H; é uma se¢ao de 0T Temos entao classes de equivaléncia [Q] de

secoes de OT. B claro que, se Q' € [Q], 3(Q) = 5(Q). Logo podemos definir
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Figura 3.3: Interpretacao para os invariantes de Seifert.

Reciprocamente, se () e @' sdo segoes de 9T tais que 5(Q) = B(Q’), entdo
Q] = [@T.

Proposicao 3.3.1 A aplicacao

Q] = B([Q])

define uma correspondéncia biunivoca entre classes de homotopia de secoes
de OT e solugoes (em Z) da equagao (5-1). Além disso, Q € dado, homolo-
gicamente, por

aQ + B(QNL ~ M. (3-3)

E deixado ao leitor verificar esta proposicao.
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3.4
A Caracteristica de Euler

Seja (E, O, n) um fibrado de Seifert, onde E é uma variedade ori-
entada. Sejam ¢, ..., ¢, r > 1 fibras de E com respectivos invariantes de
Seifert (normalizados) (a1, 1), ..., (ay, 5,), tais que o conjunto {q1, ..., ¢}
contenha todas as fibras singulares de F. Para cada ¢ = 1,...r, retire de £
um toro fibrado aberto T}, contendo a fibra ¢;. Suponha os 7;’s disjuntos
entre si e considere o fibrado (N, X, n|y) onde N = E—-U!_,T; e X = n(N)
¢ uma superficie com bordo. Entao podemos construir uma secao o nesse
novo fibrado. Cada Q; = o N JT; determina ((Q;) = ; mod «;, conforme

a secao anterior.

Definigao 3.4.1 Defina a caracteristica de Euler de (E, O, n) por

O que temos é uma generalizacao da primeira obstrucao para fibrados S*
usuais com espacos totais orientados. Isso porque, quando nao temos fibras
singulares, podemos supor r = 1 e, como «a; = 1, o somatério acima se
reduz ao termo (;(Q1), que é o inteiro correspondente & primeira obstrugao
a construgao de uma segao no fibrado S* ([5], [16]). Na Figura 3.4, um toro
fibrado trivial com uma secao ) no bordo é representado por um cilindro
solido cujo bordo superior é identificado com o inferior. Um fibrado de Seifert
(E, S, n) sem fibras singulares tem uma segao global se e s6 se e(n) = 0.
Assim, um fibrado produto tem caracteristica de Euler nula. A Proposicao
3.4.5 & a razao da inclusao dos denominadores a; nos termos do somatério
da Definicao 3.4.1.

Para mostrar que e(n) estd bem definido, considere a seguinte cirurgia
na segao o. Ligue toros sélidos T; e T; por um cilindro C' como na Figura
3.5. Corte o ao longo da sua intersecao com C' e cole-a novamente com
uma rotacio de 2. Assim, OT; e OT; herdam novas segoes @Q; e Q)
respectivamente. As curvas M; e M;, com as notacoes da secao anterior,
permanecem inalteradas, assim como as fibras L; e L;, j& que a cirurgia
¢ feita em o. Observando que Q} ~ Q; — L; e Q) ~ Q; + L; temos, pela
FEquacao 3-5:

Qi + B(Qi)L; ~ Qi + B(Q)L; ~ a;Q; + (B(Q)) — )Ly
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Figura 3.4: Interpretagao para a caracteristica de Euler num fibrado por
circulos usual.

logo, B(Q;) = B(Q:) + a;. Assim
BQ) _ B(Q)

= + 1.
(67 Q;
De forma analoga, verifica-se que
By _ BQy)
o a; '

J J

Logo, a cirurgia nao altera e(n). Observando que com essa cirurgia podemos
obter qualquer classe de homotopia de segoes em E — | J;_, T}, e que se¢oes
homotdépicas resultam no mesmo e(n), vemos que esse valor independe da
secao tomada.

Se o espaco total E for nao orientavel, nao temos mais os inteiros
B(Q;)’s bem definidos. Temos entao:

Definigao 3.4.2 Seja (E, O, n) fibrado de Seifert onde E € uma variedade

nao orientdvel. Defina

e(n) = 0.
A proposicao seguinte justifica essa escolha:

Proposicao 3.4.3 Seja (E, O, n) um fibrado de Seifert e seja (E,p) um

recobrimento finito de E induzindo uma estrutura (]Tj, 5, n) de fibrado
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Figura 3.5: A cirurgia num fibrado de Seifert que mostra que a caracteristica
de Euler é bem definida.

de Seifert. Se os espacos totais sao orientados, suponha que p preserva
orientacao. Se cada fibra reqular F' de E € recoberta por m fibras de E

e cada uma delas recobre | vezes F', entao

e(ii) = ().

Demonstracao: Suporemos inicialmente que o espaco total F seja orientavel,
nao possuindo portanto garrafa de Klein fibrada. Seja ¢ C FE a fibra
central de um toro fibrado T com invariantes de Seifert (o, 3) e seja @
uma secao em O71. Podemos supor que T seja homeomorfo, por p, a cada
uma das componentes 11, ..., Ty, de p~1(T). Sejam (v, £1), ...y (Qm, Bm) 08
invariantes de Seifert de 717, ..., T, respectivamente, e sejam @), ..., ), 08

levantamentos de @ em 0717, ...,0T,, respectivamente, ou seja, p(Q;) = Q
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para todo ¢ = 1, ..., m. Vamos mostrar que

Z 5(0% _ mﬁf)) ‘ (3.4)

Nao ¢é dificil ver que, como cada fibra regular de T;, ¢ = 1, ..., m, recobre [

vezes uma fibra regular de T,

B(Q:) = BQ)/L. (3-5)

Pelo visto na demonstragao da Proposi¢io 2.6.5, m =", a/wo;, ou scja,

"
C T X

Usando esta equacao juntamente com a Fquacao |3-5, chegamos a Equacgdo

3-4|. Para o caso nao orientavel basta considerar o lema a seguir. O

Lema 3.4.4 Seja (E, O, n) um fibrado de Seifert com espago total E ndo
orientdvel. Seja (E,p) o recobrimento duplo orientdavel de E induzindo uma
estrutura (E, 0, n) de fibrado de Seifert. Entao

e(n) = 0.

Demonstracao: Seja g C E a fibra central de um toro fibrado com invariantes
de Seifert («, 3). Observe que ¢ ndo pode ser recoberta duplamente por uma
Unica fibra porque, nesse caso, ¢ seria uma curva que reverte orientagao,
sendo portanto fibra de uma garrafa de Klein fibrada. Entao ¢ tem como pré-
imagem duas fibras, uma com invariantes de Seifert (o, ) e a outra (a, —f3).
Como cada fibra singular de (E, 0, 1) é isolada (por E ser orientdvel, nao
possuindo, portanto, garrafas de Klein) e pertence a pré-imagem de uma

fibra singular isolada de (E, O, 1), vemos que e() =0. O

A proposicao seguinte é um caso particular da Proposicdo 3.4.5
(quando m = [ = 1) e afirma que a caracteristica de Euler é invariante

por isomorfismo.

Proposicao 3.4.5 Sejam (FE, O, n) e (E, O, n) dois fibrados de Seifert
isomorfos por f . E— E. Se o espaco total E for orientado, suponha que

f preserva orientagdo. Entao e(n) = e(n').

Concluimos esse capitulo com a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.4.6 Seja (E,0,n) um fibrado de Seifert com espago total E
compacto. Entao e(n) = 0 se e sé se (E,0,n) € finitamente recoberto por

um fibrado produto S* x F, onde F' é uma superficie fechada.

Demonstracao: Suponha e(n) = 0. Queremos ver que (F, O, n) é finitamente
recoberto por um fibrado produto S x F', onde F' é uma superficie fechada.
Mostremos que O é uma orbifold boa. Suponha por absurdo que seja ma.
Pelo Coroldrio 2.4.6, O = S*(p), p > 1, 0u O = S*(p,q), p,q > 1, p#q A
caracteristica de Euler de um fibrado sobre S?(p) nio pode ser zero porque
esse fibrado contem uma tnica fibra singular. No caso S?(p, q), tomando um
recobrimento finito se necessario, podemos supor que p e ¢ sao primos entre
si. A caracteristica de Euler de um fibrado sobre essa orbifold tem a forma
B/p + B'/q, 5,0 € Z. Deixamos como exercicio ao leitor mostrar que este
nimero nao é um inteiro (Sugestdo: Além do fato que p e ¢ sdo primos entre
si, use também 'y =1 mod q).

Entao O é uma orbifold boa. Pelo Teorema 2.6.5, temos um recobri-
mento finito (F,p) de O, onde F' é uma superficie fechada. Seja (E,F 1)
o pull-back de (E,O,n) por p. Tomando recobrimento finito de E se ne-
cessario, podemos supor que E e F sio orientdveis. Pela Proposi¢ao 3.4.5,
e(n) = 0 e portanto (E, F,7n) admite uma segao. Logo, o fibrado (E, Fn)é
dado por uma acao de S!, sendo portanto isomorfo ao produto S! x F.

A reciproca segue da Proposicio 3.4.5 e do fato que um fibrado

produto tem caracteristica de Euler nula. O
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