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6
Elasto-plasticidade e criticalidade auto-organizada
Resultados experimentais

6.1
Introducao

O capitulo anterior apresentou a formulagdo numérica do modelo
geomecanico utilizado neste trabalho, bem como a sua implementacdo em
elementos finitos.

Este capitulo tem um duplo propdsito: primeiramente, mostrar que o modelo
elasto-plastico em estudo é conduzido espontaneamente ao estado critico auto-
organizado, caracterizado pelo desenvolvimento de memoria temporal e
interagdes espaciais de longo alcance (i.é., sensibilidade em lei de poténcia as
condigOes iniciais € formagao de um padrao multifractal das descontinuidades).

Em seguida, pretende assinalar que o aludido estado critico ¢ robusto, quer
dizer, ¢ capaz de guardar o mesmo comportamento sob pequenas alteracdes nos

parametros do modelo (p.ex., condi¢des de contorno, amortecimento, etc).

6.2
Criticalidade auto-organizada e modelos geomecanicos

E fato bem estabelecido por estudos experimentais [133,134,135,136,137] e
medi¢des de campo [138,139,140,141] que os materiais geologicos da crosta
terrestre apresentam uma distribuicdo (multi)fractal das descontinuidades —
fissuras, fraturas, falhas. Apesar da extrema diversidade a que estdo sujeitos,
submetidos a diferentes condigdes de solicitagdo fisica e quimica, ndo deixa de ser
intrigante o fato de que o valor usualmente encontrado para a dimensdo fractal Dy
destas estruturas pouco varia, sendo 1.60 - 1.70 um valor tipico.

A explicacdo aventada para tal regularidade parece residir em que sistemas

geologicos, solicitados lentamente por forcas externas, supostamente dirigem-se
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espontaneamente, durante sua evolugdo temporal, a um estado critico, auto-
organizando-se entre ordem e caos, estado este habitualmente referido como
critico auto-organizado [5,14,21,22,142], como ja se teve a oportunidade de
observar no capitulo 2.

Simulagdes numéricas realizadas em distintos modelos geomecanicos
revelaram que os resultados mais plausiveis advinham daqueles que retratavam o
continuo geoldgico por intermédio de uma rede de ligacdes constituidas por
resisténcias elétricas, barras ou vigas [143], sendo cada ligagao (hond) descrita por
suas caracteristicas elasticas e de ruina. Em fung¢io da escolha das caracteristicas
de cada qual, bem como do estabelecimento de suas relagcdes constitutivas, uma
grande variedade de modelos foram propostos com o intuito de simular, mais ou
menos detalhadamente, a ruptura de materiais existentes.

A introducdo da desordem nestes modelos ¢ feita, comumente, de diferentes
formas, seja pela escolha de uma lei probabilistica de ruptura das ligacdes, seja
pela introdugdo da aleatoriedade nas propriedades mesmas do sistema, mantendo-
se, todavia, uma lei de ruptura nos moldes deterministicos.

Entretanto, um grave inconveniente, comum a todos estes modelos, radica
em que a fisica associada ao carater plenamente tensorial das varidveis envolvidas
nas simulagdes ficava irremediavelmente perdida [137]. Embora se reconheca, a
bem da verdade, que a consideracdo da natureza tensorial das varidveis torne
complexa a formulagdo e discretizagdo dos problemas, trata-se,
inquestionavelmente, de um ingrediente essencial na descri¢cdo correta da fisica do
sistema em consideragdo.

Uma das primeiras tentativas de se trabalhar com modelos mais realistas,
levando-se em conta, tanto o carater tensorial das variaveis envolvidas, como a
auto-semelhanca de escala dos padrdes de descontinuidades geologicas, foi
realizada pelo grupo encabegado pelo pesquisador H. Herrmann [144,145].

Com esta finalidade, utilizou-se o programa FLAC (Fast Lagrangian
Analysis of Continua) [146,147], que vem a ser um algoritmo em diferencas
finitas adequado para formula¢des de pequenas e grandes deformagdes em
problemas bidimensionais da mecénica dos solidos. Nele, as relacdes
constitutivas, semelhantes as apresentadas no capitulo anterior, sdo resolvidas,

utilizando-se um esquema de integragao especial, destinado a prevenir o efeito de
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locking dos elementos finitos durante solicitacdes isotropicas em problemas de
plasticidade [148].

Mais especificamente, uma peculiaridade de muitas fungdes de escoamento
em problemas de plasticidade classica reside em que elas impdem severas
restri¢des as deformacdes volumétricas. Assim, a utilizagdo de elementos finitos
cujas funcgdes de interpolagcdo sejam de baixa ordem pode conduzir a restri¢des
cinematicas nos possiveis modos de deformagdo de um dado elemento,
acarretando respostas caracterizadas pelo enrijecimento artificial do material.

A integracdo temporal no aludido programa, tal como no algoritmo de
relaxacdo dinamica utilizado nesta pesquisa, ¢ feita explicitamente, nao
requerendo a formacao da matriz de rigidez, habito comum a todos os esquemas
de integragdo implicitos.

Herrmann e seu grupo encontraram que a organizagao espacial das zonas de
concentragcdo de deformagdes plasticas (ou bandas de cisalhamento — shear bands)
apresentava uma estruturacao fractal, com dimensao Dy =1.70 £ 0.1.

Aquele mesmo programa também foi utilizado por Gutierrez [149], tendo
encontrado valores consistentes com os estabelecidos pelo grupo do referido
pesquisador .

Entretanto, a importante questdo da influéncia de diferentes condi¢des de
contorno na formagdo e na auto-similaridade do padrio espacial das
descontinuidades ndo chegou a ser investigada pelos pesquisadores.

Particularmente, eles obtiveram seus resultados fundamentalmente de uma
condicdo de contorno do tipo cisalhamento puro, ou seja, velocidades iguais
aplicadas, tanto compressivamente, nos bordos superior e inferior, como
extensionalmente, nas fronteiras laterais do corpo de prova ensaiado.

Esta tese se propde estudar situacdes adicionais ndo cobertas pelas

anteriores investigacdes, segundo o estabelecido no item 5.6.1.
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6.3
Primeiro sinal de SOC: desenvolvimento de interagdes temporais de
longo alcance

De modo a verificar que o modelo elasto-plastico de Mohr-Coulomb em
estudo ¢ espontaneamente conduzido a um estado critico auto-organizado,
desenvolvendo, por conseguinte, memoria de longo prazo, comum a fendmenos
relacionados ao caos fraco, lancou-se mao de 2 (dois) procedimentos.

O primeiro, que utiliza a técnica da propagacdo do dano, serd objeto de
apreciacdo no capitulo 7, ocasido em que sera determinado o valor do pardmetro g
de Tsallis.

O segundo, através do acompanhamento da evolugdo temporal da
deformagao pléstica equivalente média k. Tal estatistica ¢ tomada unicamente
sobre os elementos finitos porventura plastificados na rede, extraindo-se, pois,
desta série temporal, o correspondente expoente de Lyapunov efetivo, i.6.,
calculado ndo apenas para a condi¢do limite # — +oo, mas também avaliado ao
longo de toda a evolugao do sistema [150,151,152].

Em especial, o esquema numérico devido a Wolf [152] utilizado neste
trabalho para a determinagdo do referido expoente, parte, inicialmente, da
reconstru¢ao do atrator no espaco (plano) de fase — neste caso, o estabelecido por

K vs & .Como, no caso em apreco, o algoritmo de plastificagdo descrito no

capitulo 5 avalia, em cada passo de tempo, ambas as deformacdes plasticas e suas
respectivas taxas, o atrator para o sistema geomecanico ¢ um dado acessivel.

Como, de acordo com sua propria definigdo [1], os expoentes caracteristicos
de Lyapunov descrevem a expansao (ou retracdo) do atrator num espaco de fase
multidimensional, ao longo de seus eixos principais (sdo, na verdade, os
autovalores), ¢ facil perceber que apenas um Unico expoente ¢ suficiente para
retratar a variagdo do atrator do sistema elasto-plastico em estudo.

Efetivamente, a figura (6.1) ilustra o aspecto do seu atrator no plano de fase,
podendo-se notar ser linear, ou seja, hd apenas uma tUnica direcdo possivel de

variagao.
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Figura 6.1 — Atrator do sistema elasto-plastico amortecido.

Assim, um Unico expoente de Lyapunov serd suficiente para retratar o
comportamento do sistema geomecanico, visto do plano de fase.

Ao leitor poderia parecer natural, em se tratando da evolugdo temporal de
um sistema constituido por muitas unidades interagentes (many-body system),
que, na caracterizacdo do espacgo de fase de tal sistema, fosse necessario lancar-se
mao de uma série de expoentes caracteristicos. No entanto, convém ressaltar que o
sistema em analise é amortecido, o que faz com que a dimensdo de imersdo do
atrator no espago de fase seja, necessariamente, reduzida (unidimensional, neste
caso).

Neste sentido, sistemas hamiltonianos — 1.€., conservativos -, em virtude do
teorema de Liouville, que condiciona a incompressibilidade de volumes no espago
de fase, devem ter o seu espectro de expoentes caracteristicos agrupados em pares
de valores positivos e negativos, razdo pela qual, no estudo da sensibilidade de
tais sistemas as condi¢des iniciais, tal como propugnado no topico 3.5, é
suficiente analisar-se somente o maior deles.

Portanto, se o sistema geomecanico em estudo apresenta caos fraco, entdo,
este segundo procedimento deverd fornecer, obrigatoriamente, 4 — 0 para
periodos de tempo muito grandes.

As figuras 6.2 a 6.7 exibem a série temporal (nimero de iteragdes) da

deformagdo plastica equivalente média, ao passo que os correspondentes
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expoentes de Lyapunov efetivos, para distintas condi¢des iniciais e valores dos

parametros de resisténcia ¢y, Om € Y, sao ilustrados nas figuras 6.8 a 6.13.
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Def. Plast. Equivalente Media
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0.00 2000.00 4000.00 6000.00

Numero de Iteracoes

Figura 6.2 — Evolugao temporal (nimero de iteragdes) da deformagao plastica

equivalente média (CC1, MPP). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.001.
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Figura 6.3 — Evolugao temporal (nimero de iteragbes) da deformacgao plastica

equivalente média (CC1, MPP). O coeficiente de amortecimento é igual a 0.01.
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Figura 6.4 - Evolugéo temporal (numero de itera¢des) da deformagéo plastica
equivalente média (CC1, MPA). O coeficiente de amortecimento é igual a 0.001.
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Figura 6.5 — Evolugao temporal (niUmero de iteragbes) da deformagao plastica

equivalente média (CC2, MPP). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.001.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124955/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0124955/CA

120

0.40
<
S
é) 0.30 |
D
e L
=
]
=
<
2
5 o020r¢
o
=
- L
)
<
=
A~
%S 010+
a
0.00
0.00

2000.00 4000.00 6000.00
Numero de Iteragoes

Figura 6.6 - Evolugao temporal (niUmero de iteragdes) da deformagéo plastica

equivalente média (CC2, MPP). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.01.
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Figura 6.7 - Evolugao temporal (nUmero de iteragdes) da deformagéo plastica

equivalente média (CC3, MPP). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.001. A linha

tracejada representa uma evolugéo em lei exponencial (observar a escala de valores no

eixo das ordenadas).
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Figura 6.8 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.2.
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Figura 6.9 - Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.3.
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Figura 6.10 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.4.
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Figura 6.11 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.5.
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Figura 6.12 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.6.
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Figura 6.13 — Expoente de Lyapunov efetivo calculado da série temporal da figura 6.7.
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Observe-se que os resultados concordam magnificamente com o que se
deveria esperar. Efetivamente, as figuras sugerem que, na faixa dos parametros
utilizados nas andlises numéricas desta tese, 0 expoente caracteristico de
Lyapunov € um parametro muito robusto, tendendo invariavelmente ao valor nulo,
independentemente das condi¢cdes de contorno aplicadas, do comportamento
atribuido aos parametros de resisténcia, e da magnitude do amortecimento
utilizado.

O leitor ndo devera considerar muito rigorosamente a afirmagdo do
paragrafo precedente, pois ¢ natural imaginar-se que tal robustez tenha sempre um
limite de validade, ndo existindo, rigorosamente, nenhum sistema fisico que ndo
necessite, em algum momento de sua evolugdo, de um ajuste de pardmetros
efetuado externamente.

Ademais, observa-se que, para a situagdo do material ja rompido (figuras 6.7
e 6.13), a série temporal apresenta evolucdo em lei exponencial, e o decaimento
do expoente caracteristico de Lyapunov ¢ nitidamente mais vagaroso.

Por fim, apesar do amolecimento catastrofico do material em deformagéo, o
aludido expoente continuou a apresentar um comportamento consistente de
tendéncia monotdnica a zero, ndo se detectando, por conseguinte, a presenca de

caos forte no sistema, como [132] poderia fazer crer.
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6.4
Segundo sinal de SOC: desenvolvimento de interagdes espaciais de
longo alcance

A invaridncia de escala correspondente aos padrdes espaciais de deformacao
pléastica, obtidos nas simulagdes numéricas, foi determinada pela fungio
multifractal f(e) [153,154], utilizando-se, para tanto, o algoritmo de contagem de
caixas (box-couting) [155,156,157].

Posteriormente, os resultados foram verificados por intermédio do algoritmo
de Grassberger — Procaccia [158,159], sendo que, em todos os casos considerados,
ambos os procedimentos forneceram resultados muito proximos.

As figuras 6.14 a 6.18 fornecem as isocurvas das deformacdes plasticas
equivalentes apos 6000 iteracdes, para distintas condi¢des de contorno e valores

dos parametros de resisténcia, tal como estabelecido no item 5.6.
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Figura 6.14 — Isocurvas de deformagéo plastica equivalente, mostrando-se as bandas de
cisalhamento (area hachurada). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.001 (CCH1,
MPP).
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Figura 6.15 — Isocurvas de deformacao plastica equivalente, mostrando-se as bandas de

cisalhamento. Notar as distorgées na area hachurada, fruto do super-amortecimento. O

coeficiente de amortecimento é igual a 0.01 (CC1, MPP).
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Figura 6.16 — Isocurvas de deformagéao plastica equivalente, mostrando-se as bandas de

cisalhamento (area hachurada). O coeficiente de amortecimento é igual a 0.001 (CCH1,

MPA).
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Figura 6.17 — Isocurvas de deformacao plastica equivalente, mostrando-se as bandas de

cisalhamento (area hachurada). O coeficiente de amortecimento € igual a 0.001 (CC2,

MPP).
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Figura 6.18 — Isocurvas de deformagéao plastica equivalente. Observar a auséncia de

padréo espacial, comparativamente as figuras anteriores. O coeficiente de

amortecimento € igual a 0.001 (CC3, MPP).
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Pode-se notar que a geometria dos padrdes espaciais € funcdo, naturalmente,
das condigdes de contorno, da intensidade do amortecimento e dos valores dos
parametros de resisténcia utilizados nas simulacdes.

Observe-se, ainda, a presenca de zonas de concentracdo de deformacgdes
plasticas, em que o cisalhamento do material ¢ levado a cabo de forma muito
intensa.

Normalmente, nestas regides de fraqueza e perturbagao estrutural, o material
rochoso encontra-se bastante alterado e esmigalhado (milonitizado), constituindo-
se, por conseguinte, em objeto de preocupagdo dos engenheiros, mormente
quando se trata de fundagdes de barragens ou estabilidade de encostas.

Estas bandas de cisalhamento (shear bands), como siao habitualmente
conhecidas, estdao relacionadas as propriedades plasticas do material, decorrentes
do carater ndo-associativo de sua lei de fluxo.

Note-se, igualmente, a auséncia de padrio espacial, no caso do material ja
previamente rompido.

Portanto, se 0 modelo geomecanico sob investigacdo é auto-organizativo,
entdo, necessariamente, estes padrdoes espaciais serdo figuras fractais,
apresentando correlagdes espaciais de longo alcance.

De modo a verificar se isto realmente estd se passando, as dimensdes
fractais generalizadas Dy e D, foram avaliadas para as regides hachuradas das
figuras 6.14, 6.16 e 6.17, o resultado mostrado nas figuras 6.19 a 6.24. As retas
tracejadas s@o leis de poténcia ajustadas aos dados experimentais, tal como

indicado no capitulo 1.
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Figura 6.19 — Determinacao da dimensao fractal D, = 1.79 (expressao 1.1) das bandas
de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.14 (CC1, MPP).
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Figura 6.20 — Determinagéo da dimensao de correlagdo D, = 1.62 (expressao 1.12) das

bandas de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.14 (CC1, MPP).
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Figura 6.21 — Determinagao da dimensao fractal D, = 1.79 (expressao 1.1) das bandas
de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.16 (CC1, MPA).
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Figura 6.22 — Determinacao da dimensao de correlagéo D, = 1.65 (expressao 1.12) das

bandas de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.16 (CC1, MPA).
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Figura 6.23 — Determinagéo da dimenséo fractal D, = 1.79 (expresséo 1.1) das bandas
de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.17 (CC2, MPP).
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Figura 6.24 — Determinacao da dimensao de correlagéo D, = 1.61 (expressao 1.12) das

bandas de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.17 (CC2, MPP).
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Pode-se notar que, em razdo da finitude do sistema (apenas 400
elementos), o comportamento em lei de poténcia, esperado para objetos fractais,
s0 se cumpre num reduzido trecho da curva.

O autor realizou simulagdes com o mesmo modelo numérico, porém com
um numero consideravelmente maior de elementos (3200), de modo a se tentar
minimizar o aludido efeito, diagnosticado nos graficos anteriores. O resultado,
apos 30.000 iteragdes, para a condigdo de contorno do tipo (CC1,MPP), esta
mostrado na figura (6.25).
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Figura 6.25 — Isocurvas de deformagéo plastica equivalente, mostrando-se as bandas de
cisalhamento (area hachurada). O numero de elementos da malha é de 3200, sendo o

coeficiente de amortecimento igual a 0.001 (CC1, MPP).

A figura (6.26) apresenta o comportamento de escala das bandas de

cisalhamento.
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Figura 6.26 — Determinagéo da dimensao fractal Dy= 1.11 (expressao 1.1) das bandas
de cisalhamento (area hachurada) da figura 6.25, para o caso de uma malha de 3200
elementos (CC1, MPP).

Embora ainda apresente o aludido efeito de finitude, a lei de escala do
sistema, calculada para a regido hachurada, se estende, desta feita, por uma
extensao bem maior.

O leitor ndo devera estranhar o fato de, neste caso, a dimensao fractal ter
adquirido um valor bem inferior a calculada para a figura (6.14). Como se vera no
topico (7.1), o modelo numérico elasto-plastico, baseado no chamado continuo
cldssico, comumente apresenta padrdes espaciais que dependem fortemente da
discretizacdo e orientagdo da malha de elementos finitos. Assim, as regides
cizalhadas da figura (6.25) apresentam-se muito mais estreitas que as da figura
(6.14), acarretando, por conseguinte, um valor de dimensao fractal bem inferior.

Portanto, efetivamente, o sistema em estudo desenvolveu, ao longo de sua
evolucdo, interagdes de longo alcance, tanto temporais, caracterizadas pela
tendéncia assintotica a zero do expoente de Lyapunov do sistema, como espaciais,
caracterizadas pela estruturacdo fractal no campo de deformagdes plasticas.

Uma vez que o comportamento entropico ndo-extensivo tem sido

reiteradamente utilizado como uma possivel medida da complexidade de sistemas
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auto-organizativos [160], o proximo capitulo tratard da determinag¢do do indice

entropico de Tsallis.
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