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A
Teorema Espectral

A fungao de correlagao temporal de dois operadores A(t) e B(t') é

Fpa(t,t") = (B(t")A(t)) (A1)

Fap(t,t") = (A(t)B(t")) (A.2)

onde (...)denota o valor médio estatistico. Seja J(w) a transformada de

Fourier de Fz4. Entao® para t =t/

(BA) — % " ) o (A3)

(AB) = % | [ O:O J(w) e dw (A.4)

onde (3 é o inverso da temperatura. Vimos no capitulo 2 que as funcoes de

Green (FG), eq.(2.1), envolvem o comutador a tempos iguais. Mas

(14.8) = o [ J@) (e 1) do (A5)
Como”
J(w) = lim ——— { (A4 B)) oy — (A By e
J(@) = s DA B (A6)
obtemos
(14,8) = —— [~ 1m((4; B (A7)

Para os operadores A e B

.
A= OkoOk+qo

— 4t _ At
B — ak+qo_ako- —_— A 9

o valor médio do comutador [A, B] é
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Apéndice A. Teorema Espectral

<[Aa B]> = Nko — Nk+qo
que substituido em (A.7) d&
1 o]
Nko = Nk4qo — ; /_ ImGkakcr(Qaw) dw
onde

Gropo' (0:@) = ({04 Ot g0 Ty gorpar))., -

Somando-se a eq.(A.10) sobre os momentos ¢

1 1 00
Nk = N ; Nktqo — m g /—oo [mGkakU<q; w) dw
obtemos

1 00
Nkoe = <no> - m Z /_ ImGkakU<Q7w> dw
q J—o

onde (ny) é o nimero de elétrons o por sitio.

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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B
Calculo da susceptibilidade livre, x°(q,w)

A susceptibilidade livre pode ser calculada a partir da eq.(2.53) no limite

continuo, considerando o nimero de ocupacao nao renormalizado,
HF _
Ny = 0(Ep —ek), (B.1)

a funcao degrau em 7' = 0K. Na fase paramagnética ny = ny = ny e

x{ = x] = x°. Assim,
T dk NE—n
0 k k+q
P , B.2
@) 7 2T W — (Eprq — €k) + 1€ (B-2)
que considerando a identidade
lim —— — PL + iré(x) (B.3)
ggélerj:iﬁ_ g T '
fornece para as partes real e imaginéria de x°(w,w):
T dk NE — Mg+
Rex’(q,w) = — 4 B.4a
Vlg.w) = [ GEt e (B.4a)
0 ™ dk
Ia.0) = = [* Bl = mg)blo — (reg ) (BAD)

Em (B.3), P denota a parte principal da integral de i

Célculo da parte real:

T dk N T dk Nk+q

w2 w — (ehpq —Ex)  Jm 2w — (Corq — 1)

Rey® =

Fazendo k + ¢ — k na segunda integral

'™ dk Nk T dk Nk

Rey® =

w2 w — (ehpq — k) Jm2mw — (ek —hyg)

e k — —k na segunda integral, obtemos:

Mas

Ektq — €k = —2c0s(k 4+ q) +2cosk = 4sen (k + ¢/2) sen q/2
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pois
g = —2cosk.
Entao
Rey? — /kF dk 8sen (k + 1) sen £ | (B.5)
J—kp 2mw? — 16 sen 2(k + q/2) sen 2q/2

onde se observa que Rex? é simétrico em w. Esta relacao pode ser reescrita

COINo.

ke dk 8sen (k + 1) sen £

Rex’ = / — 2
J—kp 2mw? — 16 sen 2¢q/2 4 16 cos?(k + ¢/2) sen 2q/2

onde também se nota a simetria nos momentos ¢q. Fazendo a transformacgao:
k+q/2 — k, temos

o A4 [krt3 sen k sen 4
Rex” = —/ . (B.6)
T J-kpt+$  w?—16sen2q/2 4 16 cos? k sen 2¢/2
Definamos w? — 16 sen 2q/2 = —z e u = cos k; com isto
4 q [ du
Rey’ = —=sen 4 |
x 709 ) T+ 16u2 sen 2q/2
1 © du
Rex® = — / . a=rel
X 4rsend ) u? F a? @ rea
onde
2 Z
= >0
¢ 16 sen 24 i
(B.7)
2 _ 2|
a” = W se z <0

2

A integral vai de u,, = cos(—kp + q/2) a up; = cos(kp + q/2). O sinal —(+)
se aplica para z > 0(z < 0).
Se z < 0, a integral da

1 u

— arctg —
a a

Rer0 —1 . cos(kp + %) | . cos(—kp + 1)
ex! = ——=arctg | ———2-| —arctg | —————2-
X | 2|1/2 & |z[1/2 /4 sen € | 8 |2[1/2/4 sen €

T ER - 212
ey’ = ——=<arc — arc
X | z|1/2 & 4sen £ cos(kp + 1) | & 4 sen £ cos(—kp + 1)

(B.8)
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Se z >0 e |up m| > a, a integral dd

u

1 1
——arc cotgh <—) = ——arctgh (ﬁ)
a a u

a

e

Rex® = — tgh iy tgh oy
ex! = ——= {arc — arc
X 7| 2|1/ & 4sen £ cos(kp + 2) 8 4sen 4 cos(—kp + %)

(B.9)
Se z >0 e |uy, m| < |al, a integral é
_—arctghg = —arc cotghg
a a a u
e
1 |Z’1/2 ’2‘1/2
Rex’ = —— tgh — tgh
x | z|1/2 {arcco & [4 sen £ cos(kp + 2) arecots 4sen £ cos(—kp + %)
(B.10)
Célculo da parte imaginaria:
0 1 " 1 ™
Imy” = ) /_ dkngd(w — (€psq — €k)) + 3 /_ dkngyq6(w — (Sktq — €k))
(B.11)

que utilizando as transformacgoes k+q — k e em seguida, k — —k no segundo

termo,e (B.1), se torna

1 rk
Imy° = ) / ) {6(w —4sen (k+ q/2)sen (q/2)) — 6(w + 4 sen (k+ q/2) sen (q/2))} dk
J—kp
onde se observa a antissimetria em w; a simetria em ¢ se mostra facilmente.
Fazendo k + q/2 — k,
1 rkrt+q/2

Imy? = —=
X 2 J—kp+q/2

Mas

dk {5(w — 4 sen k sen g) — 8(w + 4 sen k sen q/2)} (B.12)

() = & bl =) (B.13)

onde os z; sao os zeros simples de f(z).
Na primeira delta em (B.12),

f(k) :w—4senkseng

cujos zeros simples sao:
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sen k; = w/4 sen g = k; = arcsen(w/4 sen g) (B.14)
e
w2 1/2 ’2‘1/2
= (1-—% ) = . B.15
o8 < 16 senQ%) 4 sen £ ( )

(B.14) existe se T se‘r‘q/2| < 1ouz>0. Se z for negativo, a funcao delta nao

é efetiva e esta contribuicao se anula, o que corresponde a funcao degrau,
0(z). Como

d _ q _ 1/2
%f(/{)‘k:ki = —4cosk; sen 5= —|z]
a contribuicao da primeira delta d& :
0(2) kp+q/2
Imx® S / dk6(k — k). B.16
(I = 5 [ dksth— k) (5.16)

Esta contribuigao sera zero a menos que —kp + 2 < k; < kp + %, o que , por

sua vez, é equivalente a diferenca entre duas fungoes 6:

(Imx°(q,w); = 2_|§|(1Z/Z {8 (k’ +hkp = g)

_ 0 </< k- g) } . (B.17)
Para a segunda fungao delta em (B.12) temos que
f(k) =w+4sen k sen g

Um calculo semelhante ao anterior conduz a

(Imx°(gq,w)s = 2?5;)/2 {9 (—k‘i + kp — g)

y <—ki e — %)} . (B.18)

onde k; é dado por (B.14). Apds algumas manipulagoes algébricas, se pode

verificar que a condigao k; + kp — 2 > 0 é equivalente a
l22 g4 w
Ep + =5—cotg 1 + % > 0.
Procedendo de maneira similar com as demais expressoes, chegamos

finalmente a

(Imx(g,w) = &) {9 (EF LB g E)

o 2|z|1/2 2 2 2
2]V 4w 2] g, w
0| E tg=——=|—0(F tg =+ —
+ (F—l— 5 cog2 5 F+ 5 cog2+2

22 g w
Z (EF 5 cotg 5 + 5 (B.19)
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C

Teorema de Hellmann-Feynman

Consideremos a hamiltoniana de Hubbard (puro) descrita em termos de um

parametro de acoplamento A

U
H(\) = XHD + Hin (C.1)

onde Hj é o termo livre e Hj,; o de interacao :
HO = Z t,-ja;-f,ajg
i7.j7o.
(C.2)
Hiyy = Uznnnu
i

com U > 0. Para A = U, temos que H(U) vai corresponder ao modelo de

Hubbard e, para A tendendo ao infinito, H(oc) vai ao termo de interagao.
Para uma ocupagao n < 1, a energia do estado fundamental de H(o0) é

nula, posto que é sempre possivel distribuir os elétrons sem dupla ocupacao.

A equacao de Schodinger independente do tempo agora é

HM[$o(A) = EN)[¢o(A)) (C.3)

onde Yg(N) é o vetor do estado fundamental que supusemos satisfazer a

condicao de normalizacao:

{o(M]eo(A)) =1 (C4)

para qualquer A no intervalo (U, c0). De (C.3)

BN = (o) H O oY), (©5)
e sua derivada em relacao a A é
L) _ (D00 3 ) + () ()| 202
+ <¢0(/\) %ﬁ\)\)hﬂo@»
d dH (A
= BO) - () + (o M ) ()


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9725015/CB


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 9725015/CB

Apéndice C. Teorema de Hellmann-Feynman 78

dE(N) dH())
- <¢o()\) T\¢0(A)>- (C.7)
De (C.1) temos que
dH(\) H
o - U (©)
e
dE (A H,
BN — o o) (©9)
que integrando entre U e oo, fornece
B(oo) — B(U) = ~U [ (uo(0)] Sefo())ax (C10)
Como E(00) é nula, a energia do estado fundamental ¢ dada por
E(U) = U./Uoo T;j) d\ (C.11)
com
T(A) = (tho(A)[Ho|to(A))- (C.12)

A demonstracao permanece valida para a hamiltoniana de Hubbard

estendida com termo de interacao entre segundos vizinhos, i. é:
Hint = UZ Uz + ‘/1 ZTLZ'TL@'JA + ‘/2 Z n;niqo , (Cl3)

com Vi e V4 > 0, mas precisamos conhecer F(00).
Vamos entao determinar E(co) paran < 1. Paran = 1/2, 1. é, cadeias
como preenchimento um quarto, podemos distribuir os elétrons como segue

(numa notagao ébvia):

Tololo]lol E(oo)z% (C.14a)
ou

looollooo . E(oo)_¥ (C.14b)
ou

Tloolloo , E(co)= N4V1 (C.14c)
e a energia fundamental por sitio é a menor dentre:

E(U, V1, Va) = %/UOO TA(QA) d\ + % (C.15a)
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Apéndice C. Teorema de Hellmann-Feynman 79

ou
E(U, VA, V) / in+ g (C.15b)

1 2 N )\2 .

ou
U =T\ Vi

BE(U Vi, Va) = = / )+ 1
(U, V1, Va) Nl e + 1 (C.15c¢)
Para n = 1, distribuimos m < % sitios duplamente ocupados com

vizinhos desocupados (energia (U + 4V2)m). Os N — 2m elétrons restantes
serao distribuidos por todos os demais sitios sem dupla ocupacao (energia

(N = 2m)(Vi + VB)), . ¢

1o 1L o Tl o Tl o 1l E(co):(U+4Ve)m (C.16a)

T T LT LT LT E(eo):(N—2m)(Vi+15) (C.16b)

Entao,

E(c0) = (U + 4Va)m + (N — 2m) (V1 + V2)
= (U +2Vs — 2Vi)m + NV, + NVj . (C.17)

Se U + 2V5 > 2V}, minimiza-se F com m =0 e

E(c0) = NV; + NV, (C.18a)
(representagao (C.16b)).
Se U + 2V5 < 2V, minimiza-se F com m = % e
NU

(representagao (C.16a)). Assim, a energia do estado fundamental por sitio

sera
U oo d\T(\
E(U, V1, Va) = —/ ) +Vi+V, (C.19a)
N Ju A2
para U + 2V, > 2V}, e
dAT U
E(U, Vi, Va) = N/ + 5+ 2 (C.19b)

para U 42V, < 2Vi.  Se V4 é muito grande (Vo > max(U, V1)/2), a interacao

entre segundos vizinhos deve ser evitada, e o estado fundamental sera:

W1l oo Tl Tl oo (C.20)
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com energia F(oco) = N(U/2 + Vj). Para valores intermediarios dos

parametros, a configuragao

M1 o 1L 1 o (C.21)

fornece o estado fundamental, com F(oo) = N(U + 2V; 4 2V4)/3.
Quando V5 = 0—modelo de Hubbard estendido sem interagao entre os

segundos vizinhos—temos para a energia do estado fundamental

E(U W) =

d)\T U U+2V;
= / T Ehy (C.22)

+ min(Vy, — 5 3

com a correspondente configuragao .
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