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Resumo

Rodrigues, Marcos Antonio Campos; Martha, Luiz Fernando Campos
Ramos (Orientador); Burgos, Rodrigo Bird (Co-orientador). Solucdes
integradas para as formulagdes do problema de nio linearidade
geométrica. Rio de Janeiro, 2019. 297p. Tese de Doutorado -
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Uma analise ndo linear geométrica de estruturas, utilizando o Método dos
Elementos Finitos (MEF), depende de cinco aspectos: a teoria de flexdao, da
descri¢do cinematica, das relagdes entre deformagdes e deslocamentos, da
metodologia de andlise ndo linear e das funcdes de interpolagio de
deslocamentos. Como o MEF ¢ uma solugdo numérica, a discretizagdo da
estrutura fornece grande influéncia na resposta dessa analise. Contudo, ao se
empregar funcdes de interpolagdo correspondentes a solugdo homogénea da
equacao diferencial do problema, obtém-se o comportamento exato da estrutura
para uma discretizacdo minima, como ocorre em uma analise linear. Assim, este
trabalho visa a integrar as solu¢des para o problema da nao linearidade
geométrica, de maneira a tentar reduzir essa influéncia e permitir uma
discretizagdo minima da estrutura, considerando ainda grandes deslocamentos e
rotagdes. Entdo, utilizando-se a formulacdo Lagrangeana atualizada, os termos
de ordem elevada no tensor deformagao, as teorias de flexao de Euler-Bernoulli
e Timoshenko, os algoritmos para solucao de problemas nado lineares e fungdes
de interpolagdo, que consideram a influéncia da carga axial, obtidas da solugdo
da equagdo diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal na condi¢ao
deformada, desenvolve-se um elemento de portico espacial com uma formulagao
“completa”. O elemento ¢ implementado no Framoop e sua resposta, utilizando-
se uma discretizacdo minima da estrutura, ¢ comparada com formulagdes usuais,
solugdes analiticas e com o programa Mastan2 v3.5. Os resultados evidenciam a
eficiéncia da formulagdao desenvolvida para prever a carga critica de estruturas

planas e espaciais utilizando uma discretizagao minima.

Palavras-chave
Matriz de rigidez tangente; Fungdes de interpolacdo analiticas; Teoria de

flexdo de Timoshenko; Analise ndo linear geométrica.
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Abstract

Rodrigues, Marcos Antonio Campos; Martha, Luiz Fernando Campos
Ramos (Advisor); Burgos, Rodrigo Bird (Co-advisor). Integrated
solutions for the formulations of the geometric nonlinearity problem.
Rio de Janeiro, 2019. 297p. Tese de Doutorado - Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

A structural geometric nonlinear analysis, using the finite element method
(FEM), depends on the consideration of five aspects: the bending theory, the
kinematic description, the strain-displacement relations, the nonlinear solution
scheme and the interpolation (shape) functions. As MEF is a numerical solution,
the structure discretization provides great influence on the analysis response.
However, applying shape functions calculated from the homogenous solution of
the differential equation of the problem, the exact behavior of the structure is
obtained for a minimum discretization, as for a linear analysis. Thus, this work
aims to integrate the solutions for the formulations of the geometric nonlinearity
problem, in order to reduce this influence and allow a minimum discretization of
the structure, also considering, large displacements and rotations. Then, using an
updated Lagrangian kinematic description, considering a higher-order Green
strain tensor, The Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories, the nonlinear
solutions schemes and the interpolation functions, that includes the influence of
axial force, obtained directly from the solution of the equilibrium differential
equation of an deformed infinitesimal element, a spatial bar frame element is
developed using a “complete” formulation. The element was implemented in the
Framoop, and their results, for a minimum discretization, were compared with
conventional formulations, analytical solutions and with the software Mastan2
v3.5. Results clearly show the efficiency of the developed formulation to predict

the critical load of plane and spatial structures using a minimum discretization.

Keywords
Tangent stiffness matrix; Analytical interpolation functions; Timoshenko

beam theory; Nonlinear geometric analysis.
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Lista de Simbolos

Parametros geométricos gerais

X
Y
VA

= xS

j
aj

~— =

eixo global de um modelo estrutural.
eixo global de um modelo estrutural.
eixo global de um modelo estrutural.
eixo local de uma barra na sua diregdo longitudinal

eixo local de uma barra em uma das dire¢gdes transversais
associada a uma direcao principal da sec¢ao transversal da barra.

eixo local de uma barra em uma das dire¢gdes transversais
associada a uma direcao principal da sec¢ao transversal da barra.

comprimento de um elemento infinitesimal de barra.
comprimento de uma barra.

posicao final de um vetor espacial apds rotacao.
posicao inicial de um vetor espacial anterior a rotacao.
matriz de transformacé&o espacial ortogonal.

ponto em uma secao transversal apds rotacao.

ponto em uma secao transversal anterior a rotagao.

Parametros geométricos de secao transversal

h

A
X
AS

~

altura genérica da secéao transversal.

area da secao transversal.

fator de forma que define a area efetiva para cisalhamento.

area da secao transversal efetiva para cisalhamento genérica,
A =A4/y.

momento de inércia a flexdo da secao transversal genérico.
constante de torcao da secao transversal.

momento de inércia a flexdo da secado transversal em relagdo ao
eixo y.

momento de inércia a flexdo da secado transversal em relagcdo ao
eixo z.

momento polar de inércia da sec¢&o transversal.

indice de esbeltez de barra dado por: L/h
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parametro auxiliar genérico para caracterizagdo de elementos de
barra: Q=EI/ yGAL .

parametro auxiliar para caracterizacao de elementos de barra no
plano xy: Q= EI_/ yGAL .

parametro auxiliar para caracterizacao de elementos de barra no
plano xz: Q=EI,/ yGAL .

Parametros do campo de deslocamentos de barras

)

[V]

P

operador diferencial.
matriz de operadores diferenciais que relaciona componentes de
deformacédo com o campo de deslocamentos.

deslocamento axial de um ponto qualquer do interior de uma barra
na direcao de x.

deslocamento transversal de um ponto qualquer do interior de uma
barra na direcao de y.

deslocamento transversal de um ponto qualquer do interior de uma
barra na direcao de z.

deslocamento axial (na dire¢ao de x) de ponto do eixo da barra.

deslocamento transversal na diregdo de y de ponto do eixo da
barra.

parcela local de engastamento perfeito (estagio 1) do
deslocamento transversal de ponto do eixo da barra.

parcela global de modelo discreto (estagio Il) do deslocamento
transversal de ponto do eixo da barra.

parcela homogénea da solugdo analitica do deslocamento
transversal de ponto do eixo da barra.

parcela particular da solucdo analitica do deslocamento
transversal de ponto do eixo da barra.

deslocamento transversal na direcdo de z de ponto do eixo da
barra.

deslocamento transversal na extremidade inicial da barra para um
carregamento genérico.

rotacdo da secgao transversal por flexdo de um ponto de barra.

parcela homogénea da solugdo analitica da rotagcéo por flexao de
ponto de barra.
parcela particular da solugcdo analitica da rotacdo por flexdo de
ponto de barra.
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rotacdo da secao transversal por flexdo em torno do eixo x de um
ponto de barra.

rotagado da secao transversal por flexdo em torno do eixo y de um
ponto de barra.

rotacdo da secao transversal por flexdo em torno do eixo z de um
ponto de barra.

rotacdo da secado transversal na extremidade inicial da barra para
um carregamento genérico.

vetor do campo de deslocamentos generalizados em uma barra.
raio de curvatura da elastica transversal v, da barra.

deslocamento axial na extremidade inicial da barra.

deslocamento axial na extremidade final da barra.

deslocamento transversal na extremidade inicial no plano local xy

de uma barra.

deslocamento transversal na extremidade inicial no plano local xz
de uma barra.

rotacédo na extremidade inicial no plano local xy de uma barra.
rotacdo na extremidade inicial no plano local xz de uma barra.
deslocamento transversal na extremidade final no plano local xy de
uma barra.

deslocamento transversal na extremidade final no plano local xz de
uma barra.

rotacado na extremidade final no plano local xy de uma barra.
rotacdo na extremidade final no plano local xz de uma barra.
vetor de deslocamentos axiais, transversais e rotagées nodais em

uma barra.

vetor de deslocamentos axiais nodais em uma barra.

vetor de deslocamentos transversais e rotacdes nodais no plano
local xy de uma barra.

vetor de deslocamentos transversais e rotagdes nodais no plano
local xz de uma barra.

constante de integracdo do campo de deslocamentos e rotagdes
de barra.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

vetor das constantes de integragdo do campo de deslocamentos e
rotacdes de barra.

matriz dos polinbmios de interpolagdo do campo de
deslocamentos e rotagdes de barra.

matriz dos polinbmios de interpolagio do campo de
deslocamentos e rota¢des avaliados nas coordenadas nodais.

matriz das fun¢des de forma de uma barra genérica.

vetor das fungdes de forma de deslocamento axial de uma barra
genérica.

vetor das funcdes de forma de deslocamento transversal no plano
local xy de uma barra genérica.

vetor das fung¢des de forma de deslocamento transversal no plano
local xz de uma barra genérica.

vetor das fung¢des de forma de rotacdo em torno do eixo local x de
uma barra genérica.

vetor das fungdes de forma de rotagdo no plano local xy de uma
barra genérica.

vetor das funcdes de forma de rotagdo no plano local xz de uma
barra genérica.

funcao de forma de deslocamento axial para deslocabilidade axial
na extremidade inicial da barra.

funcdo de forma de deslocamento axial para deslocabilidade axial
na extremidade final da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xy
para deslocabilidade transversal na extremidade inicial da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xy
para deslocabilidade rotagcdo na extremidade inicial da barra.

fungdo de forma de deslocamento transversal no plano local xy
para deslocabilidade transversal na extremidade final da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xy
para deslocabilidade rotacao na extremidade final da barra.

funcdo de forma de rotagdo no plano local xy para deslocabilidade
transversal na extremidade inicial da barra.

funcao de forma de rotagdo no plano local xy para deslocabilidade
rotacdo na extremidade inicial da barra.
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Ny
Ny
Ny
Ny
Ny

1

N’

1

funcdo de forma de rotagdo no plano local xy para deslocabilidade
transversal na extremidade final da barra.

funcao de forma de rotagado no plano local xy para deslocabilidade
rotacdo na extremidade final da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xz
para deslocabilidade transversal na extremidade inicial da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xz
para deslocabilidade rotagcdo na extremidade inicial da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xz
para deslocabilidade transversal na extremidade final da barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal no plano local xz
para deslocabilidade rotacao na extremidade final da barra.

funcdo de forma de deslocamento axial para deslocabilidade axial
genérica na barra.

funcdo de forma de deslocamento transversal para deslocabilidade
transversal genérica na barra.

Parametros do campo de deformagodes de barras

g, &

X XX

deformacdo normal na direcdo axial de uma barra.

deformacéo normal na diregcao transversal de uma barra.
distorcdo de cisalhamento de um ponto de uma barra no plano xy.
distorcido de cisalhamento de um ponto de uma barra no plano xz.

deformacéo normal na direcdo axial devida ao efeito axial em uma
barra: ¢’ =du, / dx .

gradiente da rotagao por flexdo: x/ =dé/dx.

deformacdo normal na direcdo axial devida ao efeito de flexdo em
uma barra.

distor¢céo por cisalhamento genérica.

vetor de deformagdes generalizadas do elemento infinitesimal de
barra.

tensor deformacdo de Green-Lagrange em uma configuragao
desconhecida.

tensor deformacdo de Green-Lagrange em uma configuragao
conhecida.

incremento de deformacgéao entre duas configuragdes.
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Ae.

Ae
Ae
Ae

Xz

Any
An,,

A Ny

An,.

parcela linear genérica do tensor deformagéo de Green-Lagrange.
parcela linear do tensor deformacdo de Green-Lagrange na
direcao axial em uma barra.

parcela linear da distor¢ao de cisalhamento do tensor deformacao
de Green-Lagrange de uma barra no plano xy.

parcela linear da distor¢ao de cisalhamento do tensor deformacéao
de Green-Lagrange de uma barra no plano xz.

parcela nao linear genérica do tensor deformacdo de Green-
Lagrange.

parcela ndo linear do tensor deformacao de Green-Lagrange na
direcao axial em uma barra.

parcela néo linear da distorcdo de cisalhamento do tensor
deformacgao de Green-Lagrange de uma barra no plano xy.

parcela nao linear da distorcdo de cisalhamento do tensor
deformacgao de Green-Lagrange de uma barra no plano xy.

Parametros do campo de tensdes de barras

GX > TXX
g,

T,

TXZ
S;j(HAt)
Tij(t)
At

tensao normal na direcéo x.

tensdo normal na direcéo y.

tens&o de cisalhamento por efeito cortante na diregao local y.
tensao de cisalhamento por efeito cortante na direc&o local z.
segundo tensor tensao de Piola-Kirchoff.

tensor tensédo de Cauchy.

incremento de tensao entre duas configuragdes.

Parametros da lei constitutiva de materiais e rigidez

E

G

|4

Cijkl

[5]

modulo de elasticidade para uma solicitagao uniaxial (propriedade
de material).

modulo de cisalhamento (propriedade de material).
coeficiente de Poisson (propriedade de material).

relagao constitutiva do material.

matriz de rigidez do elemento infinitesimal de barra.

Parametros das solicitagcoes externas aplicadas em barras

p(x)

taxa de carregamento de forga longitudinal distribuida (na diregéao
local x) na barra.
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P,

Py

v

T

T Nz

-

taxa de carregamento de forga longitudinal distribuida no inicio da
barra.

taxa de carregamento de forga longitudinal distribuida no final da
barra.

carga concentrada aplicada em um elemento de barra.

carga momento aplicada em um elemento de barra.

taxa de carregamento de forga transversal na barra.

taxa de carregamento transversal distribuido no inicio da barra.
taxa de carregamento transversal distribuido no final da barra.
componente uniforme da taxa de carregamento distribuido ¢ .
componente linear da taxa de carregamento distribuido ¢ .

carga axial genérica constante atuante em elemento infinitesimal.
carga critica de flambagem da estrutura.

momento fletor genérico, ou for¢a no binario de flexao.

forga nos binarios de torgao.

parametro auxiliar para o desenvolvimento da equacéao diferencial
do equilibrio de elemento infinitesimal deformado: x =+P/EI .

parametro auxiliar para o desenvolvimento da equacéao diferencial
do equilibrio de elemento infinitesimal deformado (teoria de flexao

de Timoshenko): A = u/ 1+ 17 .

Parametros dos esforgos internos de barras

N
V

esfor¢co normal (esforgo interno axial ou longitudinal).

esforgo cortante (esforgo interno transversal de cisalhamento)
genérico ou parcela vertical da forga atuante em uma secgéo
transversal.

reagao vertical que atua na extremidade inicial de uma barra para
um carregamento genérico.

reacao vertical que atua na extremidade final de uma barra para
um carregamento genérico.

esforco cortante (esforgo interno transversal de cisalhamento) na
direcao do eixo y.

esforgo cortante (esforgo interno transversal de cisalhamento) na
direcao do eixo z.

esforgo cortante (esforgo interno transversal de cisalhamento).
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vl

y2

{m}

parcela do momento fletor (esforgo interno de flexdo) na direcéao
de rotagdo em torno do eixo x.

momento fletor (esforgo interno de flexdo) na diregdo de rotagéo
em torno do eixo x.

momento fletor (esforgo interno de flexdo) na direcdo de rotagéo
em torno do eixo y.

momento fletor na extremidade inicial da barra (em torno do eixo
local y).

momento fletor na extremidade final da barra (em torno do eixo
local y).

momento fletor (esforgo interno de flexdo) na diregdo de rotagéo
em torno do eixo z.

momento fletor na extremidade inicial da barra (em torno do eixo
local z).

momento fletor na extremidade final da barra (em torno do eixo
local z).

momento fletor que atua na extremidade inicial de uma barra para
um carregamento genérico.

momento fletor que atua na extremidade final de uma barra para
um carregamento genérico.

vetor de esforgos internos do elemento infinitesimal.

Parametros da formulagao das cargas nodais equivalentes

A
f‘l
Ji

R
.
.
B

f‘s '

reacao de engastamento perfeito de barra no sistema local: reagéo
forca ou momento que atua na direcdo da coordenada
generalizada local ', na direcdo de um dos eixos locais, de uma
barra com as extremidades fixas para equilibra-la quando ha uma
solicitagcdo externa genérica.

forca axial que atua na extremidade inicial de uma barra para um

carregamento genérico.

forga transversal que atua na extremidade inicial de uma barra
para um carregamento generico.

momento de flexdo que atua na extremidade inicial de uma barra
para um carregamento genérico.

forga axial que atua na extremidade inicial de uma barra para um
carregamento genérico.

forca transversal que atua na extremidade final de uma barra para
um carregamento genérico.
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ﬁ '

Joo

Jos

Jos

Jos

Joi

momento de flexdo que atua na extremidade final de uma barra
para um carregamento generico.

forca transversal que atua na extremidade inicial de uma barra
para a componente uniforme (¢,) da taxa de carregamento
distribuido ¢.

momento de flexdo que atua na extremidade inicial de uma barra
para a componente uniforme (¢,) da taxa de carregamento
distribuido ¢.

forga transversal que atua na extremidade final de uma barra para
a componente uniforme (g,) da taxa de carregamento distribuido
q.

momento de flexdo que atua na extremidade final de uma barra

para a componente uniforme (g¢,) da taxa de carregamento
distribuido ¢.

reacao de engastamento perfeito de barra no sistema local: reagéo

forca ou momento que atua na direcdo da coordenada
generalizada local i, para a componente uniforme (g,) da taxa de

carregamento distribuido ¢q.

forca transversal que atua na extremidade inicial de uma barra
para a componente linear (¢,) da taxa de carregamento distribuido
q.

momento de flexdo que atua na extremidade inicial de uma barra
para a componente linear (¢,) da taxa de carregamento distribuido
q.

forca transversal que atua na extremidade final de uma barra para
a componente linear (¢,) da taxa de carregamento distribuido ¢.

momento de flexdo que atua na extremidade final de uma barra
para a componente linear (¢,) da taxa de carregamento distribuido
q.

reacao de engastamento perfeito de barra no sistema local: reagéo

forca ou momento que atua na direcdo da coordenada
generalizada local i', para a componente linear (¢,) da taxa de

carregamento distribuido ¢q.

reacdo de engastamento perfeito de barra no sistema local
calculada pela soma componente uniforme (g,) com a
componente linear (g,) da taxa de carregamento distribuido g .
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Parametros da formulacao da matriz de rigidez tangente

Co

C.

1

c

n-1

R(I+AI)

U
Uw

[Ke,xy }

%,

[K,.]

I:Kg,Rotﬁn

configuracgéo inicial indeformada de um elemento de barra.
configurag&o intermediaria de um elemento de barra.

configuragdo imediatamente anterior a final de um elemento de
barra.

configuracéao final de um elemento de barra.

configuragéo indeformada desconhecida de um elemento de barra
devido ao movimento de corpo rigido.

trabalho virtual devido das forgas externas em uma configuragao
desconhecida.

parcela linear da energia de deformagéo interna.

parcela ndo linear da energia de deformacao interna.

matriz de rigidez elastica de um elemento plano genérico no plano
local xy.

matriz de rigidez elastica de um elemento plano genérico no plano
local xz.

matriz de rigidez elastica de um elemento espacial genérico.

matriz de rigidez geométrica de um elemento plano genérico no
plano local xy.

matriz de rigidez geométrica de um elemento plano genérico no
plano local xz.

matriz de rigidez elastica de um elemento plano genérico devido a
torcao pura.

]influéncia das rotagdes finitas na matriz de rigidez geométrica de

um elemento plano genérico.

Parametros para metodologias de analise nao linear

deslocamentos nodais do elemento de barra.

deslocamentos nodais da configuragdo de equilibrio previamente
convergida.

vetor de incremento dos deslocamentos nodais fornecidas pela
iteracao j, do incremento /.

atualizacdo nos deslocamentos nodais fornecidas pela iteragao
anterior j-1, da iteragao j.
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vetor dos deslocamentos nodais da iteragao j, do incremento i.
forgas internas (fungbes dos deslocamentos nodais) do elemento
de barra.

vetor de incremento das forgas externas aplicadas ao elemento de
barra.

forcas externas da configuracdo de equilibrio previamente
convergida.

vetor de incremento das forgas externas fornecidas pela iteracéo j,
do incremento J.

atualizacao forcas externas fornecidas pela iteragédo anterior j-71, da
iteracao j.

vetor das forgas externas da iteragao j, do incremento i.

forga total residual (diferenga entre as forgas internas e externas).
matriz de rigidez tangente da estrutura.

fator de carga.

parametro de carga inicial.

vetor de carregamento de referéncia.

' parametros de restrigéo.

comprimento de arco que restringe o caminho de solugéo.

parametros que especifica o método do comprimento de arco.
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«l Senhor, o meu cora¢do nao é orgulhoso

e os meus olhos ndo sdo arrogantes.

Nao me envolvo com coisas grandiosas

nem maravilhosas demais pra mim.

’De fato, acalmei meu coracdo e tranquilizei a minha alma.
Sou como uma crianga recém-amamentada por sua mae;

a minha alma é como essa crianca.

Ponha a sua esperanca no Senhor, 6 Israel,

Desde agora e para sempre!”
(S1, 131, 1-3)
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1
Introducgao

1.1
Consideragoes Iniciais

O Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) possibilita a resolu¢cdo dos meios
continuos mais complexos. A sua utilizagdo permite escrever problemas da
Engenharia, que podem ser representados matematicamente na forma de equagdes
diferenciais, através de formulacdes variacionais, envolvendo equagdes integrais.
Esse método torna possivel resolver, por aproximagdo, o problema escrito na
forma variacional, em que o dominio ¢ discretizado em elementos (subdominios)
e as integrais do problema sdo calculadas em nivel de elemento.

Com base em uma interpretacdo mais fisica, o comportamento estrutural
analitico de um meio continuo pode ser substituido por um comportamento
discreto, no qual os pardmetros adotados no modelo discreto dependem do método
de andlise utilizado. O M¢étodo Classico dos Deslocamentos para a analise de
estruturas pode ser interpretado como um caso particular do MEF para barras, em
que a configuragdo deformada da estrutura representa a solucdo continua,
enquanto os deslocamentos nodais representam a solugdo discreta do problema. A
solucdo continua, neste método classico, baseado em deslocamentos, pode ser
encontrada por interpolacdo dos valores discretos dos deslocamentos e rotagdes
nodais.

Em geral, para estruturas reticuladas com barras prismaticas, com secdo
transversal constante, a solucdo obtida pela interpolagdo ¢ a mesma da solugdo
analitica do problema. Este fato ocorre porque as fung¢des de interpolacdo que
definem a configuragao deformada continua sao compativeis com a idealizagdo
matematica do comportamento das barras, feita pela mecanica dos soélidos
(Martha, 2018).

A diferenga basica entre o Método dos Deslocamentos para a analise de
porticos planos ¢ o MEF esta situada no modelo estrutural. Apesar de ambos

serem formados pela montagem de elementos individuais, no método dos
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deslocamentos os elementos aparecem naturalmente, a partir da propria concepgao
da estrutura, enquanto no MEF, a estrutura ¢ modelada por um numero finito de
elementos.

Segundo Martha (2018), essa discretizagdo da estrutura, com a utilizacao de
elementos finitos, introduz simplificagdes em relacdo a idealizacdo matematica
feita para o comportamento da estrutura, tendo em vista que, em geral, as fungdes
de interpolacdo que definem a configuragdo deformada de uma estrutura ndo sio
compativeis com a idealizagcdo matematica do comportamento do meio continuo.
Assim, a solu¢cdo do modelo discreto de elementos finitos ¢ uma aproximacao da
solugdo analitica, enquanto a solu¢do do modelo discreto de uma estrutura com
barras prismaticas ¢ igual a solucdo analitica da mecanica dos sélidos.

Dessa maneira, o resultado do MEF melhora a medida que a estrutura for
mais discretizada. No entanto, com a utilizagdo de fungdes de interpolacao exatas,
nas quais o comportamento continuo de uma barra pode ser representado por
parametros nodais, sem a consideracdo de nenhuma aproximac¢ao adicional, além
das ja contidas na idealizacdo analitica do comportamento de barras, consegue-se

uma discretizagdo quase natural da estrutura.

Em outras palavras, a partir das solu¢des das equagdes diferenciais, que
descrevem o equilibrio de um elemento infinitesimal de barra, podem ser
deduzidas expressdes para a solu¢ao dos deslocamentos e rotagcdes ao longo de
uma barra. Entdo, quando as fun¢des de forma sdao obtidas diretamente dessa
solu¢do homogénea da equagao diferencial do problema continuo, a discretizagao

da barra nao € necessaria.

Para o problema linear, as equagdes de interpolacdo cubicas representam
esse resultado. Entretanto, para uma analise ndo linear geométrica, essa solucao
ndo consegue descrever completamente o problema, exigindo a utilizagdo de um
maior numero de elementos na andlise. Segundo Burgos & Martha (2013), em
geral, os programas de computador utilizam uma solu¢do numérica para o
problema, entretanto, como a andlise de estabilidade ¢ baseada em uma série de

simplificagdes, as solu¢cdes numéricas dependem da discretizagdo da estrutura.

Dessa forma, para este tipo de analise, tentando-se aproximar ao maximo o
resultado exato do problema, pode-se empregar uma analise ndo linear em nivel

infinitesimal. Ou seja, a equagdo diferencial do problema e a sua solucao
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consideram o equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuracao
deformada.. Assim, nessa solucdo e nas func¢des de interpolacdo ¢ levada em

consideracdo a carga axial que atua no elemento infinitesimal.

Além disso, uma andlise ndo linear geométrica de estruturas, utilizando o
MEF, dependera da teoria de flexdo empregada, da descricdo cinematica do
problema, das relagdes entre deformacdes e deslocamentos e da metodologia de
analise ndo linear utilizada.

Com relacdo a teoria de flexdo, o comportamento da barra pode ser
idealizado pelas teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, que leva em
considera¢dao a deformacgdo por cisalhamento, e por teorias refinadas ou de alta
ordem. A solu¢do mais comum para flexdo de barras ¢ a utilizagdo da teoria de
Euler-Bernoulli, devido ao seu bom desempenho para descrever o comportamento
de estruturas usuais. Esta teoria ¢ a mais usualmente implementada em programas
de analise estrutural e com um vasto numero de aplicagdes.

Entretanto, em algumas situagdes, essa teoria ndo consegue predizer de
forma satisfatéria o comportamento da estrutura e, assim, faz-se necessaria a
consideragdo da teoria de flexdo de Timoshenko, ou até mesmo teorias de alta
ordem. Uma das aplicagdes mais usuais para a teoria de Timoshenko acontece
para estruturas com baixo indice de esbeltez. Barras com comprimento muito
maior que a sua altura, a distor¢ao por cisalhamento nao possui muita relevancia.
Mas, quando a relacdo comprimento e altura (indice de esbeltez) ¢ relativamente
pequena, o efeito do cisalhamento gera alteracdes significativas e deve ser
considerado na analise. Outra importante aplicacdo desta teoria ocorre na analise
de estruturas laminadas, em que a consideracdo da deformacao por cisalhamento ¢
importante devido a diferenga de comportamento em cada lamina da secao
transversal.

A descri¢do cinematica do problema também desempenha um importante
papel na analise, pois essa influenciara diretamente no desenvolvimento das
equagoes do problema. Uma andlise ndo linear geométrica empregando o MEF
pode ser realizada pela formulacao Lagrangeana total, Lagrangeana atualizada e
pela formulagdo corrotacional, sendo que essas descrigdes diferenciam-se entre si

basicamente com respeito a configuracdo de referéncia do elemento.
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Com respeito as relagdes entre deformacgdes e deslocamentos, a matriz de
rigidez geométrica de um elemento depende dessas relagcdes, sendo que,
usualmente, costuma-se desprezar os termos de ordem elevada do tensor
deformacao na construcdo dessa matriz, mas, a medida que se queira refinar a
solucdo, pode-se empregar mais termos do tensor na andlise.

Todas essas consideragdes: descricdo cinematica, relagdes entre
deformagdes e deslocamentos, e fungdes de interpolagdo, que consideram o
carregamento axial, fornecem nao linearidade ao problema. Neste trabalho, todos
esses efeitos serdo integrados.

Finalmente, para descrever a curva de equilibrio em uma analise ndo linear
geométrica ¢ fundamental a utilizacdo de algoritmos para solucdo das equagdes
nao lineares, que, dependendo do problema e da intensidade das ndo linearidades,
exigem maiores esfor¢os computacionais. Um Unico algoritmo ndo sera capaz de
resolver qualquer tipo de problema ndo linear e um programa computacional deve
fornecer metodologias diferentes para um sistema nao linear (Leon et al., 2011).

Com base nestas analises, este trabalho desenvolve uma formulagao que
integra as solugdes para o problema de nao linearidade geométrica e reduz a
influéncia da discretizagdo da barra, em um contexto de grandes deslocamentos e
rotagdes. A partir de uma descricdo Lagrangeana atualizada, dos termos de ordem
elevada no tensor deformagdo de Green-Lagrange, das teorias de flexdo de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko, calcula-se a matriz de rigidez tangente do elemento.
Nenhum termo adicional se faz necessario, pois, as fun¢des de interpolacdo dos
deslocamentos utilizadas levam em consideracdo o carregamento axial e sdo
obtidas diretamente da solucdo da equacdo diferencial do equilibrio de um
elemento infinitesimal na sua configuracdo deformada. Essas funcdes e a
formulacdo delas obtidas sdo chamadas, neste trabalho, de fungdes de forma
“completas” e formulacdo “completa”, respectivamente. Acrescido a essa solugdo,
empregam-se algoritmos de andlise ndo linear para descrever a trajetoria de
equilibrio da estrutura.

Para isso, primeiramente obtém-se as solugdes das equagdes diferenciais do
equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuragdo deformada,
considerando-se as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Na
sequéncia, obtém-se as funcdes de interpolagdo. Essas fungdes completas geram a

formulacao completa, entretanto, ela pode ser escrita na forma de aproximagdo em
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série de Taylor, fornecendo mais termos para a matriz de rigidez tangente do que
as formulag¢des usuais. Essas aproximagdes fornecem uma maior precisdo nos
resultados e nesse trabalho foram desenvolvidas matrizes tangentes com até 3 e 4
termos. E importante observar que a aproximagdo em 2 termos fornece as matrizes
de rigidez elastica e tangente usuais.

Todo o desenvolvimento ¢ realizado para estruturas espaciais, considerando-
se inicialmente os planos com comportamento independente, o que gera uma
analise plana. Em seguida, adiciona-se a matriz de rigidez tangente do elemento a
interacdo entre tor¢ao e carga axial, como também as rotacoes finitas.

Dessa forma, o elemento proposto ¢ capaz de considerar a ndo linearidade
geométrica em estruturas 3-D sujeitas a grandes deslocamentos e rotagdes. Tanto
a matriz de rigidez tangente como as cargas equivalentes nodais sdo construidas

empregando-se a formulacao completa.

1.2
Motivacao

Os métodos numéricos para a andlise das estruturas, como o MEF,
necessitam de uma discretizacdo para aproximar ao resultado continuo da
estrutura, formando a malha de elementos finitos. Por se tratar de uma
aproximagado, o resultado estd susceptivel a discretizacdo da malha, convergindo
para a solucdo exata com o maior refinamento dessa malha. Em razdo disso, a
analise por elementos finitos, em geral, exige um estudo de convergéncia,
impondo a realizagdo de mais testes € maior tempo de analise para estruturas de
grande porte. Essa acdo exige experiéncia do engenheiro, para que se possa definir
a melhor discretizagdao do problema proposto.

Com a interpolacdo dos parametros considerados através das funcdes de
forma, fungdes estas calculadas a partir das equagdes diferenciais que governam
os problemas, e desconsiderando quaisquer aproximagdes adicionais, além das ja
contidas na idealizagdo analitica do comportamento de barras, consegue-se
alcangar o resultado analitico sem a necessidade de uma intensa discretizagcdo da
malha. Ante isso, os problemas podem ser resolvidos, utilizando-se de uma

discretizagdo minima, quase que imediata.
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Para o caso de vigas-coluna, em que se apresenta o problema de
estabilidade, ¢ necessario realizar uma andlise ndo linear de segunda ordem. Da
mesma maneira, a solu¢do do problema por elementos finitos exige um estudo de
subdivisao da malha de eclementos. Entretanto, com a utilizagdo de fung¢des de
interpolagdo completas, este problema pode ser amenizado. Para se encontrar
essas funcdes ¢ necessario calcular a equagdo diferencial que rege o
comportamento do elemento. Sendo assim, ¢ preciso realizar o equilibrio do
elemento infinitesimal de barra em sua configuracdo deformada, para levar em
consideragdo a carga axial atuante no elemento. O desenvolvimento e
implementagdo dessas fungdes de interpolacdo contribuem para a analise ndo
linear geométrica das estruturas.

Além disso, outros parametros influenciam no comportamento da estrutura
para fornecer resultados mais proximos dos analiticos. Para vigas com baixa
relacdo entre o seu comprimento € a sua altura, a considera¢cdo da deformagdo por
cisalhamento, da teoria de flexdo de Timoshenko, gera diferencas expressivas no
comportamento dessas vigas quando comparadas a teoria de vigas de Euller-
Bernoulli.

Outro fator que influencia nos resultados da analise ndo linear geométrica
sdo os termos considerados no tensor deformagdo, ou seja, na relagdo entre
deformacdes e deslocamentos. Além disso, a metodologia para solugdao do sistema
nao linear desempenha uma importante fungdo na resposta final da estrutura.

Dessa forma, todas as questdes até aqui apontadas serviram como motivagao
para o desenvolvimento deste trabalho, que objetivou especialmente investigar
solucdes integradas para as formulagdes do problema de ndo linearidade
geométrica, considerando deformacao por cisalhamento, grandes deslocamentos e
rotagdes, e empregando-se os termos de ordem elevada do tensor deformacao e
funcdes de interpolacdo, obtidas diretamente da solugdo homogénea da equacdo
diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuracao
deformada. Desse modo, espera-se reduzir a necessidade de discretizacao de uma
estrutura em uma analise ndo linear geométrica.

Esses efeitos sdo tratados de forma unificada para andlise de estruturas 3-D.
A equacgdo diferencial geral do problema ¢ desenvolvida, envolvendo-se todas

essas varidveis, que podem ser reduzidas ao se desconsiderar alguma das
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caracteristicas especificas, a exemplo da deformagao por cisalhamento ou da carga
axial.

A partir das funcdes de forma obtidas, calcula-se a matriz de rigidez
tangente da estrutura. Essa matriz espacial ¢ obtida separando-se as influéncias de
maneira didatica. Primeiramente, os planos trabalham de modo independente e, na
sequéncia, sdo inseridas a interacdo entre tor¢do e carga axial, assim como a
influéncia das rotagdes finitas.

Desse modo, investiga-se e avalia-se a influéncia das fun¢des de forma na
resposta do problema, como também da teoria de flexdo empregada e da
consideracao ou ndo dos termos de ordem elevada no tensor deformagdo. Essa
acdo leva a busca de solugdes mais proximas das analiticas, com uma minima
discretizagao das barras da estrutura.

A formulacdo desenvolvida ¢ implementada no Framoop, processador do
programa para analise de estruturas Ftool (Martha, 1999), para constar como uma
possivel escolha do usudrio de matriz de rigidez tangente ao realizar analise nao
linear em futuras versdes do programa. Por isso, também sdao desenvolvidas
formulagdes, considerando a expansdao em série de Taylor, de maneira a
aperfeigoar as matrizes usuais e contornar os problemas de instabilidade numérica

da formulagao completa.

1.3
Revisao Bibliografica

Problemas geometricamente nio lineares, como a estabilidade de colunas,
sdo bem conhecidos, desde a deducdo de uma expressdo para a carga critica de
uma viga biapoiada, submetida a carregamento axial. O tema tem sido estudado
por diversos pesquisadores, tendo em vista a sua importancia para a engenharia
estrutural. A exemplo, a andlise de vigas-coluna submetida a diferentes tipos de
carregamento ¢ apresentada e estudada de maneira didatica em referéncias como
Timoshenko & Gere (1963) e Bazant & Cedolin (2010), .

De fato, o efeito da nao linearidade geométrica ganha importante relevancia
em elementos compridos. Entretanto, embora existam solugdes analiticas, em

geral, emprega-se uma solu¢do numérica para o problema. Como essa analise de
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segunda ordem ¢ baseada em uma série de simplificacdes, as solugdes numéricas
(MEF) empregadas nesse contexto de ndo linearidade geométrica dependem da
discretizagao das barras da estrutura.

Para melhorar a resposta da analise numérica, cinco importantes fatores
podem ser citados: a teoria de flexdao considerada, a descricdo cinematica do
problema, as relacdes entre deformacdes e deslocamentos, a metodologia de
analise ndo linear empregada e as fungdes de interpolagdo utilizadas.

A teoria de flexao de Euler-Bernoulli ¢ a mais empregada para os problemas
de ndo linearidade geométrica, com um grande numero de aplicacdes, €
implementada na maioria dos sofiwares de andlise estrutural.

Contudo, em alguns casos, essa teoria ndo consegue predizer de forma
correta o comportamento da estrutura. Para descrever elementos com segoes
laminadas ou com reduzido indice de esbeltez, a teoria de flexdo de Timoshenko
fornece melhores resultados. Essa teoria de flexdo ¢ apresentada por diversos
autores, podendo-se citar Timoshenko & Gere (1963), Friedman & Kosmatka
(1993), Pilkey et al. (1995) que desenvolve matriz de rigidez, de massa e
geométrica para essa teoria, € Schramm et al. (1994), que trata o coeficiente de
cisalhamento.

Além disso, diversos pesquisadores buscaram ainda teorias de flexdo de
ordem mais elevada, como em Levison (1981), Bickford (1982), Heyliger &
Reddy (1988), Reddy (1984), Petrolito (1995), Reddy et al. (1997), Reddy (1997),
Tessler & Gherlone (2007) e Meghare & Jadhao (2015). Porém, os trabalhos nao
inserem essas teorias em um contexto de analise ndo linear geométrica, integrando
com algoritmos de solugao de sistemas ndo lineares, € poucos sdo os trabalhos que
utilizam a teoria de Timoshenko para uma analise de segunda ordem.

Com relacdo a descrigdo cinematica, uma analise ndo linear geométrica
pode ser realizada a partir de um referencial corrotacional, Lagrangeano total ou
Lagrangeano atualizado. Essas descri¢des diferem basicamente com respeito a
configuragdo de referéncia considerada (Felippa, 2017). Quando desenvolvidas
consistentemente, a formulagdo Lagrangeana total e a atualizada produzem os
mesmos resultados (McGuire et al., 2000). Essas formulagdes siao bem
desenvolvidas na literatura, como em Bathe (1996), Bathe & Bolourchi (1979), no
qual ¢ realizada uma andlise ndo linear tridimensional, usando-se os dois

referenciais Lagrangeanos. Nanakorn & Vu (2006) empregam a descrigdo
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Lagrangeana total para analisar elementos planos submetidos a grandes
deslocamentos e, em Al-Bermani & Kitipornchai (1990), é calculada uma matriz
de rigidez tangente para elementos vigas-coluna com sec¢des assimétricas de
paredes finas. Porém, em geral os trabalhos consideram a teoria de flexdo de
Euller Bernoulli e fungdes de forma Hermitianas.

Outros estudos abordam referencial corrotacional, que inclusive considera
os efeitos por deformacao cisalhante, como proposto em Crisfield (1991), Pacoste
& Eriksson (1995,1997) e Battini (2012). Mais recentemente, Santana & Silveira
(2014) e Silva et al. (2016) desenvolveram uma matriz de rigidez tangente,
considerando a teoria de Timoshenko em uma formulacdo corrotacional, enquanto
Kien (2012) desenvolveu um elemento plano para grandes deslocamentos, usando
a teoria de flexdo de Timoshenko. Oliveira & Silva (2017) utilizaram um
elemento de unificado de Euler-Bernoulli ¢ Timoshenko. Teh & Clarke (1998)
compararam as formulagdes Lagrangeanas com a corrotacional para estruturas
tridimensionais.

A relagdo entre deformacdo e deslocamento também desempenha um
importante papel na analise ndo linear geométrica. Usualmente, a matriz de
rigidez geométrica desconsidera os termos de ordem elevada do tensor
deformacao de Green, como feito em McGuire et al. (2000).

Neste trabalho, a matriz de rigidez geométrica ¢ desenvolvida, considerando
estes termos de ordem elevada, baseando-se em uma descricdo Lagrangeana
atualizada para formular as equacdes de equilibrio. De acordo com Conci (1988),
em elementos espaciais as rotagdes finitas devem satisfazer a compatibilidade
cinematica na juncao de elementos em angulo. Portanto, neste trabalho, a matriz
de rigidez geométrica ¢ corrigida para considerar as rotagdes finitas.

As etapas para a construgdo dessa matriz ¢ bem desenvolvida em Bathe &
Bolourchi (1979), Yang & Leu (1994), Yang & Kuo (1994), Chen (1994) e Bathe
(1996). Em Conci (1988), esse desenvolvimento também ¢ feito para vigas de
parede fina, considerando o empenamento da se¢do transversal e, em Aguiar et al.
(2014), esse mesmo desenvolvimento ¢ feito para analise de risers, limitando-se a
secoes circulares. Em geral, a matriz de rigidez que considera todos os termos de
ordem clevada do tensor deformagdo nao ¢ elaborada tendo em vista a teoria de

flexdo de Timsohenko. Neste trabalho, ela serd desenvolvida com base nos
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estudos de Yang & Leu (1994), Yang & Kuo (1994), Chen (1994), McGuire et al.
(2000) e Burgos & Martha (2013).

Uma das maneiras de formular a matriz de rigidez elastica e geométrica,
considerando a deformagao por cisalhamento para vigas-coluna, ¢ com o emprego
dos deslocamentos nodais usuais, levando em conta a distor¢ao por cisalhamento
como varidvel independente. Essa formulacdo resulta em termos adicionais para a
matriz de rigidez, transformando a matriz de rigidez local do elemento para a
ordem de 14. Em geral, utiliza-se de condensagao estatica para reduzir a ordem da
matriz de rigidez para 12, conforme Bathe & Bolourchi (1979) e Aguiar et al.
(2014).

Em alguns casos, apenas a matriz de rigidez elastica, considerando a teoria
de flexdo de Timsohenko ¢ desenvolvida. Ou, entdo, a matriz de rigidez
geométrica despreza os termos de ordem elevada do tensor deformacgao, como em
Davis et al. (1972), Friedman & Kosmatka (1993) ¢ Yunhua (1998).

Com relag@o a metodologia de solu¢do de sistemas ndo lineares, ha métodos
bem conhecidos sendo apresentados por diversos autores, como por Bathe (1996),
Crisfield (1991), Yang & Kuo (1994), McGuire et al. (2000), Krenk (2009) e
Felippa (2017). Diversos estudos foram realizados na area em busca de maior
eficiéncia, no entanto, um unico algoritmo ndo ¢ capaz de solucionar todos os
problemas ndo lineares (Bergan et al., 1696, apud Leon et al., 2011). Dessa forma,
muitas pesquisas se fundamentam na unificacao dos métodos.

Em geral, essa unificagdo dos métodos ¢ realizada em um unico parametro
de carga, como em Yang & Kuo (1994), e incluiu ainda o método de controle de
deslocamento generalizado (GDCM), ou em Leon et al. (2011), do qual esse
trabalho se utiliza, em que foi elaborada uma biblioteca de solu¢do ndo linear
unificada, que inclui o método de controle de carga, controle de deslocamento,
controle de energia, controle de comprimento de arco, controle de deslocamento
generalizado e a estratégia do residuo ortogonal. Além disso, esta pesquisa ainda
se utiliza do trabalho elaborado em Rangel (2019), que realiza a implementacao
apresentada em Leon et al. (2011) no programa computacional Frool (Martha,
1999).

Com relagdo as fungdes de interpolagdo, as polinomiais (cubicas) sdo as
mais utilizadas. Entretanto, elas correspondem a solucao da equagao diferencial

do equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuragdo indeformada,
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sendo precisa apenas para analises lineares. Em caso de ndo linearidade
geométrica, esse fato ndo acontece, gerando a necessidade de discretizacdo da
estrutura. Por isso, para contornar este problema, muitos autores elaboram
maneiras alternativas para analise, sendo um campo de pesquisa proficuo.

So & Chan (1991) desenvolveram um elemento plano de ordem superior,
introduzindo um grau de liberdade no meio desse, obtendo, assim, a carga critica
de colunas com diferentes condi¢cdes de contorno, com o uso de apenas um
elemento por barra, considerando também apenas a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli. Burgos et al. (2005) fez uso da linearizacao classica do problema de
estabilidade, na qual a carga de instabilidade ¢ calculada por meio de uma analise
de autovalor. Para isso, foram utilizados graus de liberdade adicionais, no interior
dos elementos.

Chen & Lui (1991) formulam uma matriz de rigidez empregando fungdes de
estabilidade. Aristizabal-Ochoa (1997, 2008) apresentou um elemento plano para
analise de segunda ordem de vigas-coluna, considerando deformacdo por
cisalhamento e ligagdes semirrigidas, empregando funcgdes de estabilidade
apresentadas em Timoshenko e Gere (1963) e métodos usuais de analise, como o
processo de Cross, e usando apenas um elemento. Aristizabal-Ochoa (2012)
empregou fungdes de estabilidade modificadas para construir a matriz de primeira
e segunda ordem, como também o vetor de carregamento de uma viga-coluna,
considerando o efeito da carga axial, deformacdo por cisalhamento e ligagdes
semirrigidas. Em Aristizabal-Ochoa (2007), o desenvolvimento ¢ feito para
sistemas tridimensionais com multi colunas.

Alguns autores utilizaram abordagem de campos consistentes, transformam
os deslocamentos nodais axiais, transversais e rotagdes em uma série de poténcias,
de maneira a eliminar os efeitos de “shear locking” e “membrane locking”, a
exemplo de Yunhua (1998) e Tang et al. (2015). Neste trabalho, o deslocamento
axial foi interpolado com fungdes apenas lineares.

Outros buscam solucdes baseadas no equilibrio de elementos infinitesimais
em suas configuracdes deformadas, levando em consideracdo a carga axial do
elemento. Essa solucdo baseada nas equagdes diferenciais do problema ¢é, muitas
vezes, conhecida como “exata”.

Em Davis et al. (1972) ¢ elaborado um elemento que considera a teoria de

Timsohenko a partir do equilibrio de um elemento infinitesimal em sua condicao
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deformada, mas sem considerar a carga axial, resultando em uma interpolacao
cubica para os deslocamentos. Em Nukulchai et al. (1981), sdo formuladas
solucdes exatas para elementos finitos de vigas, considerando a deformacao por
cisalhamento da teoria de vigas de Timoshenko.

Muitos trabalhos nessa area inserem bases elasticas na analise, como em
Zhaohua & Cook (1983), em que sdo desenvolvidos elementos finitos para
analisar vigas sob bases elasticas desconsiderando deformacado por cisalhamento e
nao linearidade geométrica. Nessa analise, ante as fungdes cubicas, precisa-se de
uma elevada discretizagdo, enquanto para a fungao exata do deslocamento poucos
elementos sdo necessarios. Em casos de cargas simples, apenas um elemento leva
ao resultado.

A partir da teoria de vigas de Euler-Bernoulli € o modelo de Winkler para
fundacdes, Ting & Mockry (1984) desenvolveram uma matriz de rigidez € um
vetor de carregamento, com base em solugdes exatas, relacionadas as equagdes
diferenciais, para aplicagdo no método dos deslocamentos para elementos
apoiados sobre base elastica, obtendo resultados satisfatorios, independentemente
do refinamento da malha. Igualmente em Eisenberger & Yankelevsky (1985), foi
formulada uma matriz de rigidez exata de um elemento apoiado em uma fundagao
de Winkler, a partir da equagdo diferencial do problema, sem considerar
deformacao por cisalhamento.

Além disso, Chiwanga & Valsangkar (1988) calcularam a matriz de rigidez
e o vetor de carregamentos nodais de uma viga apoiada em uma base eldstica de
dois parametros, sem também considerar deformacdo por cisalhamento. Do
mesmo modo, a formulagao foi baseada na solucao exata da equagdo diferencial.
As andlises numéricas demonstraram que os elementos sdo independentes do
refinamento da malha.

Ampliando os estudos, Shirima & Giger (1992) desenvolveram a relagdo
for¢a-deslocamento para uma viga apoiada em fundacdo elastica de dois
parametros, considerando a teoria de vigas de Timoshenko. Nela, a matriz de
rigidez e o vetor das cargas externas sao derivados da solucao exata das equagdes
diferenciais do problema. Nesse sentido, os autores indicaram que os erros
causados por se ignorar as deformagdes por cisalhamento podem ser de relevante

importancia. Esses dois autores apresentaram, ainda, uma fun¢ao auxiliar para
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desacoplar as equagdes diferenciais do problema, que ¢ utilizada em Burgos &
Martha (2013).

Em Ha (1993), sdao desenvolvidos uma matriz de rigidez exata e
procedimentos para analise de vigas-coluna sanduiche, em que a deformagao por
cisalhamento possui importante fungdo e necessita de teorias refinadas para a sua
analise. Githammar & Gopu (1993) apresentaram uma analise exata de vigas
mistas com intera¢do parcial, submetidas a carregamentos transversais e axiais,
para analises de primeira ¢ de segunda ordem. As solu¢des foram extraidas da
equagao diferencial dos sistemas.

Aydogan (1995) desenvolveu uma matriz de rigidez exata para um elemento
de viga, considerando deformacdo por cisalhamento em uma fundagdo de
Winkler. Onu (2000) formulou um elemento de viga baseado na solugdo exata,
que também considera a deformacao por cisalhamento, com a fundacao elastica
possuindo dois pardmetros, obtendo-se, assim, uma matriz de rigidez que
independe da malha utilizada.

Na literatura pesquisada, destacam-se ainda Morfidis & Avramidis (2002),
que desenvolveram um elemento finito de viga, apoiado em base elastica de dois
parametros generalizados e baseado na solugdo das equagdes diferenciais do
problema. Esse modelo desenvolvido também considera ligagdes semirrigidas e
barras rigidas. Areiza-Hurtado et al. (2005) apresentaram a matriz de rigidez e o
vetor de carregamento de uma viga-coluna, incluindo os efeitos de forga axial
constante, a base elastica de Winkler, a teoria de vigas de Timoshenko e as
conexdes elasticas dos extremos do elemento. Morfidis (2007) formulou ainda a
matriz de rigidez e o vetor de carregamento de um elemento de viga de
Timoshenko, apoiada em uma base elastica de trés-parametros, de acordo com as
equagdes diferenciais que regem a estrutura.

O problema resolvido por Onu (2008) considerou o efeito de cargas axiais, o
carregamento transversal, a deformacgao por cisalhamento e a fundacao elastica de
dois parametros. Ao discorrer ainda sobre esses estudos, Burgos & Martha (2013)
apresentaram o calculo das solu¢des analiticas para as fungdes de forma, incluidos
o carregamento transversal e axial e a deformacao por cisalhamento.

Sem a consideragdo de base elastica, destacam-se, ainda, Goto & Chen
(1987), que desenvolveram uma matriz de rigidez das solugdes analiticas de um

elemento de barra e utilizaram alguns termos nao lineares do tensor deformacgao,
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ignorando a deformacao por cisalhamento. Chan & Gu (2000) elaboraram uma
matriz de rigidez exata para vigas-coluna planas com imperfei¢do geométrica, a
partir da equagdo diferencial do elemento, obtendo bons resultados para andlise
pré-critica e pos-critica de estruturas planas com discretizagao reduzida, em que as
curvas de equilibrio sdo tracadas.

Balling & Lyon (2011) propuseram um elemento baseado na solugdo das
equagdes diferencias de uma analise de segunda ordem, empregando uma
formulacao corrotacional para anélises ndo lineares com um elemento por barra,
sem, no entanto, considerarem a deformacao por cisalhamento. Obtiveram bons
resultados e mostraram que a matriz encontrada correspondia a matriz de rigidez
tangente usual para teoria de Euler-Bernoulli, desconsiderando os termos de
ordem elevada do tensor deformacgao.

Tudjono et al. (2017) utilizaram o principio de Hamilton no
desenvolvimento das fung¢des de interpolacdo exatas para elementos ndo
prismaticos e ndo homogéneos, considerando a teoria de flexao de Timoshenko.

Entretanto, pode-se observar que poucos trabalhos desenvolvem e mostram
as funcdes de interpolacdo dos deslocamentos baseado no equilibrio de um
elemento infinitesimal em sua configuracdo deformada, principalmente
considerando a teoria de flexdo de Timoshenko. A maioria restringe-se a
estruturas planas e ndo empregam os termos de ordem elevada do tensor
deformacao de Green-Lagrange. Em geral, também nao calculam a trajetoria de
equilibrio da estrutura, e sim diretamente a carga critica.

Desse modo, o presente trabalho busca integrar esses efeitos em conjunto
com uma descricdo Lagrangeana atualizada e metodologias de solucao de
sistemas ndo lineares.

O objetivo principal, entdo, ¢ desenvolver uma matriz de rigidez tangente
tridimensional e cargas equivalentes nodais, por meio das fung¢des de interpolagao,
considerando a carga axial presente no elemento, a deformacgao por cisalhamento
e os termos de ordem elevada do tensor deformacdo, de maneira a melhorar a
resposta de analises ndo lineares geométricas ao se empregar uma discretizagdo

minima, ou reduzida, em métodos numéricos, como o MEF.
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1.4

Objetivos e Contribuigoes

Reiterando, o presente trabalho tem como objetivos principais:

e Desenvolver uma fomulacdo ‘“completa”, de maneira a reduzir a

necessidade de discretizagdo de estruturas para uma andlise ndo linear
geométrica espacial de barras e considerar grandes deslocamentos e
rotagdes. Por formulacdo “completa” deve se entender o
desenvolvimento de elementos, de matriz de rigidez tangente e de cargas
equivalentes nodais, por meio das fungdes de interpolagdo, obtidas
diretamente da solugcdo da equacdo diferencial do equilibrio de um
elemento infinitesimal de barra em sua configuracdo deformada, levando-
se em consideracdo, portanto, a carga axial presente no elemento.
Considera ainda, o emprego dos termos de ordem elevada do tensor
deformacao, as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko em
uma desci¢do Lagrangeana atualizada.

Desenvolver, a partir da formulagdo “completa”, a matriz de rigidez
tangente, espacial utilizando expansao em série de Taylor, considerando
3 e 4 termos, com vistas a fornecer uma matriz geométrica mais
completa, aperfeicoando as formulacdes usuais para ambas as teorias de
flexao.

Desenvolver, a partir de uma formulagdo Lagrangeana atualizada e do
emprego de funcdes de forma cubicas, obtidas da solugdo da equagdo
diferencial de um elemento infinitesimal em sua configuragao
indeformada, uma matriz de rigidez tangente, que considere a teoria de
flexdo de Timoshenko, grandes deslocamentos e rotacdes. Essa matriz ¢
equivalente a usual de Euler-Bernoulli, com pardmetros que consideram
a deformagao por cisalhamento.

Avaliar a capacidade da formulagdo completa e das expansdes em série
de Taylor para descrever o comportamento nao linear geométrico com
uma discretizagao minima da estrutura.

Verificar a influéncia das teorias de flexdo na resposta das estruturas.
Avaliar a influéncia dos termos de ordem elevada no tensor deformacao

no comportamento nao linear geométrico de estruturas.
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Para alcangar os objetivos propostos, as seguintes etapas foram

desenvolvidas e cumpridas:

Estabelecimento de metodologia geral para definir as fungdes de
interpolacdo, considerando o equilibrio de um elemento infinitesimal em
sua configuracao indeformada e deformada, obtidas a partir da expressao
analitica da solucdo homogénea de todos os comportamentos
matematicos adotados para o elemento, para as teorias de flexdo de
Euler-Bernoulli e Timoshenko. Como consequéncia, revisdo do
desenvolvimento das funcdes de forma cubicas, obtidas do equilibrio de
elemento infinitesimal em sua condicao indeformada (ndo linearidade em
nivel infinitesimal).

Desenvolvimento didatico da matriz de rigidez tangente de estruturas
espaciais, baseado em uma formulagdo Lagangeana atualizada para teoria
de flexdo de Euler-Bernoulli, com fung¢des de interpolacdo Hermitianas, e
com o emprego dos termos de ordem elevada do tensor deformagdo (nao
linearidade em nivel de elemento). Inicialmente, calculam-se os planos
com comportamento independente e, na sequéncia, acresce-se a
influéncia da interacdo entre torcdo e carga axial, assim como a
influéncia das rotagoes finitas.

Desenvolvimento da matriz de rigidez tangente para grandes
deslocamentos e rotacdes, considerando a teoria de flexdo de
Timoshenko e funcdes de forma cubicas.

Desenvolvimento da matriz de rigidez tangente completa, obtida a partir
das fungdes de forma “completas”, empregando a descricdo Lagrangeana
atualizada, todos os termos do tensor deformacao ¢ as teorias de flexao
de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

Expansdao da formula¢do ‘“completa” em série de Taylor com 3 e 4
termos.

Implementacgdo da formulacio desenvolvida no Framoop.

Elaboracdo de exemplos para validagdo das formulagdes.

Enfim, pode-se indicar que as principais contribui¢des desse trabalho sdo o

desenvolvimento de uma formulacao “completa” espacial para analise ndo linear

de estruturas, empregando fungdes de interpolagdo que consideram a carga axial
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no elemento, obtidas diretamente da solucao da equagdo diferencial do problema,
e a formulagdo de matriz de rigidez geométrica com termos adicionais aos
convencionais (expansdo em série de Taylor), aperfeicoando as matrizes usuais,
para as teorias de flexdao de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

Secundariamente, outra contribuicdo que este trabalho traz ¢ o
desenvolvimento de uma matriz de rigidez geométrica 3-D, considerando a teoria
de flexdo de Timoshenko para grandes deslocamentos e rotagdes, em que sdao
utilizados os termos de ordem elevada do tensor deformacao, correspondente a

usual utilizada para teoria de Euler-Bernoulli.

1.5
Originalidade

De maneira resumida, essa Tese basea-se fundamentalmente em Chen
(1994), Yang & Leu (1994), Yang & Kuo (1994), McGuire et al. (2000) e Burgos
& Martha (2013).

No entanto, o que destaca este trabalho dos demais ¢ o desenvolvimento da
matriz de rigidez geométrica considerando todos os termos do tensor deformagao,
inclusive os de ordem elevada, empregando ndo apenas a teoria de flexdo de
Euler-Bernoulli, mas também a de Timoshenko.

Além disso, sdo desenvolvidas func¢des de interpolacdo que levam em
considera¢do a carga axial atuante no elemento, calculadas a partir da solugdo
homogénea da equacdo diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal
deformado. Essas funcdes de interpolagdo também sdo utilizadas para o
desenvolvimento de uma matriz de rigidez tangente que emprega os termos de

ordem elevada no tensor deformacao, para ambas as teorias de flexao.

1.6
Organizagao do Trabalho

Este trabalho compde-se de sete capitulos e quatro apéndices. Neste
primeiro capitulo, a tese discutiu, nas consideragdes iniciais, o conceito de
elementos finitos, as suas particularidades e a vantagem em se obter o resultado da

equacdo diferencial do problema em mecanica dos so6lidos para interpolagao dos
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deslocamentos. Discorrreu sobre os apectos que influenciam na resposta de uma
estrutura em uma analise nao linear empregando o MEF. Neste mesmo capitulo,
sdo apresentadas, ainda, a motivacdo para elaboragdo deste trabalho e a revisao
bibliografica sobre o assunto tratado, que situa a tese aqui desenvolvida.
Finalizando, foram descritos os objetivos e as principais contribui¢cdes deste
trabalho.

No segundo capitulo, formulou-se a idealizacdo do comportamento de
barras. Sdo ilustradas as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko, assim
como ¢ apresentado o desenvolvimento das equacgdes diferenciais dos modelos
analiticos de barras, tanto para elementos infinitesimais em suas configuragdes
indeformadas quanto deformadas.

O terceiro capitulo demonstra os calculos das fungdes de interpolacao de
deslocamentos para um elemento de barra, considerando as teoria de flexao de
Euler-Bernoulli e Timoshenko. Nele sdo desenvolvidas tanto as fun¢des de forma
cubicas (obtidas da equagdo diferencial do equilibrio de elemento infinitesimal na
sua configuragdo indeformada), quanto as fun¢des de interpolacdo completas
(calculadas a partir da equagdo diferencial do equilibrio de elemento infinitesimal
em sua condi¢do deformada). Baseado nesse capitulo ¢ desenvolvido o apéndice
A, em que ¢ feito o calculo das fungdes de interpolagdo para barras com rotulas
nas extremidades.

O quarto capitulo apresenta o desenvolvimento da matriz de rigidez tangente
de um elemento para as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko.
Inicialmente, apresenta-se a formulagdo Lagrangeana atualizada e, na sequéncia,
sao desenvolvidas a matriz de rigidez elastica e geométrica de elementos, com os
planos trabalhando independentemente, considerando os termos de ordem elevada
do tensor deformagdo, e as fungdes de forma cubicas (equilibrio de um elemento
infinitesimal na sua configuragdo indeformada). Em seguida, ¢ adicionada a
matriz de rigidez tangente a influéncia da interacao entre tor¢ao e carga axial, bem
como a das rotagdes finitas. Por fim, para o mesmo desenvolvimento apresentado,
sao empregadas as fungdes de interpolacdo ‘“completas” (equilibrio de um
elemento infinitesimal na sua condi¢do deformada), resultando na matriz de
rigidez tangente “completa”. Os apéndices B e C sdo construidos com a partir

desse capitulo.
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No capitulo cinco, sdo apresentados os calculos das cargas equivalentes
nodais, para ambas as teorias de flexdo utilizadas nesse trabalho. Primeiro, sdo
recalculadas as cargas equivalentes nodais, considerando as fungdes de
interpolagdo cubicas e, na sequéncia, empregando-se as funcdes de forma
“completas”.

No capitulo seis, sdo avaliadas as formula¢des desenvolvidas através de
aplicacdes numéricas. Inicialmente, avaliam-se os elementos formulados em
estruturas planas, em seguida, em estruturas espaciais, e, finalmente, com
exemplos de porticos espaciais com tor¢cdo. Para cada exemplo ¢ realizado,
primeiro, um estudo da influéncia da teoria de flexdo e da considera¢do dos
termos de ordem elevada do tensor deformacdo e, apods, ¢ empregada uma
discretizagdo minima da estrutura. A formulagdo completa e as baseadas na
expansao em série de Taylor sdo, entdo, avaliadas. Os resultados alcancados sao
comparados com solugdes analiticas e numéricas obtidas com o software Mastan?2
v3.5 (McGuire et al., 2000).

Por ultimo, o sétimo capitulo traz as conclusdes e consideragdes finais, em
que sao apresentados e discutidos os resultados encontrados neste trabalho, e
encaminhadas as sugestdes que visam a subsidiar futuras pesquisas na area.

O apéndice D expde as metodologias da analise ndo linear de estruturas.
Nele, ¢ apresentada a condi¢dao de equilibrio que deve ser satisfeita em todos os
nos da estrutura e conceito de vetor de forcas residuais. Sao discutidos também os
meios de solugdo do sistema de equacdes ndo lineares e, em seguida, ¢
apresentado o método de Newton-Raphson padrao, com as estratégias de iteracao
e de incremento de carga. O apéndice ¢ baseado fundamentalmente em Leon et al.

(2011).
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Este capitulo apresenta as equagdes diferenciais, que definem o
comportamento analitico de um elemento infinitesimal de barra para efeitos axiais
e de flexdo, a partir das condigdes de compatibilidade entre deslocamentos e

deformacdes, das condi¢des de equilibrio e das leis constitutivas do material.

21
Campos de Deslocamentos e de Tensodes

As teorias mais utilizadas para o comportamento a flexdo de barras, oriundas
de Euler-Bernoulli e Timoshenko, fundamentam-se em quatro hipdteses basicas:
e As secdes planas permanecem planas apos a deformacao.
e O angulo de rotacdo da secdo transversal ¢ muito pequeno e pode ser
aproximado por sua tangente.
e As deformacdes e tensdes normais na diregdo vertical sdo
desprezadas.
e O comportamento a flexdo de barras considera um estado plano de
tensoes.
Assim, de acordo com a Figura 2.1, o campo de deslocamentos no interior de

uma barra ¢ definido de acordo com a equagao (2.1).

elastica

Y0

— X, U

Figura 2.1 — Campo de deslocamentos no interior de uma barra.

Fonte: Martha (2018).
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u(x,y) = ug(x) — 0(x).y (2.1)

v(x,y) = vo(x)

Em que os deslocamentos u,(x) e wvy(x) sdo, respectivamente, o
deslocamento axial e o deslocamento transversal do centroide da se¢do, definindo
a elastica da barra, 0(x) a rotagdo da se¢do transversal por flexdo e u(x,y) e
v(x, y) correspondentes aos deslocamentos longitudinal e transversal de um ponto
qualquer da se¢do. Pode-se notar que o campo de deslocamentos de uma barra
para o comportamento plano ¢ definido por trés pardmetros, que podem ser
agrupados em um vetor de campo de deslocamentos generalizados de um modelo
estrutural (&), conforme a expressao (2.2).

up(x)

{1} = qvo(x) (2.2)

6 (x)
As componentes de tensdes sao indicadas na Figura 2.2, sendo o, a tensdo
normal na dire¢do longitudinal da barra, g,, a tensdo normal na dire¢do transversal

da barra € 7y, a tensdo de cisalhamento da barra.

Ty
o, @J d}/ y% (o
Y dx

T
xy y:O

dy[ X
dx

Figura 2.2 — Componentes de tensdes em um elemento infinitesimal de barra

Fonte: Martha (2018).

2.2
Relagoes entre Deslocamentos e Deformagoes

O campo de deslocamentos e o campo de deformagdes devem ser compativeis
entre si para qualquer estrutura e a continuidade deles ¢ uma premissa

fundamental da andlise estrutural. Quando o gradiente do deslocamento ¢
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pequeno, a ponto de se desprezar os produtos entre eles, os componentes de
deformacao sdo considerados fungdes lineares, conforme o tensor deformacao

linear de Green-Lagrange, equacgdes (2.3), (2.4) e (2.5).

Ju
= — 2.3
L (2.4)
y ay
Jdv du
_w, o (2.5)
Yoy =55+ dy

Em que &, ¢ a deformagdo normal na diregdo longitudinal da barra, &, a
deformagdo normal na dire¢do transversal da barra e y,, a distorgdo por

cisalhamento. A partir do campo de deslocamentos adotado para o comportamento
de barras, equacdo (2.1), as relagcdes deformagdo-deslocamento podem ser

reescritas como as equagdes (2.6), (2.7) e (2.8).

Tk dx Y
ey =0 )
dvo 2.8
yxy = E — 6 ( . )

Nota-se que a deformacdo longitudinal, apresentada em (2.6), tem duas

parcelas: uma axial (¢2) e uma de flexdo (89’: ), conforme explicitado em (2.9) e

(2.10).

a _ Y .
& T o
el = —k/.y
do (2.10)
K==
dx

A equacgdo (2.8) indica uma relagcdo de compatibilidade entre a distor¢dao por

cisalhamento por efeito cortante, a rotacao da se¢do e o deslocamento transversal.
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2.21
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

A teoria de flexdo de Euler-Bernoulli considera, além das quatro hipoteses
basicas, que a secdo da barra, ao sofrer uma rotacdo na flexdo, permanece
perpendicular ao eixo deformado da barras. Considerando também que os
deslocamentos sao pequenos, aproxima-se a rotagdo da secdo transversal pela

tangente da elastica, conforme a Figura 2.3.

Y
P
Y
1l do
! X
P —+dx=p-do
dv
elastica J\‘ 0= d_o
X
—) (tangente

dx da elastica)

Figura 2.3 — Deformagdo de Viga
Fonte: Martha (2018).

Assim, o deslocamento transversal ¢ associado a rotacdo da secdo transversal,
segundo a equagao (2.11).

g = o .11
dx

Utilizando a equacao (2.10) em (2.11), pode-se escrever a deformagdo por

flexao, conforme (2.12).

d?v,

d*v, 2.12)
.y, kI (2.
dx?

T dx?

el =

Dessa forma, a deformagdo normal na direcdo longitudinal e a distor¢do por
cisalhamento podem ser agrupados no vetor de deformagdes pontuais, para o
comportamento plano de uma barra, sendo entdo escritos como em (2.13). A
distor¢cdo por cisalhamento é nula, adotando-se a teoria de flexdo de Euler-

Bernoulli.
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& [d/dx —(d?/dx?®).y 0] [0
{ }:[ X x%).y ] Yo (2.13)
Vxy 0 0 0
0
As deformacgdes podem ser agrupadas no vetor de deformagdes generalizadas
do elemento infinitesimal de barra (€), em que cada componente representa uma
das deformagdes elementares do elemento infinitesimal, conforme (2.14).
&g d/dx 0 01 (uo
(e} = {yxy} - [ o 0 o] .{vo} (2.14)
kS 0 d?*/dx* ol ‘6

2.2.2
Teoria de Flexdao de Timoshenko

A teoria de flexao de Timoshenko considera a existéncia de uma distor¢ao
por cisalhamento, que faz com que a se¢do transversal ndo permanega normal em
relacdo ao eixo da viga que sofre flexdo. A rotagdo fica desassociada da tangente
da eléstica, de acordo com a equacado (2.15).

dve _ (2.15)
T 0+y

Assim, no caso da teoria de flexdo de Timoshenko, as relacdes completas de
compatibilidade pontuais entre deformagdes e deslocamentos sdo apresentadas em

(2.16) e o vetor de deformagdes generalizadas ¢ dado conforme a equagdo (2.17).

& _[d/dx 0  —(d/dx).y] (%
{ny} - [ 0 d/dx -1 {1780} (216)
&g d/dx 0 0 1 (U
{e} = {ny} =[ 0 d/dx -1 .{vo} (2.17)
2 0 o d/dx] Lo

De forma genérica, tanto as matrizes das equacdes (2.14) quanto as

apresentadas em (2.17), podem ser representadas pela expressao (2.18).
{e} = [VI{w} (2.18)

{e} sendo o deformagdes generalizadas do elemento infinitesimal de barra,
{ti} o vetor de campo de deslocamentos generalizados de um modelo estrutural e
[V] a matriz de operadores diferenciais. Nos demais topicos deste trabalho, para

simplificagdo, as variaveis u, € v, sdo escritas como u € v, respectivamente.
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23
Equilibrio entre Tensoes e Esforgos Internos

Para descrever o comportamento de uma estrutura, além das relagdes
deformacdo-deslocamento, deve-se respeitar as condi¢cdes de equilibrio. Nesta

secdo, serd verificada a associacdo entre tensdes e forcas internas.

231
Lei Constitutiva Linear para o Material

Pela lei de Hooke, a relagdo constitutiva entre tensoes normais ¢ deformagdes
normais ¢ dada pela equagdo (2.19). A lei constitutiva que relaciona tensdes
cisalhantes com distor¢des de cisalhamento ¢ dada em (2.20).

o, = E¢g, (2.19)
=Gy (220)

Em que o, ¢ a tensdo normal na se¢ao, &, a deformacao normal, E o moédulo
de elasticidade do material, T a tensdo de cisalhamento da secdo, y a distor¢ao por
cisalhamento e G 0 modulo de cisalhamento do material. A relagdo matricial para

barras pode ser escrita pela equagdo (2.21).

(=15 &) @21

2.3.2
Rigidez do Elemento Infinitesimal de Barra

A relagdo diferencial entre as deformagdes clementares de um elemento
infinitesimal de barra e a correspondente forca interna ¢ caracterizada pelos
deslocamentos relativos internos. Essa relacdo ¢ apresentada na Figura 2.4 e nas

equagoes (2.22), (2.23) e (2.24).

el
gl

N l Q > M
~ < - dh 1I \\
dx |duo dx T N
Figura 2.4 — Relacao entre forcas internas e deformacoes

Fonte: Adaptado de Martha (2018).



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Idealizagdo do Comportamento de Barras 57

d
N = EAZX = Fpgs (2.22)
dx
0 = —GA, (%— 9) = —GAy , A, = xA (2.23)
do
M = El— = EIkf (2.24)
dx

Assim, a relacdo matricial de rigidez do elemento infinitesimal de barra de
portico plano, de acordo com a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, ¢ apresentada

em (2.25), enquanto para a teoria de Timoshenko, na equagado (2.26).

=05 Sl 225
N EA 0 07 (&5
{Q}= 0 —GA; 0 {y} (2.26)
M 0 0 El\kS

Entdo, as relagdes matriciais de rigidez de um elemento infinitesimal podem

ser representadas, de maneira genérica, pela equacao (2.27).
{m} = [S){e} (2.27)

Em que {m} é o vetor de for¢as internas do elemento infinitesimal, [S] é a
matriz de rigidez do elemento infinitesimal e {e} é o vetor de deformagdes
generalizadas do elemento infinitesimal. O sinal negativo vem das diferentes

convengdes de sinais entre o esforgo cortante e a tensao de cisalhamento.

24
Relagoes Diferenciais de Equilibrio em Vigas-Coluna

Como visto anteriormente, existem diferentes teorias para descrever o
comportamento a flexdo de uma barra. A mais usual destas teorias ¢ a de Euler-
Bernoulli, em que a rotagdo ¢ considerada a derivada do deslocamento transversal.
A outra teoria apresentada ¢ a de Timoshenko, na qual ¢ levada em consideragao
uma distor¢ao por cisalhamento, que pode ser interpretada como uma rotagao
adicional da se¢do tranversal. Martha & Burgos (2014, 2015) apontam uma
formulagdo alternativa a tradicional apresentada em Timoshenko & Gere (1963),
em que a deformacdo por cisalhamento ¢ interpretada como uma distor¢ao
cisalhante do elemento infinitesimal da viga e ndo como uma rotagao adicional da

se¢do transversal.
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Para Martha & Burgos (2014, 2015), a consideragdo classica da teoria de
Timoshenko apresenta uma inconsisténcia na relagdo de compatibilidade para
deformacgdes axiais. Quando sdo levadas em consideragdao analises nao lineares
geométricas, com efeitos de segunda ordem, surgem discrepancias na formulacao
matématica do problema. Isto, entretanto, ndo sera escopo deste trabalho.

A representacdo do comportamento de estruturas de barras considera que as
condi¢des de equilibrio devem ser satisfeitas para toda a estrutura, o que inclui um
elemento infinitesimal de barra. Assim, esta se¢do pretende demonstrar o
desenvolvimento das relagdes diferenciais para vigas-coluna, considerando efeitos

de segunda ordem, para diferentes teorias de flexao.

241
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Indeformada

A Figura 2.5 ilustra a configuracao indeformada do elemento infinitesimal.

q
y LLEY a0
T ¥ // L
|_—p>(x—5—>—>—§;i —>—>—>—>—>|7 N 0 % N +dN
_d_JC_

dx
Figura 2.5 — Equilibrio de um elemento de viga-coluna em sua configuragdo indeformada

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

A partir do equilibrio de um elemento infinitesimal de barra, utilizando as
equacdes universais da estdtica, as equagdes (2.28) e (2.29) podem ser escritas

COmo S€ seguem:

ZFy=0=—dQ+q(x)dx=0—>£_q( x) (2.28)
2
S My = 0:aM - (@ + dQ)dx + qr) o =0 BT _ gy 229)

Em que q(x) ¢ a carga transversal distribuida no elemento infinitesimal,

Q(x) a componente vertical do esforgo na sec¢do transversal ¢ M(x) o momento
fletor na se¢ao transversal.

Utilizando a equacdo da linha elastica, equagao (2.30),
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- 2.30
M(x) = EI — (2.30)

em que E ¢ o modulo de elasticidade do material, I a inércia a flexdo da secao
transversal e O a rotacdo desta se¢do, pode-se substituir a equacao (2.28) na
(2.29), obtendo-se o resultado apresentado na equacao (2.31).

2

d20
E1S - 0G) = 0 2.31)

2411
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

A teoria de flexdo de Euler-Bernoulli considera a rotagdo como sendo a
derivada do deslocamento transversal, conforme a equagao (2.32).

_dv

=— (2.32)

Dessa maneira, de acordo como a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, a
equagao diferencial que rege o comportamento de um elemento infinitesimal de
viga, apresentada em (2.31), pode ser escrita pela equacao (2.33).

d*v(x) dQ(x) _ )
El— = ———=0 (2.33)

Ou também pela equagdo (2.34).

d*v(x)

El
dx*

A solug@o da equagdo fornece o deslocamento transversal v(x), podendo-se

calcular a rotag¢do da secdo transversal com a relagdo 6(x) = dv(x)/dx.

241.2
Teoria de Flexdao de Timoshenko

Na teoria de flexdo de Timoshenko considera-se a distor¢ao por cisalhamento
como uma rotacdo adicional, conforme a Figura 2.6, levando-se em conta a
rotagdo da se¢do transversal e o deslocamento transversal como variaveis

independentes.
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ﬂ (rotacdo total da segdo)
dx

(rotagao y= dv 0

y (distorgdo por da secio) ix

cisalhamento)

(Teoria de Timoshenko)

(Teoria de
y - Euler-Bernoulli)

Figura 2.6 — Consideragdo do cisalhamento na viga de Timoshenko

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

Logo, a rotagdo total da se¢do (dv/dx) é composta pela rotagdo por flexdo
(0), acrescida da distor¢ao por cisalhamento (y), conforme a equagéo (2.35).

dv
=0+ 2.35
dx O+y ( )

Nesta hipdtese, a equagdo diferencial desenvolvida em (2.34) precisa ser
alterada, pois ¢ necessario incluir a distor¢do por cisalhamento provocada pelo

esforco cortante. A forga cortante atuante na secao ¢ dada pela equacao (2.36).

Q(x) = —xGA.y(x) (2.36)

Em que G ¢ o mddulo de cisalhamento do material, A ¢ a drea da se¢do
transversal, y ¢ o fator que define a area efetiva para cisalhamento da segdo
transversal e Q ¢ a forca cortante atuante na se¢do. O sinal negativo vem das
diferentes convengdes de sinais entre o esfor¢o cortante e a tensao de
cisalhamento (observar Figura 2.4).

Substituindo-se a equagdo (2.35) na (2.36), que apresenta a forca cortante

atuante na se¢do, encontra-se a relacao apresentada em (2.37).

(2.37)

dv(x)]

Q) = x64.[0(x) - =

Das equagdes diferenciais (2.28) e (2.31) do equilibrio de um elemento
infinitesimal de barra, pode-se calcular as equagdes (2.38) e (2.39), substituindo-
se o valor da forga cortante Q(x) ¢ a distor¢do por cisalhamento y (x).

dQ(x)
dx

100 = £GA [d@(x) 3 dzl;(zx)l = q(x)

2.38
dx d ( )
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EIF—Q(X):():}EIF-FXGA dx

d?e d?e ldv(x) B H(x)l — 0o (2.39)

24.2
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Deformada

Na Figura 2.7 ¢ apresentado um elemento infinitesimal na condi¢do
deformada, submetido a um carregamento distribuido (q) e a uma carga axial

constante (P).

q

1717

/ M+ dM
e Ji._.
4},] . /P Id.l.

dx |

/
—

Figura 2.7 — Equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuragdo deformada

Fonte: Martha ¢ Burgos (2015).

A imposicao do equilibrio do elemento leva a construgdo das equagdes (2.40)

e (2.41).

Z E, - —dV + q(x)dx = 0 > dZSC) = q(x) (2.40)
dx?
ZMO = dM = (V +dV)dx - P.dv + q(x) —— = 0 (2.41)

Em que v(x) é o deslocamento transversal, g(x) a carga distribuida, V(x) a
componente vertical do esfor¢o na secdo transversal, P a componente horizontal
do esfor¢o na segdo transversal ¢ M (x) o momento fletor na se¢do transversal.

Utilizando-se a equagdo da linha elastica, dada em (2.30), M(x) = EI d8/dx,
pode-se desenvolver a equagdo diferencial que descreve o problema, conforme

(2.42).
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d?6(x) dv(x)
dx? —Ve)—P dx -

EIl 0

(2.42)

d36(x) dvV(x d?v(x
L 400 v dve)
dx3 dx dx?
Como conhecido, pelas equacdes fundamentais da estatica, o carregamento

atuante em uma viga ¢ igual a derivada do esfor¢o cortante, equacdo (2.43).

dv
4G =7 (2.43)

Dessa maneira, a equacao diferencial que rege o problema do equilibrio de
um elemento infinitesimal em sua configura¢dao indeformada pode ser expressa de
acordo com a equacao (2.44).

d3e d?v(x)
El —P
dx3 dx?

24.21
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

Conforme ja explicitado na teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, a rotacao
pode se considerada como a derivada do deslocamento transversal (6 = dv/dx).
Dessa forma, a relagdo diferencial anteriormente desenvolvida em (2.44) pode ser
reescrita conforme a equacao (2.45),

d*v d?
LA de
dx* dx?

ou, ainda, conforme (2.46).

dv(x) P d*v(x) q(x)
dx* EI dx?  EI

(2.46)

24.2.2
Teoria de Flexdao de Timoshenko

Conforme ja discutido, na teoria classica de flexdao de Timoshenko ocorre
uma distor¢do por cisalhamento como uma rotacdo adicional, desassociando a

rota¢do do deslocamento transversal da secdo, ilustrada na Figura 2.6.
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Assim, quando o elemento se deforma, a projecdo dos esforcos ¢ obtida
utilizando a rotacgdo total da se¢do, ndo apenas a rotagdo por flexdo (Reddy et al.
1997; Martha & Burgos 2014, 2015).

A Figura 2.8 ilustra esses esforcos e deslocamentos em um elemento

infinitesimal deformado de viga para a teoria classica de flexao de Timoshenko.

¥+
Y dx
Vi+dV ! dM
M + dM N+dN
’__ -
E .I .I’-I{L‘ E"r'i Q + []‘Q

dx dx

Figura 2.8 — Esforcos e deslocamentos na forma cléssica da viga de Timoshenko

Fonte: Martha e Burgos (2015).

Considerando pequenos deslocamentos e rotacdes, a andlise da Figura 2.8
indica que os esfor¢os solicitantes na sec¢ao transversal podem ser apresentados

nas equagdes (2.47) e (2.48).

N(x) = Pcos(@ +y) = V(x)sen(6 +y) =P -V (x)(6 +y)
dv(x) (2.47)

> Nx)=P—-V(x) Iy

Q(x) = Psen(6@ +y) +V(x)cos(6 +y) =P(6 +y)+V(x)

(o) (2.48)

dx

->Q(x)=P + V(x)

Substituindo (2.48) na equacdo (2.41) obtém-se a consagrada relagdo
fundamental da estatica entre o esforco cortante e o momento fletor, equagdo

(2.49).

dM(x)
Fra Q(x) (2.49)

Por essa razao, pode-se reescrever a equagdo (2.37) em funcdo do momento

fletor, conforme a expressao (2.50).

dM (x) dv(x)
== xea o -2 (2.50)
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Utilizando-se a relagdo (2.30), equacao da linha eléstica, a equagdo anterior

(2.50) pode ser analisada conforme a apresentada em (2.51).

dv(x) EI d?6
= - 2.51
dx 0(x ¥GA dx? 2.51)

Dessa forma, substitutindo a equacao (2.51) na (2.44), obtém-se a relacao
diferencial que rege o problema, de acordo com a formulacao classica de flexao

de Timoshenko, equagdo (2.52) ou (2.53).

P \d30  dO(x)
- = 2.52
El <1 * )(GA) dx3 P dx ) (2:52)
d3e _ P do(x) q(x)
dx3 P dx P (2.53)
(1 +X—GA) El (1 +X—GA) El

25
Solugao das Relagoes Diferenciais de Equilibrio em Vigas-Coluna

A partir das solucdes das equagdes diferenciais, que descrevem o equilibrio
de um elemento infinitesimal, podem ser deduzidas expressdes para a solu¢ao dos
deslocamentos e rotagdes ao longo de uma barra.

Essa solugdo completa, v(x), pode ser obtida pela composi¢ao da solugdo
homogénea, v,(x), com a solugdo particular da estrutura, v,(x), conforme
equacdo (2.54). A solucdo homogénea corresponde a uma situacdo de barra
descarregada e depende apenas das condigdes de contorno da barra. A solugao

particular depende do carregamento aplicado q(x).
v(x) = vp(x) + v, (x) (2.54)

Assim, as parcelas homogéneas sdo obtidas, considerando q(x) = 0. Essa
solucdo sera utilizada no préximo capitulo para o calculo das fungdes de
interpolagdo de um elemento.

Martha (2018) explica que o método da rigidez direta ¢ composto pela

superposi¢ao dos estagios I e 11, conforme Figura 2.9.
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Figura 2.9 — Superposi¢ao de estagios do método da rigidez direta

Fonte: Martha (2018).

Ainda segundo Martha (2018), o estagio II corresponde ao comportamento
global discretizado da estrutura, pois em termos de deslocamentos e rotagdes
nodais, os resultados do estagio II sdo os da estrutura com carregamento original,
enquanto o estagio I corresponde a situacao local do trecho carregado.

Dessa forma, a solugdo homogénea, situacdo de barra sem carregamento,
considera as condi¢des de contorno nao nulas nas extremidades da barra ¢ a
solucdo particular se relaciona a condigdes de contorno com valores nulos,
podendo ser interpretadas como solugdes locais de engastamento de barras com

carregamento, de acordo com a Figura 2.10.

q
LTI umuufumuim
----;J_§\~z‘]0~§:~z;0 12 1
pA:’: e Op Uy == B Z_Z o~ ‘71_2
15(0)=pa | | vy(l)=0 A Uy =7 ,
oO=0u) vé‘(x>:N;’<x)~iA+N§(x>AeA Po=0 3"”5(")gz'[_ixz+1lz*3‘2lzlx4j?

vy (x) = 2 (x) + 0p (x) = 0 (¥) + 75 (%)

Figura 2.10 — Solugdes homogéneas e particulares de barra solicitada por carga uniforme

Fonte: Adaptada de Martha (2018).

Essa conclusdo relaciona as solugdes particulares com as locais (estagio I) e
as solucdes homogéneas analiticas com a solug¢ao global discreta do método da

rigidez direta (estagio II). Assim, quando se adota solugdes analiticas para o
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comportamento das barras, os deslocamentos e rotagdes nodais do modelo
discreto sdo exatos, independendo de discretizagdo. Ou seja, no método da rigidez
direta o comportamento continuo de um elemento pode ser representado pelo
modelo discreto sem nenhuma aproximacgdo adicional além das ja contidas na
idealizagdo analitica da barra. Justificando assim a posterior utilizagao de solugdes

homogéneas como fungdes de interpolacdo de deslocamentos e rotagdes nodais.

251
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Indeformada

Para o equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuracao
indeformada, as equagdes diferenciais ndo levam em consideracdo a carga axial P
atuante na secdo transversal. Essas equacgoes diferenciais foram desenvolvidas ao
longo da secdo 2.4, resultando nas expressdes (2.34) para a teoria de flexdo de

Euler-Bernoulli, (2.38) e (2.39) para a teoria de flexdo de Timoshenko.

2511
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

Conforme ja explicado, a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli considera a
rotagdo como sendo a derivada do deslocamento transversal e a equacdo

diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal, conforme a equacgao (2.34).

As parcelas homogéneas da solugdo dessa equagdo diferencial sdo calculadas,
considerando uma situagdo de barra descarregada, q(x) = 0. Assim, ante a teoria
de flexdo de Euler-Bernoulli, a equagdo (2.34) toma o formato de (2.55).

d'vn () _ 0 (2.55)

El
dx*

A solugdo da equagdo (2.55) ¢ a solugdo da parcela homogénea da equagao
(2.54), dada conforme a expressao (2.56):
x? x3

vp(x) = c; + X + 5 3 + C4Z (2.56)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Idealizagdo do Comportamento de Barras 67

Em que, ¢4, ¢y, c3 € ¢4 sd0 0s coeficientes de um polindmino de grau trés. O
calculo da rota¢do da secdo transversal pode ser realizado com a relagao 6(x) =
dv(x)/dx, conforme (2.57).

X2
On(x) = c; + c3x + Ca— (2.57)

A solugdo particular ndo introduz nenhum coeficiente adicional a ser
determinado. Assim, os coeficientes do polindmio podem ser calculados a partir
das condi¢des de contorno, empregando a equacao da linha elastica e as equagoes

fundamentais da estatica.

251.2
Teoria de Flexdao de Timoshenko

Na teoria de flexdao de Timoshenko considera-se a distor¢ao por cisalhamento
como uma rotagdo adicional, levando-se em considera¢do a rotacdo da secdo
transversal e o deslocamento transversal como variaveis independentes.

Essa distor¢ao por cisalhamento faz com que a rotagdo da se¢do transversal
esteja desassociada da tangente da elastica. Por isso, ndo é possivel escrever
apenas uma equacao diferencial para o problema em funcdo de uma unica
variavel.

As equagdes diferenciais que descrevem o problema, considerando a teoria de
Timoshenko, sdo as apresentadas em (2.38) e (2.39), e possuem duas varidveis: o
deslocamento transversal v(x) e a rotagdo da segdo transversal 8 (x).

Existem diferentes formas para resolver as equacdes diferenciais que regem o
comportamento de um elemento infinitesimal na condicdo indeformada,
considerando a teoria de Timoshenko. Pode-se empregar a fungdo auxiliar, como
apresentado em Shirima & Giger (1992), que sera utilizada no capitulo 3, ou a
metodologia apresentada em Onu (2008) que separa o deslocamento transversal
da estrutura em uma parcela devido a flexdo ¢ do cisalhamento v,(x) e vs(x),
respectivamente.

Neste item, serd utilizada a formulag¢do apresentada por Reddy (1997) e
Martha (2018). Primeiramente, as solugdes das equacdes (2.38) e (2.39) possuem

uma parcela homogénea e outra particular, conforme (2.58) e (2.59).
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v(x) = vp(x) + v, (%) (2.58)
6(x) = 6p(x) + 6,(x) (2.59)

As parcelas homogéneas s3o obtidas, considerando q(x) = 0. Assim, pela
teoria de flexdo de Timoshenko, as equagdes (2.38) e (2.39) sdo escritas no

formato de (2.60) e (2.61).

dop(x) d?va(x)| _
)(GA[ =0 (2.60)
d?6,(x) dvy, (x)
Eld—;2 +)(GA[ C’le - eh(x)l =0 2.61)

Ao se derivar a equagdo (2.61) em relagdo a x e utilizando-se a equacgao
(2.60), obtém-se a relagdo (2.62).

d° 0, (x) _

- (2.62)

El

Entdo, a solugdo homogénea para a rotacdo da segdo transversal 8(x)¢é dada
por um polindmio de grau dois, da mesma forma que para a teoria de Euler-
Bernoulli, reescrita em (2.63).

2

X
Onh(x) =cy +c3x + Ca— (2.63)

Substituindo 8, (x) na equagdo (2.61), tem-se a relagdo (2.64).

dv, (x) x?
Elcy, + yGA —|(catc3x+c,— || =0 (2.64)
dx 2

Ou, reescrevendo em fungdo da derivada do deslocamento transversal,
conforme (2.65).
dv,(x) x? Elc,

dx :C2+C3x+C4?_XGA

(2.65)

O deslocamento transversal pode ser escrito entdo, integrando uma vez a
relacdo anterior, obtendo-se a equacdo (2.66) como solu¢do homogénea do
problema, considerando a teoria de Timoshenko.

x? x3 Elx
vp(x) =c¢1 + x4+ ¢c3 > +c, % 2GA (2.66)
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A medida que o valor da inércia ao cisalhamento yGA for considerado muito
grande em relacdo ao valor da rigidez a flexdo EI, a equagdo (2.66) se reduz a
teoria de flexdo de Euler-Bernoulli.

Da mesma forma que na teoria de Euler-Bernouli, os coeficientes do
polindmio da equagdo (2.66) podem ser calculados a partir das condigdes de
contorno, empregando-se a equagao da linha eléstica e as equacdes fundamentais

da estatica.

25.2
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Deformada

No caso do equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracio
deformada, as equagdes diferenciais levam em consideracdo a carga axial P
atuante na secdo transversal, podendo-se interpretar como uma andlise ndo linear
em nivel infinitesimal. Essas equacdes diferenciais foram desenvolvidas ao longo
da secdo 2.4, resultando nas expressoes (2.46), para a teoria de flexdo de Euler-

Bernoulli, e (2.51) e (2.53), para a teoria de Timoshenko.

2521
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

Conforme calculado na secdo 2.4, a equacao diferencial do equilibrio de um
elemento infinitesimal na configuracdo deformada, considerando a teoria de

flexao de Euler-Bernoulli ¢ dada conforme a equacao (2.46).

Seguindo a mesma metodologia do elemento na condicdo indeformada, as
parcelas homogéneas da solu¢do dessa equagdo diferencial sdo calculadas,
considerando uma situagdo de Dbarra descarregada, q(x) =0. Assim,
considerando-se a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, a equacao (2.46) toma o
formato de (2.67).

d'v(x) ,d*v(x) _ P

ey W ) H= | (2.67)

A solugdo da equagdo (2.67) ¢ a solugdo da parcela homogénea da equagao

(2.54), dada conforme a expressao (2.68).
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vp(x) = et +ce™™ +c3x ¢y (2.68)

Em que ¢4, ¢, c3 € ¢, sdo os coeficientes de uma fungdo exponencial.
Como a teoria de flexao de Euler-Bernoulli considera a rotagao como sendo a
derivada do deslocamento transversal, o calculo da rotacdo da secdo transversal

pode ser realizado com a relagdo 6(x) = dv(x)/dx, conforme (2.69).
On(x) = coue™™ — coue™ + ¢4 (2.69)

A solugdo particular ndo introduz nenhum coeficiente adicional a ser
determinado. Assim, os coeficientes da fun¢dao exponencial podem ser calculados
a partir das condi¢des de contorno, empregando-se a equacao da linha eléstica e as

equagoes fundamentais da estatica.

Caso a forga axial seja de tragdo, o valor de y € um nimero real e a solugdo
homogénea da equacdo diferencial pode ser escrita por func¢des hiperbolicas,
conforme a expressdo (2.70). A rotacdo da segdo transversal ¢ dada pela

diferenciagdo do deslocamento transversal, equagao (2.71).

P
v (x) = c;senh(ux) + cycosh(ux) +czx + ¢4, p= i (2.70)

0, (x) = cyucosh(ux) + cyusenh(ux) + c3 (2.71)

Por outro lado, se a forga axial for de compressao, o valor de ¢ € um niimero
complexo e o deslocamento pode ser escrito por fungdes trigonométricas,
conforme (2.72) e (2.73).

—P

vp(x) = c;sen(ux) + cycos(ux) + cz3x + ¢4, p= T (2.72)

0, (x) = ciucos(ux) — cousenh(ux) + c5 (2.73)

2.5.2.2
Teoria de Flexdao de Timoshenko

As equagdes diferenciais que descrevem o problema, considerando a teoria de
flexdo de Timoshenko e o equilibrio de um elemento infinitesimal na
configuragdo deformada, sdao as apresentadas em (2.51) e (2.53) e possuem duas

variaveis: o deslocamento transversal v(x) e a rotagdo da secdo transversal 6(x),
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nao sendo possivel escrever apenas uma equagao diferencial para o problema em
funcdo de uma unica variavel.

Conforme explicado anteriormente, isso acontece porque a distor¢do por
cisalhamento faz com que a rotagdo da secdo transversal esteja desassociada da
tangente da elastica.

As solucdes das equacdes (2.51) e (2.53) também possuem uma parcela
homogeénea e outra particular. As parcelas homogéneas sdo obtidas considerando
q(x) = 0. Assim, considerando a teoria de flexdo de Timoshenko, as equagdes
(2.51) e (2.53) podem ser escritas no formato de (2.74) e (2.75), com A sendo
dado pela relagao (2.76).

dv(x) 600) EI d?0 (2.74)
ax 0¥ xGA dx? ’
d3e do(x) U
_ A2 — N
o N T A= = (2.75)
1+—F7% YGA 2

A=—Ft \/7 (2.76)
1+ X_

Utilizando-se a constante (), equacao (2.77), introduzida por Reddy (1997) e
ainda utilizada em Burgos & Martha (2013), como também em Martha & Burgos
(2014, 2015), as equagdes diferenciais do problema podem ser reescritas em

func¢do dessa constante, de acordo com as expressoes (2.78) e (2.79).

El 1
d d26
‘;Ecx) =600 -2 (2.78)
430 do(x
P g (2.79)

dx3 dx 1+ Qu2l2

Usando da mesma metodologia anterior, para o caso da teoria de Euler-
Bernoulli, e seguindo o que ¢ apresentado em Martha & Burgos (2014), primeiro
resolve-se a equacdo (2.79). Assim, a solucado homogénea para a rotacao da se¢do
transversal 8(x), é dada por uma fungdo exponencial, conforme expressdo (2.80).

On(x) = A(c e — ce™) + ¢4 (2.80)
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Substituindo 8, (x) na equagdo (2.78), resulta a relacdo (2.81).
dv(x)

e [A(cie™™ — ce™)] + ¢3 — QL2 A(c A2 e — cy,A2e %) (2.81)

O deslocamento transversal pode ser escrito, integrando uma vez a relagao
anterior, obtendo-se a equagdo (2.82) como solu¢gdo homogénea do problema,
considerando a teoria de Timoshenko.

v (x) = (1 — QL2AY)[c ™ — cpe™ ) + c3x + ¢y (2.82)

Caso a forga axial seja de tragdo, o valor de y € um nimero real e a solugdo
homogénea da equagdo diferencial pode ser escrita por fungdes hiperbdlicas, de

acordo com as equacdes (2.83) e (2.84).
05, (x) = Alc;cosh(Ax) + cy,senh(Ax)] + ¢ (2.83)
v(x) = (1 — QL?A?)[c;senh(Ax) + cycosh(Ax)] + c3x + ¢, (2.84)

Em caso de a forca axial ser de compressdo, o valor de u ¢ um ntimero
complexo e o deslocamento pode ser escrito por fungdes trigonométricas,

conforme (2.85) ¢ (2.86).
05, (x) = Alcicos(Ax) — cysen(Ax)] + c3 (2.85)

v,(x) = (1 + QL?A?)[c;sen(Ax) + c,cos(Ax)] + c3x + ¢y (2.86)

2.6
Resumo da Idealizagdao do Comportamento de Barras a Flexao

A formulagdo do comportamento a flexao ¢ resumida na Figura 2.11 para o
equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuracdo indeformada. As
expressoes de compatibilidade, equilibrio e leis constitutivas associadas as teorias
de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko vistas nesta capitulo sdo expostas de
forma compacta. Na Figura 2.12 esse resumo ¢ desenvolvido para o equilibrio de

um elemento infinitesimal na condi¢do deformada.

E importante observar que se o valor da inércia ao cisalhamento (yGA =
G A,) for considerado elevado em relagdo a inércia a flexao (ET), o parametro () se
anula. Assim, as equacdes para rotagdo e deslocamento de secdo transversal
considerando a teoria de flexdo de Timoshenko correspondem as desenvolvidas

para a teoria de flexao de Euler-Bernoulli.
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RESUMO DO EQUILIBRIO DE UM ELEMENTO INFINITESIMAL NA CONFIGURACAO INDEFORMADA
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Figura 2.11 — Resumo das teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko considerando o
equilibrio de elemento infinitesimal na configuracdo indeformada

Fonte: Adaptada de Martha (2018).
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RESUMO DO EQUILIBRIO DE UM ELEMENTO INFINITESIMAL NA CONFIGURACAO DEFORMADA
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Figura 2.12 — Resumo das teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko considerando o
equilibrio de elemento infinitesimal na configuracdo deformada

Fonte: Elaborada pelo Autor (2019) - Adaptada de Martha (2018).
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Funcgoes de Interpolagao: Comportamento a Flexao

Em uma andlise, em que se utiliza o MEF, o comportamento analitico de um
solido pode ser representado por um comportamento discreto. Geralmente, a
solucdo discreta ¢ obtida pelos deslocamentos nodais ¢ a solugdo do problema
continuo pode ser encontrada interpolando os deslocamentos nodais, com a
utilizagdo das fungdes de forma.

Portanto, as configuragdes deformadas elementares de uma barra isolada
resultam da imposicao individual dos deslocamentos nas suas extremidades,

conforme pode ser observado na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Configuracdo deformada de barra isolada

Fonte: Adaptada de Martha (2018).

As solu¢des homogéneas para o comportamento de barras descrevem uma
elastica que pode ser representada em fungdo dos seus deslocamentos nodais,

empregando fungdes de interpolacdo, conforme equagdes (3.1), (3.2) e (3.3).

Ug(x) = N (x)d; + N (x)dy (3.1)
vo(x) = Ny (x)d; + N3 (x)d5 + NZ (x)ds + N (x)dj (3.2)
0(x) = NJ (x)dy + NS (x)ds + N59 (x)ds + NE (x)d} (3.3)

Essas equacdes podem ser apresentadas de maneira matricial, conforme (3.4),
e de uma forma condensada, como na expressao (3.5), em que [N] € a matriz que

retne as fun¢des de forma consideradas.
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(di)
w@) [V 0 0 M@ o o ]|%
v =| 0 NG MG 0 N@ N@|L 7 (A
6(x) 0 N@ N 0 N NI |4
5
\d/
Ug(x)
vy (%) ¢ = [N].{d’} (3.5)
0(x)

Quando estas funcdes de forma s3o obtidas diretamente da solugao
homogénea da equacao diferencial do problema continuo, a discretizacao da barra
ndo € necessaria, conforme explicado no capitulo 2. Isto acontece, porque o
comportamento continuo do elemento pode ser representado por pardmetros
nodais, sem a consideragao de outras aproximacdes, além das ja consideradas na
idealizagdo analitica do comportamento do elemento.

As fungdes de forma podem englobar a ndo linearidade geométrica no nivel
infinitesimal, ao se considerar, no desenvolvimento da equacdo diferencial do
problema, o equilibrio de um elemento em sua configuracao deformada, fazendo
com que a carga axial esteja presente nessas fungdes de interpolagao.

Assim, neste capitulo, s@o desenvolvidas as fun¢des de forma usuais,
Hermitianas, para a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko. Nelas
a nao linearidade geométrica em nivel de elemento infinitesimal ¢ desconsiderada,
gerando as fungdes cubicas conhecidas.

Também sdo calculadas as fungdes de forma a partir do equilibrio de um
elemento infinitesimal em sua configuracdo deformada, em que a carga axial ¢
levada em consideragao, sendo entdo realizada uma andlise ndo linear geométrica
em nivel infinitesimal. Essas fungdes também sdo calculadas para ambas as
teorias de flex@o apresentadas neste trabalho.

O desenvolvimento das func¢des de forma, para cada caso especifico, além de
ser importante do ponto de vista didatico, também se faz necessdrio ao o
desenvolvimento de programas graficos. A metodologia utilizada neste trabalho

para célculo das fungdes de forma encontra-se contida em Burgos & Martha
(2013).
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3.1
Equilibrio do Elemento Infinitesimal na Configuragao Indeformada

Conforme ja mencionado, as fun¢des de forma podem ser obtidas diretamente
da solucdo homogénea da equacdo diferencial do problema. Se o problema for
descrito a partir do equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracio

indeformada, Figura 3.2, as fung¢des de interpolagdo sdo as Hermitianas (ctbicas).

q
m@ﬂ@
M M + dM
N v N + dN
Q
dx

Figura 3.2 — Elemento infinitesimal na configurag¢@o indeformada

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

O desenvolvimento das equagdes diferenciais do problema foi realizado no
capitulo 2. Portanto, a partir da solu¢do dessas equacdes, que fornece o
deslocamento ¢ a rotacdo da estrutura, sao desenvolvidas as fungdes de
interpolacdo, considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e a de

Timoshenko.

3.11
Fungoes de Forma: Teoria de Euler-Bernoulli

Conforme visto no capitulo 2, para um elemento infinitesimal, a solucao
homogénea da equacao diferencial para o equilibrio de elemento na configuragao
indeformada, empregando-se a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, ¢ dada
conforme as equacdes (2.56) e (2.57) e repetida em (3.6) e (3.7), por
conveniéncia.

x? x3

vp(x) = ¢; + cx + €3> + Ca g (3.6)

2
X
Onh(x) =c, +c3x + Ca— (3.7)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Funcgdes de Interpolagéo 78

Assim, o deslocamento da barra pode ser escrito de forma matricial, de

acordo com a equacao (3.8).

x) [1 x _2 ﬁ-l 21
fol=m.(, x1= N I -
0 1 X 7 Cy

A matriz [X] é composta pelas fungdes que descrevem os deslocamentos € o

vetor {C} é formado pelas constantes que multiplicam essas fungdes.

As condi¢des de contorno sdo obtidas, avaliando a solugdo homogénea da

equacdo diferencial nos nos das barras, conforme Figura 3.1 e equacido (3.9).
€1

{dél v0(0) @ ;
d; 6(0) Lk
! = = = C + (s L + Cy— + Cyp—
{d } kdé ivo(L)f 1 2 3 2 4 6 (3.9)
d (L) L’

k Cz + C3L + C4 7 }

De forma analoga ao deslocamento, as condi¢des de contorno apresentadas na
equagao (3.9) também podem ser escritas matricialmente, utilizando-se a matriz

[H] ¢ o vetor de constantes {C}, de acordo com a equagéo (3.10).

o . .
dh Jvo(o)l 0 1 0 0| /¢
n — d,3 — 9(0) - n — L2 L3 C2
W=a ("o ("= L 2 6 '{63} (3.10)
dy \Q(L)J L | e
o 1 L =

- [H].{C} = {d'}

Como ja tratado, as fungdes de forma interpolam os deslocamentos, solugao
discreta, para obter a solucdo continua do problema, conforme a equagao (3.5),
{fvo(x) O(x)} =[N].{d'}, sem a parcela axial. Assim, os deslocamentos podem ser
calculados, substituindo-se a equagdo (3.10) na (3.8), obtendo-se a relagao (3.11)
para as funcdes de forma.

{‘;’((;‘))} = [XL.[H]™%.{d"} = [N] = [X]. [H]"! (3.11)

Desse modo, as fungdes de interpolagdo desenvolvidas a partir da solugdo

homogénea do equilibrio de um elemento infinitesimal na configuragdo
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indeformada, considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli sdo as ja

conhecidas e apresentadas nas expressoes de (3.12) a (3.15).

N}’(x)zZi—j—Bi—z+1 1v29(x)=6L—’;2—i—f (3.12)
NZGO =’£—Z’—zxL_2+x NO () =3’£—z—47"+1 (3.13)
NZ (x) =3§_2§ NE (x) =i—f—6Li32 (3.14)
Mo =52 mw=sh-E (3.15)

Nos apéndices A.1 e A.2, sdo calculadas as fungdes de forma, considerando
rétulas nas extremidades da barra e teoria de flexdo de Euller-Bernoulli, para o

equilibrio de um elemento infinitesimal na configura¢do indeformada.

3.1.2
Fungoes de Forma: Teoria de Timoshenko

Para um elemento infinitesimal de viga, a solucdo homogénea da equagao
diferencial para o equilibrio de elemento na configuracdo indeformada,
empregando-se a teoria de flexdo de Timoshenko, também foi desenvolvida no
capitulo 2, equagdes (2.63) e (2.66), e repetida em (3.16) e (3.17), por
conveniéncia, empregando ().

Un(0) = ¢ + cox + cs"z—2+ 2 (’%— QL2x>,Q _ %Ll (3.16)

xZ

0n(x) =cy, +c3x + Ca— (.17)

Utilizando-se da mesma metodologia anterior, o deslocamento da barra pode

ser escrito de forma matricial, de acordo com a equacgao (3.18).

x?>  x3
{'700((:))} _ XL.{C}, [X] = [ 1 x > = ;ZQLZx] - gg .
l 0 1 X = J Cs

As condi¢des de contorno sdo obtidas, avaliando a solugdo homogénea da

equagao diferencial nos nds das barras, conforme equacao (3.19).
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( €1 )
d; 0 (0) “
! d; {G(O)l cptcL+c E+c (L—3—£> (3.19)
{d}zidéfz oN75) Al B IR T V) S
a) o)) 12
\ C2+C3L+C47 J

Ao se escrever as condi¢des de contorno matricialmente, utilizando-se a

matriz [H] ¢ o vetor de coeficiente {C}, obtém-se a equagao (3.20).

1 0
dj {vo(m 0 1 ¢
n_ Jds| _ H(O)l n_ r (1 .| )e
{d'} = dz = vo(L) - {d'}= 1 L ? (E_QJL {C;} (3.20)
d; \Q(L) ) ) 4
o 1 I %

- [H].{C} = {d'}

Assim, as fungdes de forma podem ser calculadas com relacdo a (3.11),
[N] = [X].[H] %, fornecendo as fungdes apresentadas nas expressdes (3.21) a

(3.24).

2(%) =3 (%) - 120% X2 _x
0 201 +30) 5+ 1+ 60 3(2) - 41 +30) %
N = x [(L) a+ 12n)L ] NY () =1+ (L)(1 " 12; L (322)
3(X) —2(%) +120% X _(x)?
o DDy G e
. x [@2 ~A+60)F - 69] o ; (%)2 Cat-em? o

(1+120) (1+120)

Nos apéndices A.3 e A.4, sdo calculadas as fun¢des de forma, considerando
rotulas nas extremidades da barra e teoria de flexd3o de Timoshenko, para o

equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracdo indeformada.
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3.2
Equilibrio do Elemento Infinitesimal na Configuragao Deformada

De maneira a considerar uma ndo-linearidade no nivel infinitesimal, as
funcdes de forma podem ser obtidas diretamente da solu¢do homogénea da
equacdo diferencial do problema de equilibrio de um elemento infinitesimal na
configuragdo deformada, conforme a Figura 3.3.

q

717

/ M+ dif
b

—_—

0 A P Idr
dx

V+dv

/
e

Figura 3.3 — Elemento infinitesimal na configuragdo deformada

Fonte: Martha ¢ Burgos (2015).

A solugdo, neste caso, para o deslocamento transversal e a rotagdo da secgao, ¢
dada por fun¢des exponenciais, conforme calculado no capitulo 2, podendo-se
escrevé-las como trigonométricas, no caso de forcas de compressdo, € como
hiperbolicas, para cargas de tracao.

O desenvolvimento das equagdes diferenciais do problema ja foi realizado no
capitulo 2 de maneira completa. Portanto, a partir da solu¢ao dessas equagdes, que
fornece o deslocamento e a rotagdo da secdo transversal, sdo desenvolvidas as
fungdes de interpolagdo, considerando a teoria de flexao de Euler-Bernoulli e a de

Timoshenko.

3.21
Funcgoes de Forma: Teoria de Euler-Bernoulli

Conforme visto anteriormente, no capitulo 2, para um elemento infinitesimal
de viga, a solucdo homogénea da equacdo diferencial para o equilibrio de
elemento na configuragdo deformada, empregando-se a teoria de flexao de Euler-

Bernoulli, ¢ dada conforme a equacgdo (2.46) para o deslocamento transversal,
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com a rotagdo sendo fornecida por 8(x) = dv(x)/dx. A solugdo ¢ dada em (2.68)

e (2.69) e reescrita, por conveniéncia, em (3.25) e (3.26).
vp(x) = cie* +ce™™ +c3x + ¢y (3.25)
On(x) = coue™ — coue™ + ¢4 (3.26)

O deslocamento da barra escrito de forma matricial é dado de acordo com a

equagdo (3.27).

v (x) _ _ eMx e HX x 1 ~ c
{go(x)}_[x].{C}: [X] = pet* —pe h 10 {C} = C; (3.27)

As condi¢des de contorno sdo obtidas, avaliando a solugdo homogénea da

equagao diferencial nos nds das barras, conforme equacao (3.28).

Jdél UO(O)\ C1+Cp+Cy

AN EIONE Cih =~ Coft + €3 3.28

d} = di ~ ivo(L)f et + e + o3l +cy (3.28)
kdg) 6(L) cyuett — coue ™M + ¢4

Escrevendo-se as condi¢des de contorno matricialmente, com a utilizagdo da

matriz [H] ¢ do vetor de constantes {C}, obtém-se a equagao (3.29).

d; !Uo(o)l ! ! 0 ! €
& _ ) e T B N P

d} = S r = d'} = )

e’ ds vy (L) = 43 et et L 1 €3 (3.29)
a) \ew) e 1 o]

- [H].{C} = {d'}

Assim, as fungdes de forma podem ser novamente calculadas com relacao a
(3.11), [N] = [X].[H]™!, fornecendo as funcdes apresentadas nas expressdes

(3.30) a (3.37).

N ehL+x) 4 ol _ oux _ o2ux _ L'uell(L+x) + ‘uxell(L+x) — Lue** + uxe* (330)
z 2e%# — 2eLtx) 4 [enl+x) 4 [y ekx

eLu _ eZL,u —elx 4 ez;tx _ eu(L+2x) + eu(2L+x) + L'ueZL,u _ 2Mxep.(L+x)

#(Zexu _ 4eu(L+x) + Zeu(2L+x) + L'ueux _ Lye”(2L+x))

NY =
(3.31)

—Luet* — Lue®* — LuetCL+0) 4 yxek* 4 xeh(@L+x)

#(Zexu _ 4_eu(L+x) + Zeu(2L+x) + L'uep.x _ L'uep.(ZL+x))
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Lu _ ,u(L+x) ux _ ,2ux u(L+x) ux

e e +e e + uxe + uxe

NY = K s (3.32)
2e%# — 2ehLtx) 4 [ en(l+x) 4 [erx

eL,u _ eZLu —ehx 4 eZp.x _ ep.(L+2x) + ep.(ZL+x) _ 2L#eu(L+x) + L'ueL,u

v —
Ne = #(Zexu — 4erl+x) 4 Don(L+x) 4 Lue* — Lye”(2L+x))
(3.33)
Zuxe”(“x) + LMeu(L+2x) _ Mxeux _ 'uxeu(ZL+x)
#(Zexu _ 4_eu(L+x) + Zeu(2L+x) + L'uep.x _ L'uep.(ZL+x))
eu(L+x) _ eLu + eHx — eZux
wo — M ) (3.34)

T 2exk — 2eHultx) 4 LuetL+x) 4 [yenx

2L _ ,Lu u(L+x) ux 2ux _ o u(L+2x) uL+x) _ 2Lu 2ux
e e Z2e + et +e e +e Lue + Lue
NS = e e (3.35)

QeXi — 4_eu(L+x) + Zeu(2L+x) + L'uep.x _ L'uep.(ZL+x)

0 'u(eu(L+x) _ eLu 4 ehx — eZux)

5 7 2e%H — 2eR0A0) f [petHD)  [yehx

(3.36)

Ly _ u(l+x) _ p2Lu ux _ p2ux u(L+2x) w(2L+x) Ly _ w(L+2x)
e 2e et +e et t+e +e + Lue Lue
NE = s s (3.37)

2eXi — 4eu(L+x) + Zeu(2L+x) + Lue“" _ Lue“(z“")

Caso a forga axial seja de tracdo, o valor de ¢ € um ntimero real e a solucao
homogénea da equacao diferencial (o deslocamento transversal) pode ser escrita
por fung¢des hiperbolicas, conforme as expressoes (2.70) e (2.71), reapresentadas
em (3.38) e (3.39), com a rotagdo da secdo transversal dada pela diferenciagdao do

deslocamento transversal.

P
v (x) = ¢;senh(ux) + cycosh(ux) +czx + ¢4, p= i (3.38)

0, (x) = cyucosh(ux) + cyusenh(ux) + c3 (3.39)

Matricialmente, o deslocamento da barra escrito conforme equagao (3.40).
€1
__[senh(ux) cosh(ux) x 1 Cy

"~ lpcosh(ux) psenh(ux) 1 0 {C}=1c; (3.40)
Cs

(ol =m0,

Avaliam-se as condi¢des de contorno, conforme relacdo (3.41), que sdo

escritas matricialmente, de acordo com a equacdo (3.42).

dlz (UO(O)\ Cy + Cy
n_J)ds| _ )6 | _ Cih+C3
d} = di [ 7 Yvo(L) [~ ) casenh(ul) + c;cosh(ul) + c3x + ¢4 (3.41)

kdé} o(L) cipcosh(uL) + cousenh(ul) + c5
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0 1 0 1 ‘
0 1 0
@= -{iz}a[ﬂ].w}:{d'} (3.42)
senh(ul)  cosh(ul) L 1 c3
pcosh(ul) wpsenh(ul) 1 0 !

Utilizando-se a relagdo ja apresentada em (3.11), calculam-se as fungdes de

forma conforme as equacdes (3.43) a (3.50).

cosh(Ly) — cosh(ux) + cosh(u(L - x)) — Lusenh(Ly) + puxsenh(Ly) — 1

Nz = Lusenh(Ly) — 2 cosh(Ly) + 2 (3.43)
v senh(ux) — senh(Lu) + senh(u(L - x)) + ux + Lucosh(Lu)
3 u(Lusenh(Ly) — 2 cosh(Ly) + 2) *
(3.44)
—uxcosh(Ly) — Lucosh(u(L — x))
u(Lusenh(Ly) — 2 cosh(Lu) + 2)
N7 = cosh(u(L — x)) — cosh(ux) — cosh(Ly) + pxsenh(Lu) + 1 (3.45)
> Lusenh(Lu) — 2 cosh(Ly) + 2 ’
NP = senh(ux) — senh(Lu) + senh(u(L - x)) + Ly — pux — Lucosh(ux)
6= u(Lusenh(Lu) — 2 cosh(Lu) + 2) +
(3.46)
uxcosh(Ly)
+ u(Lusenh(Ly) — 2 cosh(Ly) + 2)
NS = u(senh(ux) — senh(Lu) + senh(u(L - x))) (3.47)
Lusenh(Lu) — 2 cosh(Lu) + 2
N9 — cosh(ux) — cosh(Lu) — cosh(u(L - x)) + L,usenh(u(L - x)) +1 (3.48)
3 Lusenh(Ly) — 2 cosh(Ly) + 2 '
NS = _u(senh(ux) — senh(Lu) + senh(u(L - x))) (3.49)
Lusenh(Lu) — 2 cosh(Lu) + 2
NE = cosh(u(L — x)) — cosh(ux) — cosh(Ly) + Lusenh(ux) + 1 (3.50)

Lusenh(Lu) — 2 cosh(Luy) + 2

Por outro lado, se a for¢a axial for de compressao, o valor de ¢ ¢ um ntimero
complexo e o deslocamento pode ser escrito por fungdes trigonométricas,
conforme as expressoes (2.72) e (2.73), reapresentadas em (3.51) e (3.52),
novamente com a rotacdo da se¢do sendo dada pela derivada do deslocamento.

—P

vp(x) = cisen(ux) + cycos(ux) +cz3x + ¢4, p= T (3.51)

), (x) = cipucos(ux) — cousenh(ux) + c3 (3.52)
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O desenvolvimento para o céalculo das fungdes de forma pode ser refeito,
empregando-se a mesma metodologia anterior, com as equagdes de (3.53) a

(3.55).

€1
{vo(x)} — [X].(C), [X] = [ sen(ux) cos(ux)  x 1] () = {gz} (3.53)

0(x) ucos(ux) —usen(ux) 1 0 3
Cy
dy v0(0) €2+ Cy
n _ d'_,’; _JQ(O)l_ cu+c3
W= a1 (T Vv [~ ) crsen(ul) + cocos(uL) + csL + cy (3.54)
dg 6(L) ciucos(ul) — cousenh(ul) + c3
0 1 0 1
€1
0 10 ,
@= Jels =y (59
sen(ul) cos(uL) L 1 c3
pcos(ul) —usen(ul) 1 0 ¥

Utilizando-se novamente a relagdo (3.11), as fungdes de interpolacdo sdo

dadas pelas expressoes (3.56) a (3.63).

N = cos(Lu) — cos(ux) + cos(u(L - x)) + Lusen(Ly) — pxsen(Lu) — 1

z 2 cos(Lu) + Lusen(Lu) — 2 (3.56)
N = sen(ux) — sen(Lu) + sen(u(L — x)) + ux + Lucos(Lu)
3T u(2 cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2) * (3.57)
—uxcos(Ly) — Lucos(u(L — x)) .
u(2 cos(Lu) + Lusen(Lu) — 2)
N7 = cos(Lu) + cos(ux) — cos(u(L - x)) + uxsen(Ly) — 1 (3.58)
5T 2 cos(Ly) + Lusen(Ly) — 2 ’
N = sen(ux) — sen(Lu) + sen(u(L - x)) + Lu — pux — Lucos(ux)
6 u(2 cos(Lu) + Lusen(Lu) — 2) + (3.59)
uxcos(Ly) .
+ u(2 cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2)
NG = u(sen(ux) —sen(Lu) + sen(u(L - x))) (3.60)
2 cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2
NG — cos(Lu) — cos(ux) + cos(u(L - x)) + L,usen(u(L - x)) -1 (3.61)
3 2 cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2 '
NG = u(sen(ux) —sen(Lu) + sen(u(L - x))) (3.62)
5 = .

2 cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2
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NO = cos(Lp) + cos(ux) — cos(u(L — x)) + Lusen(ux) — 1 (3.63)
6 2 cos(Ly) + Lusen(Ly) — 2 )

Nos apéndices A.5 e A.6, sdo calculadas as fung¢des de forma, considerando
rétulas nas extremidades da barra e teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, para o

equilibrio de um elemento infinitesimal na configuragao deformada.

3.2.2
Fungoes de Forma: Teoria de Timoshenko

Conforme desenvolvido no capitulo 2, para um elemento infinitesimal de
viga, a solucdo homogénea da equacdo diferencial para o equilibrio de elemento
na configuracdo deformada, empregando-se a teoria de flexao de Timoshenko, ¢
dada conforme a equagdo (2.80) e (2.82), repetidas em (3.64) e (3.65), por

conveniéncia.
0,(x) = A(c ™ + c,e™™) + ¢4 (3.64)
v (x) = (1 — QL2AY)[c;e™ — cpe™ ) + c3x + ¢y (3.65)

Empregando-se a mesma metodologia ja apresentada, o célculo das fungdes
de interpolacdo pode ser realizado a partir da solu¢gdo homogénea da equagdo

diferencial, através das equagdes (3.66) a (3.68).

[X]Z[(l—QLZAZ)eAx (1-aL*A?)e™  x 1] {C}={§§} (3.66)

Aetx Ae M 1 0 cs
( (1-QL*A) (c; — cp) + \
d} vo(0)) | ¢ —C2) + ¢4 |
, dj 49(0) l Alcy+c2) +c3
dy=y (= = 3.67
@ ds \UO(L)J {I (1 - QLZAZ) [c1eM — cre™ ] + 3L + ¢4 % o7
% o) \ A(c1eM + cpe™) + c3
1-QPA%)  (@PA-1) 0 1]
1
A A 1 0 Ccy
d’}= A2 [HL{C}={d} (3.68
{ } eLA(l—QLzAz) e_LA(QLZAz—l) L 1 {Cg} [ ] { } { } ( )
Cy
Ae™ Ae ™ 1 0

Utilizando-se a relagdo (3.11), calculam-se as fungdes de forma conforme as

expressoes (3.69) a (3.76).
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eA(L+x) + eLA _ e/lx _ eZAx _ LAeA(L+x) + AxeA(L+x) _ LAeAx + Axe/lx

N = A~ 2eAWHD 1 L1eAT® + LAeA* 1 212 A20eM0+ — 22N neAr T

(3.69)
—LZAZ.QGA(L+x) _ LZAZ.QGLA + LZAZQeAx + LZAZ.QGZAX
T 2ext — 260 § NG § [Aeh + 22 A20eAEH — 212 AZ0et

eA(L_x)(LZAZ.Q _ 1)(eA(L+x) _ eLA _ €2Ax _ e—A(L—x) + e—A(L—Zx) _ LZAZ.Q)

NY =
3 A(el — 1)(LA — 2eL4 — 212A20 + LAe 4 + 212A20elA + 2)

e =D (1220 — 1)(—LAe ) + LAe! + Axe %) — [Ne~40E=%) 4 [ fe~4(-20)
A(elt — 1) (LA — 2el4 — 212420 + LAelt + 212A200el4 + 2)

+ (3.70)

e (12420 — 1)(—2Axe”™* + Axe 470 — [2A20e 40+ 4 )
A(elt — 1) (LA — 2el4 — 212420 + LAelt + 212A200el4 + 2)

eLA _ eA(L+x) + e/lx _ eZAx +AxeA(L+x) +AX€Ax + LZ/IZ.QeA(L+x)
[ —
NS = Dert —2eMh0) § [T 1 LAe™ 4 212 A20eMEr) — 2124206 ©

(3.71)
—[2A20eM — [2A20e"% + [2 2062
2e%4 — 2240+ 4 [ NeAU+®) 4 [Aedx 4 212A%20eA1+X) — 212 A2 )e)*

eA(L—x)(LzAz_Q _ 1)(eA(L+x) — gl _ g2hx _ p=A(l—x) 4 o=AU-2%) 4 1A _ LZAZ_Q)
+
A(et — 1)(LA — 2eM4 — 21240 + LAe + 212 A% e + 2)

NY = —

N e (12420 — 1)(—Axe ) — 2LAe ™ + LAe®N + 2Axe”™ — Axe™ 70 — [2)2e (1)) L (3.72)
A(er — 1)(LA — 2eM — 21220 + LAeMA + 212 A20e™ + 2)

et (1220 — 1)(12A%0e™ + 2 N20e* + [2N20e ™70 — [2420e 1720 4 1)
A(e — 1) (LA — 2eM4 — 212/20 + LAe™ + 212A20e' + 2)

A(eA(L+x) — el 4 pfx _ eZ/lx)

NO = _ (3.73)
2 2e%4 — 2eAW+0) 4 [NeAUHD) 4 [ AeAx + 2[2A20eAUHD) — 2[2A2)ex
Ne 3 e—Ax(eZL/l + e/lx + eZAx + eZLAe/lx _ LAeZLA + LAeZAx _ LZ/IZ.QGZLA _ LZAZQeAx) N
: (et — 1)(LA — 2et — 212420 + LAelA + 2L2A* et + 2)
e_AX(—LZAZ.QeZAx _ LZAZQeZLAeAx)
(3.74)

+ +
(e —1)(LA — 2eM — 2L2A*Q + LAeM + 212 A% el + 2)

—elle™(2eM 4 2N — 1212 — 212 A%0e™ — 212 A%20e** + 1)
(e — 1)(LA — 2eM — 212 A% + LAe + 217 A* et + 2)

A(L+x) _ LA Ax _ 24x
ng _ /l(e e’ +e e ) (3.75)
270 — 220U+ 4 [AeAL+®) 4 [ NeDX 4 212N2QeAl+%) — 2[2\2()eNx

e M (e — 1)(€2LA —eM™ —[2A%ne2lA ¢ LZ/IZ.QeA")

NE =—
¢ (eM—1)(LA—2eM — 212420 + LAet + 212A%0e + 2)

(3.76)
—ele™ (e — 1) (LA — e — L*A*0 + LAe™ + L*A*0e™ + 1)

(et — 1)(LA — 2eM — 217 A0 + LAe + 2L2 A% e + 2)

Caso a forga axial seja de tragdo, o valor de y € um nimero real e a solugdo

homogénea da equacdo diferencial, tanto o deslocamento transversal como a
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rotacdo da secdo transversal podem ser escritos por funcdes hiperbodlicas,

conforme as expressoes (2.83) e (2.84), reapresentadas em (3.77) e (3.78).
0, (x) = Alc;cosh(Ax) + c,senh(Ax)] + c3 (3.77)
v(x) = (1 — QL?A?)[c;senh(Ax) + cycosh(Ax)] + c3x + ¢, (3.78)

A solucao homogénea da equacao diferencial fornece as relacdes (3.79) a

(3.81).

€1
X] = [(1 — QL?A%)senh(Ax) (1 —QL?A?) cosh(Ax) «x 1] (= {gz} (3.79)

Acosh(Ax) Asenh(Ax) 1 0 c3
4
170(0) ( (1 — QLZAZ)CZ +cy ]
(d}= { B(O)l = el (3.80)
vo(L) (1 - QL*A%) [cysenh(AL) + cocosh(AL)] + csL+ca[
k (L) J k Alcicosh(AL) + cysenh(AL)] + c3 J
0 (1-I’A°Q)

0 1
€1
{d,} _ A 0 1 0 Cy
(- AQ)senh(LA)  (1-IPA*Q)cosh(LA) L 1] ? (3.81)
Acosh(LA) Asenh(AL) 1 0 *

- [H].{C} = {d}

Assim, as fungdes de forma sdo dadas pelas equagdes (3.82) a (3.89).

cosh(LA) — cosh(Ax) + cosh(/l(L - x)) + 12A%0 — LAsenh(LA)
LAsenh(LA) — 212A%Q — 2 cosh(LA) + 2L2A*Q cosh(LA) + 2

2 =
(3.82)
N Axsenh(LA) — L2A*0 cosh(LA) + [2A*0 cosh(Ax) — L*A*0 cosh(A(L — x)) — 1
LAsenh(LA) — 212A*Q — 2 cosh(LA) + 212A*Q cosh(LA) + 2

_@rara - 1)(senh(LA) — senh(Ax) — senh(A(L — x)) — Ax — LAcosh(LA))

N‘V
3 A(LAsenh(LA) — 2L2A%20Q — 2 cosh(LA) + 2L?A%20 cosh(LA) + 2)

(L2220 - 1) (Axcosh(L/l) + LAcosh(A(L — x)) — Lz/lzﬂsenh(L/l))

+ + (3.83)
A(LAsenh(LA) — 2L2A%20Q — 2 cosh(LA) + 2L?A%0 cosh(LA) + 2)
(12420 - 1) (LZ/IZ.Qsenh(/lx) + 12A%0senh(A(L — x)))
+ A(LAsenh(LA) — 2L2A%20 — 2 cosh(LA) + 2L2A%20 cosh(LA) + 2)
N = cosh(A(L — x)) — cosh(Ax) — cosh(LA) — 2A*Q + Axsenh(LA)
* 7 LAsenh(LA) — 212420 — 2 cosh(LA) + 212 A0 cosh(LA) + 2
(3.84)

L2A%0 cosh(LA) + [2A*Q cosh(Ax) — [2A*0 cosh(A(L —x)) — 1
LAsenh(LA) — 212A*Q — 2 cosh(LA) + 2L2A*0Q cosh(LA) + 2
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—(LZAZ.Q - 1)(senh(L/1) — senh(Ax) — senh(/l(L - x)) + Ax + L/l)
A(LAsenh(LA) — 2L A% — 2 cosh(LA) + 2L2A*Q2 cosh(LA) + 2)

v —
6 —

—(LZAZ.Q - 1) (L/lcosh(/lx) — Axcosh(LA) — LZAZ.Qsenh(LA)>
+
A(LAsenh(LA) — 2L*A%0 — 2 cosh(LA) + 2L* A% cosh(LA) + 2)

(3.85)

—(124%0 — 1) (1242 0senh(Ax) + L2A20senh(A(L - x)))
A(LAsenh(LA) — 2L A% — 2 cosh(LA) + 2L2A*Q2 cosh(LA) + 2)

0 A(senh(/lx) — senh(LA) + senh(/l(L - x)))
" LAsenh(LA) — 2L%A%0 — 2 cosh(LA) + 2L2 A0 cosh(LA) + 2

(3.86)

cosh(Ax) — cosh(LA) — cosh(/l(L - x)) —L*A%0 + L/lsenh(/l(L - x))

N9 _
LAsenh(LA) — 2L2A%0 — 2 cosh(LA) + 2L? A% cosh(LA) + 2

3 =

(3.87)
L*A*0 cosh(LA) — L*A*0 cosh(Ax) + L*A*Q cosh(A(L — x)) + 1
LAsenh(LA) — 2L2A%Q — 2 cosh(LA) + 2L?A*Q cosh(LA) + 2

/l(senh(/lx) — senh(LA) + senh(/l(L - x)))
LAsenh(LA) — 2L2A%0 — 2 cosh(LA) + 2L2A% cosh(LA) + 2

6 — _
Y=

(3.88)

o _ cosh(A(L = x)) — cosh(Ax) — cosh(LA) — [?A*Q + LAsenh(Ax)
© " LAsenh(LA) — 2L2A20 — 2 cosh(LA) + 212A20 cosh(LA) + 2

(3.89)
L2A%0 cosh(LA) + L?2A%0 cosh(Ax) — L2 A% cosh(A(L — x)) + 1
LAsenh(LA) — 212420 — 2 cosh(LA) + 2L?A?%0) cosh(LA) + 2

Se a forca axial for de compressdo, o valor de ¢ € um ntimero complexo e o
deslocamento pode ser escrito por fungdes trigonométricas, conforme as
expressoes (2.85) e (2.86), reapresentadas em (3.90) e (3.91), novamente com a

rotagdo da secdo sendo dada pela derivada do deslocamento.
v,(x) = (1 + QL?A?)[c;sen(Ax) + c,cos(Ax)] + c3x + ¢y (3.90)
0, (x) = Alc;cos(Ax) — c,sen(Ax)] + ¢3 (3.91)

O célculo das fungdes de forma pode ser feito empregando-se a mesma

metodologia anterior, com as equagdes de (3.92) a (3.94).

€1
X] = [(1 + QLZAZ)sen(Ax) (1 + QLZAZ) cos(Ax) x 1] () = {2} (3.92)

A cos(Ax) — Asen(Ax) 10 Cq
oy | (1000 b )
(@) = { B(O)l { ah+c (3.93)
kvO(L) J | 1 + QL? A clsen(AL) + c2c08(AL)] + c3L + ¢4 |
o(L) \ Alcycos(AL) — cysen(AL)] + c3
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0 (1+QL2A2) 0 1

C
@) A 0 Lol (e
(1+Q2A)sen(AL)  (1+QEPA)cos(AL) L 1| iz (3.94)
Acos(ul) —Asen(ulL) 1 0
- [H].{C} = {d'}

Empregando-se a relacao (3.11), as fungdes de interpolacdo sdo calculadas

como as expressdes dadas em (3.95) a (3.102).

2

Ny =

3

L (LA) — cos(Ax) + cos(A(L — x)) — L2A?Q + LAsen(LA) — Axsen(LA)

2 cos(LN) — 212720 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2
(3.95)
L*A?Q cos(LA) — L*A?Q cos(AX) + L2A*Q cos(A(L — x)) — 1
2 cos(LA) — 212A2Q + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2

—(1+ L2A%Q) (sen(Ax) — sen(LA) + sen(A(L — x)) + Ax + LAcos (LA))

A2 cos(LN) — 212020 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2) *

—(1+ L12A%0) (—Axcos(LA) — LAcos(A(L — x)) — LZAZQsen(LA)> (3.96)
A2 cos(LA) — 212720 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2)

—(1 + L2A*Q) (L2 A2 Qsen(AX) + L2A*Qsen(A(L — x)))
A2 cos(LA) — 2127020 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2)

cos(LA) + cos(Ax) — cos(A(L — x)) — L2A*Q + Axsen(LA) +
2 cos(LA) — 212A2Q + LAsen(LA) + 2L2A2Q cos(LA) — 2

N =
(3.97)
L*A?Q cos(LA) + L2 A*Q cos(AX) — L2A*Q cos(A(L — x)) — 1
2 cos(LA) — 212A2Q + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2

., (L+12A%0) (sen(Ax) — sen(LA) + sen(A(L — x)) — Ax + LA)
&7 AQcos(LA) — 212020 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2)

(1 + L2A%Q) (—LAcos(AX) + Axcos(LA) — L2 A*Qsen(LA))

3.98
A2 cos(LN) — 212720 + LAsen(LA) + 212720 cos(LA) — 2) ( )

(1 + L2A%Q) (L2A%Qsen(AX) + L2 A2Q sen(A(L — x)))
A2 cos(LA) — 21220 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2)

0 A(sen(Ax) — sen(LA) + sen(A(L — x)))

N = 2cos(LA) — 212020 + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2 (3.99)

o _ cos(LA) — cos(Ax) + cos(A(L — x)) — L2420 + LAsen(A(L — x))
37 2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 212420 cos(LA) — 2

(3.100)
L2A%0 cos(LA) — L2 A0 cos(Ax) + L2 A% cos(A(L — x)) — 1
2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 212420 cos(LA) — 2
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A(sen(Ax) — sen(LA) + sen(A(L — x)))

0 — _ 101
Ns 2cos(LA) — 212A2Q + LAsen(LA) + 212A2Q cos(LA) — 2 (3.101)
o _ cos(LA) + cos(Ax) — cos(A(L — x)) — L?A%0 + LAsen(Ax)
" 2cos(LA) — 2L2A%0 + LAsen(LA) + 2L2A%0 cos(LA) — 2
(3.102)

L2420 cos(LA) + L2 A0 cos(Ax) — L2 A% cos(A(L —x)) — 1
2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 212420 cos(LA) — 2

Nos apéndices A.7 e A.8, sdo calculadas as fun¢des de forma, considerando
rotulas nas extremidades da barra e teoria de flexdos de Timoshenko, para o

equilibrio de um elemento infinitesimal na configuragao deformada.

3.3
Func¢oes de Interpolagao para Deslocamento Axial

Para a interpolagdo dos deslocamentos axiais do elemento, foram utilizadas
fungdes de forma lineares, como ¢ utilizado em McGuire et al. (2000), inclusive

para a rotagdao em torno do eixo X, de acordo com o apresentado em (3.103).

u() = Ny + N} Ody N =1-7  Nf@ =7 (.103)

Entretanto, ao se utilizar fun¢des de deslocamento de baixa ordem de
interpolagdo, o elemento viga-coluna pode apresentar um aumento de rigidez
espurio, “locking”, e ao se utilizar apenas um elemento por barra, esse efeito
tende a aumentar, pois os procedimentos usuais para evita-lo, como a integragdo
reduzida e o emprego de uma ordem mais elevada das fungdes de interpolagao,
ndo sao satisfatorios, por necessitarem de uma boa discretizagdo da estrutura
(Silva et al., 2016).

De acordo com Silva et al. (2016) quando se utiliza uma fungdo de
interpolacdo linear para o deslocamento axial surge o efeito de travamento de
membrana, “membrane locking”, no elemento de viga-coluna. Para uma analise
linear a interpolacdo linear ¢ consistente com a teoria de deformacdo, pois
€ = du/dx, independendo do deslocamento transversal. Entretanto em uma
analise ndo linear, hd um acoplamento da deformacao axial e a deformagao devido
a flexdo, conforme equagdo (3.104), obtida do tensor deformacdo de Green-

Lagrange, ¢ dessa maneira, a interpolagdo linear axial reduz o correspondente
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deslocamento axial devido ao deslocamento transversal, ndo sendo portanto, uma
hipotese consistente.
«9—8—u+l 6_u2+@2 (3.104)
ox 2\ ox ox )
Tang et al. (2015) e Silva et al. (2016) apresentam fungdes interpoladoras

consistentes conforme o exposto em um referencial corrotacional. Essa

consideragao nao foi adotada nesse trabalho.
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4
Matriz de Rigidez Local

A analise nao linear, utilizando-se do MEF, varia com relagdo a 5 distintos
aspectos: a teoria de flexdo considerada, a descricdo cinematica, as relagdes entre
deformacao e deslocamento, a metodologia de andlise ndo linear e as fungdes de
interpolagdo. Todos esses apectos influenciam no desenvolvimento da matriz de
rigidez local de um elemento.

Neste trabalho, ¢ desenvolvida uma matriz com formulacdo tridimensional,
considerando as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Como
descricdo cinematica, emprega-se a formulacdo Lagrangeana atualizada, bem
desenvolvida em varias referéncias, como McGuire et al. (2000), Bathe (1996),
Bathe & Bolourchi (1979).

Para a relacdo entre deformacdo e deslocamento, emprega-se o tensor
deforma¢ao de Green, considerando todos os seus termos, inclusive os de alta
ordem, sendo este um dos objetivos principais deste trabalho. A utiliza¢do de
todos esses termos € bem apresentada em Yang & Leu (1994) ou em Yang & Kuo
(1994). Na literatura a consideragdao de todos os termos do tensor deformacao
emprega apenas a teoria de flexao de Euler-Bernoulli.

Para a metodologia de andlise nao linear, utilizou-se os algoritmos
implementados por Rangel (2019), essas solu¢des ndo lineares foram programadas
no Ftool (Martha, 1999) e foram baseadas no trabalho de Leon et al. (2011).

Com relagdo as fungdes de interpolacdo dos deslocamentos, elas possuem
uma importante fung¢ao no resultado final da analise, pois, a partir delas, calcula-se
a matriz de rigidez local de um elemento e, conforme comentado no capitulo 2,
quando estas funcdes de forma sdo obtidas diretamente da solu¢do homogénea da
equagao diferencial do problema continuo, a discretizagdo da barra nao ¢
necessaria.

Para o problema linear, as equacdes de interpolacdo cubicas representam
esse resultado, sendo por isso, desnecessdrio a discretizagdo de barras,

independentemente da teoria de flexao utilizada. Entretanto, na analise nao linear,
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essa solucdo ndo consegue descrever completamente o problema, exigindo a
utilizagdo de um maior nimero de elementos na analise.

Para buscar solucionar esse problema, pode-se empregar uma analise nao
linear em nivel infinitesimal, na qual a equagdo diferencial do problema e a sua
solucdo consideram o equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracao
deformada, levando-se em conta a carga axial que atua no elemento infinitesimal.

Nesta pesquisa, apresenta-se entdo, uma formulacao para o calculo da matriz
de rigidez local, empregando-se essas fungdes de forma obtidas do equilibrio de
um elemento infinitesimal na condi¢do deformada, chamada neste trabalho de
funcdes “completas”, considerando ambas as teorias de flexdo, Euler-Bernoulli e
Timoshenko, e empregando todos os termos do tensor deformacgao de Green.

A matriz de rigidez local do elemento foi calculada, analisando-se uma
estrutura bidimensional, considerando os planos xy e xz em separado, como se
fossem independentes, obtendo-se entdo a matriz de rigidez elastica e a
geométrica. Na sequéncia, para a construg¢do da matriz tridimensional, integrou-se
a agao dos planos, adicionando-se a interagdo entre tor¢ao e carga axial e por fim,

o efeito das rotagoes finitas.

4.1
Descrigao Cinematica

Para se predizer o comportamento ndo linear geométrico de estruturas com o
MEF, podem ser utilizadas trés distintas formula¢des: a lagrangeana total, a
lagrangeana atualizada e, mais recentemente, a corrotacional (Krenk, 2009;

Felippa, 2017; Menin & Silva, 2003).

Essencialmente, essas descri¢des cinematicas se diferenciam com relagdo a
configuragdo de referéncia considerada. Yshii (2002) e Monteiro (2004) utilizam a
Figura 4.1 para fazer uma abordagem didatica das diferentes consideragdes acerca

dessas formulagdes.
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Co desl.

Figura 4.1 — Configurac¢des de equilibrio Cy, C;, C,,; e C,
Fonte: Yshii (2002); Monteiro (2004).

A Figura 4.1 apresenta uma viga sujeita a grandes rotacdes € composta por
quatro elementos finitos. A viga ¢ engastada em uma das extremidades e, na outra,
¢ aplicada uma carga-momento. Supondo que se pretende obter a configuracio
final C, do elemento na extremidade livre da estrutura, devido a natureza ndo
linear do problema, ¢ necessario conhecer as configuracdes de equilibrio
anteriores, sendo Cy, a configuracdo inicial indeformada, C; uma configuracao

intermediaria e C,.; uma configuragdo imediatamente anterior a final C,.

A descri¢ao Lagrangeana ¢ caracterizada pela determinacdo da configuragao
final C, estabelecendo-se equagdes que utilizam como referéncia uma
configuragdo de equilibrio conhecida. Se esta configuracao de referéncia ¢ dada
pela inicial Cy, tem-se uma descri¢ao Lagrangeana total. Caso seja utilizada a
configuragdo C,.;, a descricdo ¢ conhecida como Lagrangeana atualizada. E
preciso destacar que, em caso de se utilizar como referéncia a configuracao final

desconhecida C,,, obtém-se uma descri¢do Euleriana.

Em problemas geometricamente lineares, a descricdo Euleriana e
Lagrangeana total ¢ semelhante, devido a proximidade das configuragdes inicial e
final. Nesses problemas geometricamente lineares, a descricdo Lagrangeana total
se apresenta como a mais intuitiva, tendo em vista a proximidade entre a

configuragdo inicial e a final de equilibrio.

Na formulagdo corrotacional, a configuracdo de referéncia ¢ dividida em

duas partes, com as tensdes e deformacdes medidas em funcdo de uma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Matriz de Rigidez Local 96

configuragdo corrotacionada e os deslocamentos de corpo rigido, medidos em
funcdo da configuragdo inicial. Utilizando a Figura 4.1, tem-se uma configuracao
indeformada desconhecida Cy,, encontrada unicamente por movimento de corpo
rigido do elemento. Essa configuragdo ¢ bem proxima a final e 0 movimento entre

Con € C; € 0 que realmente deforma o elemento e gera tensoes.

4.2
Formulagao Lagrangeana Atualizada

Neste trabalho, empregou-se a descricdo Lagrangeana atualizada e sua
formulacao ¢ apresentada em McGuire et al. (2000). Nessa formulacdo, as
equacdes de equilibrio de uma configuracdo desconhecida t + At precisam ser
escritas utilizando variaveis conhecidas de uma configuragdo referéncia t. Assim,
para a configuracdo t + At, o trabalho virtual das forcas internas deve ser igual ao

trabalho virtual das forcas externas, de acordo com a equagao (4.1).
[ sir0sel0 av = giewo (1)
14

Em que Si(jHAt) corresponde ao segundo tensor tensdo de Piola-Kirchoff, ao

(t+At)

Ay tensor deformagdo de Green-Lagrange, e R+29 ao trabalho virtual devido

ao carregamento externo.

As equagdes incrementais linearizadas requerem pequenos incrementos de
deslocamentos. Assim, o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchoff e o tensor
deformacdo de Green Lagrange podem ser escritos de acordo com a equagdo

(4.2),

A A
Si(jH = Tij + ATy Si(;+ ¥ = eij + ey (42)

com ‘L'it]- correspondendo ao tensor tensdo de Cauchy, At;; ao incremento de
tensdo e Ag;; ao incremento de deformagdo, que pode ser calculado com o tensor
deformacao de Green Lagrange.

Sabendo que na configuragdo de referéncia o elemento esta sujeito apenas a
movimentos de corpo rigido e ndo possui deformagdo, & sitj =0, a equagdo (4.3) ¢

assim obtida.
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J;/ (Tltj + ATU)(S(AEU) dV = ’[‘; ATij(SAgij dV + ’[‘; Tltj6A€L] dV = R(t+At) (43)

O tensor deformagdo de Green-Lagrange no plano xy ¢ representado pelas

relagoes (4.4) ¢ (4.5).

ou 1[/0u\* o\ 2
=—+ == — 4.4
fx =g T2 l<6x> * (6x> l (#4)
Ju O0v Oudv Ovov

nyza‘ka*‘a@‘}‘a@ (4.5)

Nota-se que o tensor deformagdao de Green-Lagrange possui uma parcela
linear (Ae;;) e uma parcela ndo linear (An;;), ou alta ordem. Assim, a

decomposi¢do apresentada nas expressoes (4.6) a (4.9) pode ser adotada.

ASU = Ael-j + AT]U (46)
ou Ju Jdv
Aexx = a Aexy = @ + a (47)
1[/0u\? o\ 2
Ac =3 [(a) “ (&) l &5
Judv dvaou

Anxy = a@ + a@ (49)

O incremento de tensdo ¢ obtido da relacdo constitutiva do material,
considerando uma aproximacao linear para o incremento de tensdo e deformagao,

e leva a expressdo apresentada em (4.10).
Aty; = Cijluler = Cijalery  Ag;; = Aey; (4.10)

Entdo, a expressao do trabalho virtual pode ser escrita conforme (4.11)

f Cl-jklAekl5Aeij av + f Tf]5(A€l] + AT]U) av = R(t+At)
1% 1%

f CijklAekl5Aeij v + f Tf](SAeU av + f Tij AT]UdV = R(t+At) (411)
14 14 %4

No plano, o vetor tensdo, a matriz constitutiva, os vetores deformagdo

lineares e nao lineares sao dados conforme (4.12).
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(Txx _[E O _(Exx  (Mxx
t= {Txy} €= 0 G €= {ny} n= {nxy} (4.12)
Assim, a equagdo do trabalho virtual pode ser expandida, de acordo com as

equagoes (4.13), (4.14) e (4.15).

j Ci]-klAekl(SAei]- dv = j Exx- E(Ygxx av + j ]/xy. G(Syxy av (413)
14 174 %
f Titj(SAeij av = j Tux O AV + j TxySny av (4.14)
14 %4 v
f Ty Any;dV = f TyxONyy AV + f Toy Oy AV (4.15)

4.3
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

Neste item, empregou-se a descricdo Lagrangeana atualizada e a sua
formulacao ¢ apresentada em McGuire et al. (2000). Todos os termos do tensor
deformacdo de Green-Lagrange foram considerados, utilizando-se a teoria de
flexdo de Euler-Bernoulli. Também foram empregadas fungdes de forma cubicas
(equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracao indeformada) e fungdes
de interpolacdo completas (equilibrio de um elemento infinitesimal na
configura¢ao deformada).

De acordo com o campo de deslocamentos de barras, equacdo (2.1), e
considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, as parcelas lineares e nao
lineares do tensor deformacdo de Green-Lagrange, relagoes (4.4) e (4.5), podem
ser reescritas conforme as equacdes (4.16), parcela linear, (4.17) e (4.18), parcela

ndo linear.

_Ou _ u, 62 y 6v ou _ v, 0y, 0 (4.16)
= =0y = —=_0_%0 )

&
“Tax o ox 8x & ox  ox

(oo A o AT
=5la) \ar) 172lla) Yo "l ) | @D

dudn voy_ Fvav_dvau s
T oty oxdy or ox O ox '
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4.31
Matriz de Rigidez Elastica

A matriz de rigidez elastica de um elemento ¢ obtida a partir da parcela
linear do tensor deformacdo de Green-Lagrange, equagdo (4.16). Empregando a
equacado (4.13) dos trabalhos virtuais, SU , obtém-se a expressao (4.19), que pode
ser reescrita, conforme as equagdes (4.20), (4.21) e (4.22).

tffou % du d%v
SU = -y 0——y0—5 [dx |dA 4.1
A(J.(ax ox? Ox ox? * (4.19)

L 2 2 2 2
ou . ou ov .0v 0v_ou Ou _ 0V
oU =E — 56—+ —6—- O0——— 5— dA 4.20
IU( ox Ox 4 ox*  ox’ 4 ox* Ox 8x ox’ j (4.20)

SU = Ej(ja%a—”dedijU Qa‘g—dedA—
ANO

ox ox?
ov .ou tou 0% *2D
—Ej(jy—a—dx}dA—Eiuayaydxjm
Ou s ou v 0%
[j “st ]EjdA uaxvéa—deEIysz—
(4.22)

Iﬂ§a—udx EJ.ydA fou 5a—dx EJ.ydA
" . Ox  ox

No eixo centroidal da se¢do transversal, pode-se considerar as propriedades:

j yidA=1, I vdA = 0. Assim, o problema ¢é reduzido a equagdo (4.23).
A A

ou 6u o’v 0%
—5—d EI.-0-0 4.23
oo fGrogen ({52050 (429
De acordo com as equacdes de interpolagao (3.1), (3.2) e (3.3), os

deslocamentos do elemento sdo dados em fun¢dao dos deslocamentos nodais,

conforme (4.24).

uo(x) = {N,(O)}Hu} vo(x) = {N,(N)}Hv} 6,(x) = {No,(x)}{v} (4.24)

As fungdes de interpolacdo sdo as obtidas anteriormente, considerando o
equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracdo indeformada,

rearranjadas vetorialmente, de acordo com as expressoes (4.25) e (4.26).
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= (MG N@={1-7 7} (4.25)

N, ={N7(x) N3(x) Ng(x) Ng(x)}

X
N, F_3?+1 ZT2T X 35-2 - (4.26)

B {2 x3 xZ x3 xZ x2 3 x3 xZ}
> L L L L2

Os vetores referentes aos deslocamentos nodais podem ser escritos

conforme (4.27), baseado na Figura 3.1.

{u} ={du1 dus} v} ={dvz; dvz dus dye} (4.27)
Assim, a equagdo (4.23) dos trabalhos virtuais pode ser escrita, utilizando-se

as funcoes de forma, os deslocamentos nodais ¢ a notagao %x =( )', conforme

expressao (4.28).
SU ={ou}’ [EA{N, } (N, "} dx{uf+{ov}" [ELAN,"HN,"} (v} @428)

Nota-se que a teoria de Euler-Bernoulli ndo considera as fungdes de
interpolagdo referentes as rotagdes Ng,(x).

Substituindo-se as func¢des de forma e resolvendo as integrais do problema,
encontra-se a ja estabelecida matriz de rigidez elastica de um elemento plano,

considerando a teoria de flexao de Euler-Bernoulli, equacao (4.29).

E_A 0 0 _ % () 0
L L
12E1, 6EI, o 12EI,  6El,
r I’ r I’
0 6EI, 4El, 0 _6El, 2EI,
I? L I? L
K, = 1y 1y (4.29)
= 0 0 = 0 0
L L
0 _ 12E,  6El, 0 12EI,  6El,
r I r I’
0 6EI, 2EI, 0 _6El, 4El,
L I’ L I’ L ]
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4.3.2
Matriz de Rigidez Geométrica

A matriz de rigidez geométrica ¢ calculada utilizando-se a parcela nao linear
da equacdo dos trabalhos virtuais, equagdo (4.15), ou seja, emprega-se a parcela
ndo linear do tensor deformac¢do de Green Lagrange, conforme as equagdes (4.17)
e (4.18), desenvolvidas anteriormente.

Assim, a equagao (4.15) pode ser escrita, conforme expressao (4.30).

@ 1[(ouY (ovY [ 0% ’ o%v Gu
-] ;{ (] (2] (2] s 22 e
[ o*v Ov Ov du
+I .[txy5 Voo — (dx |dA4
% Ox~ Ox Ox Ox

E importante observar que ¢ usual desconsiderar os termos de segunda

(4.30)

ordem, conforme em McGuire et al. (2000), obtendo-se a a relagao (4.31).

. _1(@1@2] (o (o
" 2l =
xO X )r—=>0U,, = I It 5[2((6&) J{@xj j]dx dA (4.31)
My =

Entretanto, neste trabalho, estes termos serdo considerados. Assim,
expandindo-se a equagdo (4.30), chega-se a relacdo (4.32), que pode ser escrita

como em (4.33).

5[ ou Lef4 (ov) 1¢f% &Y
SU,, = il dA+—j jz 5| | ax dA+—j jt 5y | 2= | dx |dA -
N ox 2919 Lax 2913 o 432)
L 2 L C
—j jz 6—a—dx dA+ || [1,6 a—f% dA- | J‘t‘_ﬁ@@—udx dA
Yo o T T o ox e oxox
L L 2 L 2 \?
j(s ou) dx jt aa+L |6 D g [t ad+ | (5] 28 ax [yt,da-
2 a ) ox =
0 0 x Y 0 x y 433)

(I&Q%xj_[zxxydfl+@5g—6 ]ItwydA [!58:22 jjz dA

Aplicando-se as relagdes apresentadas em (4.34), pode-se reescrever a

equagao anterior conforme (4.35) e (4.36).
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J’ t_dA=P; j t ydA=-M_; j t,dA=0, (434)

(4.35)
[0 2| o2 2o
. Ox” Ox . Ox Ox g
IJ{M[@_@ (2] )ortf (2] }}
2 ox ox A ox
(4.36)

Novamente, de acordo com as equagdes de interpolagdo (3.1), (3.2) e (3.3),
a equacdo (4.36) dos trabalhos virtuais pode ser escrita, utilizando-se as funcdes

de forma e os deslocamentos nodais, conforme expressao (4.37).

sU,, ={§u}TIP{Nu TN '}de{u}+{§v}TIP{Nv VN dx(v)+
{0 TPV Y el fov) VNN, )+
i S (4.37)
+{5“}T£M2{Nu N "}de{v}—{5v}T£Q} NN, defu) -
o) [, (o el

De acordo com a Figura 4.2, considerando uma forga cortante constante, o

momento fletor e a for¢a cortante podem ser calculados conforme equagdo (4.38).

Figura 4.2 — Elemento de viga
Fonte: Adaptado de Pereira (2002).

(M, +M,,)x
L

(M21 +Mzz)
L

M, =-M, + 0,=- (4.38)
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Substituindo-se as fun¢des de forma consideradas e resolvendo-se as
integrais do problema, encontra-se a matriz de rigidez geométrica local do
elemento, baseada na teoria de flexdo de Euler-Bernoulli ¢ termos de ordem

elevada do tensor deformacao de Green-Lagrange, conforme (4.39).

L 0 My £ 0 My
L L L L
0 @+ 12P€Z £+ 6PIZZ 0 6P 12P§Z £+ 6PIZZ
5L AL 10 AL 5L AL 10 AL
M, P 6PI, 2LP 4PI, M, P 6PI, LP 2PI,
L 10 42 15 AL L 10 4P 30 AL
L 10 AL
K, ., = (4.39)
_E 0 MZI E 0 MzZ
L L L L
0 6P 12PI, P 6P, 0 6_P+12PIZ P 6P,
5L AL 10 AL’ 5L AL 10 A7
M, P 6PI, LP 2PI, M_, P G6PI, 2LP 4PI,
- —+ -—+ - +
L L 10 AL’ 30 AL L 10 A 15 AL ]

E importante notar que, ao se desconsiderar os termos de ordem mais
elevada do tensor deformacdo, como em McGuire et al. (2000), a equacdo (4.36)

se reduziria a expressao (4.40), levando a matriz geométrica usual apresentada em

(4.41).
o= o[22 (2] ] 40

oo o 2 0 o
L L
o & £, 6P P
5L 10 5L 10
o £ 2P, _P _LP
~ 10 15 10 30
Kew=| p P (4.41)
— 0 0 — 0 0
L L
o 2P, 6P P
5L 10 5L 10
o L _LP , _P2LP
L 10 30 10 15 |
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4.3.3
Matriz de Rigidez Local de Elemento Espacial (3D)

Realizando apenas uma analise no plano, considerou-se o plano xy, devido
ao momento fletor em torno do eixo z. Entretanto, ao se estudar um elemento
espacial (3D), Figura 4.3, deve-se levar em consideragdo o momento fletor em
torno do eixo y, em uma analise do plano xz. Além disso, também se deve ter em

conta a interagao entre a tor¢ao ¢ a for¢a axial, como também as rotagdes finitas.

Y y

Figura 4.3 — Flex@o nos planos principais e tor¢do de uma barra espacial

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

Para a montagem da matriz de rigidez local final do elemento, todas essas
condigdes sdo levadas em consideracdo, calculando-se a matriz de rigidez
correspondente a essas interagdes e adicionando-se a sua influéncia na matriz de
rigidez local inicial (4.39) do elemento. Dessa forma, um elemento de poértico

espacial pode ser representado como apresentado na Figura 4.4.

Ty

$ Myla eyl *Myz, eyz
T Fyi, vi T Fy, vy
Mxly Oxl Fxla Uy FX25 Uz sz, ex2
— W —P - - - - - - - - - - — - — - — -~ . >

le, Wl/ FzZa Wy X
[ 3

M

2 93/ MzZa 622/

L
4

Figura 4.4 — Elemento 3-D
Fonte: Adaptado de McGuire et al. (2000).

A
!
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4.3.31
Matriz de Rigidez Elastica Local no Plano xz

Para o plano xz trabalhando independentemente, a analise ¢ analoga a
realizada no plano xy. Portanto, sendo w o deslocamento na dire¢do z, o tensor
deformacdo de Green-Lagrange pode ser escrito, conforme relagdes (4.42), (4.43)
e (4.44). Pode-se notar que o deslocamento w, no plano xz, corresponde ao
deslocamento v, no plano xy.

Ou _Ouy o’w ow ou ow, Ow,

g 2O _Ony _ow ou_om _ owm 442
T o T oy ox o (4.42)

- (%I{@T - (@T+(%T+ foa R
T 2\ ox Ox 20\ ox Ox Y ox* Y ox* Ox )

n :——+——:y — = (4.44)

Assim, com o mesmo desenvolvimento feito para o eixo xy, encontra-se a

equagao (4.45) para o calculo da matriz de rigidez elastica.

U@u au } U@zw aw jEI (4.45)

A parcela axial ja foi utilizada no plano xy, nao sendo necessario sobrepor.

Assim, a equacao se resume a expressao (4.46).

2 2
SU = j 0 Wéa—dx EI, (4.46)
. ox* ox?

Empregando-se as mesmas fungdes de interpolagdo do plano xy, alterando
apenas a nomenclatura, por conveniéncia, para as funcdes de forma do

deslocamento transversal, obtém-se a expressao (4.47).

3

_ X
Ny =125~

3 2 2 3
x X X x
——2—+X ——2— -

2 L 3 2 2 3 12 L}
Os vetores referentes aos deslocamentos nodais podem ser escritos

conforme (4.48).

x2

3 o +1 (4.47)

{u} = {du1  dus} wh={dw, dus duws duwe} (4.48)
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Dessa forma, a equacao dos trabalhos virtuais, pode ser escrita, utilizando-se

as funcdes de forma e os deslocamentos nodais, conforme expressao (4.49).

L
5U = (o) [ BL, (N, "} N, d () (449
0
Substituindo-se as fung¢des de forma e resolvendo-se as integrais do

problema, encontra-se a ja estabelecida matriz de rigidez elastica de um elemento

plano (xz), considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, equagao (4.50).

0 0 0 0 0 0
12E1, _6E1y 0 _12E1y _6Ely
r I’ I I’
_GEI,  4EI, 0 6EI, 2EI,
I’ L I’ L
K = 4.50
“F 10 0 0 0 0 0 (4.50)
B 12EI,  6EI, 0 12E1, 6EI,
r I’ r I’
0 _ 6EI,  2EI, 0 6EI, 4EI,
L I’ L I’ L |

A matriz geométrica espacial ¢ dada somando-se a influéncia dos dois

planos, obtendo-se a matriz (4.51).

ETA 0 0 0 0 0 —ETA 0 0 0 0 0
12E1 6EI 12E1 6El
=+ 0 0 0 oL 0 -4 0 0 0 R
12E1, 6EI, 121, 6EI,
0 0 5 = 0 0 o - o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6EI,  4EI 6EI, 2EI
0 0 00 0 = 0
6EI 4EI 6El 2E1
U 0 0 0 =% 0 =32 0 0 0 -
K=l E4 (4.51)
== 0 0 0 0 o = 0 0 0 0 0
L L
o 2L, o o 8B 2B, o, S,
L L L L
12EI,  6EI 12E1 6EI,
0 0o >0 0 ( 0
L L L L
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6EI 2EI, 6EI, AEI,
0 0 - 00 o 0
o SEL o o o L o _SEL o 4,
i L L L L
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4.3.3.2
Matriz de Rigidez Geométrica Local no Plano xz

Para o calculo da matriz de rigidez geométrica do elemento, utilizando-se a
parcela ndo linear do tensor deformagdo de Green-Lagrange, equagdes (4.43) e
(4.44), de maneira andloga ao plano xy, pode-se escrever a expressdo (4.52) e

(4.53).

Ve[t (ouY 1ef ¢
8Uy, = { u@(a—zj dx]dA o £

L 82 a L 62 aw L a a (452)
—I - vzv_udx dA+J. Itﬂé'z Zv—dx dA—J. J‘fxzé'—w—udx dA
A\ 0 ox” Ox A\ 0 ox" oOx "\ 0 Ox Ox
L 2 L ) . ;v
oUy, -1 _[5(6_“) dx JAl}“XdAH‘l I5(a—wj dx _[twdz‘1+l Jﬁ al;v dx J‘Z%ﬁdA_
2y \ox 20y \ox o 2|5 \ox ’
(4.53)

[ 5W5” th sz+[ awaw th 2dA - u&awa” ][r dA

Empregando-se as relagdes mostradas em (4.54), escreve-se (4.55) e (4.56).

[taa=P;  [tzda=M,; [t.d4=0. 454)
oUy, =lﬁ5( j JP+—[JL.§(%J2deP+lﬁ5(azvg deP—y—
205 5 \Ox 2|y \ox
L 52, I (4.55)
(j& 2 %XJ ( | 5@6_”61)5]
, Ox” Ox v Ox Ox
(@&}l )
2% A ox*
(4.56)

I{ [a wau}Qﬁ(g;gzﬂdx

Nota-se que a parcela (4.57) ja foi utilizada no plano xy. Assim, de acordo
com as equagodes de interpolagdo (3.1) a (3.3), a equagdo dos trabalhos virtuais
pode ser escrita, utilizando-se as fungdes de forma e os deslocamentos nodais,

conforme expressao (4.58).
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%ﬂm(%ﬂd)f (4.57)
P{N, N, dx{w}+{ow) ij{Nw "N, dx{w) -

M (N, 1N, delwl = (4.58)

™
§
Il
—~—
(%)
=
S
~

M (NN, dxfut = {ou)’

S e
<

N, '} {Nu '}T dx{u} - {§u}T

O.{N,}{N, "} dr{w)

|
~—
>
=
—~
~
St Oy Oy~
\.)
~

L
S,
=

2,

O© C—

Novamente, considerando uma forga cortante constante, o momento fletor e
a for¢a cortante podem ser calculados, conforme equagao (4.59).
oo M M) (M M) (4.59)
y »1 L z L
Substituindo-se as fun¢des de forma consideradas e resolvendo-se as
integrais do problema, encontra-se a matriz de rigidez geométrica local do
elemento, tendo em conta o plano xz, teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e termos

de ordem elevada do tensor deformacao de Green-Lagrange, conforme (4.60).

0 0 My 0 0 My
L L
6P 12Ply P 6P1y 6P 12P1y P 6Ply

+ 3 2 0 3 2
5L AL 10 AL 5L AL 10 AL
P 6PI, 2LP 4PI, M LP 2PI,

+ + -—+
L 10 AL 15 AL L 10 A? 30 AL

K = (4.60)
g,Xxz
0 0 My 0 0 M,
L L

6P 12PI , P 6PI ) 6P 12PI ) P 6Pl

0 ——— —+— 0 —+ 5 —+—
5L AL 10 AL 5L AL 10 AL

My2 P 6P1y _ LP 2Ply My2 P 6Ply 2LP N 4P1y

e —+ —+
L 10 Al 30 AL L 10 A? 15 AL

A matriz geométrica espacial ¢ dada, somando-se a influéncia dos dois

planos, obtendo-se a matriz apresentada no apéndice B.1
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4.3.3.3
Torgao Pura

Matematicamente, um elemento submetido a tor¢ao pura ¢ idéntico ao
problema de um elemento submetido a carga axial, podendo-se entdo escrever a

equagdo (4.61).

oU = [J:- aaix 5%&} GI, (4.61)
Em que I, ¢ a constante de tor¢dao referente a secdo transversal e G ¢ o
modulo de rigidez ao cisalhamento transversal.
Conforme especificado no capitulo 3, equagao (3.103), as fungdes de forma
para o deslocamento axial, como também a rotacdo em torno do eixo X (tor¢ao),
sdao funcdes lineares, equacdo (4.62). Assim, a equagdo (4.61) pode ser escrita

utilizando-se essas fungdes, de acordo com (4.63).

Now = Ny = (N0 My} ={1-7 7} (4.62)
U ={50,}" [GI {N, }{N, "} dx{6,} (4.63)

0

Substituindo-se as fung¢des de forma e resolvendo-se as integrais do

problema, encontra-se a influéncia da tor¢do pura, conforme matriz (4.64).

GI, GI,
| L L
* | GI, Gl (464)
L L

Assim, a matriz de rigidez eléstica final de um elemento espacial ¢ dada

conforme (4.65).
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ETA 0 o 0 0
12]?12 0o o
12E1 6EI,
0 — 0
I I
0 0 o 9L
L
6EI, AEI
0 Sk
I L
EL, 9 0 0
K=l g4 -
=0 o 0 0
12E]
0 —E 0 00 -
12E1, 6EI
00 -0
0 0 0o 9L
L
6EI 2EI,
(R :
I L
GEI
0 0 00
4334

Interagao entre Torgcao e Carga Axial

0 —ETA 0 0
6EI 12E1
oL 0 -0
o 12E1,
0o 0 0
6EI,
0 0 —
4EI, 6EI,
—Z 0 ——
L L
o
L
6EI, 12EI,
D
12EI,
0o 0 0 -
L
0o 0 0
6EI,
o o0 0o —
L
2EI, 6EI,
p— 0 — >
L L

0 0
0 0
6EI,
—
GI,
L
2EI,
L
0 0
0 0
0 0
6EI,
O by
LZ
GI,
L
4EI,
L
0 0

110

(4.65)

Anteriormente, o elemento foi analisado considerando seu comportamento

com os planos trabalhando independentemente. Entretanto, a torcdo e outras

interacdes de esforgos podem ter uma importante influéncia no comportamento do

elemento estrutural (McGuire et al. 2000).

A tor¢do e a carga axial possuem um importante papel na matriz de rigidez

geométrica. A Figura 4.5 ilustra um elemento submetido a tor¢do e a um

carregamento axial.

Tl Fx2 Mm2

o

Figura 4.5 — Interagdo entre tor¢@o e carga axial

Fonte: McGuire et al. (2000).

AN

=~

%)
I
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Ao ocorrer a rotacdo da secdo transversal em torno do eixo X, o0s
deslocamentos transversais, v € w, precisam levar em consideragdo esse efeito.
Assim, analisando a Figura 4.5, pode-se escrever o campo de deslocamentos,

conforme equagao (4.66).
U=u,—z——y— v=v,—z0, w=w,+ 6. (4.66)

Dessa forma, a parcela ndo linear do tensor deformacdo de Green-Lagrange

pode ser escrita de acordo com a expressao (4.67).
(5 (3) (2]
Ne===1| = |t =—
2{\ox ox ox
(4.67)
(ou w Y Lav aexj2 ow aasz
>N ==l =z V| t| =2 +|—+y

2|\ ox  Ox ox ox ox ox ox

Entretanto, alguns termos da equagdo (4.67) j& foram utilizados ao se

analisar os planos independentemente. Os termos correspondem ao deslocamento
axial, que ja foram todos considerados, ¢ ao deslocamento transversal. Faltou
considerar apenas os termos que correspondem a rotacdo em torno do eixo Xx.
Conforme mostrado na expressao (4.68), restando apenas no tensor deformacao de

Green-Lagrange o apresentado na equacao (4.69).

v=—z6 w=y0 (4.68)

1[ (66.Y (86| ovoo. owdb.
N«=7|% Ty j Ity

2 ox ox ox Ox ox Ox

BTN 1 RS
e 2 Y ox Ox Ox Y ox Ox

(4.69)

Assim, a equagdo dos trabalhos virtuais pode ser aplicada, conforme a

equagdo (4.70).

U, =] Uz‘m&yﬁdx] dA
0

A

L 2
1 00 ov 00 ow 06
oUu,, = t. S| =(z2+y° £ —z——2 4+ y——Xdx |dA
e ;[u o {2(2 Y )[( ax)J Z@x Ox y@x Gx}x]
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L
1 J‘g(ag
AR Ox

) ]jz i~ [ 52 L 10
U(Sawae thmydA

0
Utilizando-se as propriedades anteriores, ¢ o momento polar de inércia

(4.70)

j(zz +y° )dA =J, , a equagdo anterior pode ser escrita como (4.71).

ov 00, t o[ 0w oo,
jd -M ja( o— j x+(—MZ)'(|;§(§ . ]dx (4.71)

0

1PJpL
—— 5
NL 2 A '(').

Adotando a interpolagdo linear para o deslocamento 6,, equacao (4.72), o
principio dos trabalhos virtuais pode ser escrito, empregando-se as funcdes de

forma conforme (4.73).

0.(0) = NoxCNO) 103 =0nr 8} Ney={1-= =} @72

L L
G0, =00, [ 22, 1, Y {0} ={ [t (3, el
(00" [, (N0 N et} (o) TN Y a0 -

0

—{§9X}T Mz{Ngx'}{Nw'}de{W}

O© C— o'—,b.

Substituindo-se as fungdes de forma e resolvendo-se as integrais, obtém-se a
influéncia na matriz de rigidez geométrica da interacao entre tor¢ao e carga axial,
empregando-se a parcela ndo linear da deformacao axial do tensor deformacao.

Entretanto, também se deve considerar a parcela ndo linear da deformacao

por cisalhamento do tensor deformagao, conforme as equagdes (4.74) e (4.75).

Oudu 0Ovov owow  Ou v o’wov  dvov ow 00,
Ny=—t——t——— =+ 2 —+y———+—0, +y 0. (4.74)
o dy Oxoy Ox 8)/ Ox Ox Oox” Ox ox~ Ox Ox ox

2
Oudu Ovov owow  oudw O'wow Q@_w_@e aaﬁxex (4.75)
X

77xz == + + z 2 + X
Ox 0z Ox 0z Ox Oz Ox Ox Oox”~ Ox ax Oox Ox

Mais uma vez, alguns componentes ja foram utilizados no desenvolvimento
dos planos trabalhando independentemente, restando apenas os fatores

apresentados em (4.76) e (4.77) para serem considerados.
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*wov ow 00
—+—0 + = 4.76
ox* ox oOx Y ox (476)

77)()/' =Z

n,=y——-—0.+z—=6, (4.77)

Dessa maneira, o principio dos trabalhos virtuais pode ser aplicado

novamente, obtendo-se a expressao apresentada em (4.78).

U, = Utxya%de dA+| ﬁtxjnxzdx] dA
ANO

ANO

¢ 8w8v t (ow
ja o |[t,zdA+| [5| =0, Jdx |[t,dA+
0 A 0 ax A
00 ¢ (o ow
5| = t ydd+| [5| == t_ydA—
E Mw oS5 )fom-
L
5(@@% [t.da+| | 5(69x ijdx [t.zd4
ox v 0 ox v

Para sec¢des bissimétricas, a for¢a cortante € 0 momento torgor sdo definidos

conforme as expressdes apresentadas em (4.79). Desconsiderando a parcela

(06, /0x)86,, pode-se reescrever a equagdo anterior, de acordo com (4.80).

[tyda=0,; [t.da=0; [t.ydd=aM; [t zdd=(@-DM, 4.79)
A A A A
¢ 0*wov ow
( [6== —de(a W +U5(a—6?xjdijv +
" V
’ (4.80)

(M 2k

Considerando que a secdo ¢ limitada a tor¢ao pura de Saint Venant, pode ser
utilizado M, = M,, ¢ a =1/2 (parcela do momento torcor total). Assim,
escrevendo os deslocamentos com as fungdes de interpolacdo, obtém-se a equacao

(4.81).
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; ! (4.81)
TJQ) "ax {6 TjQy N dx{w) -

(v} IQZ{NV'}{ Nl dx{0,}-{0,}" IQZ{NBX}{ N} dx{v}

0 0

Resolvendo-se as integrais, obtém-se a contribui¢do da interagdo entre
torcdo e carga axial na matriz geométrica espacial. Essa contribuicao ¢

apresentada no apéndice B.2.

4.3.3.5
Rotagoes Finitas

A matriz de rigidez geométrica de um elemento deve incluir os efeitos das
rotacdes finitas. McGuire et al. (2000) explica essa influéncia com a Figura 4.6.
Quando uma carga ¢ aplicada ao elemento “bc”, o equilibrio no ponto “b” ¢é
garantido pelo momento que surge na barra “bc”, devido a carga aplicada, e pelo

torgor que ocorre no elemento “ab”.

Figura 4.6 — Equilibrio de no
Fonte: Adaptado de McGuire et al. (2000).

Entretanto, McGuire et al. (2000) explica que se o n6 “b” esté sujeito a uma
pequena rotacdo de corpo rigido, em torno do eixo x, 6,, o equilibrio sera
desfeito. Isso ocorre porque o incremento de momento em torno do eixo y, gerado
pelo momento fletor, serd duas vezes maior que o incremento de tor¢ao, de acordo

com a Figura 4.7 e equacao (4.82).
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6./2 6./2
<+ Y <+—r Y
M T/2
V\ex V\ex
b b
z 1 z 1
M T2

Figura 4.7 — Incremento de momento

Fonte: Adaptado de McGuire et al. (2000).

115

(4.82)

Para a rotacdo de um vetor espacial, Figura 4.8, a equacao (4.83) ¢ utilizada.

Essa ¢ uma maneira alternativa de escrever a equagdo original de rotacao de um

vetor, desenvolvida por Euler.

V1 = R(O)VO
A : T, ’
Z ' g =P
4 « 0
\\ ) \\
—_ J< 0 !
Yo F s :
" v ..
Y i i
i Vi
Y

A 4

Figura 4.8 — Transformagdo espacial entre dois vetores

Fonte: Adaptado de Aguiar et al. (2014)

(4.83)

A matriz de transformagdo espacial ortogonal & expressa pela equacdo

(4.84),
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R=1+

sene(H) 1 —cos(9) W(6)? (4.84)

W)+ —;

em que I ¢ a matriz identidade, W (@) e 6 sdo definidos como fungdes das

componentes by, 6,, € 6,, conforme (4.85).

0 -6, 6, 0,
we)=[6 0 -6,0=16, (4.85)
-6, 6, 0 0,

O seno e cosseno do angulo podem ser aproximados por uma série
trigonométrica, de acordo com a equacao (4.86).
63 65 @7 0% 0* 0°
sen(6)=9—§+§—ﬁ+--- 603(9)=1—E+Z—a+--- (4.86)

Assim, a matriz de rotacdo pode ser escrita, levando-se em consideragcdo

apenas termos até a segunda ordem, de acordo com a expressao (4.87).

__ 93/2 + 622 ngy 9x92
2 2 2
1 0 0 0o -6, 9o, , ,
R(G)Z[O 1 0|+] 6, 0 -0, | + 0,0, _Hx +6, 6,0,
oo 1 [-6 6 o0 2 2 2
66, HyHZ _Hx +0y
2 2 2
1 2
R(0) =1+ W(6) +-W(6) (4.87)

Considerando rotagdo finita para se¢des transversais bissimétricas, na Figura
4.9, o vetor posicdo de um ponto, {a}, e apds a rotacdo, {b}, pode ser escrito

conforme equacao (4.88).

Eixo de rotagao

Figura 4.9 — Rotac¢ao finita de uma seg@o transversal

Fonte: Adaptado de McGuire et al. (2000).
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{(b}=|1+W(0) + %W(G)Z {a} (4.88)

O deslocamento pode ser escrito como: {b} — {a} ou {u}. Entretanto, W (@)

ja foi levado em conta nas analises anteriores, ao ser calculado o principio dos

trabalhos virtuais com fv 7 An;;dV. Assim, o deslocamento pode ser escrito em

funcio de W(@)?%, conforme expressio (4.89).

_ 0,° + 6, 0,0, 6,0,
" 2 2 2 0
1 2 2
fu} = [E W(e)Z] (a) > {v} - sz y _w eyzez {y} (4.89)
w VA
0,6, 6,0, 6" +6,°
2 2 2

Dessa forma, os deslocamentos sdo dados, conforme o apresentado em

(4.90).

0,9, 0,0.. e 0,0.. A
U= X },y+9x.HZ.Z v = b4 ZZ_y 944_9# W:y—Z}I—Z HL-'I' J (490)
2 2 2 2 2 2 22

As derivadas dos deslocamentos sdo dadas, conforme equagdes (4.91) a

(4.93).

06 6.6
ou _1 6.—+6 %, y+l(<9 692+92 aesz n_ G4 x_65 (4.91)
2 ox oy oz

a 2l Yo Y ox P 2 2
oy 00 00\ 1( o0 00
V_ (92 999, Lo 5% 4.92
ox ("ax Zaxjy 2[Max Z@x]Z (4.92)
ow 1 00 06, 00 00
w_1[p 00 0% | _[g90 g% 493
ox 2[} o 8xjy [ o ox ]Z (4.93)

Ao se usar a segunda integral do principio dos trabalhos virtuais, equagao

(4.14), obtém-se a expressao (4.94).

[ te, =] Utmé'exxdxj da+| ﬁtwéexydx} da+| Urxzaeﬂdxj dA =
AN O AN\ 0 ANO

_ {Hrﬂ5(%)¢v}dA+£ﬁtwé‘(%+% }dA+J'ﬁtxzé(%+% }dA (4.94)

ALO


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Matriz de Rigidez Local 118

Substituindo-se os deslocamentos e seus gradientes na equagdo anterior,

obtém-se a relagdo (4.95).

L 0(6.6 0(6.6.
.[thjAelj—-[{J.%{é‘ (axy)y+5 (6x )Z]dx}dA-l-

A0

- 06)
4= 7 ldx t dA+ (4.95)
14 2

O Gy
~
%
—~
)
Qb
v
+
%
(o))
—_~
\./

+I{I%5(e 0 )+58(9y92) ydx}dA

Empregando-se todas as relagdes anteriores para momento fletor, torgor,
forca cortante e carga axial, pode-se reescrever a relacdo anterior conforme

equagdo (4.96).

J.V t;Ae;

L L

:L-f;% j o(04.), j ) +

0 0

J
0
ta-nm, ;9(90), ‘o M, 8(9@)
+£a2 §—— dx+j25(9xez)dx+!a2 §—

dx

0

Mais uma vez, adotando a = 1/2, para tor¢do pura de Saint Venant, as
parcelas referentes a tor¢ao, representada por M,., cancelam-se, resultando apenas

na expressao (4.97).

I t;Ae; J._M a(exey)dijj.&é;da(eﬂ) X +
ox ) 2 ox
‘o (4.97)
+!7y5(06’y)dx+£ —5(0,0. )

De acordo com McGuire et al. (2000), o aparente desequilibrio do n6 na
Figura 4.6 pode ser explicado e retificado pela consideragdo dessas quatro
parcelas restantes no calculo.

Integrando por partes as parcelas dos momentos fletores, resulta a equacdo

(4.98).
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-M, L t10M, M L
J,ti0e, =—26(00,)] +[S—=5(6.0,)dc+—5(00.), -
(4.98)
L L L
10M, Q 0
- = 0(6.0.)dx+|—==5(6.0,)dx+|==5(6.0.)dx
e T L
Como M; =-Q, e My =Q,, a parcela da forca cortante também ¢
cancelada, resultando na expressao (4.99)
-M r M, L
[ tyhe; = : 5(9x9y)0+7J5(9x92)0 (4.99)

Relembrando que M, = =M,y + My + M) %/, e My, =—M, +
(My1 + Myz)x/ [» @ equagdo anterior pode ser reescrita conforme (4.100) e em

formato matricial, de acordo com (4.101).

J‘VtijAeij=%[—le5(9x10yl)+My1§(6’x1921)—M225(6’x29_v2)+My25(6’x26’z2)] (4.100)

0 M, M, O 0 0 |6,

-M, 0 0 0 0 0 10,

1|\ M, 0 0 0 0 0 |0,
Korain =51 g 0 0 0 -M, M,|o, (4.101)

0 0 0 -M, 0 016,

0 0 0 M, O 0 |6,

A influéncia das rotagdes finitas ¢ dada pela matriz apresentada em (4.101)
e também ¢ adicionada a matriz de rigidez geométrica do elemento. Obtém-se
entdo a matriz de rigidez geométrica final para um elemento, considerando a

teoria de flexdo de Euler-Bernoulli. Esta matriz ¢ apresentada no apéndice B.3.

43.4
Matriz de Rigidez Local de Elemento com Fun¢des de Forma
Completas

Com o desenvolvimento exposto, nota-se que agora o calculo da matriz de
rigidez local do elemento depende apenas da fun¢do de forma utilizada.

No item anterior, a matriz de rigidez local do elemento, considerando a
teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, foi calculada empregando fungdes de forma

cubicas (Hermitianas). Essas fun¢des de interpolacdo sdo obtidas diretamente da
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solucdo da equagdo diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal na
configuracdo indeformada. Por isso, em uma andlise linear da estrutura, a
discretiza¢do da barra ndo ¢ necessaria, empregando-se apenas uma discretizagao
minima da estrutura.

Para a andlise nao linear, pode-se considerar fungdes de forma que
consideram a forga axial atuante no elemento. Neste tipo de analise, a fungdo de
interpolagdo ¢ obtida da solucdo homogénea da equacao diferencial do equilibrio
de um elemento infinitesimal na configuragcdo deformada (fun¢des completas).

Ao se construir a matriz de rigidez local do elemento, utilizando essas
funcdes, busca-se uma discretizagdo minima da barra, de forma andloga ao que
ocorre na andlise linear.

Ao se empregar funcdes de forma completas, a diferenca entre matriz
elastica e matriz de rigidez geométrica nao ¢ totalmente explicita, como ocorre
com as fungdes cubicas, pois, mesmo na propria fungdo de interpolagdo, existe a
influéncia da carga axial atuante.

Entretanto, para se utilizar os termos do tensor deformacdo de Green-
Lagrange, a matriz final serd construida da mesma maneira anterior, obtendo-se a
matriz de rigidez tangente final, que ¢ a soma da elastica com a geométrica (ainda

que em ambas as matrizes exista a influéncia da carga axial).

4.3.41
Matriz de Rigidez Elastica com Fungoes de Forma Completas

O célculo para encontrar a matriz de rigidez local do elemento,
considerando as fungdes de forma completas, ¢ realizado utilizando-se 0os mesmos
passos anteriores.

A matriz de rigidez eléastica do elemento ¢ dada conforme a expressao

(4.28), reapresentada em (4.102).

oU {0 [EA(N, (N, Y dvlu+ 0] [EL (NN ael] oo

Chama-se a atencdo novamente, que ndo existe diferenciagcdo entre matriz
de rigidez elastica e geométrica ao se utilizar fun¢des de forma completas, pois,

dentro da prépria funcao de interpolagdo, estd presente a influéncia da carga axial.
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No entanto, para um desenvolver mais didatico da matriz de rigidez local do
elemento e utilizando-se todos os componentes do tensor deformacao de Green-
Lagrange, os passos anteriores sao seguidos, sendo somente necessaria a alteragao
das fun¢des de forma.

Assim, para o caso em questao, na equacao (4.102), devem ser utilizadas as
fungdes de forma para o deslocamento transversal, N,,, apresentadas em (3.30) a
(3.33). No caso de cargas de tragdo, pode-se empregar as fungdes (3.43) a (3.46)
e, no caso de compressao, as fungdes em (3.56) a (3.59).

Para o plano xz, essas mesmas fungdes de interpolacdo devem ser
substitutidas na equagdo apresentada em (4.49) e repetida em (4.103), por
conveniéncia. Entretanto, essas fungdes representam o deslocamento transversal

no vetor N,,.

L
U ={ow}" [EL{N,}{N,"}" dx{w} (4.103)

0
Para o caso de tor¢do pura, desenvolvida no item 4.3.3.3, as funcdes de
forma nao sao alteradas, pois para o deslocamento axial foram adotadas fungdes
de interpolagdo lineares, Ng,, que independem do equilibrio do elemento
infinitesimal. Assim, a equagdo (4.63), reescrita em (4.104) emprega as mesmas

funcdes de forma.

L
T , NG X x
U ={80,} [GL (N, W N, '} {0} Nee={1-T T} (4104
0
A matriz desenvolvida, empregando as equagdes (4.102), (4.103) e (4.104) ¢
apresentada no apéndice B.4, no caso de tragdo, e apéndice B.5, para situacdo de
compressao. Essa matriz ¢ nomeada como “1* ordem” por ser referente a parcela

linear da formulagdo Lagrangeana atualizada e do tensor deformacao.

4.3.4.2
Matriz de Rigidez Geométrica com Fungdes de Forma Completas

Empregando-se o mesmo desenvolvimento utilizado com as funcdes de
interpolagdo cubicas, também se pode escrever a matriz de rigidez geométrica,

considerando fung¢des de forma completas.
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No plano xy, utiliza-se a expressao (4.28), reescrita em (4.105). Mais uma
vez, devem-se utilizar as fun¢des de forma para o deslocamento transversal, N,
apresentadas em (3.30) a (3.33). No caso de cargas de tracdo, pode-se empregar as

funcdes (3.43) a (3.46) e, no caso de compressdo, as fungdes em (3.56) a (3.59).

sU,, ={ou}’ IP{NM N, d{u) +{ov) JjP{NV N de{v)+
+{5v}T j.PI—/i{NV "N, "}T dx {v} +{5v}T f[MZ {N,"HN, '}T dx{u}+
\ L (4.105)
+{ou}’ ! M {N,}{N,"}" ax{v}-{ov}’ ! O, {N,H{N, "} dxfu} -
o) o ()Y el

No plano xz, utiliza-se a equagao (4.58), apresentada novamente em (4.106).

As fungdes de forma sdo substituidas em N,,,.

PUN, YN, Y defo) )" [P (N, (N, o) -

0

U, =1

S,
=
7,

M, {N, "N, '}de{u}—{é'u}TjMy{N N, de{wl - (4.106)

w u
0

|

<

=
2,

|
——
S,
S
—
3
O N O — N O —

<

NN, dx{u}—{au}fjgz{zvu N, def)

A matriz obtida, considerando apenas as dire¢des trabalhando isoladamente,
ou seja, empregando as equacdes (4.105) e (4.106), pode ser visualizada nos
apéndices B.6 e B.7, para os casos de tragdo e compressao respectivamente, sendo
chamada de “2* ordem” por ser referente a parcela nao linear da formulacao
Lagrangeana atualizada e do tensor deformagao.

Para a interagdo entre tor¢do e carga axial, devem-se utilizar as equacdes

apresentadas em (4.73) e (4.81), repetidas nas expressoes (4.107) e (4.108).

SU. = {aex}TIP j LN, TN, dx{&x}—{dv}T_(L[My (N YN, Y dx (6.} -
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IN, N, Y de )+
N} dx (v} +

Lo N ) o)
g ,}T TI

TjQ) "ax{e TjQy N dx{w) -

(4.108)

(o [0 NN, dsfo} (o0} J 0. (N, N, dx{y)

0

As funcdes de interpolagdo que devem ser utilizadas nesse caso para o
deslocamento transversal, N, e N, sdo as fun¢des completas, em que existe a
presenca da influéncia da carga axial.

Para considerar as rotagOes finitas, ndo ¢ necessario alterar as fun¢des de
forma, pois as rota¢des ndo foram escritas utilizando as fung¢des de interpolagdo.
Sendo assim, considera-se a mesma matriz apresentada em (4.101).

A matriz que leva em consideracdo a interacao entre tor¢ao e carga axial,
como também as rotagdes finitas, ¢ apresentada no apéndice B.8, para casos de

tracdo, e no apéndice B.9, para situacdo de compressao.

4.3.4.3
Matriz de Rigidez Tangente

A matriz de rigidez local do elemento, matriz tangente, ¢ dada pela soma da
matriz elastica e geométrica. Essa matriz, tendo em conta a teoria de flexdo de
Euler-Bernoulli, fungdes de forma completas e todos os termos do tensor
deformacdo de Green-Lagrange, ¢ dada pela soma das matrizes dos apéndices B.4,
B.6 e B.8, quando o elemento estd submetido a tracdo. Quando a carga ¢ de
compressao, essa soma ¢ feita com as matrizes apresentadas nos apéndices B.5,
B.7 ¢ B.9.

Essa matriz também pode ser expandida em uma série de Taylor até u®,
u=+/P/EI, ou em fungdo apenas da carga axial até P3, e esse resultado é

apresentado no apéndice B.10. Pode-se notar que os fatores até u? correspondem a

matriz elastica e geométrica usuais, considerando func¢des de forma cubicas.
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4.4
Teoria de Flexdao de Timoshenko

Empregando as funcdes de interpolagdo desenvolvidas no capitulo 3, tendo
em conta a teoria de flexdo de Timoshenko, em conjunto com a descricao
Lagrangeana atualizada, considerando os termos de ordem elevada do tensor
deformacao, de maneira analoga a que foi feita para a teoria de Euler-Bernoulli,
pode-se desenvolver a matriz de rigidez de um elemento, para grandes gradientes
de deslocamento e grandes rotagdes, com base na teoria de flexdo de Timoshenko.

De acordo com o campo de deslocamentos de barras, equagdo (2.1),
considerando a teoria de flexao de Timoshenko, as parcelas lineares e ndo lineares
do tensor deformacdo de Green-Lagrange, relagdes (4.4) e (4.5), podem ser
reescritas conforme as equacdes (4.109), parcela linear, (4.110) e (4.111), parcela

ndo linear.

ov
=§°—6’z (4.109)

E =F—=——)y— =

ou
T o ox 7xyx8y

) ) o2
T 2\ ox ox 2|\ ox Ox y@x ox  (4110)
Ou du 8v ov_ 00, 0.0 ou
T =y axay D ax c - ox (4.111)

ou ou, 06, .,
a

441
Matriz de Rigidez Elastica

A matriz de rigidez elastica de um elemento ¢ obtida a partir da parcela
linear do tensor deformacao de Green-Lagrange, equagdo (4.109). Empregando-se

a equacao (4.13) dos trabalhos virtuais, oU , e dividindo-se essa parcela linear em

duas partes (OU,, dU,), obtém-se as expressdes (4.112) e (4.113).

5U1=I j(a” ywzJE[a” 99, ]dx dA
Oox Ox ox Ox
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U, = (j Ou 501y JE_[dA [892 5—618892 x)
X

E_[ V2 dA+
A

(4.112)
[jaazz 6%d ]Ej;ydA [ %dx E{ydA
sU, j[j(a—e JG 5——59 JdA
U, = [Iavé%xJGIdA+U050dx]GIdA+
(4.113)

[je 5@ ]doA {02159 dx]doA

No eixo centroidal da secdo transversal, pode-se considerar as propriedades:

J. ysz:IZ, I vdA=0. Assim, o problema ¢é reduzido as equagdes (4.114) e
A A

(4.115).
L
du . ou 00, .06,
OU, =| | =6 —dx |EA+| | —£5—Zdx :
1 Uax ox ] u ox  ox j (114

0

L L
SU, = j@csa—d GA + jeaedx GA+
: Oax Ox z
) . (4.115)
—[J.sz% ]GA ( @ s dx}GA
0 Ox

ox

0

De acordo com as equagdes de interpolacdo (3.1), (3.2) e (3.3), os
deslocamentos do elemento sdo dados em fungdo dos deslocamentos nodais,
conforme (4.24). As fungdes de forma sdo as obtidas anteriormente,
considerandoo equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuracao

indeformada e a teoria de flexao de Timoshenko, (3.21) a (3.24).

Assim, as equagdes (4.114) e (4.115) dos trabalhos virtuais podem ser
escritas utilizando-se as fun¢des de forma e os deslocamentos nodais, conforme as
expressoes (4.116) e (4.117).

L L

8U, ={ou) [ EA{N, }{N,"} ax{u} +{ov)" [EL{N, }(N,.}" ax{v} ~4.116)

0 0
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T.TGA dx{ } {5V}TTGA{N92}{N92}T dx{v}+
W ' 4.117)
~{ov)' I[GA{N&}{NV Vodx (v —{sv) J;GA{NV N, de{v)

Substituindo-se as fung¢des de forma e resolvendo-se as integrais do
problema, encontra-se a matriz de rigidez elastica de um elemento plano,

considerando a teoria de flexao de Timoshenko, equacao (4.118).

Ke,xy =
£4 0 0 _E4 0 0
L L
0 12EI, 6EI, 12, GEI,
£(120,+1)  2(12Q, +1) £(120,+1)  (12Q+1)
0 6EI, 4EI, (3Q, +1) _ 6EI, _2EL, (69, -1) (4.118)
(120, +1)  L(12Q, +1) (120, +1)  L(12Q, +1)
_E4 0 0 % 0 0
_ 12E1, _ 6El, 0 12E1, _ 6El,
£(12Q,+1)  *(12Q, +1) £(120,+1) (120, +1
6EI, 2EL(69,-1) 0 6EL 4EL, (30, +1
I (120, +1)  L(12Q, +1) (120, +1)  1(12Q, +1)
442

Matriz de Rigidez Geométrica

A matriz de rigidez geométrica ¢ calculada com a utilizagdo da parcela nao
linear da equacdo dos trabalhos virtuais, equagao (4.15). Ou seja, emprega-se a
parcela nao linear do tensor deformagcdo de Green Lagrange, conforme as
equacdes (4.17) e (4.18) desenvolvidas anteriormente.

Assim, a equacdo (4.15) pode ser escrita conforme expressao (4.119) ou de

forma expandida, de acordo com (4.120).

ol (3] (5 (2 | e

+j@txy( b0, 9‘2—“ jdA

(4.119)
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sU., = 1[ig(g_zjzdxhzﬂm+%U5(&J de_[t dA+—ﬁ5( =

0 0

j&a@%jj dA+[f5 Z&dx]jtwydA U&@—dxjjt dA
0 ox )Y 0

2
_( ox

Aplicando-se as relacdes apresentadas em (4.34), pode-se reescrever as

j dx} I V't dA+

A

(4.120)

equagoes anteriores conforme (4.121).
2
SU,, = lj Ps (a“j +(6VJ pls (892) dx
29 ox ox A ox
L
Aa(22) oo 2
0 0

Para melhor visualizagdo, a equagdo dos trabalhos virtuais (4.121) pode ser

(4.121)

dividida em duas parcelas e os deslocamentos escritos utilizando-se as fungdes de

interpolagdo, de acordo com as expressoes (4.122) e (4.123).

Ao (2] (2] o] (2] -

= {§u}T .L[P{Nu "N, '}T dx {u} +{5v}T jP{NV "N, '}T dx{v}
TOL , ) ! (4.122)
+{6v} '!‘Pj{NHZ'}{NgZ '} odx{v}
00, ou ou
- (o5 )-0oad -
(o} [0 {00 YN el (o) (N, e
(4.123)

(o0} [0, 0 .Y vl o) [0, (N, (N, e

Empregando-se a relagdao (4.38), com a substituicdo das fungdes de forma
consideradas, e resolvendo-se as integrais do problema, encontra-se a matriz de
rigidez geométrica local do elemento. Essa matriz considera a teoria de flexdo de
Timoshenko e termos de ordem elevada do tensor deformacdo de Green-

Lagrange, conforme (4.124).
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K¢ =
i 0 My
L L
6P(1209Y2 +20Q, +1) 12PI, P 6PI,
+ +
50(12Q, +1Y’ AL (12Q, +1)° 10(12Q, +1)" 42 (12Q, +1)°
M, P . 6P 2LP(90Q, +15Q, +1) JAPL (362, +60, +1)
L 10(12Q, +1)° 4 (12Q, +1)° 15(12Q, +1)° AL(12Q, +1Y’
_5 0 MZI
L L
_6P(120§2Y2 +20Q), +1)_ 12PI, ~ P ~ 6PI,
5L(12Q, +1)’ AL (12Q, +1)’ 10(12Q, +1)" 42 (12Q, +1)°
M, P L, 6P _LP(36OQy2 +600, +1) 2P, (729, +120, -1)
L 10(12Q, +1)° 4 (12Q, +1)° 30(12€, +1)’ AL(12Q, +1)°
) (4.124)
P 0 Mz ]
L L
_6P(120§2Y2 +20Q), +1)_ 12PI, P . 6PI,
50(12Q, +1)° AL (120, +1)° 10(12Q, +1)" 4L (12, +1)’
M, P 6Pl _ LP(3600, +600, +1) 2P, (720, +120Q, -1
L 10(12Q, +1)" AL (12Q, +1)° 30(12Q, +1)° AL(12Q, +1)°
P M,
— 0 z
L L
6P(1209Y2 +20Q, +1) . 12PI, ~ P ~ 6PI,
50(12Q, +1Y’ AL (12Q, +1) 10(12Q, +1)" 42 (12Q, +1)°
M, P 6Pl 2LP(90Q, +15Q, +1) JAPL (362, +60, +1)
L 10(12Q, +1)" 42 (12Q, +1)° 15(12Q, +1)° AL(12Q, +1Y’
443

Matriz de Rigidez Local de Elemento Espacial (3D)

Em prosseguimento a mesma metodologia adotada anteriormente para a
teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, primeiramente considerou-se o plano xy para
analise, devido ao momento fletor em torno do eixo z. Entretanto, ao se estudar
um elemento espacial (3D), Figura 4.4, deve-se atentar para o momento fletor em
torno do eixo y em uma andlise do plano xz.

Além disso, ¢ preciso também considerar a interacao entre a tor¢ao e a forca

axial, como também as rotagdes finitas.

4431
Matriz de Rigidez Elastica Local no Plano xz

Para o caso do plano xz trabalhando independentemente, a anélise ¢ analoga

a realizada no plano xy. Sendo w o deslocamento na direcdo Z, o tensor
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deformacao de Green-Lagrange pode ser escrito, conforme as relagdes (4.125),
(4.126) e (4.127). Pode-se notar que o deslocamento w no plano xz corresponde

ao deslocamento v no plano xy.

g;og a—u %— aey 7):2 aw a_u aWO _9 (4.125)
ox Ox Ox o 6z ox
1 (auj +(a—w) -1 (6—”j2+(a_wj2+zz G TP
nxx ax ax 2 ax 6x ax 5x ax ’
89
udu owow_ 06, o 0 (4.127)

+
T = ox oz ox oz 8x 7 Ox

Assim, encontram-se as equagoes (4.128) e (4.129) para o calculo da matriz

de rigidez elastica.

L L
ou . ou 06 06
OU =| | —6—dx |EA+| | —26—Ldx |EI 4.128
: (;l;éx Ox x} ['0[ ox  Ox x] g ( )
U, =| | 12959 4| Gas j 0,50,dx |GA+
) Ox  Ox

(4.129)

Oox

(ja 5a—dijA [ awc%’d ]GA
0

Empregando-se as mesmas fungdes de interpolacao do plano xy, N, = N,,, a
equagao dos trabalhos virtuais pode ser escrita, utilizando-se as funcdes de forma

e os deslocamentos nodais, conforme expressdes (4.130) e (4.131).

L

SU, ={ow)" [E1{N, 1N, "} dx{w) (4.130)
5U, = (ow)! [GA{N, }{N, Y de{w) + (5w} [GA{N, N, Y defow) +
‘ ° (4.131)

L L

(o} [GA{N, 1N, ax{w}~{sw}" [GA{N,}{N,,} dx{w}
0 0
Substituindo-se as fung¢des de forma e resolvendo-se as integrais do

problema, encontra-se a matriz de rigidez elastica de um elemento plano,

considerando a teoria de flexdo de Timoshenko, matriz (4.132).
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Ke,xz =
£ 0 0 e 0 0
L
12EI,  6El, _12EI,  6EI,
r(12Q,+1) L’ (12Q,+1) L(12Q,+1)  F(12Q+1)
_ 6EI,  4EI, (3Q, +1) 6EI,  2EI, (1-6Q,)
I (12Q, +1) L(12Q, +1) (129, +1) L(12Q, +1)
i 0 0 £ 0 0
L L
12, 6EI, 12EI, 6EI,
L(12Q, +1) LI (12Q, +1) L(12Q, +1) L (12Q, +1)
_ 6EI,  2EI,(1-6Q,) 6EI, 4EI, (3Q, +1)
| I (12Q, +1) L(12Q, +1) (120, +1) L(12Q, +1)

130

(4.132)

A matriz eléstica espacial, ante os dois planos trabalhando isoladamente, ¢

obtida somando-se as duas matrizes elasticas desenvolvidas no plano xy e xz,

obtendo-se a matriz (4.133).
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0 0
12E1, 0
L'(12Q, +1)
0 __12EL,
L (12Q, +1)
0 0
0 6Kl
L(12Q, +1)
6EI,
(120, +1)
0 0
_ 12EI,
L'(120, +1)
0
L'(12Q, +1)
0 0
0 ___6EI,
(12, +1)
6EI,
(120, +1)
0 0
_ 12EI,
L(12Q, +1)
(L U
L'(12Q, +1)
0 0
6EI,
(12, +1)
__ 6EI,
(120, +1)
0 0
12E1, 0
L (129, +1)
12EI,
L' (12Q, +1)
0 0
6EI,
L(12Q, +1)
__SEL,

(129, +1)

131
0 0
0 6El,
(120, +1)
_ 6El, 0
r(12Q, +1)
0 0
4EI, (3Q, +1)
L(12Q, +1)
4EI,(3Q, +1)
L(12Q, +1)
0 0
0 ___ 6EI,
(129, +1)
6EI, 0
(120, +1)
0 0
2EIL (1-6Q,) 0
L(12Q, +1)
0 2EI,(1-69,)
L(129,+1)  (4.133)
0 0
0 6EI,
(12Q+1)
_ 6El, 0
L (12Q+1)
0 0
2EIL (1-6Q,)
L(12Q, +1)
2EL, (1-69,)
L(129, +1)
0 0
_ 6El,
(120, +1)
6EI, 0
I(12Q, +1)
0 0
AEIL (3Q, +1) 0
L(12Q, +1)
4EI,(3Q, +1)
L(12Q, +1) |
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4.4.3.2
Matriz de Rigidez Geométrica Local no Plano xz

Para o calculo da matriz de rigidez geométrica do elemento, utilizando-se a
parcela ndo linear do tensor deformacao de Green-Lagrange, equacdes (4.126) e

(4.127), de maneira analoga ao plano xy, pode-se definir as expressoes (4.134) e

(4.135).
o2 oo e (2o

L 4.134
[e. 52%0 dx]dA j[jt 56, a—udxjdA ( )

:z;'L.
VR
S t—y >
§§N
%)

(o))
SRS
%jﬁ

[

N

+
A —
VR

0

a@i ZZ ]jr sz+[Ia%e dejz zdA — Ué@ —dx]jz dA

1% (ouY 1[5 (owY 1| ¢ (06, ’ )
Uy, ==| [6| == | ax |[t,da+—~| [6| == | ax |[t,da+=| [6| == | ax JztwdA+
2 ox " 2 ox " 21y Lox -

(4.135)

Empregando-se as mesmas relagdes apresentadas em (4.54), escreve-se

(4.136) e (4.137).

L 2 L 2 L (06 Y I
su, =+ jé(a—”] dx |P+1 ja(@j dx |P+1 [o] == | dx |P=+
2 0 ox 2 0 ox 2 0 ox A
L L

(4.136)

o= (&) & {2 o

(4.137)

A parcela (4.138) ja foi utilizada no plano xy, assim, a equacdo dos
trabalhos virtuais pode ser escrita, utilizando-se as fung¢des de forma e os

deslocamentos nodais, conforme expressao (4.139).

1 j[pa(gzj }dx (4.138)
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oU

z
=
2
<
)
=
=

W'}T dx{w} +{5W}T IPL {Ngy '}{Ngy '}T dx{w} +

ey'}{Nu'}de{u}—{aufjMy{N;}{N@'}de{w}+ .139)

!

)

=
4

L

S,

=

~

O e N O ey N O C—

=

—_—

=

0.{N, }{N, '}de{u}—{é'u}Tj;Qz{Nu N, | defw)

Novamente, considerando-se uma for¢a cortante constante, o momento
fletor e a forga cortante podem ser calculados, conforme equacao (4.59).

Substituindo-se as func¢des de forma utilizadas, e resolvendo-se as integrais
do problema, encontra-se a matriz de rigidez geométrica local do elemento,
considerando o plano xz, teoria de flexdo de Timoshenko e termos de ordem

elevada do tensor deformacgao de Green-Lagrange, conforme (4.140).

Kg.xz =
0 0 —A/i’"
6P(120Q,” +20Q, +1) 12P1, P 6PI,
+ — —
50(12Q, +1)° AL (12Q, +1) 10(12Q, +1)" 42 (12Q, +1)’
M, P _ . erl 2LP(90Q,” +15Q, +1) AP (36, +6Q, +1)
L 10(12Q, +1) AL (12Q, +1)’ 15(12Q, +1)’ AL(12Q, +1)’
0 0 MLJ"
. 6P(1200,” +20Q, +1) 12PI, P 6PI,
- - - +
50(12Q, +1)° AL (120, +1)° 10(12Q, +1)" AL (129, +1)’
M, P 6P, LP(360Q,” +60Q, +1) 2PI (72Q, +12Q, -1)
L 10120, +1) AZ(120,+1F 30120, +1f  AL(12Q, +1)’
L ( z ) ( z ) ( z ) ( z ) (4. 140)
u -
0 0 - L”
6P(120Q,” +20Q, +1) 12PI, P 6PI,
5L(12Q, +1)° AL (120, +1)° 10(12Q, +1)° AL (12Q, +1)°
M, P L 6P B LP(3609,” +600), +1) 2pl (720, +120, -1)
L 10(12Q, +1)"  AL2(12Q, +1)’ 30(12Q, +1)’ AL(12Q, +1)’
0 0 ML"Z
6P(120Q,” +20Q, +1) 12PI, P 6PI,
+ : +
50(12Q, +1)’ AL (120, +1)° 10(12Q, +1) 42 (120, +1)’
M, P, 6P 2LP(90Q,” +15Q, +1) AP (360, +6Q, +1)
L 10(12Q, +1)° A2 (12Q, +1)° 15(12Q, +1)’ AL(12Q, +1)’

A matriz geométrica espacial ¢ dada, somando-se a influéncia dos dois

planos, que resulta na matriz apresentada no apéndice C.1
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4433

Torgao Pura

134

A torgdo pura ndo sofre influéncia da teoria de flexao definida, pois utilizam

apenas as funcdes de interpolagdo axiais, que, neste trabalho, foram consideradas

as mesmas para ambas as teorias, Ny, = N, = {N;(x) N,(x)}.

Assim, o problema se resume na mesma equacdo (4.61), resultando na

matriz (4.64) ja desenvolvida, que deve ser adicionada a matriz (4.133). Dessa

forma, a matriz de rigidez elastica final de um elemento espacial ¢ dada conforme

(4.141).

K =

e

4
L
0

0 0
12E1, o
£(120, +1)

12E1,
L(120,+1)
0 0
o ___ 6L
(120, +1)
6EI,

S A 0
£ (120, +1)

0 0

1261,

3
£(120, +1) 5L
CL(120, +1)
0 0
o ___ 6L
(120, +1)
6EI,

(120, +1)

0 0
12E1,

3
L(1209Y+1)_ .

£(12Q, +1)
0 0
o 6EI,
£ (120, +1)
6EL,
(12, +1)
0 0
12E1, o
£ (120, +1)
12E1,
£(12Q, +1)
0 0
o 6EI,
£ (120, +1)
6EL
(12, +1)

4EI, (3, +1)

0 0
6EL,
o5l £(12Q, +1)
(120, +1)
0 0
4EL (3O, +1)
L2240 4y (30, +1)
L(12Q, +1)
0 0
o __ OFL
(129, +1)
6EI, o
£(12Q, +1)
0 0
2EI, (1-60Q2,)
L(12Q, +1) 26 (1-60,)
L(12Q, +1)
0 0
0 6EL,
£ (12Q+1)
6EI,
C(12Q+1)
0 0

2E1, (1-69Q,)

L2921 5 (1260,

L(120, +1)
0 0
o __ L
(120, +1)
6El,
(120, +1)
0 0

0

L2921 gy (30, +1)

L(12Q, +1) |

(4.141)
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4434
Interagao entre Torgao e Carga Axial

Mais uma vez, o elemento foi analisado inicialmente, considerando seu
comportamento com os planos trabalhando independentemente. Entretanto,
conforme ja mencionado, a interagcdo entre tor¢cdo e a carga axial, Figura 4.5,
possui um importante papel na matriz de rigidez geométrica.

A partir da Figura 4.5, pode-se escrever o campo de deslocamentos,

conforme (4.142), baseado na teoria de flexdo de Timoshenko.
u=u,—z60,-y0. v=y,—z6. w=w,+y0. (4.142)

Dessa forma, a parcela ndo linear do tensor deformacdo de Green-Lagrange

pode ser escrita de acordo com a expressao (4.143).
1 (au (v (owY
N =S 22| T\ 22 7| A2
2{\ ox ox ox
5 , , (4.143)

1|(ou 00, 00. ov 00 Eéw 00,
->n,.==||—-z -—y—=| +|=—-z +| —+y—3
2|\ ox ox ox ox ox ox ox

Pode-se observar que alguns termos da equacao (4.143) ja foram utilizados

ao se analisar os planos independentemente, parcelas apresentadas em (4.144),

restando apenas no tensor deformacdo de Green-Lagrange o apresentado na

2
ox

1 (aex T (aex jz ovol,  owdb.
Ne=%| 2 +¥ —I Sty —
-2 ox ox ox Ox ox Ox

IV 2)(69,‘}2_ v a0, owao,
77)()( 2 y ax

equagdo (4.145).

V4

ox ox ox

1(ou 06, 80 Y
2

8W 2
(5] (4.144)

(4.145)

+
Z@x Oox y@x Ox

Assim, a equacdo dos trabalhos virtuais pode ser aplicada, conforme a

equagao (4.146).
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L 2
5UNL:j Itx,ﬁ %(z%yz)(a;)‘j 2, , 8w80 dx |dA
"% X 6x 6x 8x Oox

%{I&(aaijdx]j; (22 +)%)dd - u a—x Mr 2dA+
+U§Z—W89 jjtmydA

Utilizando-se as propriedades anteriores ja estabelecidas, a equacao anterior

(4.146)

pode ser escrita como (4.147).
1 PJ, ¢ ov 00, [ (awaejd
=— o dx—M | o o 4.147
Y 2 A4 '([ ( j T J. ( Ox Ox ] '([ * )

0
Adotando-se a interpolacdo dos deslocamentos pelas fungdes de forma

obtém-se a expressao (4.148).

L PJ L
sU,, =180} JT !

0 0

T

(00,1 [M, (N, H{N, ) de (v} —{ow)" [M{N,}{N,, | ax{0,} - (4.148)

_{50)6}T Mz {Nﬁx '} {Nw ’}T dx{w}

O N O
o

Substituindo-se as fungdes de interpolacdo, considerando a teoria de flexao
de Timoshenko e resolvendo-se as integrais, obtém-se a influéncia na matriz de
rigidez geométrica da interagdo entre tor¢do e carga axial, com o emprego da
parcela ndo linear da deformagao axial do tensor deformagao.

Entretanto, ainda se deve considerar a parcela ndo linear da deformagao por

cisalhamento do tensor deformacao, conforme as equagoes (4.149) e (4.150).

00
7, = 5u8u+8v6v+8w8w _8_u92+z r 0 + 6920+8_w9 vy 00, (4.149)
Ox 0y Ox0dy Ox Oy ox ox ax ox ox
Oudu 0Ovov Owow ou a0, 89 ov 6t9x

o + =0, ——0, +

n,=——m+——+——-= +z ! (4.150)
Ox 0z Ox 0z Ox Oz ox ox 6x Ox 6x
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Também se pode notar que alguns componentes ja foram utilizados no
desenvolvimento dos planos trabalhando independentemente, parcelas mostradas
em (4.151). Finalmente, restam apenas os fatores apresentados em (4.152) e

(4.153) para serem considerados.

ou 06 ou 0
=——4¢@ = =——0 + Sy 4.151
v ox ° Y ox ° = x z ox 7 ( )

L00,, ow, 00,

0 +—0 + 4.152
T = 8x ox 8x ’ ( )
N = aez 0, —QG %, (4.153)

8x Ox ax

Portanto, o principio dos trabalhos virtuais pode ser aplicado novamente,

obtendo-se a expressao apresentada em (4.154).

U, = [T txyé'?]xyde dA+| ﬁ txzé'nxzdx] dA
AN O ANO
L 89 L
sU,, = [ _([ 5[ 20, jdxjjzwsz +U5(2—:9xjdxhtwd14 +
+( 5

]It dAJ{I&( jo’xhtxzyd/l+ (4.154)

%
EI ( ja'jjr dA+U5( Z jdxl[txzzd/l

Utilizando-se as relagdes apresentadas em (4.79) para seg¢des bissimétricas e

ignorando-se a parcela (06, /dx)0,, pode-se reescrever a equagdo anterior, de
acordo com (4.155). Define-se @ ¢ (o — 1) como as parcelas do momento M,

resistido pelas tensdes Ty, € Tyy, respectivamente.

( aeygde(a DM, +U§( jdijﬁ
(o2 Yo farr { fo{ 2o oo

Tendo em vista a se¢do ser limitada a tor¢ao pura de Saint Venant, pode ser

(4.155)

k
k

utilizado M, = M,, e @ = 1/2. Assim, escrevendo os deslocamentos com as

fungdes de interpolacao, obtém-se a expressao (4.156).
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Uy, =—{s0,}" [== N} dx{0.} {60} [N, N, "} dxlo,]
Tj HN,, L ax{g §9y}Tj. (N, dx{6.)
. L (4.156)
ow}" [0 {N, 1N} de{0,}+{06,}" [0, {N, }{N, "} de{w)

~{ov} !QZ{NV}{ Ny} dx{6,} {56} IQZ{NQX}{ N} dxiv)

0

Resolvendo-se as integrais, obtém-se a contribui¢do da interagdo entre
tor¢do e carga axial na matriz geométrica espacial, considerando a teoria de flexao

de Timoshenko. Essa contribuigdo ¢ apresentada no apéndice C.2.

4.4.3.5
Rotagoes Finitas

A matriz de rigidez geométrica de um elemento deve incluir os efeitos das
rotagdes finitas. Com o desenvolvimento feito anteriormente, considerando a
teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, pode-se notar que ¢ indiferente a teoria de
vigas empregada.

Sendo assim, a influéncia das rotagdes finitas para a matriz de rigidez
geométrica, levando em conta a teoria de flexdo de Timoshenko, também ¢ dada
pela matriz apresentada em (4.101). Dessa maneira, a matriz pode ser atualizada,
calculando-se entdo a matriz de rigidez geométrica final para um elemento,

considerando essa teoria de flexdo. Essa matriz ¢ apresentada no apéndice C.3.

444
Matriz de Rigidez Local de Elemento com Fun¢des de Forma
Completas

No item anterior, a matriz de rigidez local do elemento, considerando a
teoria de Timoshenko, foi calculada por meio de fung¢des de forma cubicas.
Conforme ja mencionado, essas fungdes sdo obtidas diretamente da solucao da
equagao diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal em sua
configuracdo indeformada. Por isso, em uma andlise linear da estrutura, a

discretizagdo da barra ndo € necessaria.
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Para a analise ndo linear, pode-se utilizar fun¢des de forma que consideram
a forca axial atuante no elemento. Neste tipo de andlise, a fungdo de interpolagdo ¢
obtida da solucdo homogénea da equagdo diferencial do equilibrio de um
elemento infinitesimal em sua configuragao deformada (fungdes completas).

Neste topico, serd calculada a matriz de rigidez local de um elemento, a
partir dessas func¢des de interpolag@o, que levam em conta a carga axial em nivel
infinitesimal e também a teoria de flexdo de Timoshenko.

Como explicado anteriormente, ao se empregar fungdes de forma completas,
inexiste a diferenciagdo entre matriz eldstica e matriz de rigidez geométrica, como
ocorre com as fungdes cubicas, pois, mesmo na propria funcdo de interpolagdo,
existe a influéncia da carga axial atuante.

Entretanto, para se utilizar os termos do tensor deformacdo de Green-
Lagrange, a matriz final serd construida da mesma maneira, obtendo-se a matriz
de rigidez tangente final, que ¢ a soma da matriz elastica com a geométrica (ainda

que essa diferencia¢do ndo exista).

4441
Matriz de Rigidez Elastica com Fungoes de Forma Completas

A matriz de rigidez elastica do elemento, frente a teoria de flexdo de
Timoshenko, ¢ dada pelas expressdes (4.116) e (4.117), reapresentadas, por

conveniéncia, em (4.157) ¢ (4.158).

U, :{5u}Tj.EA{N N, dx{u}+{5v}TjEIz{Ngz WN, Y (v (4.157)

u
0

sU, ={sv)' IGA{NV N, dx{v)+{ov) J:GA{NQZ} (N, dx{v}+

L . (4.158)
—{5v}T£GA{N92}{NV Ve (v} —{sv) J;GA{NV N, de v}

Assim, para o calculo da matriz de rigidez local, empregando-se as func¢des
de forma completas, deve-se utilizar as fun¢des de forma para o deslocamento
transversal, N, e Ny,, apresentadas em (3.69) a (3.76). No caso de cargas de
tracdo, pode-se empregar as fungoes (3.82) a (3.89) e, no caso de compressao, as

fungdes em (3.95) a (3.102).
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Para o plano xz, essas mesmas fungdes de interpolacdo devem ser
substitutidas nas expressdoes (4.159) e (4.160). Entretanto, essas fungdes

representam o deslocamento transversal no vetor Ny, € Ny,,.

L

8U, ={ow}" [EL (N, }{N,,"} dx{w) (4.159)
5U, = (6w}l [GA{N, }N, Y de{w) + (5w} [GA{N, N, Y defow) +
‘ ° (4.160)

~{ow}’ j.GA{NHy}{NW '}T dx{w}—{sw}" jGA{NW '}{Ngy}T dx{w}

0 0
Para o caso de tor¢do pura, as fungdes de forma nao sao alteradas, pois, para
o deslocamento axial, foram adotadas fun¢des de forma lineares, Ng,, que
independem do equilibrio do elemento infinitesimal. Assim, emprega-se a
equacao (4.161).
L
oU={80,)" [GI (N, }{N,,} dx{0}  Nge={1- 3 (4.161)
0
A matriz desenvolvida empregando-se as relagcdes em (4.157), (4.158),
(4.159), (4.160) e (4.161) ¢ apresentada no apéndice C.4, no caso de tracdo, e
apéndice C.5, para situacdo de compressdo. Essa matriz ¢ nomeada como “I?
ordem”, por ser referente a parcela linear (eldstica) da formulacdo Lagrangeana

atualizada e do tensor deformacao.

4442
Matriz de Rigidez Geométrica com Fungdes de Forma Completas

Baseado no mesmo desenvolvimento utilizado com as fungdes de
interpolagdo cubicas, pode-se escrever a matriz de rigidez geométrica,
considerando fung¢des de forma completas.

No plano xy, sdo utilizadas as expressoes (4.122) e (4.123), reapresentadas
em (4.162) e (4.163). Deve-se utilizar as fungdes de forma para o deslocamento
transversal, N,, e Nyg,, apresentadas em (3.69) a (3.76).N caso de cargas de tragao,
pode-se empregar as fungdes (3.82) a (3.89) e, no caso de compressao, as fungdes

em (3.95)a (3.102).
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L 2 2 2
° .[ Pé' a_u +Q _+_P[_Z§ % Ix =
0 ox Ox A Oox

L ) (4.162)
+{6v} !Pj{Nez'}{Ngz 'V odx{v}
t 00, ou u
[0 %2000 2 ju-
={5v}TfMZ{N9;}{Nu ¥ e fu) + o) TMZ{NM N, e
' (4.163)

(o0} [0, 0 .Y vl o) [0, (N, (N, e

No plano xz, utiliza-se a equacdo (4.139), apresentada novamente em

(4.164). As fungdes de forma sdo substituidas em N, € Np,,.

L

PN,V Y )+ {ow)” [P, 1N, Y delo) o

0

S,
c
<
=
%

M {N,JN,, T de{w)+  (4.164)

o_,[\

N, '} dx{u} - {5u}T
HNY Y

!
)
=
%,
1<
=

0.{N ' dx{w)

L
S,
=
—~
<
S L= I SN ——
—_
=
=
—
,—/w\
O Sy 1~

A matriz obtida apenas com as dire¢des trabalhando isoladamente, ou seja,
empregando-se as equagdes (4.162), (4.163) e (4.164), pode ser visualizada nos
apéndices C.6 e C.7, para os casos de tragdo e compressao respectivamente, sendo
chamada de “2* ordem”, por ser referente a parcela ndo linear da formulagdo
Lagrangeana atualizada e do tensor deformacao.

Para a interagdo entre tor¢ao e carga axial, necessario utilizar as equacdes

apresentadas em (4.148) e (4.156), repetidas nas expressoes (4.165) e (4.166).

L LPJ L

Uy, (00,1 [ 220, 4, {0} (04 [, (0}, Y (0} -
(60,17 [ M (N, HN Y e} (ol [MLN NN, Y d{o) - (@163)

M_{N, }{N,"" dx{w}

[ 0
!
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Uy, =—{s0,}" [== N} dx{0.} {60} [N, N, "} dxlo,]
Tj HN,, L ax{g §9y}Tj. (N, dx{6.)
. L (4.166)
ow}" [0 {N, 1N} de{0,}+{06,}" [0, {N, }{N, "} de{w)

~{ov} !QZ{NV}{ Ny} dx{6,} {56} IQZ{NQX}{ N} dxiv)

0

As fungdes de interpolacio a serem utilizadas nesse caso para o
deslocamento transversal, N,,, Ny, Ng, € Ng,,, sdo as fungdes completas, em que
existe a presenca da influéncia da carga axial.

Para considerar as rotacdes finitas, ndo houve diferenciacao, pois as rotagdes
nao foram escritas, com a utilizacdo das fun¢des de interpolagdo. Sendo assim,
considera-se a mesma matriz apresentada em (4.101).

A matriz que leva em consideragdo a interagdo entre tor¢do e carga axial,
como também as rotagdes finitas, ¢ apresentada no apéndice C.8, para casos de

tragdo, e no apéndice C.9, para situacdo de compressao.

4443
Matriz de Rigidez Tangente

A matriz de rigidez local do elemento, matriz tangente, ¢ dada pela soma da
matriz elastica e da geométrica. Essa matriz, considerando a teoria de flexao de
Timoshenko, as funcdes de forma completas e todos os termos do tensor
deformacao de Green-Lagrange, ¢ dada pela soma das matrizes dos apéndices C.4,
C.6 e C.8, quando o elemento estd submetido a tragdo. Quando a carga ¢ de
compressdo, essa soma ¢ feita com as matrizes apresentadas nos apéndices C.5,
C.7eC.9.

Essa matriz de rigidez também pode ser expandida em uma série de Taylor
até u®, ou P3, e esse resultado é apresentado no apéndice C.10. Pode-se notar, que
os fatores até u? correspondem a matriz eldstica e a geométrica usuais,
considerando fungdes de forma cubicas. No apéndice D sdo apresentadas as
metodologias de analise ndo linear utilizadas em conjunto com a matriz de rigidez

desenvolvida.
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Cargas Nodais Equivalentes

A discretizacdo de um modelo estrutural estd fundamentada na
representacdo do comportamento continuo do modelo por parametros de rigidez e
de solicitagdes externas (carregamentos) nos nos (pontos de discretizagao).

Tanto no método da rigidez direta como no dos elementos finitos, as
solicitagdes externas atuantes no modelo estrutural devem ser transformadas em
cargas nodais combinadas, superpondo-se as cargas nodais propriamente ditas
com as equivalentes nodais. Entretanto, no método da rigidez direta, essas cargas
equivalentes nodais correspondem as reacdes de engastamento perfeito dos

elementos de barra carregados, com sentidos invertidos.

De acordo com Martha (2017), a determinagdo das reagdes de engastamento
perfeito de uma barra ¢ feita, utilizando-se o teorema de Betti. Esse procedimento

pode ser ilustrado pela Figura 5.1.

Yy Sistema I TVA Sistema II
. T 1. vl (x) = N3 (x)- 4,
Lo

—

Figura 5.1 — Teorema de Betti para célculo da reagdo vertical na extremidade inicial

Fonte: Martha (2017).

Nesta Figura 5.1 podem ser observados dois distintos sistemas: o sistema I,
composto pela barra biengastada com o carregamento externo aplicado e as
devidas reacdes de apoio; e o sistema II, que libera o vinculo correspondente a
reacdo vertical no ponto A, e a ele aplica uma forca V. A deformada do sistema

IT é proporcional a funcao de forma correspondente.
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Com a aplicagdo do teorema de Betti, o trabalho das forgas externas do
sistema I, com os deslocamentos correspondentes do sistema II, ¢ igual ao
realizado pelas forcas externas do sistema II, com os respectivos deslocamentos
do sistema I.

Como todas as forcas e momentos externos do sistema II possuem
deslocamentos e rotacdes correspondentes nulos no sistema I, o trabalho das
forcas do sistema I com os deslocamentos do sistema II deve ser nulo, equagdo
(5.1), que corresponde a expressdo para o calculo da reacdo, em fun¢dao do

carregamento transversal q(x).

1 1
A, + f q(x). N2 (x).Aydx =0 f) = —f q(x). N7 (x).dx 5.1
0 0

De maneira analoga, pode-se calcular a reagio momento f4 na extremidade
inicial pelo teorema de Betti, utilizando-se um sistema II, em que ¢ liberada a
rotagdo associada a essa reagdo no apoio f4 da extremidade inicial, conforme pode
ser visualizado na Figura 5.2.

y Sistema I y Sistema II
. T 100 A o] (x) = N5(x)-0a
Iz fé PN .
‘\ ( \oa

NPl NI N
J R R X
T T Ve
I I I ! I
Figura 5.2 — Teorema de Betti para céalculo da reacdo momento na extremidade inicial
Fonte: Martha (2017).
A aplicagdo do teorema de Betti para essa situagdo resulta em (5.2).
R l R l
36,4 + f q(x).N3(x).0,.dx=0—-> f5 = — f q(x).NY(x).dx (5.2)
0 0

Assim, de forma geral, a expressdo para o calculo dos carregamentos
equivalentes nodais pode ser escrita de acordo com as equagdes (5.3), para
carregamento axial, e (5.4), para carregamento transversal, conforme demonstra a

Figura 5.3.
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P M] A/
p(x) T m fe
q e s e e e g ( 1 E}
f 1 Pj | R
! ! f 3 ? f1 g%
. ! I
Figura 5.3 — Reacdes de engastamento perfeito de barras isoladas
Fonte: Martha (2017).
N l
fi== [ NEOpG.dx = Y NE(). B =14 53
0 -
J

N L any (x;)
fi =-— J;) NP (x).q(x).dx — ZNi”(xj) P — ZT'Mj (5.4)
j j

Dessa forma, verifica-se que as reagdes de engastamento perfeito dependem
das fungdes de forma e, por meio delas, podem ser calculadas. Sendo assim, pode-
se empregar as fungdes de forma, para elemento infinitesimal na configuracao
indeformada, fungdes cubicas, ou as fung¢des completas, ao se considerar o
equilibrio de um elemento infinitesimal na condicdo deformada. Além disso, a
teoria de flexdo adotada também influenciara nas reacdes de engastamento, pois

as funcoes de forma sao diferentes.

Em estruturas usuais, o caso mais geral de carregamento considerado para a
obtencdo de reacdes de engastamento de barras ¢ o de uma for¢a linearmente

distribuida, conforme ilustrado na (5.4).

y

x
f MF?F’FF"IZ(T)TTWWT% £
3 6
R
\A Rigidez a flexao: EI. R x
£ fs

I L |

Figura 5.4 — Carregamento externo trapezoidal em barra isolada

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

Esse carregamento linear pode ser escrito pela composicdo de um
carregamento uniformemente distribuido (qy), com um carregamento linear

(triangular), q; = qf — q;, de acordo com a Figura 5.5 ¢ expressdo 5.5.
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qo 71

e |

fis 1 T T T i) 06 fa x3
N R + R
j? Rigidez a flexao: EL. RN L Rigidezafleio: EL R

Joo Jos fea fe
| L | I L |

Figura 5.5 — Composicéo de carregamento externo trapezoidal em barra isolada

Fonte: Adaptado de Burgos e Martha (2013).

X
q(x)ZQO+Q1Z > qo=¢q q1=qr—q; (5.5)

Assim, substituindo-se o carregamento apresentado em (5.5) na equagdo
(5.4), obtém-se a expressao para o calculo das reacdes de engastamento perfeito

para o caso de carregamento linear, conforme as expressoes (5.6) e (5.7).

l 1
F = —qof NY (x)dx —% NP (x).xdx = F = fo; + fyi (5.6)
0 0
l 1 (!
fur=—ao | NEG@dx  fo = =T [ NG xax 57
0 0

Para um carregamento linear agindo axialmente, conforme a Figura 5.6, o
desenvolvimento ¢ o mesmo, podendo-se também utilizar as expressdes (5.6) e

(5.7).

Y T Rigidez axial: EA
p(x
=>§_)_)_)_)_)_)_)_)_)_)E > -
h fa
I L |
p(x)
Ps
Pa
0 Lo

Figura 5.6 — Carregamento axial trapezoidal em barra isolada

Fonte: Adaptado de Martha (2018).

Dessa maneira, o calculo das reagdes de engastamento perfeito se resume a

substituir as fungdes de forma desenvolvidas no capitulo 3, na equacao (5.6).
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5.1
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Indeformada

O calculo das cargas nodais equivalentes, considerando as fun¢des de forma
clbicas, desenvolvidas a partir da solu¢do homogénea da equagdo diferencial do
equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuracdo indeformada, ja ¢

bem conhecido na literatura.

511
Teoria de Flexao de Euler-Bernoulli

As cargas nodais equivalentes, considerando a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli e o equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuragdo
indeformada, levam ao emprego das fungdes de forma Hermitianas. Essas fungdes
foram reproduzidas no capitulo 3, expressoes de (3.12) a (3.15).

Assim, utilizando-se as equagdes (5.6) e (5.7) para o célculo das reagdes de
engastamento perfeito de uma barra isolada, obtém-se os ja conhecidos resultados

apresentados em (5.8) e (5.9).

—qolL _CIOLZ CIOLZ
— — — 107 =10 5.8
foz fos ) fo3 12 foe 12 (5.8)
—3q,L —q, L2 —7q,L q.L?
51.2

Teoria de Flexdao de Timoshenko

Para o caso de se considerar a teoria de flexdo de Timoshenko e o equilibrio
de um elemento infinitesimal em sua configuracao indeformada, empregam-se as
funcdes de interpolacdo cubicas também reproduzidas no capitulo 3, expressoes
de (3.21) a (3.24).

Utilizando-se novamente as equagdes para o calculo das reagdes de
engastamento perfeito de uma barra isolada, (5.6) e (5.7), encontram-se os valores
para as cargas nodais equivalentes, conforme as expressodes (5.10) a (5.12).

—qoL _CIOL2 CIOLZ

foz = fos =
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3
f _ _qlL (ZQ + ﬁ) _ —q1L2(15.Q. + 1) (5.11)
x2 1+ 12Q x3 30(1 + 120)
L(40 + -2 2
f _ —q1 ( + m) _ CI1L (10.0. + 1) (5.12)
x5 1+ 120 6T 2001 + 12Q)

Pode-se observar que as reagdes de engastamento devidas a carga
uniformemente distribuida ndo dependem do cisalhamento, ndo existindo

diferenga entre as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

5.2
Equilibrio de Elemento Infinitesimal na Configuragao Deformada

O célculo das cargas nodais equivalentes também pode levar em consideragao
a carga axial no elemento. Para essa situagcdo, empregam-se as fungdes de forma
desenvolvidas a partir da solugdo homogénea da equacdo diferencial do equilibrio

de um elemento infinitesimal em sua configuragcdo deformada.

5.2.1
Teoria de Flexao Euler-Bernoulli

As cargas nodais equivalentes, diante da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e
do equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuragcdo deformada, levam
ao emprego das funcdes exponencias que consideram a influéncia das cargas
axiais dentro das proprias fungdes. Essas fungdes foram desenvolvidas no capitulo
3, expressoes de (3.30) a (3.33)(3.37).

Aplicando-se essas fung¢des de forma nas equagdes (5.6) e (5.7), sdo

calculadas as reagdes de engastamento, conforme as expressoes de (5.13) a (5.17).

Ly
—qo (L_u —elt + L,u;’ + 1)

—qoL 2 5.13

foz = fos = > 03 = ©2(elh — 1) = — foe ( )
_ _ Lu 2,,2 3,3 _272,2,Lu 3,,3,Lu Lu

£, = q1(6Lu — 12e™* + 3L%u? + LPp® — 3L%pe™* + LPu’e™™ + 6Lue' + 12) (5.14)

6Lu?(Ly — 2et# + Luel# + 2)
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L*(3e** -3 2L3eM | L2(L + Le?™
o i e

B 6 3 (5.15)
fs = Lu(e — 1)(Lyu — 2eM* + Lue* + 2)
f = —q,(12e™* — 6Ly + 312u? + 2133 — 3L2pu2el* + 213 u3e™ — 6Lue* — 12) (5.16)
xs 6Lu2(Lu — 2el# + Luel# + 2) ’
3,20, L1t 4 ,2Lu 2, (o2Lit _
—q <2L(€L“—1)2+L p- (e "3‘9 +1)_3L #(96 1)) (5.17)
fxe = '

Lu?(et* — 1)(Lu — 2e# + Luel# + 2)

Caso a forga axial seja de tragdo, o valor de y € um nimero real e a solugdo
e as funcgdes de interpolacdo podem ser escritas por fungdes hiperbolicas,
desenvolvidas em (3.43) a (3.46).

Assim, as cargas equivalentes nodais sdao calculadas, aplicando-se essas
fungdes de interpolagdo nas equagdes (5.6) e (5.7), obtendo-se as relagdes (5.18) a
(5.23).

—qoL
foz = fos = 5 (5.18)
_ —qO(Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Ly) + Lu(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2) _ (5.19)
fos = 2(u2(cosh(Ly) + senh(Lp)) — u?) o0 ’
£ = —q,(6Ly — 12senh(Ly) — 12cosh(Lu) + 3L2u? + L3u?)
2 6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Lu) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2)
-, (—3L2,Lt2 (cosh(Lp) + senh(Lw)) + L*u®(cosh(Ly) + senh(Lu))) (5.20)
6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Lu) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2) * .
—q (6Lu(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 12)
6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Ly) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2)
_ —qlL(ZLu — 3senh(Lu) + L,ucosh(L,u)) (5.21)
fs = 6Lu(Lusenh(Ly) — 2cosh(Ly) + 2) ’
B —q,(12senh(Ly) + 12cosh(Lu) — 6Lu + 3L2u? + 2L3u3)
fas = 6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Lu) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2)
—-q (—3L2u2 (cosh(Lp) + senh(Lp)) + 2L3u3(cosh(Ly) + senh(Lu))) (5.22)

6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Lu) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2)

-1 (—6Lu(cosh(Lu) + senh(Lu)) - 12)
6Lu? (Lu — 2senh(Lu) — 2cosh(Ly) + L,u(cosh(Lu) + senh(Lu)) + 2)

L(12cosh(Lp) —12) 3L%usenh(Ly) , Lu?(2L%cosh(Lu) + L?)
~h 6 - 2 + 6

fuo = (5.23)
x6 Lu?(Lusenh(Lu) — 2cosh(Lu) + 2)
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Caso a forga axial seja de compressdo, o valor de y ¢ um numero complexo
e as funcdes de interpolagdo podem ser escritas por funcgdes trigonométricas,
desenvolvidas nas equagdes (3.56) a (3.59).

Aplicando-se as equagdes (5.6) e (5.7), obtém-se as expressdes (5.24) a

(5.29) para as cargas equivalentes nodais.

—qoL
for = fos = — (5.24)
_ —qo(L*p? — 4cos(Ly) + L?p*cos(Lu) — 4Lusen(Ly) +4)
fos = 2u?(2cos(Ly) + Lusen(Lu) — 2) =~ Jos (5-25)
_ —q(12cos(Lp) + 3L2u? — 3Ly cos(Ly) + LPpPsen(Ly) + 6Lusen(Ly) — 12) (5.26)
fr = 6Lu2(2cos(Ly) + Lusen(Ly) — 2) '
£y = —qlL(ZLu — 3sen(Lu) + L,ucos(Lu)) (5.27)
6u(2cos(Lu) + Lusen(Lu) — 2)
2,2 2,2
—-q (6cos(Lu) - 3L2” + 3L CZOS(LM) + L3udsen(Ly) + 3Lusen(Lu) — 6) (5.28)
fes = 3Lu?(2cos(Ly) + Lusen(Ly) — 2)
_ —q(L>p? — 12cos(Lp) + 2L%p*cos(Lu) — 9Lusen(Ly) + 12) (5.29)
fro = 6u2(2cos(Ly) + Lusen(Ly) — 2) '
5.2.2

Teoria de Flexdao de Timoshenko

As cargas nodais equivalentes, considerando a teoria de flexdo de
Timoshenko e o equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuracao
deformada, levam ao emprego das funcdes exponencias que tém em conta a
influéncia das cargas axiais dentro das proprias fungdes. Essas fungdes foram
desenvolvidas no capitulo 3, expressoes de (3.69) a (3.72).

Aplicando-se essas func¢des de forma nas equagdes (5.6) e (5.7), sdo

calculadas as reacdes de engastamento, conforme as expressoes de (5.30) a (5.34).

—qolL —qo(L2A%2Q — 1) (LA — 2e*? + LAe™ + 2)

2 foz = 202(elh — 1) = — foe (5.30)

foz = fos =

—q,(BI2A% — 12e8 + I3A% + 6LA — 121202Q — 6L3A3Q — 3L*A*Q)
6LAZ(LA — 2e-h — 212020 + LAe“d + 212A2Qelh + 2)

fxz =
(5.31)
—qy (—3L2\%e! + [3\3e! + 6LAe + 1212020t — 613N Qe + 3L*A* Qe + 12)
6LAZ(LA — 2eMh — 212020 + LAelA + 212A2QelM + 2)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Cargas Nodais Equivalentes 151

_ Lqy(12A%Q — 1) (LA — 3e? — 312020 — 6LAQ + 4LAe™" + LAe?!)
BT eA(eld — 1)(LA — 2D — 212A%2Q + LAelM + 212A2QelM + 2)

(5.32)
Lq,(L*A%Q — 1)(3L2A%Qe?Mr + 12LAQeM — 6LAQe?MM + 3)
6A(eld — 1) (LA — 2eLd — 212A2Q + LAeLd + 212A2Qelh + 2)

—q,(12e" + 3L*A% + 2L°A° — 6LA + 12L°A*Q + 6L°A%Q — 3L*A*Q)
6LA*(LA — 2eM — 2L*A*Q + LA™ + 2L*A* Qe + 2)

fo = +

(5.33)
—ql(—3L2AzeLA + 213A3elr — LA™ — 12127020 4+ 6L3A3Q0e™ + 3L*A*Qeld — 12)
6LAZ(LA — 2eld — 212A2Q) + LAel® + 2L2A%2Qelh + 2)

—q,(L°A*Q — 1)(12e*"" — 24€" + 2L2A% + 9LA — 6L7A*Q — 3L3A%Q)
fxe = 6A%(elh — 1) (LA — 2eMd — 2L2A%Q + LAet + 2L2A% Qe + 2)

—q, (LPA*Q — 1)(2L2A%e™* + 2L2A%e?L — 9LAe?MM + 121°A*Qel?) (5.34)
6A2(elh — 1) (LA — 2e'A — 212A2Q + LAe® + 212A2Qel + 2)

—q, (L2A2Q — 1) (=6L°A’Qe* + 3L°A° Qe +12)
6A2(elh — 1) (LA — 2e!d — 212A%Q + LAe™A + 212A2QelA + 2)

As cargas equivalentes nodais também podem ser escritas em termos de
fungdes hiperbolicas, empregando-se as func¢des de forma, desenvolvidas nas
expressoes (3.69) a (3.72). Aplicando-se as equacgdes (5.6) e (5.7), as reacdes de
engastamento também podem ser escritas conforme as expressdes de (5.35) a
(5.40).

—qoL

> (5.35)

foz = fos =

_ qo(L2A*Q — 1)(LA — 2senh(LA) — 2cosh(LA) + LA(cosh(LA) + senh(LA)) + 2)
03 2A2(cosh(LA) + senh(LA) — 1) (5.36)

= — fos

—-q <L3A3 cosh (LTA) — 12senh (LTA) — 3L%A%senh (LTA) + 6LAcosh (L7A>>
fra = +
. 6LA* (LAcosh (LTA) — 2senh (L—A) + 212A2Qsenh (LTA))

2
(5.37)

- (—6L3A3Qcosh (LTA) + 12L?A*Qsenh (LTA) + 3L*A*Qsenh (LTA))

6LA* (LAcosh (LTA) — 2senh (LTA) + 212A%2Q0senh (L7A>>

_ qL(I2A*Q — 1)(2LA — 3senh(LA) + 6LAQ + LAcosh(LA))
B 6A(LAsenh(LA) — 2L*A*Q — 2cosh(LA) + 2L*A*Qcosh(LA) + 2)

fx3

(5.38)
q: L(L2A%*Q — 1)(3L2A%Qsenh(LA) — 6LAQcosh(LA))

6A(LAsenh(LA) — 2L*A*Q — 2cosh(LA) + 2L*A*Qcosh(LA) + 2)
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—q, <125€nh (%) + 2L3A3cosh (%) — 3L%A’senh (%) — 6LAcosh (%))
fxs = +
" 6LA? (LAcosh (%) — 2senh (%) + 2L2A%Qsenh (%))

(5.39)
—-q (6L3A3Qcosh (%) —12L%A%Qsenh (%) + 3L*A*Qsenh (%))
6LA2 (LAcosh (%) — 2senh (%) + 212A%Qsenh (%))
_ —qi(IPA*Q — 1)(12cosh(LA) + L*A* + 612 A*Q + 212 A*cosh(LA))
frs = 6A2(LAsenh(LA) — 212720 — 2cosh(LA) + 2L2A2Qcosh(LA) + 2)
(5.40)

—q;(L2A%Q — 1)(—9LAsenh(LA) — 6L2A%Qcosh(LA) + 3L3A3Qsenh(LA) — 12)
6A%(LAsenh(LA) — 2L2A2Q — 2cosh(LA) + 2L2A*Qcosh(LA) + 2)

Em termos de fungdes trigonométricas, fun¢des de forma desenvolvidas nas
expressoes (3.82) a (3.85), as reagdes de engastamento podem ser calculadas
empregando-se as equacdes (5.6) e (5.7), obtendo-se entdo as expressdes de (5.41)

a (5.46).

—qoL
for = fos = — (5.41)
_ =qo(L2A%Q + 1)(4cos(LA) — L2A? — 4L2N2Q — I2 N cos(LA) + 4LAsen(LA))
03 ™ 2A2(2cos(LA) — 212A2Q + LAsen(LA) + 2L2A2Qcos(LA) — 2) (5.42)
5.
—qo(LA*Q + 1) (4L2N*Qcos(LA) + 2LPNQsen(LA) —4)
2A2(2cos(LA) — 2L2A2Q + LAsen(LA) + 2L2A%2Qcos(LA) — 2) fos
—q (12cos(LA) + 3L2A% — 12L20%Q + 3L*A%Q — 3L2A2cos(LA))
fr = 6LA%2(2cos(LA) — 212A%20 + LAsen(LA) + 212 A?0cosh(LA) — 2) +
—q, (—L3A3sen(LA) + 6LAsen(LA) + 12L2A%Qcos(LA) — 3L4A4ncos(LA)) (5.43)
6LA%2(2cos(LA) — 212A%20 + LAsen(LA) + 2172 A%20cosh(LA) — 2)
—q,(6L°A*Qsen(LA) — 12)
6LA%2(2cos(LA) — 212 A%20 + LAsen(LA) + 212 A20cosh(LA) — 2)
_ =qL(I*A*Q + 1)(3sen(LA) — 2LA — 6LAQ — LAcos(LA))
fs = 6A(2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 2L2A20Qcosh(LA) — 2)
(5.44)

—q, L(L?0%Q — 1)(3L2A*Qsen(LA) + 6LAQcosh(LA))
6A(2cos(LA) — 212A%20 + LAsen(LA) + 212 A%20cosh(LA) — 2)
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272 4 A% 272
g, (6COS(LA) _ 3L2A  12A20 — 3Lé\ Q_ 3L%A czos(LA)>

fas = 3LA*(2cos(LA) — 2L*A*Q + LAsen(LA) + 212 A*0cosh(LA) — 2)

404
—-q (L3A3sen(LA) + 3LAsen(LA) + 6L2A%Qcos(LA) + M)

6LA%2(2cos(LA) — 212A%20 + LAsen(LA) + 212 A%20cosh(LA) — 2)

—q,(3L°Aqsen(LA) - 6)
6LA%2(2cos(LA) — 212A%20 + LAsen(LA) + 212 A?0cosh(LA) — 2)

(A2 + 1)(12c0s(LA) — I2A* — 612A2Q — 212N\ cos(LA))
fre = 6A2(2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 212A20Qcosh(LA) — 2)

q1(L2A%Q + 1)(9LAsen(LA) + 6L2A*Qcos(LA) + 3L3A3Qsenh(LA) — 12)

6A%(2cos(LA) — 212420 + LAsen(LA) + 212A?0cosh(LA) — 2)

153

(5.45)

(5.46)

Dessa forma, o elemento desenvolvido pode ser aplicado para situagdes de

carregamento distribuido ao se calcular as cargas nodais equivalentes expostas

neste capitulo.
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Aplicagoes Numéricas

Para validacdo das formulag¢des desenvolvidas neste trabalho, os elementos
propostos foram implementados no Framoop, solver do software Ftool (Martha,
1999), e seus resultados foram comparados com solugdes analiticas presentes na
literatura e com o programa Mastan2 v3.5 (McGuire et al., 2000).

Nos exemplos, foram utilizadas as matrizes de rigidez elaboradas,
identificados com as seguintes legendas, em relacdo a teoria de flexdo
considerada:

EBBT - Elementos que consideram a teoria de flexdo de Euler Bernoulli;

TBT - Elementos que consideram a teoria de flexdo de Timoshenko.

Os elementos se diferenciam ainda com relacdo aos termos ndo lineares
considerados no tensor deformagao, podendo se apresentar como:

Small — Nao considerados os termos de grau elevado do tensor deformacao;

Large — Considerados os termos de grau elevado do tensor deformacao.

Por fim, os elementos também sdo diferenciados pelo nimero de termos na
matriz de rigidez utilizada. A matriz geométrica usual desconsidera os termos de
grau elevado do tensor deformagao, resultando em apenas um termo da carga axial
P. Contudo, ela também pode ser obtida a partir da aproximacdo da matriz de
rigidez geométrica com fungdes de forma completas em séries de Taylor,
obtendo-se mais termos da carga axial P. Sendo assim, ¢ feita a seguinte
diferenciagao:

2tr — 2 Termos (termo elastico + um termo da carga axial P, até grau 1);

3tr — 3 Termos (termo elastico + dois termos da carga axial P, até grau 2);

4tr — 4 Termos (termo elastico + trés termos da carga axial P, até grau 3);

Complete — Fung¢des hiperbolicas e trigonométricas.

Dessa forma, os elementos implementados e avaliados sdo os seguintes:
EBBT_Small 2tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com dois termos na

matriz de rigidez (um eléstico e um da carga axial P), sem

considerar os termos de elevado grau do tensor deformacgao.
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EBBT_Small 3tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com trés termos na
matriz de rigidez (um elastico e dois da carga axial P), sem
considerar os termos de elevado grau do tensor deformagao.

EBBT_Small 4tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com quatro termos na
matriz de rigidez (um elastico e trés da carga axial P), sem
considerar os termos de elevado grau do tensor deformagao.

EBBT_Small_Complete — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com matriz de
rigidez geométrica com fungdes hiperbdlicas e geométricas,
sem considerar os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

EBBT Large 2tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com dois termos na
matriz de rigidez (um elastico e um da carga axial P),
considerando-se os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

EBBT Large 3tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com trés termos na
matriz de rigidez (um elastico e dois da carga axial P),
considerando-se os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

EBBT Large 4tr — Teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, com quatro termos na
matriz de rigidez (um elastico e trés da carga axial P),
considerando-se os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

EBBT Large Complete — Teoria de flexdao de Euler-Bernoulli, com matriz de
rigidez geométrica com fungdes hiperbdlicas e geométricas,
considerando-se os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

TBT_Small_2tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com dois termos na matriz de
rigidez (um eléstico e um da carga axial P), sem considerar os
termos de elevado grau do tensor deformacao.

TBT_Small 3tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com trés termos na matriz de
rigidez (um elastico e dois da carga axial P), sem considerar os

termos de elevado grau do tensor deformacao.
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TBT_Small 4tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com quatro termos na matriz
de rigidez (um elastico e trés da carga axial P), sem considerar
os termos de elevado grau do tensor deformacao.

TBT_Small Complete — Teoria de flexdo de Timoshenko, com matriz de rigidez
geométrica com fungdes hiperbdlicas e geométricas, sem
considerar os termos de elevado grau do tensor deformagao.

TBT_Large 2tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com dois termos na matriz
de rigidez (um eléstico e um da carga axial P), considerando-se
os termos de elevado grau do tensor deformagao.

TBT_Large 3tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com trés termos na matriz
de rigidez (um eléstico e dois da carga axial P), considerando-se
os termos de elevado grau do tensor deformagao.

TBT_ Large 4tr — Teoria de flexdo de Timoshenko, com quatro termos na matriz
de rigidez (um elastico e trés da carga axial P), considerando-se
os termos de elevado grau do tensor deformacao.

TBT_ Large Complete — Teoria de flexdo de Timoshenko com matriz de rigidez
geométrica com fungdes hiperbdlicas e geométricas,
considerando-se os termos de elevado grau do tensor
deformacao.

A primeira verificacdo dos exemplos tem como objetivo avaliar a influéncia
da teoria de flexdo de Timoshenko e a consideracdo dos termos de grau elevado
do tensor deformagdo, para estruturas com diferentes indices de esbeltez.

Na sequéncia, procura-se identificar a capacidade da matriz de rigidez, com
formulacao completa e com expansdo em série, de descrever o comportamento da
estrutura com apenas um elemento por barra na discretizagdo da estrutura. Em um
primeiro momento, emprega-se a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e, em
seguida, a teoria de flexdo de Timoshenko.

Conforme explicado, anteriormente, também se utilizou para comparacao o
software Mastan? v3.5. Neste caso, a legenda para os elementos utilizada
apresenta-se da forma que se segue:

EBBT_ Mastan — Elemento do Mastan2, que considera a Teoria de flexdo de

Euler-Bernoulli;
TBT_ Mastan — Elemento do Mastan2, que considera a Teoria de flexdo de

Timoshenko.
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6.1
Carga Critica de Colunas

O primeiro exemplo estuda a carga critica para flambagem de colunas com
diferentes condigdes de contorno. Para verificar a influéncia da teoria de flexao de
Timoshenko na analise nao linear, assim como, da consideracdo de termos de
ordem elevada no tensor deformacao, diferentes esbeltezas foram avaliadas. As
colunas estudadas sdo apresentadas na Figura 6.1 e possuem comprimento
L = 1m, modulo de elasticidade do material E = 10”kN /m?, coeficiente de

Poisson nulo (v = 0) e um fator de forma y = 1 para a se¢do transversal.

P P p
M=0.001PL -y 1\/1:0.001PL,¢—\ M=0.001PL, i
—_— 4‘> - { ’ < __ “ ’ .
u 4
\79/ - Cross Section:
b=05m
h
L L L

Figura 6.1 — Colunas analisadas

Fonte: Adaptado de Silva et al. (2016).

Incialmente, as colunas foram modeladas com cinco eclementos,
considerando ambas as teorias de flexdo. A carga critica de flambagem ¢
normalizada pela rigidez a fexdo da se¢do transversal (ET). As curvas de equilibrio
foram obtidas considerando formulagdes e indices de esbeltez (A = L/h), porém,
salienta-se que normalmente a esbeltez é obtida pela relacdo A = L/r, em que (1)
¢ o raio de giragdo da secdo transversal. Os resultados foram comparados com o
software Mastan2 v3.5 e a carga de flambagem analitica de Euler.

Em sequéncia, ¢ avaliada a formulacao completa desenvolvida, em que sdo
utilizadas as fungdes de forma completas no desenvolvimento da matriz de rigidez
da estrutura. Nesse caso, utilizou-se apenas um elemento por coluna para o
modelo. Para essa situagdo também foram avaliadas as teorias de flexao de Euler-

Bernoulli e Timoshenko.
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6.1.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Na primeira sequéncia de verificagdes foram estudadas a influéncia da teoria
de flexdo de Timoshenko e a consideragdo de termos de grau elevado no Tensor
Deformagao, para o céalculo da carga critica de coluna.

Para a coluna engastada e livre (Figura 6.1), desconsiderando a deformacao
por cisalhamento, a carga critica de flambagem de Euler ¢ calculada
analiticamente como P.,. = m?EI/(2L)?%. Os resultados para a curva de equilibrio,

considerando diferentes indices de esbeltez, sdo apresentados na Figura 6.2.
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( ===  ~---- . -ét" GO ee
5@ 46°
2 g - ©- EBBT_Small 2tr 27 §
- 1= EBBT Large 2tr

- ©- EBBT Small 2tr
- - EBBT Large 2tr

; TBT Small 2tr @ TBT_Small 2tr
- ¥~ TBT Large 2tr ; - K- TBT Large 2tr
1 E EBBT Mastan ! EBBT Mastan
- ©- TBT Mastan - ©- TBT Mastan
% = =~ Carga Critica de Euler § - — - Carga Critica de Euler
O T T T u /II‘ 0 T T T u / l;J
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0 0,02 0,04 0,06 0,08
34 _ 37 A=2,0
PL2/EI A 4’0 PL?2/EI d
S, . = - il == = = e_ =
.o R et

2 1 $ - EBBT Small 2

<7 ~ ="
Vi ”X_—O.——x_ __x___ - = -
2 1 i - ©- EBBT_Small 2tr
n

% - £- EBBT Large 2tr K - £1- EBBT_Large 2tr
r? TBT Small 2tr S TBT_Small 2tr
? - X- TBT Large 2tr | - K- TBT_Large 2tr
! ® EBBT Mastan I ® EBBT Mastan
| - N4
-©- TBT Mastan @ - ©- TBT_Mastan
- — = Carga Critica de Euler § - — — Carga Critica de Euler
O T T T u / L 1 0 T T T u / IIJ
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0 0,02 0,04 0,06 0,08

Figura 6.2 — Curva de Equilibrio para coluna engastada e livre para diferentes indices de esbeltez
com 5 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Analisando as curvas de equilibrio, pode ser observado que, para estruturas
com elevado indice de esbeltez, o comportamento considerando teoria de Euler-
Bernoulli e Timoshenko ¢ similar. Além disso, ndo sdo percebidas relevantes
diferencas ao se empregar ou nao os termos de alta ordem no tensor deformagao.

Entretanto, com a redugdo do indice de esbeltez, 4 < 4, a influéncia da
teoria de flexdo considerada se torna evidente. Também nota-se uma clara
diferenga nas curvas ao se utilizar termos de alta ordem no tensor deformagao.
Assim, para cargas elevadas e com baixo indice de esbeltez, ¢ importante
considerar a teoria de flexdao de Timoshenko, assim como os termos de alta ordem
do tensor deformacao.

Para a coluna biapoiada, a carga critica de flambagem de Euler ¢ calculada
analiticamente como P., = m?EI/(L)?. Os resultados para a curva de equilibrio,

considerando diferentes indices de esbeltez, sdo apresentados na Figura 6.3.

12 - 12

PL?*/EI A=10 PL*EI A=6,6
----- STy S SoSp EETeRGTE- "“%A""‘ .15.;:-_%(
9 - 91 i@
- ©- EBBT_Small_2tr - ©- EBBT_Small_2tr
¢ - - EBBT _Large 2tr - £1- EBBT Large 2tr
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- TBT_Large 2tr - %= TBT Large 2tr
EBBT_ Mastan EBBT Mastan
3 - -©- TBT Mastan 3 - ©- TBT Mastan
§ - - — Carga Critica de Euler - Carga Critica de Euler
0 i . | u/ LI 0 i . u/L
0 0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15
- PL¥YEI - PL*EI
12 =0 18 # A=2,0
LR M= == KO
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e X x -
- ©- EBBT Small 2tr nl Y g--BT T
- €1- EBBT_Large 2tr -QIZ-I»/ __________________
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STt —- - - Hemmmmm——— -
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- €1- EBBT Large 2tr
K- EBBT Mastan TBT Small 2ir
- -©- TBT Mastan 3 - X- TBT Large 2tr
------ Carga Critica de Euler _ _Z;_ EE$TI\_/IZIS?E§H
uw/L g - - - Carga Critica de Euler u/L
0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.3 — Curva de Equilibrio para coluna biapoiada para diferentes indices de esbeltez com 5
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Para as curvas desenvolvidas na Figura 6.3, as mesmas conclusodes
anteriores podem ser observadas: Para estruturas com alto indice de esbeltez, o
comportamento considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli ¢ Timoshenko
¢ semelhante. Ainda, ndo ¢ possivel notar relevantes diferengas em relacdo a
consideragao ou nao dos termos de ordem elevada do tensor deformacao, o que
justifica a sua usual ndo utilizagao.

Porém, com a reducao do indice de esbeltez, A < 4, a influéncia da teoria de
flexdo e o emprego ou ndo dos termos de alta ordem do tensor deformagao
(TBT Large 2tr) fornecem resultados distintos dos usuais.

Para a coluna engastada e apoiada, a carga critica de flambagem de Euler ¢
calculada analiticamente como P.. = m2EI/(0,7L)?. Os resultados para a curva

de equilibrio, considerando diferentes indices de esbeltez, sdo apresentados na

Figura 6.4.
23 | pLYEI A=10 25 1 pLY/EI A=6,6
20 + - - - —oamcRsIE RIS S R :‘g‘:::_':_'
_ﬁé‘—ﬁ“ -l )(—Q(-__x__-;(—_—_—_—_—_ _____
15 - é - ©- EBBT Small 2tr EBBT Small 2tr
ﬁ - 1= EBBT Large 2tr EBBT Large 2tr
TBT_ Small 2tr TBT Small 2tr
10 @ - ¥- TBT Large 2tr TBT Lar o e_2tr
EBBT_MaStan EBB} Mas?an
5 - ©- TBT Mastan TBT_I;/[astan
i - = = Carga Critica de Euler - — - Carga Critica de Euler
0 . : u/l . . u/L
0 0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15
30 + PL?EI A= 4,0 45 - PLY/EI A= 2’0
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__.@i.g:::a_-?:?::?____ 9 - x- TBT Large tr
LodG ==l == *-~ EBBT_Mastan
,x——)(‘g- X==He === - ©- TBT Mastan

- <©- EBBT Small 2tr - — = Carga Critica de Euler
- €- EBBT Large 2tr 20 ¥y =~~~ -~~~ ========~-
TBT Small 2tr

- X- TBT Large 2tr R, S AP S B ¢
EBBT_ Mastan
- ©- TBT Mastan
- = = Carga Critica de Eulerll /L u/L
0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.4 — Curva de Equilibrio para coluna engastada e apoiada diferentes indices de esbeltez
com 5 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Para a situagdo de uma coluna engastada em um apoio e simplesmente
apoiado em outro, pode-se observar as curvas de equilibrio apresentadas na Figura
6.4. E possivel notar que, mesmo para um alto indice de esbeltez na estrutura, as
teorias de flexao ja geram resultados um pouco distintos. Essa diferenga se torna
ainda mais evidente com a reducao do indice de esbeltez.

A mesma conclusdo pode ser observada para a consideragdo dos termos de
elevada ordem no tensor deformagdo, para altos valores de indice de esbeltez tem-
se uma pequena diferenga entre os resultados, e com a reducao desse indice, maior

fica a diferenca entre as respostas que levam em conta essa consideragdao ou nao.

6.1.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Neste item, avaliou-se a resposta das colunas, considerando a matriz de
rigidez completa, ou seja, a matriz de rigidez desenvolvida a partir das fungoes de
forma completas (a carga axial ja esta presente na fung¢ao de interpolagdo). Para
essa verificagdo, os elementos foram modelados com um elemento por barra.

Observando-se as curvas de equilibrio anteriores, nota-se que, para uma
coluna engastada e livre, para os diferentes indices de esbeltez, as formulagdes
tém comportamento similares, com diferencas mais expressivas para um indice de
esbeltez A = 2, portanto, ela sera utilizada para avaliar o elemento, neste caso.

Assim, para a coluna engastada e livre, a sua resposta ¢ dada conforme a
Figura 6.5.

2,8 1 PL2/EI

2,6 - /7 e — = =

EBBT Small 2tr
— - — EBBT Large 2tr

2,4
EBBT Large 3tr
meanun =EBBT Large 4tr
==== EBBT Large complete
2,2 1 ———EBBT Large 2tr Sel
EBBT Mastan
> . . . u/ LI
0 0,02 0,04 0,06 0,08

Figura 6.5 — Curva de Equilibrio para coluna engastada com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Pode-se observar que a formulagdo com funcdes de forma “completas”
melhor se aproximaram da resposta em que se utilizam cinco elementos, sendo
seguida pela aproximagdo de Taylor de 4 termos, 3 termos e, a formulacdo que
considera funcgdes de interpolacdo hermitianas e os temos de elevada ordem do
tensor deformacao (2 termos), respectivamente. Também ¢ possivel visualizar que
a ndo consideracdo dos termos de elevado grau do tensor deformagdo (small)
fornecem resultados acima da carga de flambagem da estrutura.

Na sequéncia, avaliou-se a coluna biapoiada e a resposta ¢ ilustrada na
Figura 6.6. Para essa situagdo, observou-se uma elevada discrepancia entre os
resultados ao se empregar diferentes teorias de flexdo. Portanto, preferiu-se
avaliar o elemento completo com um indice de esbeltez (1 = 6,6), em que sdo
observadas diferencas entre as formulagdes “Small” e “Large”, mas que ainda ¢

razoavelmente descrita pela teoria de flexao de Euler-Bernoulli.

14 9 pL2/EI A=6,6

. /;.__._._._._._._._._
/

10 - l'uuuuuuuuuuuuuuuuuu

8 - - - - EBBT Small 2tr
— - EBBT Large 2tr
6 - EBBT Large 3tr
-------- EBBT Large 4tr
4 - -===EBBT Large complete
—— EBBT Large 2tr 5Sel
2 _E EBBT_ Mastan
|
0 | . . u/L
0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.6 — Curva de Equilibrio para coluna biapoiada com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Também ¢ possivel concluir que a formulagdo com fungdes de forma
“completa” ¢ a que melhor se aproxima da resposta em que se utilizam cinco
elementos, sendo seguida pela aproximacao de Taylor com 4* termos e 3 termos,
respectivamente. Entretanto, o resultado da aproximagdo com 4 termos ¢ bem
proximo da “completa”, com um custo computacional muito menor, na montagem

da matriz, e sem instabilidade numérica (divisdes por zero).
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Observa-se também que, para a matriz de rigidez usual, 2 termos, tanto a
formulagdo que considera os termos de ordem elevada do tensor deformacgao
(“Large”), como a que ndo os considera (“Small”) fornecem resultados bem acima
da carga critica estrutura.

Para a coluna engastada e apoiada também foi avaliado o elemento com
formulagdo completa. Da mesma forma que a coluna biapoiada, o elemento
“EBBT Large 2or” ndo consegue predizer de forma satisfatoria o comportamento
da estrutura para baixa esbeltez. Ao se considerar um indice de esbeltez maior
(1 = 6,6), nota-se que o elemento apresenta uma convergéncia para uma carga
proxima a da flambagem e apresenta, diferencas entre as formulagdes “Small” e

“Large”. Os resultados encontrados sao ilustrados na Figura 6.7.

40 7 pr2/EI A=6.6
30 - K —"
7
20 i "l. -------------------

- ——= EBBT_Small 2tr
— - EBBT Large 2tr
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[ o EBBT Large 4tr

; -=-=-=EBBT Large complete
ﬁ( —— EBBT Large 2tr Sel
0 | EBBT_Mastan u/L
0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.7 — Curva de Equilibrio para coluna engastada e apoiada com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Da curva de equilibrio fornecida, observa-se que, mais uma vez, a
formulagdo com fungdes de forma “completa”, com um elemento por barra, se
aproximou da resposta em que se utilizam cinco elementos. Um resultado
satisfatorio também ¢ fornecido pela matriz com aproximagdo de Taylor com 4
termos, seguida pela de 3, porém, com uma carga critica acima da esperada.

A formulagdo em que se considera apenas os termos de primeira ordem da
carga axial P (EBBT Large 2tr) convergira para resultados muitos superiores a
carga de flambagem, assim como, a simplificacdo da matriz de rigidez geométrica
usual, em que ndo se utilizam todos os termos do tensor deformagdo

(EBBT_Small 2tr).
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6.1.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Neste item, avaliou-se a resposta das colunas, considerando a matriz de
rigidez completa, ou seja, a matriz de rigidez desenvolvida a partir das fungdes de
forma completas (a carga axial ja estd presente na fun¢do de interpolagdo). Para
essa verificagdo, os elementos foram modelados apenas com 1 elemento por barra.

Entretanto, agora, a teoria de flexdo considerada foi a de Timoshenko e sua
maior influéncia ocorre também para estruturas com baixa relacdo entre altura e
espessura, ou seja, baixo indice de esbeltez. Para a validacdo da formulagdo
desenvolvida, testou-se o menor indice de esbeltez desenvolvido anteriormente
(A = 2) para a coluna engastada e (1 = 4) para os demais casos, por ja apresentar
diferencas entre as teorias e a sua maior proximidade com estruturas reais.

A primeira verifica¢do foi feita para a coluna engastada e a sua resposta ¢é
dada conforme a Figura 6.8.
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Figura 6.8 — Curva de Equilibrio para coluna engasta com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

A partir da curva de equilibrio, observa-se que a formulagdo com fungdes de
forma “completas” melhor se aproxima da resposta em que se utilizam cinco
elementos, chegando na mesma carga de flambagem. Alinhada com essa resposta,
esta a matriz com aproximagao de Taylor com 4 termos e, com pouca diferenga, a

matriz de rigidez com aproximacgao de Taylor de 3 termos.
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Com resultados superiores a carga de flambagem, tem-se a formulagcdo que
utiliza fungdes ctbicas de interpolacdo e os termos de elevada ordem do tensor
deformagdo (TBT Large 2tr) e, mais acima, a que ndo considera os termos de
elevado grau do tensor deformagao (TBT Small 2tr).

Para a coluna biapoiada, o comportamento ¢ dado conforme a Figura 6.9.

16 1 pL2/EI A=4,0

- e m em e e e e e e e e - e e e e e e em = = = = =

124 |/

- --= TBT Small 2tr
— - TBT Large 2tr
TBT Large 3tr
-------- TBT Large 4tr
---==TBT Large complete
—— TBT Large 2tr Sel
TBT Mastan

|

0 0,05 0,1 0,15

0 u/LI

Figura 6.9 — Curva de Equilibrio para coluna biapoiada com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Com os resultados apresentados, ¢ possivel visualizar que a formulagao com
fungdes de forma “completas” melhor se aproxima da resposta em que se utilizam
cinco elementos, fornecendo a mesma carga critica.

Em sequéncia, a resposta que mais se aproxima do resultado corresponde a
matriz com aproximacdo de Taylor de 4 termos com pouca diferenca da
formulagdo “completa”. Logo acima, tem-se a formulagdo com aproximagdo de
Taylor de 3 termos.

A resposta fornecida pela usual matriz geométrica (small) fornece cargas de
flambagem bem superiores, assim como a matriz também desenvolvida neste
trabalho, que considera os termos de elevada ordem no tensor deformacgdo, mas
utiliza funcdes de forma cubicas, sendo necessario entdo discretizar a estrutura.

Para o ultimo exemplo de colunas isoladas, avaliou-se a coluna engastada
em um apoio e simplesmente apoiada no outro, considerando a teoria de flexao de

Timoshenko. A resposta ¢ dada conforme a Figura 6.10.
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60 1 pL2/EI - TBT Small 2tr
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-7 TBT Large 3tr
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0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.10 — Curva de Equilibrio para coluna engastada e apoiada com 1 elemento por barra
(Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Pode-se observar que essa coluna foi a mais dificil de prever o
comportamento, entretanto, a formulacdo completa, mais uma vez, obteve a carga
de flambagem da estrutura, utilizando apenas 1 elemento. Com uma relativa boa
resposta pode-se citar ainda a matriz com aproximacao de Taylor de 4 termos.

As demais matrizes forneceram resultados muito acima da carga de

flambagem, indicando que a discretizagao da estrutura ¢ fundamental.

6.2
Carga Critica de Viga Continua

O segundo exemplo estuda a influéncia da teoria de flexdo empregada e a
considera¢do dos termos de ordem elevada no tensor deformacdo na analise de
uma viga-coluna continua, submetida a cargas axiais nos apoios extremos. Esse

problema ¢ apresentado em Timoshenko e Gere (1963), conforme Figura 6.11.

Secdo Transversal: b =0.5m

. M=0.001PL

P—»,\ \ 0 — &P

== L — T L =1

Figura 6.11 — Viga-coluna continua

Fonte: Adaptado de Timoshenko e Gere (1963).
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O comprimento das barras e as propriedades do material e da secdo
transversal sdo as mesmas utilizadas no exemplo 6.1. Para verificar a influéncia da
teoria de flexdo de Timoshenko, assim como da consideragdo de termos de ordem
elevada no tensor deformacao, mais uma vez, realiza-se o estudo para diferentes
indices de esbeltez. Também se empregou diferentes elementos e os resultados
foram comparados com o sofiware Mastan2 v3.5 e a carga de flambagem analitica
apresentada em Timoshenko e Gere (1963).

Apos essa andlise, avaliou-se a formulacdo “completa” desenvolvida e
empregou-se o elemento com matriz de rigidez, obtida das fun¢des de forma
completas. Nesse caso, utilizou-se apenas um elemento no vao da viga como
modelo e ambas as teorias de flexdo desenvolvidas nesse trabalho (Euler-

Bernoulli e Timoshenko) foram estudadas para os casos criticos.

6.2.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

A primeira verificagdo estudou a influéncia da teoria de flexdo de
Timoshenko e a consideracao de termos de grau elevado no tensor deformagao.

Para a viga-coluna continua, Figura 6.11, segundo Timoshenko e Gere
(1963), quando os vados sdo iguais e desconsiderando a deformagdo por
cisalhamento, a carga critica de flambagem ¢ calculada analiticamente como
P.. = m?EI/(L)?. Os resultados para a curva de equilibrio, considerando

diferentes indices de esbeltez, sdo apresentados na Figura 6.12 e Figura 6.13.

12 4 PL¥YEI A=10 12 4 PLYEI A=6,6
o | 2 e ey bbb c . T S ARG K
fﬁ - ©- EBBT Small 2tr EBBT Small 2tr
% - 1= EBBT Large 2tr EBBT Large 2tr
6 TBT Small 2tr 6 ¢ TBT Small 2tr
- X- TBT Large 2tr ( - X- TBT Large 2tr
EBBT Mastan EBBT Mastan
3 - ©- TBT Mastan 3 - ©- TBT Mastan
- — - Carga Critica de Euler - — - Carga Critica de Euler
0 . : L . . u/L
0 0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.12 — Curva de Equilibrio para viga-coluna continua A = 10 e A = 6, 6, com 5 elementos
por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.13 — Curva de Equilibrio para viga-coluna continua 4 =4,0e 41 = 2,0, com 5
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Analisando os resultados obtidos, como no exemplo 6.1, para estruturas com
indice de esbeltez elevado, a consideragao da teoria de flexao de Euler-Bernoulli e
Timoshenko fornece resultados idénticos. Da mesma forma, ndo se constata
diferengas relevantes ao se empregar todos os termos do tensor deformacao.

Contudo, com a redugdo do indice de esbeltez, A < 4, observa-se que a
adocdo da teoria de flexdo de Timoshenko fornece uma carga de flambagem
menor para a estrutura do que o emprego da teoria de Euler-Bernoulli. Também ¢
possivel notar que, para essa situacdo, a consideracdo dos todos os termos do
tensor deformagdo reduz ainda mais a carga critica da estrutura, podendo se tornar

um fator importante no dimensionamento otimizado da realidade atual.

6.2.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Neste item, avalia-se a resposta da matriz de rigidez proposta, desenvolvida
com as funcdes de interpolacdo completas, considerando a teoria de flexdao de
Euler-Bernoulli. Para essa verificacdo, os vaos da viga-coluna foram modelados
apenas com um Unico elemento.

Essa verificagdo ¢ feita, considerando um indice de esbeltez de A = 4, pois ¢

onde se observa maior diferenca entre as matrizes “Large” e “Small”, sem que a
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teoria de Euler-Bernoulli pare de descrever de forma satisfatoria o problema,

como para A = 2. Os resultados encontrados sdo apresentados na Figura 6.14.
169 pL2/EI A=40

|/

”l - - - EBBT_Small 2tr

; — - EBBT Large 2tr
EBBT_Large_3tr

........ EBBT Large 4tr

-===EBBT Large complete

———EBBT Large 2tr 5el
EBBT_ Mastan

B = ———

u/L

0

0 0,05 0,1 0,15
Figura 6.14 — Curva de Equilibrio para viga-coluna continua, com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Com a curva de equilibrio construida, utilizando-se apenas um elemento por
vao, percebe-se que a formulagdo completa, baseada na teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli, encontra a carga critica da viga-coluna e, ainda, que a aproximagao em
série de Taylor de 4 termos também fornece 6timos resultados. A aproximacao
com 3 termos fornece uma carga de flambagem um pouco superior, mas, ainda
aceitavel, considerando que apenas um elemento foi utilizado.

As demais formulagdes convergem para resultados de carga critica superior
ao esperado para o modelo. E preciso lembrar que para esse indice de esbeltez os
resultados a favor da seguranca sdo representados pela teoria de flexdo de
Timoshenko. Entretanto, o intuito ¢ apenas de avaliar a capacidade da formulagao

completa, empregando todos os termos de ordem elevada do tensor deformagao.

6.2.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Neste item, pretende-se avaliar a formulacdo completa proposta por este
trabalho para a teoria de flexdo de Timoshenko. Para essa verificacdo, os

elementos foram modelados apenas com um elemento por barra.
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Ao se avaliar as curvas de equilibrio apresentadas no inicio da aplicagdo
numérica, Figura 6.12 e Figura 6.13, constata-se que ja existe discrepancia ao se
empregar as diferentes teorias de flexdo para o indice de esbeltez 4 = 4. Esse
indice também fornece diferengas entre a consideracdo dos termos de ordem
elevada do tensor deformagdo (Large) ou nao (Small). Além disso, esse indice, ¢
mais proximo de uma estrutura real, sendo, por isso, escolhida como situagdo
critica para validagdo da formulacdo aqui desenvolvida. Os resultados obtidos sdo

expostos na Figura 6.15.

16 1 pL2/EI A=4,0

— -+ =TBT _Small 2tr
— - TBT Large 2tr
TBT Large 3tr
-------- TBT Large 4tr
-=-==TBT Large complete
—— TBT Large 2tr Sel
TBT Mastan

u/L
0 0,05 0,1 0,15

Figura 6.15 — Curva de Equilibrio para viga-coluna continua, com 1 elemento por barra
(Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

De modo analogo ao que ocorre considerando a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli, para a teoria de Timoshenko, a formulacdo completa, utilizando apenas
um elemento, fornece a carga critica do problema, com a aproximagao de 4 termos
em série de Taylor, obtendo comportamento similar. Para a aproximacao com 3
termos, o resultado perde precisdo. Entretanto, chega a convergir para um valor
proximo, ao se comparar com a formulag@o usual de matriz de rigidez geométrica
de Timoshenko (Small) e ainda, com a desenvolvida neste trabalho, que utiliza
todos os termos do tensor deformacdo, porém, as funcdes de interpolacdo sdo

cubicas (Large).
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6.3
Carga Critica para Pértico de Roorda

O terceiro exemplo examina a influéncia da teoria de flexdo e a
considera¢dao dos termos de ordem elevada do tensor deformagdo no poértico de
Roorda, submetido a uma carga vertical no nd livre. A estrutura analisada ¢
apresentada na Figura 6.16. A secdo transversal possui fator de forma y = 5/6,

coeficiente de Poisson v = 0,3, modulo de elasticidade E = 10’kN/m? e

f
El

g At

comprimento L = 1 m.

AN

Figura 6.16 — Portico de Roorda
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Desconsiderando a deformacao por cisalhamento, a carga critica do portico

possui valor analitico dado pela equacado (6.1).

m?El
12

P, = —1,40694 (6.1)

Porém, segundo Burgos e Martha (2013), que estudaram a influéncia do
coeficiente () na carga critica do portico de Roorda, ao se considerar a deformacao
por cisalhamento, essa carga pode ser obtida analiticamente, resolvendo a equagao
(6.2).

[u?L?*(1 + 6Q) + 3] sin(uL) — 3uL cos(ul) = 0
(6.2)
u? = =P /EI(1 + Py /GXA)

A proxima resolugdo segue a mesma metodologia dos exemplos anteriores.
Na primeira etapa, avalia-se a matriz de rigidez geométrica desenvolvida neste
trabalho, em que se consideram a teoria de flexdo de Timoshenko, as func¢des de

interpolacdo cubicas e os termos de ordem elevada no tensor deformagao.
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Na sequéncia, estudam-se as formulagdes ‘“‘completas” desenvolvidas.
Primeiro, avalia-se a formulagdo, empregando-se a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli e, depois, a de Timoshenko. Nessas formulagdes, a matriz de rigidez da

estrutura ¢ construida com fungdes de forma, que levam em conta a carga axial.

6.3.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos com as diferentes formulagdes que utilizam fungdes
de forma cubicas sdo apresentados na Figura 6.17 e Figura 6.18. As barras do

portico foram discretizadas com cinco elementos em cada.

L6 1 pLyEIR? A=10 Lo pLyEI  A=66
I -\ iy, gy R, S
TGRS Aprrs g L e TR R
127 & 12 ok sE=X==mE S0
DX - -
# - %- EBBT Small 2tr 4@( ©- EBBT Small 2t
§ - £1- EBBT Large 2tr é‘é - £1- EBBT Large 2tr
0.8 § TBT_Small_2tr 0.8 % TBT Small 2tr
? - K- TBT Large 2tr g B -
EBBT Mastan - X- TBT Large 2tr
- ©- TBT Mastan EBBT Mastan
0.4 - - - - Carga Critica de Euler 0.4 -
— - — Burgos & Martha (2013) = ©- TBT Mastan
0 :Jn uw/LL 0 u/L

0,0E+00  2,0E-04  4,0E-04  6,0E-04 0,0E+00 5,0E-04 1,0E-03 1,5E-03 2,0E-03

Figura 6.17 — Curva de Equilibrio para Pértico de Roorda 4 = 10 e A = 6,6, com 5 elementos por
barra
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Ewgf - Q: _________ QE// 7’
{f - - EBBT_Small 2tr b
0.8 | ef - €1- EBBT Large 2tr 08 - "2{
’ TBT Small 2tr — ———
- %= TBT Large 2tr EBBT_Small 2tr
'ﬁ EBBT_ Mastan - - EBBT Large 2tr
y ( TBT Small 2tr
0.4 f = ©= TBT Mastan 0.4 Jg - X~ TBT Large 2tr
- - - - Carga Critica de Euler { EBBT_ Mastan
— - — Burgos & Martha (2013) - ©- TBT_Mastan
- - - - Carga Critica de Euler
u/L 0 — - — Burgos & Martha (2013) w/L,

0, E+00 2, E 03 4, E 03 o, E 03 8, E 03 1,E-02 0,E+00 2,E-02 4,E-02 6,E-02 §,E-02 1,E-01

Figura 6.18 — Curva de Equilibrio para Portico de Roorda4 = 4,0 e A = 2,0, com 5 elementos
por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Para A = 10, ja existem diferencas entre as teorias de flexdo e as curvas de
equilibrio, considerando a teoria de Euler-Bernoulli tendem a convergir para a
carga critica analitica. Com a reducdo do indice de esbeltez da estrutura, maior
fica a diferenca entre o comportamento da estrutura, empregando as diferentes
teorias de flexdo e considerando os termos de grau elevado do tensor deformagao.

Pode-se observar, que para baixos valores de indice de esbeltez, A < 4, a
diferenca entre a teoria de flexao considerada ¢ evidente e a utilizacao da teoria de
Euler-Bernoulli nessas situacdes pode levar a predi¢cdes de carga critica falhas. A
diferenca entre o emprego dos termos de ordem elevada do tensor deformacao
produz maiores diferencas no caso da teoria de flexdo de Euler-Bernoulli,

possuindo respostas mais proximas na teoria de Timoshenko.

6.3.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para o problema em questdo, optou-se por avaliar a curva de equilibrio para
estruturas com alto indice de esbeltez, por serem melhores descritas, empregando-
se a toeira de flexdo de Euler-Bernoulli. Considerando A = 6.6, ja sdo observadas

diferencas nas respostas ao se empregar os termos de ordem elevada no tensor
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deformacao. Assim, os resultados obtidos para essa esbeltez, empregando-se
apenas um Unico elemento por barra, sdo expostos na Figura 6.19.

2.5 - PL¥EIx? A=6,6

¢ e ¢ eam ¢ e ¢ CE—— ¢ CE—— ¢ m—

1,5

— -+ -EBBT_Small 2tr

— - EBBT Large 2tr
EBBT Large 3tr

........ EBBT Large 4tr

-=-=-=EBBT Large complete

—— EBBT Large 2tr Sel
EBBT_Mastan

0,5

u/L

O T T T 1
0,E+00 5,E-04 1,E-03 2,E-03 2,E-03

Figura 6.19 — Curva de Equilibrio para portico de Roorda, com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Analisando os resultados, consegue-se visualizar que, novamente, a
formulacdo completa, com apenas um elemento, consegue predizer com certa
precisdo a carga critica da estrutura. Vale ressaltar, que o resultado encontrado
pela aproximacdo de Taylor com 4 termos também fornece valores condizentes,
utilizando-se um elemento. Para esse exemplo, pode-se notar ainda que a
aproximacao de Taylor de 3 termos com um unico elemento também se aproxima
do resultado esperado.

Ao se empregar formulagdes que utilizam as fungdes de interpolagdo
cubicas e ndo consideram a carga axial, mesmo utilizando os termos de ordem
elevada no tensor deformacdo, sdo fornecidos resultados superiores para a carga

critica da estrutura, com o emprego de um Unico elemento por barra.

6.3.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Para o portico de Roorda, também foi avaliada a formula¢do completa

desenvolvida neste trabalho. Essa validacao foi feita, utilizando-se apenas um
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unico elemento por barra e aplicada na situacdo em que ocorre maior diferenga
entre as teorias de flexdo, mas, com dimensdes ainda aceitdveis para uma estrutura
real (A = 4,0). As curvas de equilibrio encontradas para as diferentes formulagdes
sdo expostas na Figura 6.20.

2,5 - PLYEIxn? A=40

¢ e ¢ e ¢ e

1,5

— - -TBT Small 2tr
— - TBT Large 2tr
TBT Large 3tr
-------- TBT Large 4tr
---==TBT Large complete
—— TBT Large 2tr Sel
TBT Mastan

0,5

u/L

O T T T T 1
0,E+00 2,E-03 4,E-03 6,E-03 8,E-03 1,E-02

Figura 6.20 — Curva de Equilibrio para portico de Roorda, com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

De acordo com as curvas apresentadas, pode-se verificar que a formulagao
completa (“TBT Large complete”), com o emprego apenas de um unico
elemento, possui uma boa aproximagdo da carga critica do portico.

As aproximacdes em série de Taylor para essa situacdo também
apresentaram bons resultados, ainda que com uma menor precisdo, sendo o
melhor resultado para a aproximagdo com 4 termos, com uma variacao de 15% na
carga critica, enquanto que, para a completa essa variagdo ¢ de apenas 9% no
valor. A aproximacdo em série de Taylor de 3 termos perde ainda mais precisdo,
porém, o seu resultado continua melhor que as formulagdes usuais. No entanto,
seria necessario utilizar mais elementos para melhor descrever o comportamento
da estrutura.

Contudo, pode-se observar que, a medida que se aumenta a ordem da carga

axial P na formulagdo (termos na expansao em série) os resultados melhoram.
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6.4
Carga Critica para Pértico

O exemplo a seguir também estuda a influéncia da teoria de flexdo e a
considera¢dao dos termos de ordem elevada do tensor deformacdo na analise de
estruturas de barras. A estrutura analisada ¢ o portico apresentado na Figura 6.21.
A secdo transversal possui fator de forma y =5/6, coeficiente de Poisson
v = 0,3, modulo de elasticidade E = 10’kN/m? e comprimento L = 1 m.

") "
- .

>
H=0.001 uP | u

Figura 6.21 — Pértico engastado na base

Fonte: Adaptado de Bazant e Cedolin (2010).

O portico ¢ submetido a cargas verticais (4P) nos nos livres e por uma
pequena carga de perturbacdo horizontal (H = 0,001uP). Bazant e Cedolin
(2010) apresentam a solugdo analitica para esse problema, considerando a teoria
de flexdo de Euler-Bernoulli, baseada na carga critica de flambagem de Euler,

conforme a equagao (6.3).

m?El

- (6.3)

e P = 0.744

As formulacdes desenvolvidas neste trabalho foram avaliadas, com
fundamento nessa solugdo analitica proposta e, utilizando-se do programa

Mastan2 v3.5.
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6.4.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos para o deslocamento horizontal do no superior
esquerdo, utilizando as diferentes formulacdes que empregam apenas as fungdes
de interpolacdo cubicas, sdo apresentados na Figura 6.22. As barras foram

discretizadas com cinco elementos em cada.

12 1 wPLYEI® =10 1.2 1 uPLY/Eln? A=6,6

0,8 -
g@«ﬂ.@’e mRmTTRRRT T8 e REE SO eI
- EBBT Small 2tr - ©- EBBT Small 2tr
EBBT Large 2tr - H1- EBBT Large 2tr
TBT Small 2tr - A- TBT Small 2tr
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EBBT_ Mastan EBBT_Mastan

TBT_Mastan - - TBT_MaStan
Carga Critica de Euler - = = Carga Critica de Euler
u/L 0 T u/L
0,00 0,01 0,02 0,03 0, OO 0,01 0,02 0,03
1,2 4 WPLYEIr? A=40 1,2 - pPLYEIT? _
’ A=2,0
e OHE T
o= )
- 0’8 T ' B e-H-=-=--- B--
e TR -~ ZEr BB TS
4/
ﬁ%“%@';@(:::__:__ 3._,[
<- EBBT _Small 2tr #
- a- EBBT_Laﬁge_ztr ", N S S,
- 2= TBT_Small 2tr 0.4 3 = - EBBT Small 2tr
- K- TBT Large 2tr - f1- EBBT Large 2tr
- A~ TBT Small 2tr
EBBT_Mastan - X- TBT Large 2tr
- ©- TBT Mastan EBBT Mastan
- - Carga Critica de Euler - ©- TBT Mastan
u/L 0 - - - Carga Critica de Euler
0,01 0,02 0,03 0,00 0,01 0,02 0,03

Figura 6.22 — Curva de Equilibrio para Portico com diferentes A, com 5 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Conforme ja observado nos exemplos anteriores, € como esperado, para
estruturas com elevado indice de esbeltez, a teoria de flexdo utilizada para
resolver o problema fornece os mesmos resultados para a carga critica. Da mesma
maneira, a consideragao ou nao dos termos de grau elevado no tensor deformagao
nao gera diferencas relevantes na analise.

Entretanto, & medida que a esbeltez da estrutura ¢ reduzida, a consideragao
da teoria de flexdo de Timoshenko reduz consideravelmente a carga critica da
estrutura. Pode-se verificar que a utiliza¢do dos termos de grau elevado no tensor
deformacdo também gera uma pequena alteracdo nessa carga de flambagem,
sendo, para o caso aqui analisado, mais evidente para a teoria de flexdo de Euler-

Bernoulli e mais discreta quando se considera Timoshenko.

6.4.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulagao desenvolvida neste trabalho: a matriz construida a
partir das funcdes de forma completas e as aproximagdes em série de Taylor,
empregando a teoria de Euler-Bernoulli e os termos de grau elevado no tensor
deformacao, reproduziu-se o portico anterior, com apenas um elemento por barra.

Para o problema em questdo, optou-se por verificar o caso em que A = 4,
uma vez que ja apresenta diferencas na carga critica entre os elementos “Small” e
“Large”, ou seja, entre a consideracdo ou nao dos termos de ordem elevada no

tensor deformagdo. Os resultados encontrados sdo apresentados na Figura 6.23.
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078 b [,I,PLZ/EITIZ2 A= 4,0

e — e — e —
. —

0,75 - T e ——-——— T ——— -

-+ =-EBBT_Small 2tr
EBBT Large 2tr
EBBT Large 3tr
-------- EBBT Large 4tr
-=-==EBBT Large complete
0.65 " ———EBBT Large 2tr Sel
EBBT_ Mastan

0,7 1

u/L

0,6 o T T 1
0,00 0,02 0,04 0,06

Figura 6.23 — Curva de Equilibrio para portico, com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Para este problema, pode-se observar que, utilizando-se apenas um elemento
por barra, todas as formulagdes conseguiram predizer o comportamento da
estrutura de maneira satisfatoria. Os resultados fornecidos pelas matrizes
desenvolvidas nesse trabalho (“EBBT Large complete”, “EBBT Large 4tr e
“EBBT Large 3tr) conseguiram predizer a carga critica da estrutura e ainda
tiveram um comportamento melhor que a matriz de rigidez geométrica usual,
representada no problema por “EEBT Large 2tr”.

Também ¢ possivel notar a influéncia que a consideracdo dos termos de grau
elevado no tensor deformagado exerce para o problema, visto que a sua utilizagao ,

no problema, reduz a carga de previsao de flambagem.

6.4.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

A ultima verificagdo deste exemplo refere-se as matrizes desenvolvidas
nesta Tese, em que se considera a teoria de Timoshenko. Para esta analise, optou-
se, igualmente, por avaliar a estrutura com indice de esbeltez A = 4, pelas
diferencas observadas entre as teorias de flexao e por sua maior proximidade com
uma estrutura real quando comparada com um indice A = 2. Foi utilizado um

elemento por barra e os resultados estdo expostos na Figura 6.24.
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0,7 1 uPLYEIr? A=4,0
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Figura 6.24 — Curva de Equilibrio para portico, com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Pela curva de equilibrio exposta, pode-se observar que, utilizando-se apenas
um elemento por barra em conjunto com a teoria de flexdo de Timoshenko, todas
as formulagdes conseguiram predizer, de forma satisfatoria, o comportamento da
estrutura.

Entretanto, as matrizes com formulagdo completa fornecem um resultado
ainda melhor que todas as outras, com a aproximacao em série de Taylor com 4
termos, obtendo resultado sobreposto a formulacdo completa. A aproximacao em
série de Taylor com 3 termos também possui boa aproximacdo. A matriz
desenvolvida apenas com as fungdes cubicas também previu a carga critica,
porém, obtendo o pior resultado.

Mais uma vez, ¢ nitida a diferenca ao se empregar os termos de ordem
elevada do tensor deformagao (“Large”) ou ndo (“Small”), mesmo empregando-se

a teoria de flexdao de Timoshenko.

6.5
Carga Critica para Pértico Espacial

Para a aplicacdo numérica seguinte, avaliou-se a influéncia da teoria de

vigas e da consideracdo dos termos de ordem elevada do tensor deformacdo em
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um portico espacial de um pavimento. A estrutura analisada ¢ apresentada na
Figura 6.25 e possui secdo transversal, com fator de forma y = 5/6, coeficiente
de Poisson v = 0,3, médulo de elasticidade E = 10’kN/m> e comprimento

L=1m.

P P
»Y ElL A
H=0.001 P
EI EI
" g
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_> 4>
H—=0.001 P u EI EI
77777 77777
L
EI EI
L
\4
77777 L 77777

Figura 6.25 — Portico espacial
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

O portico ¢ submetido a cargas verticais (P) nos nods livres e por duas
pequenas cargas de perturbacdo horizontais (H = 0,001P). Os pilares e vigas
foram modelados com a mesma se¢do transversal e, para verificar a influéncia da
teoria de flexdo, esta se¢do foi variada de maneira a reduzir o indice de esbeltez.

Inicialmente, para resolver o problema, e por ndo se empregar uma solucao
analitica no problema, fez-se um estudo de convergéncia de resultado, utilizando o
Mastan2 v3.5 para escolha da discretizagdo dos elementos. Este estudo ¢
apresentado na Figura 6.26. Pode-se observar que, para uma discretizagdo de
quatro elementos (168 graus de liberdade) e oito elementos (360 graus de
liberdade), a resposta ndao se altera significativamente. Portanto, optou-se por
utilizar uma discretizagdo de quatro elementos por barra para os resultados
iniciais, com matrizes geométricas usuais e a de Timoshenko desenvolvida neste

trabalho.
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Figura 6.26 — Estudo de convergéncia para pértico espacial

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

A Figura 6.27 mostra a deformada do podrtico espacial, com um fator de

amplificacdo de escala de 10 vezes.

Figura 6.27 — Deformada do portico espacial
Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.
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6.5.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos para o deslocamento horizontal (1) do n6 superior,
indicado na Figura 6.25, utilizando as diferentes formulacdes e empregando
fun¢des de forma cubicas, com a variacdo dos termos do tensor deformacao, sao
apresentados na Figura 6.28 e Figura 6.29. As barras foram discretizadas com

quatro elementos em cada, de acordo com o estudo de convergéncia realizado.
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Figura 6.28 — Curva de Equilibrio para portico espacial de um pavimento 4 = 10 e 4 = 6,6, com
4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.29 — Curva de Equilibrio para portico espacial de um pavimento A = 4,0 e 4 = 2,0, com

4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Como para as andlises no plano, no problema tridimensional observa-se a
influéncia da teoria de flexdo empregada para estruturas com baixo indice de
esbeltez. Também se visualiza que, para essas situagdes, a consideracao dos
termos de ordem elevada do tensor deformacao também fornece cargas criticas
abaixo do valor encontrado, sem a utilizagao desses termos.

O elemento desenvolvido nesta Tese, em que se empregam a teoria de
flexdo de Timoshenko, as func¢des de forma cubicas e os termos de ordem elevada
do tensor deformagdo, fornece resultados um pouco abaixo dos obtidos pelo

Mastan2 v3.5.

6.5.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulacdo tridimensional desenvolvida, empregando a teoria
de Euler-Bernoulli, os termos de grau elevado no tensor deformagao, as fungdes
de forma completas e as aproximagdes em série de Taylor, reproduziu-se o portico
anterior, com apenas um elemento por barra.

Para o problema em questdo, optou-se por verificar o caso em que A = 2,0,
por apresentar curva bem definida e diferengas na carga critica entre os elementos
“Small” e “Large” e por ser uma situacao critica. Ainda que se deva observar que
a teoria de flexao de Timoshenko seria mais indicada para essa situagdo, o intuito
¢ verificar se a formulacdo desenvolvida consegue prever o comportamento dado
por uma malha de elementos, utilizando discretizacdo de apenas um elemento por
barra.

Os resultados encontrados sao apresentados na Figura 6.30. Observa-se que,
utilizando-se apenas um elemento por barra, a matriz de rigidez considerando
aproximagdo em série de Taylor de 4 termos sobrepde a formulacdo completa.
Dessa forma, ¢ a que mais se aproxima da curva de equilibrio da estrutura e prediz
a exata carga critica da estrutura. A aproximagao em série com 3 termos também

produz um bom resultado, quase sobrepondo a curva da matriz de 4 termos.
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Figura 6.30 — Curva de Equilibrio para portico espacial, com 1 elemento por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Também ¢ possivel notar que a matriz usual de Euler-Bernoulli, com os
termos de ordem elevada do tensor deformacgdo (“EBBT Large 2or”), converge
um pouco acima da carga critica. A diferenga entre os resultados das formulacdes
nessa situagdo ¢ pequena, no entanto, a aproximagao em série de Taylor com 4
termos fornece o melhor resultado.

Das curvas obtidas, percebe-se também que a ndo consideragdo dos termos
de ordem elevada do tensor deformacao leva a cargas criticas superiores no que se
refere a expectativa, ainda mais ao sem empregar reduzido nimero de elementos

na discretizagdo da estrutura.

6.5.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

A tultima avaliacdo refere-se as matrizes desenvolvidas nesta Tese, em que
se considera a teoria de Timoshenko. Para esta andlise, optou-se por avaliar a
situacdo mais critica das desenvolvidas anteriormente, A = 2,0, em que existe
maior diferenca entre as teorias de flexdo empregadas. Foi utilizado um elemento

por barra e os resultados estao expostos na Figura 6.31.
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Figura 6.31 — Curva de Equilibrio para portico espacial, com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Das curvas de equilibrio obtidas, verifica-se que a formulagdo completa
melhor se aproxima da curva considerada como resposta. Contudo, a matriz
geométrica escrita com aproximagdo em série de Taylor com 4 termos também se
aproxima da resposta da estrutura, resultando em diferengas minimas na carga
critica.

Com bons resultados, também se tem a aproximacao em série de Taylor
com 3 termos, com diferenga menor que 2%. A matriz de rigidez com apenas 2
termos (elastico e geométrico), também desenvolvida neste trabalho, com um
unico elemento, possui uma diferenga na carga critica de 4%. Nota-se que para
esse exemplo especificamente, o elemento TBT Mastan também forneceu bons
resultados.

Mais uma vez, pode-se observar que, ao se utilizar uma malha reduzida
(minima), tem-se uma importante influéncia da consideracao dos termos de ordem
elevada do tensor deformacao, pois a sua ndo consideracao elevou a carga critica

do problema em torno de 10%.
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6.6
Carga Critica para Pértico Espacial com Cobertura em Trelica

O exemplo seguinte avalia as formulagdes desenvolvidas em um portico
espacial com a cobertura na forma de uma trelica tridimensional conforme a

Figura 6.32.

Como nos exemplos anteriores, a estrutura analisada possui se¢do
transversal, com fator de forma y = 5/6, coeficiente de Poisson v = 0,3, mddulo

de elasticidade E = 10”kN/m? e comprimento L = 1 m.
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Figura 6.32 — Pértico espacial com cobertura em trelica

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

O portico ¢ submetido a cargas verticais (P) nos nos superiores dos pilares e
por duas pequenas cargas de perturbacdo horizontais (H = 0,001P). As barras
modelados com a mesma se¢do transversal e, para verificar a influéncia da teoria

de flexao, esta se¢ao foi variada de maneira a reduzir o indice de esbeltez.

Foi utilizada a mesma discretizag@o de barras do exemplo anterior. A Figura
6.33 mostra a deformada do pdrtico, com um fator de amplificacdo de escala de

10 vezes.
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=
-

Figura 6.33 — Deformada do portico espacial com cobertura em treliga

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.

6.6.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Com esse sistema estrutural, o portico apresenta uma reducdo consideravel
em sua carga de flambagem, em relacdo ao exemplo anterior. Os resultados
obtidos para o deslocamento horizontal (z) do nd superior, indicado na Figura
6.32, utilizando as diferentes formulagdes e empregando fungdes de forma
cubicas, com a variagdo dos termos do tensor deformagdo, sdo apresentados na

Figura 6.34 e Figura 6.35.
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Figura 6.34 — Curva de Equilibrio para portico espacial com cobertura em trelica 4 =10 e
A = 6,6, com 4 clementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.35 — Curva de Equilibrio para portico espacial com cobertura em trelica 4 = 4,0 ¢
A = 2,0, com 4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Para o problema em questdo também observa-se a influéncia da teoria de
flexdo empregada para estruturas com baixo indice de esbeltez. Assim como,
visualiza-se que a consideracdo dos termos de ordem elevada do tensor
deformacao produz uma pequena redugdo nas cargas criticas da estrutura.

O elemento desenvolvido nesta Tese, em que se empregam a teoria de
flexdo de Timoshenko, as fungdes de forma cubicas e os termos de ordem clevada
do tensor deformagdo, fornece resultados um pouco abaixo dos obtidos pelo

Mastan2 v3.5, a medida que o indice de esbeltez ¢ reduzido.

6.6.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulacdo tridimensional desenvolvida, empregando a teoria
de Euler-Bernoulli, os termos de grau elevado no tensor deformagao, as fungdes
de forma completas e as aproximagdes em série de Taylor, reproduziu-se o
poértico, com apenas um elemento por barra.

Para o problema em questao, optou-se por verificar o caso em que A = 10,
por ser melhor descrita pela teoria de flexdo de Euler-Bernoulli. Os resultados

encontrados sao apresentados na Figura 6.36.
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Figura 6.36 — Curva de Equilibrio para portico espacial com cobertura em treliga, com 1 elemento
por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Observa-se que, utilizando-se apenas um elemento por barra, a matriz de
rigidez considerando aproximacdo em série de Taylor de 4 termos, mais uma vez
sobrepoe a formulagdo completa, se aproxima da curva de equilibrio da estrutura e
prediz a exata carga critica da estrutura. A aproximacao em série com 3 termos
também produz um bom resultado, praticamente sobrepondo-se a curva da matriz
de 4 termos.

Também visualiza-se que a matriz usual de Euler-Bernoulli, com os termos
de ordem elevada do tensor deformacdo (“EBBT Large 2or”), converge um
pouco acima da carga critica, com uma pequena diferenga ao se considerar os

termos de ordem elevada no tensor deformacao.

6.6.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Neste topico avalia-se a formulagdo desenvolvida considerando a teoria de
flexdo de Timoshenko. Para esta analise, optou-se por estudar a estrutura com um

indice de esbeltez reduzido, mas, ainda com proximidade em relacdo a estruturas
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usuais, A = 4,0. Foi utilizado um elemento por barra e os resultados estdo

expostos na Figura 6.37.
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Figura 6.37 — Curva de Equilibrio para portico espacial com cobertura em treliga, com 1 elemento
por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Dos resultados apresentados, verifica-se que a matriz geométrica escrita
com aproximag¢do em série de Taylor com 4 termos obtém a mesma trajetoria que
a formulagdo completa e se aproxima da resposta da estrutura, resultando na
mesma carga critica. Na sequéncia, o melhor resposta ¢ dada pela aproximagao
em série de Taylor com 3 termos.

As formulagdes baseadas em fungdes de interpolacdo cubicas, usuais,
apresentam cargas criticas mais elevadas, sendo que, a ndo consideracdo dos
termos de ordem elevada no tensor deformacao (“Small”’) aumentam mais ainda

€ssa carga.

6.7
Carga Critica para Pértico de Roorda Espacial

O exemplo seguinte avalia as formula¢des desenvolvidas em uma estrutura

espacial com forma semelhante ao portico de Roorda apresentado no plano. A
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estrutura analisada ¢ apresentada na Figura 6.38. Possui secdo transversal com
fator de forma y = 5/6, coeficiente de Poisson v = 0,3, modulo de elasticidade

E = 107kN/m? e comprimento L = 1 m.

/A/
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Figura 6.38 — Pértico de Roorda Espacial
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

O portico ¢ submetido a uma carga vertical (P) no nd livre e por duas
pequenas cargas de perturbagdo horizontais (H = 0,001P). Os pilares e vigas
foram modelados com a mesma se¢do transversal e, para verificar a influéncia da
teoria de flexdo, esta se¢cdo foi variada de maneira a reduzir o indice de esbeltez.

A Figura 6.39 mostra a deformada da estrutura, apds a analise nao linear,

com um fator de amplificagdo de escala de 10 vezes.

e

Figura 6.39 — Deformada para portico de Roorda espacial

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.
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6.7.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos para o deslocamento horizontal (#) do nd livre,
indicado na Figura 6.38, utilizando as diferentes formulagdes, com o emprego das
fun¢des de forma cubicas e variando os termos do tensor deformacdo, sao
apresentados na Figura 6.40 e Figura 6.41. As barras também foram discretizadas
com quatro elementos, baseando-se no estudo de convergéncia realizado no

exemplo de portico espacial.
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Figura 6.40 — Curva de Equilibrio para poértico de Roorda espacial A = 10 e 4 = 6,6, com 4
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.41 — Curva de Equilibrio para poértico de Roorda espacial A = 4,0e 4 = 2,0, com 4
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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As curvas de equilibrio construidas evidenciam que, a medida que a esbeltez
da estrutura ¢ reduzida, maior ¢ a importancia do emprego da teoria de flexdo de
Timoshenko para prever o comportamento da estrutura. Inclusive, para o caso
estudado, at¢é mesmo para um indice de esbeltez elevado, L/h = 10, notam-se
diferencas nos resultados para a teoria de flexao considerada.

Ainda analisando os graficos anteriores, visualiza-se que a matriz de rigidez
geométrica de Timoshenko, considerando os termos de ordem elevada do tensor
deformacdo, desenvolvida nesta Tese, fornece uma carga critica abaixo da
fornecida pelo Mastan2 v3.5. Portanto, verifica-se que o emprego destes termos
pode fornecer melhores resultados ao problema. Esta influéncia fica mais evidente

para estruturas com baixo indice de esbeltez.

6.7.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulagdo tridimensional completa desenvolvida neste
trabalho, ou seja, em que sao utilizadas as func¢des de interpolagao “completas”, os
termos de grau elevado do tensor deformacdo e a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli, reproduziu-se o portico anterior com uma discretizagdo minima, apenas
um elemento por barra.

Neste problema, optou-se por reproduzir o exemplo com maior esbeltez na
estrutura (L/h = 10). Os resultados sao apresentados na Figura 6.42.

25 1 pLYEI A=10
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15 A
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—— EBBT Large 2tr 4el
0 EBBT_Mastan w/L
0,0E+00 1,0E-04 2,0E-04 3,0E-04

Figura 6.42 — Curva de Equilibrio para portico de Roorda espacial A = 10, com 2 elementos por
barra (Euler-Bernoulli)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Da curva de equilibrio apresentada, ¢ possivel observar que a formulacao
completa e as matrizes de rigidez geométrica que utilizam as aproximagdes em
série de Taylor com 4 e 3 termos obtiveram os melhores resultados para previsao
da carga critica da estrutura ao se empregar um numero reduzido de elementos. A
formulacao completa e a aproximagao em 4 termos sdo quase sobrepostas.

A matriz usual de Euler Bernoulli, obtida das fungdes de forma hermitianas
(“EBBT Large 2or”), teve um resultado acima das obtidas a partir das fungdes de
forma completas. A formulacdo que ndo considera todos os termos do tensor
deformacao e a interagdo entre tor¢ao e flexdao (“EBBT Small 2or”) fornece uma
carga critica um pouco mais elevada, mas quase sobrepondo o caminho de

equilibrio do elemento “EBBT Large 2or”.

6.7.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

O proximo passo ¢ verificar a formulacdo completa, empregando,
entretanto, a teoria de flexdo de Timoshenko. Portanto, avaliou-se a capacidade
dessa formulagdo de predizer a carga critica da estrutura com uma discretizagdo
minima das barras. Da mesma maneira que para a teoria de Euler-Bernoulli. Foi
empregada discretizacdo minima da estrutura, ou seja, um elemento por barra.

Para avaliar essa teoria empregou-se uma situagcdo mais critica, porém ainda

proxima de estruturas reais (L/h = 4). Os resultados sdo expostos na Figura 6.43

25 7 pLYEI =40

20 "

- - - TBT Small 2tr
— - TBT Large 2tr
TBT Large 3tr
-------- TBT Large 4tr
-=--==TBT Large complete
—— TBT Large 2tr 4el
TBT_ Mastan w/L

O I

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008

Figura 6.43 — Curva de Equilibrio para porticode Roorda espacial A = 4, 0, com 1 elemento por
barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Para a teoria de flexdo de Timoshenko, a formulagdo completa novamente
se aproxima da resposta da estrutura. Também se pode observar que as
aproximagdes em série de Taylor com 4 e 3 termos, ambas desenvolvidas a partir
da formulag¢ao completa, fornecem claramente a melhor aproximacao para a carga
critica da estrutura ao se utilizar apenas um elemento por barra como discretizacao
quando comparadas as formula¢des usuais, ainda que, com certa imprecisao.

A formulagdo considerando os termos de ordem elevada do tensor
deformacgao ¢ funcdes de forma cubicas desenvolvidas neste trabalho, fornece
resultados bem acima das formulagdes encontradas pelas aproximagdes em série
de Taylor, mas, ainda ¢ um pouco melhor que o obtido pelo sofiware Mastan?2
v3.5. Estas formula¢des com fungdes de forma cubicas ndo conseguem prever a
carga critica da estrutura, com diferengas da ordem de 100%, contra 16% da
formulacao baseada em fungdes de forma “completas”.

Mais uma vez, observa-se a influéncia desses termos de ordem elevada no
tensor deformagdo e da interagdo entre a flexdo e a tor¢do, pois a carga critica
obtida para o elemento que desconsidera essas influéncias € superior a todas as

demais.

6.8
Carga Critica para Pértico Espacial com Pilar Inclinado

O exemplo de estrutura espacial aqui apresentado avalia as formulacdes
desenvolvidas em uma estrutura com pilares inclinados. A estrutura analisada ¢
apresentada na Figura 6.44, possuindo secao transversal com fator de forma
x = 5/6, coeficiente de Poisson v = 0,3, mddulo de elasticidade E = 107kN/m?

e comprimento L = 1 m.
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Figura 6.44 — Pértico espacial com pilares inclinados

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Adaptada de Zugic et al. (2016).

O portico € submetido as cargas verticais (P) nos nds livres e por uma
pequena carga de perturbacdo horizontal (H = 0,001P) no no livre superior
esquerdo. Os pilares e vigas foram modelados com a mesma se¢do transversal e,
para verificar a influéncia da teoria de flexdo, esta se¢do foi variada de maneira a
reduzir o indice de esbeltez.

Inicialmente, para resolver o problema, em razdo de que ndo se emprega
uma solugdo analitica para tal, fez-se um estudo de convergéncia de resultado,
utilizando-se o Mastan2 v3.5 para escolha da discretizagdo dos elementos. Este

estudo ¢ apresentado na Figura 6.45.
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Figura 6.45 — Estudo de convergéncia para pértico espacial com barra inclinada

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Como para o portico espacial, pode-se observar que, para uma discretizacao

de 4 elementos (168 graus de liberdade) e 8 elementos (360 graus de liberdade), a

resposta ndo se altera significativamente. Portanto, optou-se por se utilizar uma

discretizagdo de quatro elementos por barra para os resultados iniciais com

matrizes geométricas usuais e a de Timoshenko, desenvolvida neste trabalho.

A Figura 6.46 mostra a deformada da estrutura em uma escala ampliada em

dez vezes, para melhor visualizagao.

L

z

Figura 6.46 — Deformada para portico espacial com pilares inclinados

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.
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6.8.1

199

Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos para o deslocamento horizontal (#) do nd livre,

indicado na Figura 6.44, utilizando-se as diferentes formulagdes e empregando-se

fun¢des de forma cubicas, com variacdo dos termos do tensor deformacao, sao

apresentados na Figura 6.47 e Figura 6.48. As barras foram discretizadas com

quatro elementos, de acordo com o estudo de convergéncia realizado.
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- X- TBT Large 2tr
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Figura 6.47 — Curva de Equilibrio para portico espacial com pilares inclinados A = 10 e 4 = 6, 6,

com 4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.48 — Curva de Equilibrio para portico espacial com pilares inclinados A = 4,0e 4 = 2,0,

com 4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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As curvas de equilibrio construidas evidenciam que, a medida que a esbeltez
da estrutura ¢ reduzida, maior ¢ a relevancia do emprego da teoria de flexdo de
Timoshenko para prever o comportamento da estrutura. Inclusive, para o caso
estudado, at¢é mesmo para um indice de esbeltez elevado, L/h = 10, notam-se
diferencas nos resultados para a teoria de flexao considerada.

Os graficos anteriores também mostram que a matriz de rigidez geométrica
de Timoshenko, considerando os termos de ordem elevada do tensor deformagao,
desenvolvida nesta Tese, apresenta uma carga critica abaixo da fornecida pelo
Mastan2 v3.5. Portanto, verifica-se que o emprego destes termos pode fornecer
melhores resultados ao problema. Essa influéncia fica mais evidente para

estruturas com baixo indice de esbeltez.

6.8.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulagdo tridimensional completa desenvolvida neste
trabalho, em que se utilizam as fung¢des de interpolagdo completas, os termos de
grau elevado do tensor deformagdo e a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli,
reproduziu-se o portico anterior com uma discretizagdo minima, apenas um
elemento por barra.

Neste problema, optou-se reproduzir o exemplo desenvolvido com esbeltez
(L/h = 4), por ser uma situagdo critica, mas com curvas de equilibrio bem
definidas. Os resultados considerando a teoria de flexdo de Euler Bernoulli sdo

apresentados na Figura 6.49.
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Figura 6.49 — Curva de Equilibrio para portico espacial com pilares inclinados 4 = 4,0, com 1
elemento por barra (Euler-Bernoulli)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Da curva de equilibrio apresentada, ¢ possivel observar que as matrizes de
rigidez geométrica que utilizam as aproximacoes em série de Taylor com 4 ¢ 3
termos sobrepdem a trajetéria da formulagdo completa e obtiveram os melhores
resultados, em relacdo aos desenvolvimentos convencionais, para previsdo da
carga critica da estrutura ao se empregar uma discretizagdo minima da estrutura.

A matriz usual de Euler Bernoulli, obtida das funcdes de forma hermitianas
(“EBBT Large 2or”), teve um resultado acima das matrizes obtidas a partir das
funcdes de forma completas. A formulagdo que ndo considera todos os termos do
tensor deformacdo e a interagdo entre tor¢cdo e flexdo (“EBBT Small 2or”)
fornece uma carga critica ainda mais elevada, evidenciando a importancia desses

termos ¢ da interacao entre os esforcos.

6.8.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Em seguida, verifica-se a formulagdo completa, empregando, no entanto, a
teoria de flexdo de Timoshenko. Para isso, avalia-se a capacidade dessa

formulacao de predizer a carga critica da estrutura com uma discretizagdo minima
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das barras. Da mesma maneira que para a teoria de Euler-Bernoulli, adotou-se a
discretizacdo de apenas um elemento por barra.

Para a avaliagdo dessa teoria, empregou-se a situacdo mais critica
desenvolvida anteriormente (L/h = 4), mas que possui uma curva de equilibrio

bem definida. Os resultados obtidos estao expostos na Figura 6.50.

7 1 PLYEI A=4,0

- —
- ——n, e—_e
- —_ o, w——
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- —=-= TBT Small 2tr
— - TBT Large 2tr

TBT Large 3tr
-------- TBT Large 4tr
-=-==TBT Large complete
—— TBT Large 2tr 4el
TBT Mastan

u/L

A
4

-0,002 0,003 0,008 0,013 0,018

Figura 6.50 — Curva de Equilibrio para portico espacial com pilares inclinados 4 = 4,0, com 1
elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Assim como nos demais exemplos, a formulacdo completa desenvolvida
neste trabalho, considerando a teoria de flexdo de Timoshenko, também
apresentou bons resultados ao se aproximar da trajetéria de equilibrio da estrutura
discretizada. Pode-se observar que as aproximacgdes em série de Taylor com 4 e 3
termos, ambas desenvolvidas a partir da formulacao completa, também fornecem
satisfatorias aproximagdes para a carga critica da estrutura ao se utilizar apenas
um elemento por barra como discretizagao.

A formulagdo considerando os termos de ordem elevada do tensor
deformacgao e funcdes de forma cubicas desenvolvidas nesse trabalho, fornece
resultados pouco acima das encontradas pelas aproximacdes em série de Taylor e
semelhante ao software Mastan2 v3.5.

Observa-se a influéncia desses termos de ordem elevada no tensor

deformacdo e da interagcdo entre a flexdo e a tor¢do, pois a carga critica obtida
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para o elemento que desconsidera essas influéncias (formulacao usual), mais uma

vez, ¢ superior a todas as demais.

6.9
Carga Critica para Pértico Espacial com Torgao

Para a aplicacdo numérica seguinte, avaliou-se a influéncia da teoria de
vigas e da consideragdao dos termos de ordem elevada do tensor deformagdao em
um portico espacial de um pavimento com as mesmas caracteristicas do exemplo
6.5. O portico analisado ¢ apresentado na Figura 6.51 e também possui secdo
transversal com fator de forma y = 5/6, coeficiente de Poisson v = 0,3, modulo

de elasticidade E = 10”kN/m? e comprimento L = 1 m.
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77777 L 77777

Figura 6.51 — Pértico espacial com tor¢ao

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Entretanto, desta vez o pdrtico ¢ submetido as cargas verticais (P) nos nds
livres e por duas cargas horizontais maiores (H = 0,01P), uma na direcdo x e
outra na dire¢do z. Os pilares e vigas foram modelados com a mesma secao
transversal e, para verificar a influéncia da teoria de flexdo, esta se¢ao foi variada

de maneira a reduzir o indice de esbeltez.
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Utilizando o estudo de convergéncia realizado no exemplo 7.5, optou-se por
utilizar uma discretizagdo de 4 elementos por barra para os resultados iniciais com
as matrizes geométricas usuais e a de Timoshenko, desenvolvida neste trabalho.

A Figura 6.52, Figura 6.53 e Figura 6.54 mostram a deformada da estrutura
evidenciando a tor¢ao sofrida pelo portico espacial com fator de escala ampliado

em dez vezes.

Figura 6.52 — Deformada portico espacial com tor¢ao vista isométrica

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.

=,
=

— |

Figura 6.53 — Deformada portico espacial com torg¢éo vista superior

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.
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74 X

Figura 6.54 — Deformada portico espacial com tor¢ao vista frontal

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.

6.9.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungdes de Forma Cubicas

Os resultados obtidos para o deslocamento horizontal (#) do nd livre,
utilizando as diferentes formulacdes, com o emprego de funcdes de forma ctbicas
e variando os termos do tensor deformacao, sdo apresentados na Figura 6.55 e
Figura 6.56. As barras foram discretizadas com quatro elementos, de acordo com

o estudo de convergéncia realizado anteriormente.
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Figura 6.55 — Curva de Equilibrio para portico espacial com tor¢do A = 10 e A = 6,6, com 4
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.56 — Curva de Equilibrio para portico espacial com tor¢io 4 = 4,0e A = 2,0, com 4
elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Das curvas de equilibrio obtidas, pode-se observar que a matriz de rigidez
geométrica, considerando a teoria de flexdo de Timoshenko e empregando as
fungdes de forma cubica (equilibrio de elemento infinitesimal na configuracao
indeformada) e os termos de ordem elevada do tensor deformacao, desenvolvida
neste trabalho, também descreve bem o comportamento de estruturas espaciais,
inclusive com torgao.

A medida que o indice de esbeltez da estrutura é reduzido, a teoria de flexdo
considerada tem maior impacto, e mesmo para uma estrutura com uma esbeltez
relativamente alta, A = 10, demonstrando diferencas entre as teorias.

A consideracdo dos termos de ordem elevada do tensor deformagao também
influencia no comportamento da estrutura, ficando mais evidente com a reducao
do indice de esbeltez da estrutura e considerando a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli.

Os graficos anteriores mostram, mais uma vez que, a matriz de rigidez
geométrica de Timoshenko, considerando os termos de ordem elevada do tensor
deformacao, desenvolvida nesta Tese, fornece uma carga critica abaixo da

fornecida pelo Mastan2 v3.5, com a reducdo do indice de esbeltez.
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6.9.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulagdo tridimensional completa, em que se utilizam as
funcdes de interpolagdo que contemplam a forga axial, os termos de grau elevado
do tensor deformagdo e a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli, desenvolvida neste
trabalho, reproduziu-se o pértico anterior com uma discretizagdo minima, apenas
um elemento por barra.

Neste problema, optou-se por reproduzir o exemplo desenvolvido com
esbeltez (L/h = 10), por ja gerar alteragdes entre as teorias de flexdo e pelo fato
de a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli se aplicar melhor a esta situagdo. Os

resultados encontrados sao apresentados na Figura 6.57.

7,5 1 PLYEI A=10

EBBT Small 2tr
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0,01 0,03 0,05 0,07

Figura 6.57 — Curva de Equilibrio para portico espacial com tor¢do A = 10, com 1 elemento por
barra (Euler-Bernoulli)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Pode-se observar que a formulagdo completa e empregando a série de
Taylor com 4 e 3 termos se sobrepdem e fornecem os melhores resultados, com
curvas mais aproximadas da estrutura discretizada com quatro elementos,

encontrando a mesma carga critica, mesmo com a influéncia da tor¢ao.
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A matriz de rigidez geométrica usual de Euler-Bernoulli, empregando os
termos de ordem elevada no tensor deformacdo (“EBBT Large 2or”), fornece
uma curva um pouco acima e com uma carga critica também superior. A mesma
teoria de flexao, porém desconsiderando a interagcdo entre os planos e os termos de
ordem elevada no tensor deformacao (“EBBT_Small 2or”), fornece o resultado
mais distante da que se considerou como resposta, a partir do estudo de

convergéncia.

6.9.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Neste trabalho, também foi desenvolvida uma formulacdo completa,
empregando-se a teoria de flexdo de Timoshenko. Portanto, ela também ¢ avaliada
neste exemplo para verificar sua capacidade de predizer a carga critica de um
portico espacial com tor¢ao, empregando-se uma discretizacao minima das barras.

Para esta avaliagdo, optou-se por empregar um poértico espacial com indice
de esbeltez menor, L/h = 4, mas ainda mais proximo de estruturas reais. Os

resultados encontrados estao expostos na Figura 6.58.
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Figura 6.58 — Curva de Equilibrio para portico espacial com tor¢do A = 4,0, com 1 elemento por
barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Aplicagdes Numéricas 209

Observa-se que, mesmo para um portico espacial com torc¢ao, a formulagao
completa desenvolvida aproxima a curva de equilibrio de uma estrutura
discretizada. O emprego da série de Taylor com 4 e 3 termos também fornece boa
previsdo ao se empregar uma discretizacdo minima da estrutura.

A matriz de rigidez geométrica para Timoshenko, também desenvolvida
neste trabalho, com a utilizagdo das fun¢des de forma cubicas e dos termos de
ordem elevada do tensor deformagdo (“TBT Large 2or”), gera resultados acima
das curvas em expansao em série de Taylor. Pode-se visualizar, ainda, que o
elemento que nao considera a interacao entre os planos e nem os termos de ordem
elevada no tensor deformagdo fornece resultados mais distantes do considerado
ideal pelo estudo de convergéncia. Esse resultado discrepante ¢ mais evidente para
indices de esbeltez menores, em que se considera teoria de flexao de Timoshenko.

O software Mastan2 v3.5 também apresenta bons resultados, mas fornece

cargas criticas acima das formulagdes que empregam a série de Taylor.

6.10
Carga Critica para Pértico Espacial com Pilares Inclinados e Torgao

O tultimo exemplo avalia as formulagdes desenvolvidas em uma estrutura

espacial com barras inclinadas e tor¢ao, apresentado na Figura 6.59.

Y
H-0.001 P lp - lP
—>
\
L
EI
/ o
X
0.5L
, 02 0.6L o 020N

e

Figura 6.59 — Portico espacial com pilares inclinados e tor¢ao
Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Adaptada de Zugic et al. (2016).
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A estrutura possui secdo transversal, com fator de forma y = 5/6,
coeficiente de Poisson v = 0,3, modulo de elasticidade E = 10’kN/m? e
comprimento L = 1 m.

O portico também ¢é submetido as cargas verticais (P) nos nos livres e por
uma pequena carga de perturbagdo horizontal (H = 0,001P) no né livre superior
esquerdo. Os pilares e vigas foram modelados com a mesma se¢do transversal e,
para verificar a influéncia da teoria de flexao, esta se¢do foi variada de maneira a
reduzir o indice de esbeltez.

A Figura 6.60 e Figura 6.61 mostram a deformada da estrutura com um fator

de amplificagdo em 10 vezes, evidenciando o comportamento do portico espacial.

)

Figura 6.60 — Deformada portico espacial com pilares inclinados e tor¢ao vista isométrica

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.

/

Figura 6.61 — Deformada portico espacial com pilares inclinados e tor¢ao vista superior

Fonte: Elaborada pelo autor (2019) — Obtida com o Mastan2 V.3.5.
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6.10.1
Matriz de Rigidez de Timoshenko considerando Termos de Grau
Elevado no Tensor Deformagao e Fungoes de Forma Cubicas

Conforme os exemplos anteriores, a primeira verificagdo trata do elemento
formulado que considera teoria de flexdo de Timoshenko e utiliza fungdes de
interpolagdo cubicas (equilibrio de elemento infinitesimal em sua configuracao
indeformada). Isso ¢ realizado em um contexto de avaliacdo da influéncia da
teoria de flexdo e do emprego de termos de grau elevado do tensor deformagao no
comportamento de estruturas.

Assim, os resultados obtidos para o deslocamento horizontal (#) do no livre
superior esquerdo sdo apresentados na Figura 6.62 e Figura 6.63. Baseado no
estudo de convergéncia realizado no exemplo 6.8, que possui uma estrutura

similar, as barras foram discretizadas com quatro elementos.

N
7

4 TBT Small 2tr 4 TBT Small 2tr

10 1PLY/EI A=10 10 1pLYEI A=6.6
8 A 8 -
B e 3./ iy iy S il ) Sl = 5 = Bl L = 8= =& = &= =}
BB EETE S O L5 2 5/ O XK
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u/L
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& T 0
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[

Figura 6.62 — Curva de Equilibrio para portico espacial com barra inclinada e tor¢do 4 = 10 e
A = 6,6, com 4 clementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Figura 6.63 — Curva de Equilibrio para portico espacial com barra inclinada e torcdo 4 = 4,0 ¢
A = 2,0, com 4 elementos por barra

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Pelas curvas de equilibrio construidas, pode-se observar na estrutura em
questdo, mesmo para um indice de esbeltez alto, L/h = 10, ja existem diferengas
entre as teorias de flexdo empregadas. Esta diferenca fica mais evidente com a
redugdo da esbeltez da estrutura.

Também ¢ possivel perceber a influéncia da consideragdo dos termos de
ordem elevada no tensor deformagdo, fornecendo curvas distintas para valores
reduzidos de indice de esbeltez (L/h = 10). Esse comportamento ¢ destacado
para ambas as teorias de flexdo e consegue-se visualizar que o elemento
desenvolvido na primeira parte deste trabalho, que considera a teoria de flexao de
Timoshenko e emprega os termos de ordem elevada no tensor deformagao,
fornece comportamento semelhante ao mesmo elemento, considerando-se a teoria

de flexao de Euler-Bernoulli, apresentando, uma curva mais abaixo.

6.10.2
Matriz de Rigidez Completa de Euler-Bernoulli

Para avaliar a formulagdo tridimensional completa empregando-se a teoria
de flexao de Euler-Bernoulli, desenvolvida neste trabalho, reproduziu-se o portico

anterior com uma discretizagdo minima, apenas um elemento por barra.
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Neste problema, optou-se reproduzir o exemplo desenvolvido com esbeltez
(L/h = 10), pois, mesmo apresentando alteragdes entre as teorias de flexdo, € o
caso melhor descrito pela teoria de flexdo de Euler-Bernoulli. Os resultados

encontrados sdo apresentados na Figura 6.64.

8 1 PLYEI A=10

o —

7,5 4 . e et el bt et

- - - EBBT Small 2tr
— - EBBT Large 2tr

7 1 EBBT Large 3tr
---@--- EBBT Large 4tr
-=--= EBBT_Large_complete
65 —— EBBT Large 2tr 4el
EBBT_Mastan
o | | u/LI
0,00 0,02 0,04 0,06

Figura 6.64 — Curva de Equilibrio para portico espacial com barra inclinada e tor¢do 4 = 10, com
1 elemento por barra (Euler-Bernoulli)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Analisando os resultados encontrados, observa-se que, novamente, a
formulagdo completa e as que empregam a série de Taylor com 4 e 3 termos
apresentam as curvas mais proximas a adotada como resposta do problema, da
estrutura discretizada, resultando na mesma carga critica. A aproximagdo em 4
termos inclusive obtém os mesmos resultados da matriz completa.

A formulagdao desenvolvida utilizando o elemento infinitesimal
indeformado, fun¢des de interpolacdo hermitianas (“EBBT Large 2or”), ainda
que empregue todos os termos do tensor deformacao, resulta em uma carga critica
superior as encontradas com a utilizagao da série de Taylor.

O elemento que desconsidera as interagdes entre os planos e os termos de
ordem elevada do tensor deformacdo (“EBBT Small 20r”) gera os resultados

mais distantes da curva resposta.
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6.10.3
Matriz de Rigidez Completa de Timoshenko

Neste trabalho, também foi desenvolvida uma formulacdo completa,
empregando a teoria de flexdo de Timoshenko. Portanto, ela também ¢ avaliada
para este exemplo, de maneira a verificar sua capacidade de predizer a carga
critica de um portico espacial com barras inclinadas e tor¢do, empregando-se uma
discretizagdo minima das barras.

Para esta avaliagdo, optou-se por empregar um portico espacial com indice
de esbeltez L/h = 6,6, por apresentar diferengas no comportamento da estrutura
ao se considerar as diferentes teorias de flexdo e, também, por possuir um
caminho de equilibrio com curva melhor definida e, ainda, ser mais préximo de
uma relagao real de estruturas. Os resultados encontrados estao expostos na Figura

6.65.

8 7 PLYEI A=6,6

- == TBT Small 2tr
— - TBT Large 2tr
TBT Large 3tr

-------- TBT_Large_4tr

g ----TBT Large_complete
s \ —— TBT Large 2tr 4el
1
: TBT Mastan
uw/L
4 - - '
0,00 0,02 0,04 0,06

Figura 6.65 — Curva de Equilibrio para portico espacial com barra inclinada e tor¢cdo 4 = 6,6,
com 1 elemento por barra (Timoshenko)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

A partir das curvas de equilibrio obtidas para a estrutura, com discretizagao

minima de barras, pode-se observar que as formulagao completa ¢ a que mais se
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aproxima da curva resposta adotada com mesma carga critica para a estrutura. Na
sequéncia a aproximacao em série de Taylor com 4 e 3 termos fornecem a melhor
aproximagao para carga critica da estrutura.

A formulagdo que emprega apenas dois termos (um eldstico e um
geométrico), possui caminho de equilibrio acima das apresentadas em série de
Taylor. A curva mais distante da resposta ¢ dada pelo elemento que desconsidera
a interagdo entre os planos e os termos de ordem elevada do tensor deformacao.

A Figura 6.66 e a Figura 6.67 resumem os resultados encontrados para os
exemplos desenvolvidos considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e
Timoshenko, respectivamente. Conforme demonstrado nas curvas de equilibrio
elaboradas nos problemas, a formulacdo completa empregando apenas um tUnico
elemento obteve os valores mais proximos para a carga critica das estruturas com
barras discretizadas em mais elementos. Os resultados apresentados pela
formulagdo em série de Taylor com 4 componentes também sdo satisfatorios
quanto a completa ao se utilizar apenas um elemento como discretizacao.

A aproximacdo em série de Taylor com 3 termos possui resultados
intermediarios, enquanto que, as matrizes usuais demonstraram necessidade de

discretizagdo para solugdo do problema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1512806/CA

Aplicagdes Numéricas 216

Exemplo 6.1 - Carga critica de colunas

Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
Engastada e Livre (A = 2,0) 2728 2766 2.603 2.608 2.606  2.606 2.566
Biapoiada (A = 6,6) 12.608 12.608 12.296 10.429 10.171 10.150 10.150
Engastada e apoiada (A = 6,6) 34499 34.445 31.989 24.417 22.444 21.0853 21.044
Exemplo 6.2 - Carga critica de viga continua
Discretizagao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A=4,0 13.969 13.953 12.867 10.949 10.573 10.444 10.460
Exemplo 6.3 - Carga critica para portico de Roorda
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A =06,6 1.941 1940 1.881 1.512 1.432 1.396 1.340
Exemplo 6.4 - Carga critica para portico
Discretizacao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A=4,0 0.782 0.784 0.760 0.755 0.754  0.753 0.751
Exemplo 6.5 - Carga critica para portico espacial
Discretizagao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=2,0 9471 9.546 8.037 7.983 7.948 7.948 7.926
Exemplo 6.6 - Carga critica para portico espacial com cobertura em treliga
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr 4el
A=10 5.577 5569 5.554 5.507 5.501 5.500 5.488
Exemplo 6.7 - Carga critica para portico de Roorda espacial
Discretizacao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=10 19.008 24.461 20.897 15.262 14.484 14.136 13.200
Exemplo 6.8 - Carga critica para portico espacial com pilar inclinado
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr 4el
A=4,0 7.070  7.179 7.157 6.952 6.942  6.942 6.919
Exemplo 6.9 - Carga critica para portico espacial com torgao
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=10 7.488 7328 7.313 7259 7.257 @ 17.256 7.260
Exemplo 6.10 - Carga critica para portico espacial com pilares inclinados e torgao
Discretizacao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=10 7.584 7.606 7.586 7.499 7.486  7.483 7.452

Figura 6.66 — Resumo dos resultados numéricos para a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Exemplo 6.1 - Carga critica de colunas

Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
Engastada e Livre (A = 2,0) 2405 2518 2394 2348 2340 2339 2.325
Biapoiada (A = 4,0) 13.914 13.940 12.866 10.066 9.546 9.368 9.362
Engastada e apoiada (A = 4,0) 40.642 >60 38.065 22.572 19.892 17.830 17.740
Exemplo 6.2 - Carga critica de viga continua
Discretizacao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A=4,0 13.989 13.843 12.867 10.074 9.553 9.368 9.431

Exemplo 6.3 - Carga critica para portico de Roorda

Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A=4,0 2.171 2221 2.059 1374 1.252 1.182 1.083
Exemplo 6.4 - Carga critica para portico
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr Sel
A=4,0 0.653 0.671 0.656 0.646 0.643 0.643 0.642
Exemplo 6.5 - Carga critica para portico espacial
Discretizacao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=2,0 4.560 4.925 4.660 4.555 4.518 4497 4.492

Exemplo 6.6 - Carga critica para portico espacial com cobertura em treliga

Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr 4el
A=4,0 5.068 5.115 5.030 4.977 4.837 4.934 4.927
Exemplo 6.7 - Carga critica para portico de Roorda espacial
Discretizacdo 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=40 21.135 21.166 19.630 13.670 12.445 11.753 10.414

Exemplo 6.8 - Carga critica para portico espacial com pilar inclinado

Discretizagao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr 4el
A=4,0 6.182 6371 6.227 6.155 6.155 6.082 6.082
Exemplo 6.9 - Carga critica para portico espacial com torgao
Discretizago 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
El t Mast:
emento astatt 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=4,0 6.389 6.548 6374 6.367 6.367 6.341 6.341

Exemplo 6.10 - Carga critica para portico espacial com pilares inclinados e torgao

Discretizagao 1 Elemento 5 Elementos
Small Large
Elemento Mastan 2tr 2tr 3tr 4tr  complete 2tr_4el
A=06,6 7.282 7.298 7.259 7.152 7.132 7.083 7.089

Figura 6.67 — Resumo dos resultados numéricos para a teoria de flexdo de Timoshenko

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).
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Conclusao

Em virtude dos objetivos definidos para este trabalho, da revisdo
bibliografica, dos exemplos apresentados e dos argumentos defendidos, ao
término deste estudo, ¢ possivel apontar importantes conclusdes sobre as
formulacdes desenvolvidas, sua eficiéncia e influéncia nos resultados da resposta
ndo linear de estruturas de barras espaciais. Este capitulo sintetiza estas
conclusdes e consideracdes, como também apresenta sugestdes para trabalhos

futuros e desdobramentos sobre a abordagem proposta.

71
Consideragoes Finais

Com vistas a atender ao objetivo principal delineado para este estudo, qual
seja, o desenvolvimento de uma matriz de rigidez tangente tridimensional, por
meio das fungdes de interpolacdo, considerando a carga axial presente no
elemento, a deformagdo por cisalhamento e os termos de ordem elevada do tensor
deformagdo, o presente trabalho apresentou uma formulacdo unificada para
integrar as solugdes do problema de ndo linearidade geométrica, para grandes
deslocamentos e rotagdes, objetivando reduzir a influéncia da discretizagao da
estrutura na resposta numérica.

A formulacao apresentada considera tanto a nao linearidade geométrica em
nivel de elemento, ao empregar uma descri¢do cinematica Lagrangeana atualizada
em conjunto com termos de ordem elevada do tensor deformagdo, como também a
nao linearidade em nivel infinitesimal, com fun¢des de interpolagdo que levam em
conta a carga axial do elemento, obtidas diretamente da solu¢do da equacao
diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal deformado. A formulacao
ainda emprega as teorias de flexdo de Euler-Bernoulli e Timoshenko e utiliza

metodologias para solugdo de sistemas ndo lineares.
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O elemento desenvolvido consiste na matriz de rigidez tangente e nas cargas
equivalentes nodais, ambas obtidas a partir das fungdes de forma “completas”.
Esta matriz de rigidez foi construida para estruturas espaciais, com a influéncia
dos planos de flexdo, a interagdo entre tor¢ao e carga axial e também as rotagdes
finitas. A formulagdo desenvolvida foi expandida em série de Taylor,
considerando 3 e 4 termos, aprimorando a matriz de rigidez tangente para ambas

as teorias que possuem apenas 2 termos (uma parcela eldstica e uma geométrica).

Neste trabalho, também foi construida a matriz de rigidez tangente,
considerando grandes deslocamentos e rotacdes para a teoria de flexdao de
Timoshenko, correspondente a usual de Euler-Bernoulli. A matriz em referéncia
também poderia ser obtida pela expansdo em série de Taylor de 2 termos.
Entretanto, foi desenvolvida a partir de uma descricdo Lagrangeana atualizada,
utilizando-se os termos de ordem elevada no tensor deformagdo, com o emprego
de fungdes de forma cubicas, obtidas da solugcdo da equacgdo diferencial do
equilibrio de um elemento indeformado, de forma similar a obtida para a teoria de
flexdo de Euler-Bernoulli.

Esse elemento, com grandes rotagdes e deslocamentos, a teoria de flexao de
Timoshenko e as fungdes de interpolagcdo cubicas, pode ser escrito sem nenhum
termo adicional ou grau de liberdade a mais, pois a matriz de rigidez ¢ obtida das
fungdes de interpolacdo, originadas da solugdo da equacdo diferencial do
problema.

Esse elemento desenvolvido foi, entdo, o primeiro a ser avaliado em
diferentes aplicagdes numéricas, tanto para estruturas planas, como para estruturas
espaciais, de maneira a avaliar a influéncia da teoria de flexao e a consideragao de
termos de ordem elevada no tensor deformagdo para a resposta ndo linear da
estrutura. Inicialmente foram analisadas colunas isoladas com diferentes
condi¢des de contorno. Na sequéncia, analisou-se uma viga-coluna continua, um
portico de Roorda e um portico plano com trés barras. Em todos esses exemplos,
variou-se a se¢ao transversal da estrutura, de maneira a alterar o seu indice de
esbeltez.

De modo semelhante, avaliou-se essa formulagdo para estruturas espaciais,
um portico espacial de um pavimento, um com cobertura trelicada, um poértico

espacial com trés barras, uma em cada eixo, € um portico com barras inclinadas.
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Em seguida, os exemplos exploraram o efeito de tor¢do, aplicando um
carregamento diferente no poértico espacial de um pavimento e inserindo uma
assimetria no portico espacial com barras inclinadas, gerando, assim, rotagdo
nessas estruturas.

Os exemplos apresentados ilustraram claramente que o elemento
desenvolvido conseguiu prever de maneira satisfatoria a carga critica de estruturas
planas e espaciais, considerando a teoria de flexdo de Timsohenko. Pode-se
observar que a consideragdo dessa teoria de flexao reduz de forma consideravel a
carga critica para estruturas com baixo indice de esbeltez. Também se pode
concluir que o emprego dos termos de ordem elevada do tensor deformacgdo
também reduz essa carga critica, a medida que o indice de esbeltez ¢ reduzido.

Na sequéncia, para os mesmos exemplos, avaliou-se a formulacao completa
e as expansdes em série de Taylor com 3 e 4 termos. Para esta verificacao,
empregou-se a menor discretizagdo possivel, qual seja, um elemento por barra.
Em cada uma dessas aplicagdes numéricas, primeiro verificou-se as formulagoes,
considerando a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli e, em seguida, a teoria de
Timoshenko.

Em todas as verificagdes que consideraram a teoria de Euler-Bernoulli,
pode-se comprovar que a formulagcdo completa conseguiu prever, utilizando uma
discretizagdo minima, a carga critica das estruturas, de forma satisfatoria, para alto
indice de esbeltez, obtendo, assim, um resultado bem melhor do que ao se
empregar as formulagdes usuais. As aproximacgdes em série de Taylor de 4
termos, apresentaram resultados muito proximos a formulacdo completa, muitas
vezes com trajetorias de equilibrio sobrepostas, sem, contudo, apresentar a
instabilidade numérica dessa formulacao, sendo sugerida, portanto, para
implementagdes de analise ndo linear geométrica de estruturas 3-D. Em algumas
situacdes, a formulacdo completa possui dificuldades de convergéncia em razio
de problemas numéricos, como divisdes de zero por zero, € ndo somente para o
inicio dos passos de carga do problema nao linear, pois, mesmo para cargas
maiores, alguns elementos poderiam estar descarregados, gerando essa
instabilidade.

A formulagdo com expansdo em série de Taylor com 3 termos possui

resultados intermediarios entre a formulacdo completa e as usuais, entretanto,
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sempre com resultados melhores que as convencionais, a0 se empregar uma
discretizagdo minima da estrutura.

Resultados similares aos encontrados a partir da teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli foram obtidos para a teoria de flexao de Timoshenko. Contudo, a teoria
de Euler-Bernoulli ndo descreve bem os problemas com baixo indice de esbeltez,
sendo indicado, neste caso, o emprego da teoria de Timoshenko.

A formulagdo “completa” baseado na teoria de flexdo de Timoshenko
apresentou, de maneira precisa, os resultados para a previsao da carga critica dos
exemplos desenvolvidos, com uma discretizacio minima da estrutura. Na
sequéncia, os melhores resultados, muito semelhantes & formulagdo “completa”,
quase sobrepondo as trajetorias de equilibrio, foram obtidos pela formulagao que
emprega aproximagdo em série de Taylor de 4 termos, sem a instabilidade
numérica, sendo, portanto, sugerida para implementacdes de analise ndo linear
geométrica de estruturas 3-D com baixo indice de esbeltez, ou em materiais com
elevada constante (), devido a relacao entre mddulo de rigidez ao cisalhamento
transversal e a flex3o.

A aproximacdo em série de Taylor com 3 termos, considerando a teoria de
flexdo de Timoshenko e uma discretizacdo minima da estrutura, também possui
resultados intermedidrios, entre a formulagdo completa e a desenvolvida,
empregando apenas 2 termos, entretanto, sempre com resultados melhores.

A medida que se utiliza mais elementos na discretizacio da estrutura, as
formulacdes possuem resultados sobrepostos, o que indica que as formulagoes
desenvolvidas sdo coerentes. Também, ao se considerar o alto indice de esbeltez,
as formulagdes para ambas as teorias de flexdo e com consideragdo ou nao de
termos de ordem elevada no tensor deformacdo se aproximam, visto que a
estrutura ndo sofre influéncia da teoria de flexdo e, como usualmente, os termos
de ordem elevada podem ser desprezados.

Como resultado das andlises realizadas, pode-se concluir que a formulagao
integrada desenvolvida ¢ capaz de prever o comportamento ndo linear e calcular a
carga critica de estruturas planas e espaciais, considerando grandes deslocamentos
e rotacdes, para diferentes teorias de flexdo de barras e utilizando uma
discretizagdo minima da estrutura. Mesmo em situagdes de acentuada ndo
linearidade, esta formulagdo integrada desenvolvida fornece resultados melhores

que as formulagdes usuais de nao linearidade geométrica.
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Diante disso, verificou-se, entdo, que a formulagao desenvolvida constitui
uma boa alternativa para situacdes em que a discretizagdo da estrutura precisa ser
reduzida, casos em que a formulacdo convencional ndo atenderd de maneira
satisfatoria. Também descreve situagdes em que a deformacgao por cisalhamento ¢
importante, como em estruturas com baixo indice de esbeltez e com materiais
compositos.

Entretanto, pode-se observar que, mesmo integrando as solugdes do
problema de nao linearidade geométrica, e utilizando fungdes de interpolagdo,
obtidas da solu¢do da equagao diferencial do problema, ndo foi possivel descrever
de maneira precisa a trajetdria de equilibrio da estrutura, e ndo evitando-se a total
necessidade da discretizacdo das barras, a exemplo de uma andlise linear. Isso
ocorre em razao de que, com a discretizagdo, a carga axial se altera para cada
elemento, aproximando-se mais do resultado. Ao se empregar apenas um
elemento por barra, a carga axial ¢ constante naquele elemento, reduzindo a
precisdao da resposta. Uma possivel melhora nos resultados também pode ser
obtida com introducdo de fun¢des de interpolacdo para o deslocamento axial

baseada em campos de deslocamentos consistentes.

7.2
Desenvolvimentos Futuros

Fundamentado nos estudos realizados, o presente trabalho aponta para o
desenvolvimento de futuras pesquisas que avaliem os resultados das formulagdes
apresentadas em analises ndo lineares de edificagdes usuais, para verificar sua
utilizacdo em projetos de estruturas, sem a necessidade de discretizacdo das barras
e com métodos simplificados para analise ndo linear geométrica como o método
dos dois ciclos iterativos (two-cycle).

Outra sugestdo que este trabalho indica ¢ a expansdo das formulacodes,
desenvolvendo elemento apoiado em bases eldsticas, para andlises de interacdo
solo-estrutura.  Seguindo racicionio semelhante, sugere-se, ainda, o
desenvolvimento de elementos com ligacdes semirrigidas, ou seja, extremidades
com molas longitudinais e rotacionais. Considerar a imperfeicdo geométrica para

o calculo da capacidade de carga das colunas.
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Expandir a formulagdo para barras com secdes variaveis, assimétricas,
paredes finas e elementos com tor¢cdo ndo uniforme. Adaptar os elementos
desenvolvidos para uma formulag@o corrotacional na expectativa de aperfeigoar a
resposta da estrutura, inclusive no estado pos-critico.

Utilizar o desenvolvimento apresentado para outras teorias de flexao, como
a teoria de Timoshenko alternativa, ou teorias refinadas ou de alta ordem.

Empregar func¢des de interpolagdo consistentes para o deslocamento axial e
para a rotagdo em torno do eixo axial do elemento, tendo em vista que, neste
trabalho, essas fungdes foram apenas lineares.

Por fim, a implementac¢do das matrizes com aproximacao em série de Taylor
no Ftool, por ndo apresentarem instabilidade numérica e fornecerem bons

resultados para analises com discretizacao reduzida da estrutura.
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Apéndice A
Fungoes de Forma para Elementos Rotulados:
Comportamento a Flexao

Para elementos articulados, as fun¢des de forma desenvolvidas no trabalho
se alteram. A Figura A.1 mostra a interpolagdo de deslocamentos realizada em
uma barra rotulada (rétula na extremidade inicial). A deducdo das fungdes de
forma ¢ realizada com a mesma metodologia utilizada no capitulo 3, entretanto,
para se levar em consideracdo a presenga da articulagdo em uma das extremidades

do elemento também se utiliza a solu¢do homogénea para momentos fletores.

Figura A.1 — Interpolacdo de deslocamentos para barra articulada

Fonte: Adaptada de Martha (2018).

A1
Fungoes de Forma Segundo a Teoria de Euler-Bernoulli para
Elemento na Configuragao Indeformada (Rétula na Esquerda)
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A.2
Funcgoes de Forma Segundo a Teoria de Euler-Bernoulli para
Elemento na Configuragao Indeformada (Rétula na Direita)
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A3
Funcdes de Forma Segundo a Teoria de Timoshenko para Elemento
na Configuragao Indeformada (Rétula na Esquerda)
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6L'Q+3L —x’)
20 (3Q2+1)

)c(L2 —xz)
2I2(3Q+1)

M=
Ny()=-

3L -x7)

N (x) = _M N(x)=—
’ i 20(3Q+1)

21 (3Q+1)

61°Q— I +3x°

N == P e

A4

233

Fungoes de Forma Segundo a Teoria de Timoshenko para Elemento

na Configuragao Indeformada (Rétula na Direita)

x? x3
vo(x) = ¢ +cx + €3 + ¢y <~ L*Qx

xZ
0n,(x) =cy, +c3x + c47

M) dop(x)

£l dx = (3 + C4x
2 3
1 x % %—L2Qx
vO(x) g; xz
0(x) ; = [X].{c}, {C}= Cs , X=[0 1 «x >
M) Cy 00 1 x
10 0 0
dy) ”0((0)) Y o1 o 0
d! 0(0
d, = 3 = = 2 3 .
ey d i vo(L) } 10 L Lopg
0 M(L)/EI 2 6
0 0 1 L

- [H].{C} = {d'}

{1;0(%)} = [X].[H]7".{d"} = [N] = [X].[H]™*
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(L-x)(2Lx+6L'Q+2L )
20 (3Q+1)

Ny(x) =

)c(ZL2 —3Lx+x* )

N )= p o

x(6QL2 +3Lx—x2)
20(3Q+1)

Ns (x) =

3x(2L - x)

M= o)

6L’ Q—6Lx+2L" +3x°
2I(3Q+1)

Ny (%)=

3x(2L —x)

730 Gan)

A.5

Funcoes de Forma Segundo a Teoria de Euler-Bernoulli para

Elemento na Configuragao Deformada (Rétula na Esquerda)

Tracgao:
v (x) = ¢;sinh(ux) + cycosh(ux) + c3x + ¢y
0, (x) = cyucosh(ux) + cyusinh(ux) + c5
ME([x) = d@c,}ix) = C, p’ cosh (px)+ C,p* sinh ( px)

vo (%) g; sinh (ux) cosh (zx)
0(x) ¢ =[X].{C}, {C}= ca(r X= pcosh(ux)  usinh(ux)
M(x) Cq p?sinh(ux) w4’ cosh(pux)

" 20 (0) 0 1 01
(@) = 0 _)M©/EI| _ 0 1 00|

ds vo(L) sinh(Lyu) cosh(Lu) L 1

de 6(L) pcosh(Ly) usinh(Lu) 1 0

- [H].{C} = {d'}
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{1;0(%)} = [X].[H]™".{d"} = [N] = [X].[H]™*

sinh (L) —sinh ( gx)—Lucosh(L )+ pxcosh (L )

N (x) =
(%) sinh (L)~ Lucosh(L )
N () = sinh (zx) — pxcosh (L)
sinh (L) —Lucosh(Lu)
Lsinh ( gx)—xsinh( L
;) =) xsinh( L
sinh (L) — Lucosh(Lu)
() = ,u'(cosh(L,u —cosh (ux))
sinh (L u)—Lpcosh (L)
N ()= — (cosh(L,u) cosh(,ux))
sinh (L)~ Lucosh (L)
N = s'mh(L,u) — L picosh ( px)
sinh (L)~ Lpcosh (L)
Compressao:

v (x) = ¢isin(ux) + cycos(ux) + c3x + ¢y

0, (x) = cyucos(ux) — cyusenh(ux) + c3

ME(IX - di}}iﬂ = =Cyp* cos(ux) = C g sin (px)

(%) g; sin (ux) cos(px) x 1
0(x) ¢ = [X].{C}, {C} =1, X=| wcos(ux) —psin(ux) 1 0
M(x) Ca —p’sin(ux) —u’cos(ux) 0 0
d, v0(0) 0 1 0 1) fa
, 0 M(0)/EI 0 —i’ 0 0| e
{d}_{ds} { vo (L) } sin(Lu)  cos(Lu) L 1] |c
dg (L) pcos(Lu) —psin(Lu) 1 0) e,

- [H].{C} = {d'}

{1;0(%)} = [X].[H]7".{d"} = [N] = [X].[H]™*
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sin(L ) —sin( zox) — L pcos (L) + prxcos (L)

M ()= sin(Lp)—Lpcos(Ly)

sin ( pex)— prxcos (L)

Ns()= sin (L) — Lucos(Lu)

v Lsin(ux)—xsin(Lu)
Ne(x) = sin (L) —Lyucos(Ly)
N () = ,u(cos(L,u)—cos(,ux))

S sin(L,u)—L,ucos(L,u)
N7 () = - ,u(cos(L,u)—cos(,ux))

T sin (L)~ Lpcos (L)
N ()= sin(Lu)— Lucos( ux)

sin (L)~ Lyucos(Lu)

A.6
Fungoes de Forma Segundo a Teoria de Euler-Bernoulli para
Elemento na Configuragao Deformada (Rétula na Direita)

Tragao:
v (x) = ¢;sinh(ux) + cycosh(ux) + c3x + ¢y
0 (x) = cyucosh(ux) + cyusinh(ux) + c5

M(x)_d@h(x)_
El  dx

C, p* cosh (px)+C, p* sinh (ux)

M(x)

Cy p’sinh(ux)  u’cosh(ux)
d) v, (0) 0 1 01
di vo (L) sinh(Lu) cosh(Lu) L 1
0 M(L)/EI p’sinh(Lu) pcosh(Ly) 0 0

- [H].{C} = {d'}

vo(x) gl sinh (4x) cosh(ux) x 1
{9(96) } = [X].{c}, {C}= {62} X =| ucosh(ux) usinh(ux) 1 0
00

236
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{1;0(%)} = [X].[H]™".{d"} = [N] = [X].[H]™*

sinh (,u(L - x)) — Lucosh (L )+ puxcosh(Lu)

M ()= sinh (L)~ L pcosh (L)
N ) xsinh (L,Lz)—Lsinh(Ly)+Lsinh(,Lt(L—x))
5 (%)= sinh (L )~ L pcosh (L 1)
N ) sinh(y(L—x))—sinh(Ly)+/chosh(L,u)
(1) =~ sinh (L)~ L ucosh (L)
N u(cosh(L/J)—cosh(/J(L—x)))
()= sinh (L z)— L pcosh (L )
oo sinh (L)~ Lucosh (u(L—x))
Ny (@)= sinh (L)~ L ucosh (L)
N y(cosh(L/J)—cosh(,u L—x)))
s () == sinh (L) — Lucosh (L)
Compressao

v (x) = ¢isin(ux) + cycos(ux) + c3x + ¢y
0, (x) = cyucos(ux) — cyusenh(ux) + c3

M(x) do,(x)
EI  dx

vo(x) gl sin (ux) cos(ux) x 1
0(x) = [X].{c}, {C}= c; , X=| pcos(ux) —wsin(ux) 1 0
M(x) 00

—C, pi* cos(ux)—C, g’ sin (px)

Cq —p’sin(pux) —p’cos(pux)
d} 10(0) 0 1 0 1) (e,
d. vo (L) sin(Lu) cos(Ly) L 1] ¢,
0 kM(L)/EI —u’sin(Ly) —uPcos(Lu) 0 0) [c4

- [H].{C} = {d'}

ol = [x1. (41 (@) = [N = [X]. (W]
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sin(,u(L - x)) — Lucos( L)+ pxcos(Lu)

M= sin (L)~ Lucos (L)

N (x)= XSi“(L”S)i; (LLS;)(—LZZ;?Z ff)t(L —x))
N} (x) =~ Sin(ﬂ(LS . )E)L),;)Si—n L(fl/;lo):( zt;;os(Lu)
= (i)
il Lre)
(i) cs(u(2 )

sin (L)~ Lucos(Lu)

A7

238

Fungoes de Forma Segundo a Teoria de Timoshenko para Elemento

na Configuragao Deformada (Rétula na Esquerda)

Tragao:

v,(x) = (1 — QL?A?)[cysinh(Ax) + c,cosh(Ax)] + c3x + ¢4

0y, (x) = Alc;cosh(Ax) + c,senh(Ax)] + c5

M(x)_d@h(x)_
El  dx

vo(x) g;
0(x) ¢ = [X].{C}, {C}=1c;p
M(x) Ca

A(C,Acosh(Ax)+C, Asinh(Ax))

—sinh(Ax)(I’A’Q-1) —cosh(Ax)(I’A’Q-1) x 1| |
Acosh(Ax) Asinh(Ax) 1 0| 22
A’sinh(Ax) A?cosh(Ax) 00 03

4
d; ( v0(0) \
n_ )0 _ M(0)/EI _
= ds _{ vo (L) }_

dg o(L)
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0 1-IPA’Q 0 1) (¢

0 A? 0 0f|c,
~sinh(LA)(2A*Q-1) —cosh(LA)(ZA’Q-1) L 1] ]e
Acosh(LA) Asinh(LA) 1 0) (%

- [H].{C} = {d'}

(o0 = [x1. M1 ) = V] = [X]. [

239

sinh(LA)—sinh(Ax)—LAcosh(LA)+ Axcosh(LA)—L* A*Qsinh (LA)+ L* A*Qsinh (Ax)

Ny(x)=— . 22 ye;
LAcosh(LA)—sinh(LA)+L*AQsinh(LA)
N () Axcosh(LA)—sinh(Ax)+LZAZQsinh(Ax)
xX)=
> LAcosh(LA)-sinh(LA)+I>A*>Qsinh(LA)
(22 A% Q@ —1)(Lsinh (Ax) - xsinh (LA))
Ng(x)=-
¢%) LAcosh(LA)—sinh(LA)+I*A>Qsinh(LA)
N () A(cosh(LA)—cosh(Ax))
)= —
? LAcosh(LA)—sinh(LA)+L2A2Qsinh(LA)
N (x) = A(cosh (LA)—cosh(Ax))
LAcosh(LA)-sinh(LA)+L*A*Qsinh(LA)
N () LAcosh(Ax)-sinh(LA)+L* A*Qsinh(LA)
xX)=
¢ LAcosh(LA)—sinh(LA)+L2AQQsinh(LA)
Compressao:

v(x) = (1 + QL2A*)[cysin(Ax) + cycos(Ax)] + c3x + ¢4
05, (x) = Alc;cos(Ax) — cy,sen(Ax)] + c;

M(x) _do,(x) _
El  dx

Vo (x) gl
0(x) ¢ = [X1.{C}, {C}=1ct,
M(x) Ca

A(C,Acos(Ax)+C, Asin(Ax))

sin(Ax)(QLPA%+1) cos(Ax)(QIZA>+1) x 1 zl
Acos(Ax) —Asin(Ax) 1 0] c2
—Azsin(Ax) —Azcos(Ax) 00 ;
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d; v0(0)
n_ )0 _ JM(0)/EI
W=7 ww
de o(L)
0 QL* A% +1 0 1) (c
1
0 —A? 0 0/ |c,
sin(LA)( QA% +1) cos(LA)(QEPA*+1) L 1] |
Acos(LA) —Asin(LA) 1 0/ (G

- [H].{C} = {d'}

ol — [x1. (H1. (@) = [N = [X). (W]

Ny(x) =

sin(LA)—sin(Ax)—LAcos(LA)+ Axcos(LA)+ L>A*Qsin(LA)- > A*Qsin(Ax
(LA)-sin(Ax) (LA) (LA)

sin(LA)~LAcos(LA)+L*A*Qsin(LA)

sin (Ax)—Axcos(LA)+ 2 A? Qsin(Ax)

NY(x)=
(0 sin(LA)-LAcos(LA)+ > A>Qsin(LA)
(@27 A* +1)(Lsin(Ax) - xsin (LA))
NY(x) =~
) sin(LA)—LAcos(LA)+I* A>Qsin(LA)
0. A(cos(LA)—cos(Ax))
NZ(x)_ . 242 .
sin(LA)—LAcos(LA)+ L A”Qsin(LA)
p A(cos(LA)—cos(Ax))
NS (x):_ R 2,2 .
s1n(LA)—LAcos(LA)+L A Qsm(LA)
N? () = sin(LA)-LAcos(Ax)+L* A*Qsin(LA)

sin(LA)— LAcos(LA)+ 1> A’ Qsin (LA)

A.8

240

Funcgdes de Forma Segundo a Teoria de Timoshenko para Elemento

na Configuragao Indeformada (Rétula na Direita)

Tragao:

v,(x) = (1 — QL?A®)[c;sinh(Ax) + c,cosh(Ax)] + c3x + ¢4

05, (x) = Alc;cosh(Ax) + cysenh(Ax)] + c;

M(x)_d@h(x)_
El  dx

A(C,Acosh(Ax)+C, Asinh(Ax))
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Vo (x) gl
0(x) ¢ = [X1.{C}, {C}=1ct,
M(x) Cy

—sinh(Ax)(I’A’Q-1) —cosh(Ax)(I’A’Q-1) x 1| |
Acosh(Ax) Asinh(Ax) 1 22
A’sinh(Ax) A?cosh(Ax) 0 C3

4
d J v0(0) l
d; 6(0)
dy={"3% = —
M3=10 (7 ww
o) \mu/El)
0 1-I*A*Q 0 1) (g
A 0 10|,

—sinh(LA)(I’A*>Q-1) —cosh(LA)(*A’Q-1) L 1[]c,

Azsinh(LA) Azcosh(LA) 0 0 %

- [H].{C} = {d'}

ol = [x1. (H1. () = [N = [X]. (W]
sinh (A(L - x)) — LAcosh (LA) + Axcosh(LA) —I* A’Qsinh (A(L - x))

N (x)=—
2 (%) LAcosh(LA)—sinh(LA)+L2AzQsinh(LA)

(£2 A% Q1) (xsinh (LA) - Lsinh (LA) + Lsinh (A(L - x)))

NY =
3 () LAcosh(LA)—sinh(LA)+L2 AzQsinh(LA)

M) sinh(A(L - x)) - sinh(LA) + Axcosh(LA) + L* A*Qsinh (LA) - L2 A*Qsinh (A(L - x))
5(0)=

LAcosh(LA)-sinh(LA)+L*A*Qsinh(LA)

A(cosh(LA) —cosh(A(L —x)))

Ng(x): . 2.2~
LAcosh(LA)—-sinh(LA)+L* A°Qsinh(LA)
M) LAcosh(A(L x)) s1nh(LA)+L2A Qsinh (LA)
xX)=
} LAcosh(LA)- smh(LA)+L2A Qsinh (LA)
N () = A(cosh (LA) cosh( (L—x)))
LAcosh(LA)—sinh(LA)+L* A*Qsinh(LA)
Compressao:

v, (x) = (1 + QL2A?)[c;sin(Ax) + c,cos(Ax)] + c3x + ¢4

241
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05, (x) = Alc;cos(Ax) — cy,sen(Ax)] + c;

M(x) _do,(x) _
El  dx

vo(x) g;
6(x) ¢ = [X1.{0}, (€} =1,
M(x) Cy

A(C,Acos(Ax)+C, Asin(Ax))

sin(Ax)(QL°A* +1) cos(Ax)(QLPA*+1) x 1] |
Acos(Ax) —Asin(Ax) 10[4°
2. 2 C3
—A*sin(Ax) —A?cos(Ax) 00 5
dzy [ v(0)
d} 6(0)
d’ = 3% = =
=1 i vo(L) }
0 M(L)/EI
0 QLA +1 0 1) (c
1
A 0 10| |,
)2
sin(LA)(QI?A%+1) cos(LA)(QL*A’+1) L 1| |c,
—A?sin(LA) —A?cos(LA) 0 0) (c4

- [H].{C} = {d'}

{vo (%)

ey} = XL HI ™ (d) = [N] = [X].[H]!

sin(A(L—-x))—LAcos(LA)+Axcos(LA)+L* A*Qsin(A(L - x))

N (x)=
20 sin(LA)—LAcos(LA)+ > A>Qsin(LA)

(QL2 A+ 1)(xsin(LA) —Lsin(LA)+ Lsin(A(L - x)))

Ny (x) =
3¢9 sin(LA)—LAcos(LA)+L* A>Qsin(LA)

M) sin(A(L —x)) -sin(LA) + Axcos(LA) — L* A*Qsin(LA) + L* A* Qsin (A(L - x))
sW)=-

sin(LA) - LAcos(LA)+ L*A*Qsin(LA)

A(cos(LA) —cos(A(L —x)))
sin(LA)—LAcos(LA)+L* A*Qsin(LA)

Ny (x)=

Ng( ) sin(LA)—LAcos(A(L—x))+L2AZQsin(LA)
xX) =
: sin(LA)—LAcos(LA)+L2AzQsin(LA)

A(cos(LA) —cos(A(L —x)))
sin(LA)—LAcos(LA)+L* A*Qsin(LA)

N¢ (x)=

242
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B.1
Matriz de Rigidez Geométrica Local com Fun¢oes de Forma Cubicas: Planos Indepedentes (EBBT_Large)
p 0 0 — % _ Ma _ E 0 0 _ % _ M,
1 L L L L L
. 6P N 12PI, 0 0 P 6Pl 0 6P 12PI, 0 0 P N 6PI,
5L AL 10 AL? 5L AL 10 AL?
. 0 6P  12PI, _ P 6PI, 0 0 0 _ 6P 12PI, _ P 6PI, 0
5L AL? 10 AL? 5L AL? 10 Al?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My, 0 L % 2PL | 4PL 0 My, 0 P % 2Pl _PL 0
1 10 AL 15 AL L 10 AL AL 30
M, P N 6PI, 0 0 2PL N 4PI, My, _P 6P 0 0 2P, PL
7L 10 AL? 15 AL L 10 AL? AL 30
P 0 0 My M P 0 0 My, Mz
I L L L L L
0 _6p_12PI, 0 0 _P _6PL 0 6P | 12Pl 0 0 _P _oPL
5L AL 10 AL? 5L AL? 10 AL?
. 0 6P 12PI, P 6PL 0 0 0 6P 12PI, P 6PI 0
5L AL3 10~ AlL? 5L AL? 10 AL?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My, 0 _P 6P 2Ply PL 0 Myz 0 P L 6PL 2PL | 4Pl 0
L 10 Al? AL 30 L 10 AlL? 15 AL
My, P OPL 0 0 2pl, _PL Mz L 0 0 2PL | 4Pl
L 10 AL? AL 30 L 10 AL 15 AL
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B.2
Matriz de Rigidez Geométrica Local com Fun¢oes de Forma Cubicas: Interagao Tor¢gao com Carga Axial (EBBT_Large)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 % @ 0 0 0 0 @ _@ 0
L L L L
0 0 0 ML“ 0 Msz 0 0 0 % 0 _%
My, M JeP Mz Mz My, My, 0 My, My _JeP My Mg Myr | My
0 L L AL 6 ' 6 6 6 L L AL 6 6 6 6
0 0 My MMy 0 0 0 0 M %4_@ M 0
L 6 6 L 6 ' 6 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 M _Me 0 0 0 0 My Me 0
L L L L
0 0 0 M 0 My 0 0 0 _M, 0 My,
L L L L
My, Mz _JeP My M My My 0 My M, JeP M | Mz My, My,
0 L L AL 6 6 6 ' 6 L L AL 6 ' 6 6 6
0 0 _% %4_@ % 0 0 0 % _%_@ 0 0
L 6 6 2 L 6 6
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B.3
Matriz de Rigidez Geométrica Local Final com Funcdes de Forma Cubicas (EBBT_Large)
P 0 0 0 M M _P 0 0 0 _My _ Mz
I L L L L L
o | PRk 0 My My L P I 0 My M P 6P
5L AL L L 10 AL 5L AL L L 10 ' AL
. 0 6p  12P1 M,, _ P 6P, M, o 0 _ 6P 12PI, M, _ P 6Pl My,
5L AL L 10 AlL? L 5L AL3 L 10 AL? L
My Mg i Moy Mo My My, 0 Wy, My TP [ Ma Mn | M My
0 L L AL 6 3 3 6 L L AL 6 6 6 6
M, M., _ P 6P, My My 2PL 4P, o My, My, P 6PL My My, 2PI, PL My,
I L 10 AL? 6 3 15 AL L L 10 AL? 6 6 AL 30 2
My | PSPl Mey My My 0 2L 4L | My | P OSPL | Mg | Mu My | Mg 2pl, _PL
T 10 ' AL? L 3 6 15 AL L 10 AL L 6 ' 6 2 AL~ 30
p 0 0 0 & Ma _ 0 0 0 & M,
-1 L L L L L
~ 6P _12P], o My, My, ~ P 6P, 0 6P T2PI, 0 My, M, ~ P 6P
0 5L AL? L L 10 AL2 5L AL L L 10 AL2
o ~ 6P _12PI, My, P 6Pl My, o 0 6P T2PI, My P_6PI, M,
0 5L AL L 10 ' AL? L 5L AL L 10 ' AL? L
My, Mz _IeP _Ma _Mp My | My 0 My _Mz JpP M _ Mz My2 My
0 L L AL 6 6 6 6 L L AL 6 3 36
M, My, P 6PL, | M, Mg 2PI, PL My, My, M, P, 6PL My My 2PL 4Pl o
T L 10 AL? 6 6 AL 30 2 L L 10 " AL? 6 3 15 ' AL
M, | P OPL M My | My Mz 2Pl, PL Mp | _P _6PL Mzo My, My 0 2PL | 4PL,
m 10 ' AL? L 6 6 2 AL 30 L 10 AL? L 3 6 15 AL
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B.4
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “12 Ordem” (EBBT_Complete) - Tragao
EA 0 0 0 0 0 _E4 0 0 0 0 0
L L
3
o 12E1, (g1 C, . . . 6EL, (1,L)°C, . 12E1, (g,1)’C, o . . 6EL, (1yL)"Cy
Wyt) by Wyt) by _ Wyt) by >
¥ 12D, 1> 12D, ¥ 12D, Lz 120,
0 0 12EL, (,L)°C, o | _6EL L)C, o 0 o _12EL LG, | _ 6EL, (,L)°C, 0
L2 12Dp,° L2 12D,* L} 12D, L2 12D,*
0 0 0 % 0 0 0 0 0 _% 0 0
0 0 _ 6E1y (#ZL)3CZ 0 4E1y #ZLBZ 0 0 0 6E1y (MzL)acz 0 ZEIJ’ #ZLFZ 0
L2 12D,* L 8D, 12 12D* L 4D,?
6E1, (u,L)’C 4EI, LB, 651, (1, L)°C 2EL, 1, LF,
0 —z\yr) ¢y 0 0 0 5 0 I e A 0 0 0 L 4D
12 12D, L 8D, I3 12D, y
_EA 0 0 0 0 0 £a 0 0 0 0 0
L L 3
. 12E1, (gy1)’C, . . . 6EL (mD)'c, | 12E1, (gy1)’C, o . . _6EL (myL)"Cy
_ B yR) &y _2EL Ul by 2Bl Wyn) by >
> 12D, 1> 12D, ¥ 12D Lz 120,
o 0 _12EL L’C, [ 6E1L, (1,1)3C, o o 0 12E1, (u,L)3C, o 6EL, (1,1)3C, 0
L} 12D,° L2 12D, L} 12D,* L2 12D;*
0 0 0 _% 0 0 0 0 0 % 0
0 o _ 6EL, (,L)°C, o 2E1L, 11, LF, o o o 6EL, (u,L)°C, o 4E1, 1,LB, 0
L2 12D,* L 4D,* 1> 12D,* L 8D,°
6E1, (u,L)’C 2E1L u,LF, 651, (L)°C 4ET, i, LB,
0 WyR) ~y 0 0 0 — 0 ——ENYY Y 0 0 0 L 8D’
12 12p,° L 4D, 12 12p,° y

C, = (sinh(u,L) — p,L)(cosh(pu,L) — 1); D, = p,Lsinh(pu,L) — 2 cosh(u,L) + 2 ; C, = (sinh(u,L) — p,L)(cosh(u,L) — 1); D, = p,Lsinh(u,L) — 2 cosh(u,L) + 2

B, = (L3/4y3 - 2;1J,Lcosh(uyL)2 + Zuchosh(uyL)) + sinh(p,L)(2cosh(p,L) — 2L%p,% + L*p,cosh(u,L) — 2) ; F, = (sinh(uyL) - uchosh(uyL)) (uy?L? = 2cosh(uyL) + 2)

B, = (L*u,® — 2u,Lcosh(u,L)? + 2p,Lcosh(u,L)) + sinh(u,L) (2cosh(u,L) — 2L2p,? + L2y, *cosh(u,L) — 2) ; F, = (sinh(u,L) — p,Lcosh(u,L))(u,2L? — 2cosh(u,L) + 2)
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B.5
Matriz de Rigidez Local com Fungées de Forma Completas: “1? Ordem” (EBBT_Complete) - Compressao
E4 0 0 0 0 0 _EA 0 0 0 0 0
L L
o 12E1, (L) C, o 0 o 61, (w,L)’C, o 12E1, (L) C, o o o 61, (w,L)’C,
T3 1opn 2 12 1op 2 T3 T qop 2 12 1op 2
I3 12D, 12 12D, I3 12D, 12 12D,
0 0 12E1, (,L)3C, 0 _ 6EL, (u,L)°C, o 0 o _ 12El, (nL)’C, 0 _ 6EI, (u,L)°C, o
L} 12D, 12 12D,* L} 12D,? L2 12D,*
0 0 0 % 0 0 0 0 0 _% 0 0
0 0 _ 6E1y (#ZL)3CZ 0 4E1)’ #ZLBZ 0 0 0 6E1y (MZL)3CZ 0 ZEIJ’ #ZLFZ 0
12 12D,* L 16D,% 12 12D* L 4D,’
61, (1yL)’C, 4El, py LB, 6E, (u,L)°C, 2E1, 1, LF,
0 M) vy 0 0 0 —_— 0 i 3 i M 0 0 0 ST
12 12D, L 16D, I3 12D, L~ 4D,
_E4 0 0 0 0 0 £A 0 0 0 0 0
L - 3 L 3 3
0 _12E1L (wL)°C, 0 0 0 _6EL (wL)C, 0 12EL, (u,L)"C, 0 0 0 _6EL (1L)C,
L2 12D 12 12D, > 12D} 12 12D,
0 o _12El, (g,L)°C, 0 6EI, (,L)3C, o 0 o 12E1, (u,L)3C, 0 6E1, (u,L)3C, o
L2 12p° 2 12D/ L} 12D° 12 12D/
0 0 _ 6E1y (#ZL)3CZ 0 ZEIJ’ “ZLFZ 0 0 0 6E1y (MZL)3CZ 0 4E1)’ :uZLBZ 0
L2 12D,* L 4D,” 12 12D? L 16D,?
61 (1yL)’C, 2E1, pyLF, 6EI, (u,L)°C, 41, LB,
0 =Wy 7y 0 0 0 3 0 i 3 i 0 0 0 3
L2 12p,* L 4p, 2 120 L 16D,

) 2 ) ) 2 . ) . . )
Cy = ZSlTl(MyL/Z) (uyL — sm(uyL)) ; Dy = 4sm(uyL/2) —uyl sm(uyL) ; C, = 2sin(u,L/2)?(u,L — sin(u,L)); D, = 4sin(u,L/2)? — u,L sin(u,L)

B, =

L
B, = 2L3u,® — 2sin(2u,L) — 4u,Lsin(u,L)? + 8u,Lsin (%) + L2u,?sin(2u,L) | — sin(u,L)(4L%u,*> — 4) ; E, =

2

Ly\? Ly? Ly?
213p,® — 2sin(2pyL) — 4y Lsin(u, L) + 8w, Lsin (“%) + L2, 2sin(2p, L) | —sin(u,L)(41%1,2 — 4); F, = (Lzuyz — 4sin (’%) ) sin(u,L) + u, L <2$in (’%) - 1)

L\? Ly\?
<L2,uz2 — 4sin (%) ) sin(u,L) + p,L <Zsin (%) - 1)
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B.6
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “22 Ordem” (EBBT_Complete) - Tragao
0 Pa, + PLu,*C, o o 0 Py, PLu,*C, 0 _Pa, PLu,*C, o 0 0 Py, N PLu,C,
By = AD/ 2B,  24D,° By,  ADS 2B, 24D’
0 0 Pa, 4 Plyufzcz 0 Py, Plyﬂfzcz 0 0 0 _Pa, PlyuszZ 0 Py, p1yﬂz3zcz o
B, AD, 2, 24D, B.  AD, 2, 24D,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Mya 0 B e I LT 0 My, 0 Pr PLiC, | | P Pty .
L 2B, 24D, 4u,D,* 24D, L 2B, 24D, 2u,D,2 24D,
M | P1y PGy 0 0 0 Poy  PLiyoy | M| _PryPliy™Cy 0 0 0 Puy  PLi,¥,
L 2B, 24D,’ 4u,D,*>  24D)° L 2B,  24D,* 2u,D,* " 24D,°
_P 0 0 0 Mya Mz i 0 0 0 Myy Mz
L L L L L L
0 _Pa, PLu,%C, 0 0 0 Py, PLu,%C, 0 Pa, N PLu,*C, 0 0 0 _ Py, PLu,*C,
By  AD)? 2B, 24D’ By  AD)S} 2B, 24D’
o o _Pa, Plyuszz o Py, | PIy,uZ32(,'Z o o o Pa, Plyuszz o Py, Plyuszz o
B, AD 2B, 24D B, _AD 2B, 24D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My, Py, PLu’C, Py, | PLu,Y, My, Py, PLuC, Pp,  PLu,w,
- 0 TR T oanZ 0| o—=t—- 7z 0 — 0 YT 0| =t 7 0
L 2B, 24D 2u,D,* " 24D, L 2B, 24D 4u,D,* " 24D,
M | Pry  Plaity'Cy 0 0 0 Py Loy [, [Py PLi’C, 0 0 . Poy_ PLiyoy
L 2B, 24D,’ 2u,D,*  24D)° L 2B,  24D,* 4u,D,*  24D)°

Dy = pyLsinh(u,L) — 2 cosh(uy,L) + 2; C, = (sinh(pyL) — pyL)(cosh(uyL) — 1); @y, = 2L, + L, *cosh(pyL) — 3uysinh(uyL); By = 4 cosh(uyL) + py L% + p,2L2cosh(uy, L) — 4 pyLsenh(uy, L) — 4;

D, = u,Lsinh(u,L) — 2 cosh(u,L) + 2 ; C, = (sinh(u,L) — p,L)(cosh(u,L) — 1); a, = 2Lpu,* + Lu,?cosh(u,L) — 3u,sinh(u,L); B, = 4 cosh(u,L) + u,?L? + u,?1?cosh(u,L) — 4 p,Lsenh(u,L) — 4;

¥y = 1y?L? — 4cosh(uyL) + pyLsinh(uyL) + 4 ; v, = p,2L? — 4cosh(u,L) + p,Lsinh(u,L) + 4

py = 2sinh(2u,L) — 4 sinh(uyL) — 2,2 L3 + 4, 2L? sinh(py L) + 2 L% sinh(2u, L) + 4 pyLeosh(py L) — 4 py Leosh(2uy L) ; ny, = 2 sinh(py L) — sinh(2py L) — 64, L + 1, L3 cosh(py L) — 3,2 L% sinh(uy L) + 6 pyLeosh(uy, L)
py = 2sinh(2u,L) — 4 sinh(u,L) — 2p,3L3 + 4p,% 1% sinh(u,L) + p, %1% sinh(2u,L) + 4 p,Leosh(u,L) — 4 u,Lecosh(2u,L) ; 1, = 2 sinh(u,L) — sinh(2u,L) — 6u,L + p,3L3 cosh(u,L) — 3p,2L? sinh(u,L) + 6 u,Lcosh(u,L)

212 sinh(2p, L
wy = sinh(2uyL) — 2 sinh(u, L) + u,° L% — 2u,,%L? sinh(pu, L +w+2u Leosh(p,L) — 2 u LcoshuLz;‘l—' = (sinh(u,L) — u,Lcosh(uyL)) (uy?L? — 2cosh(u,L) + 2
y y y y y y 2 y y y y y y y y y y

212 sinh(2u,L)

w, = sinh(2u,L) — 2 sinh(u,L) + u, 313 — 2u,?1? sinh(u,L) + acd 2 + 2 p,Leosh(u,L) — 2 p,L cosh(u,L)? ; ¥, = (sinh(u,L) — p,Lcosh(u,L))(u,2L% — 2cosh(u,L) + 2)
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B.7
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “22 Ordem” (EBBT_Complete) - Compressao
P 0 0 0 _Mya Mz _P 0 0 0 My, M,
L L L L L L
0 Pa, PLu,%C, o o 0 Py, N PLu,C, 0 _Pa, PLu,*C, o o 0 Py, N PLu,*C,
B AD)? 2B, 24D’ By  AD)S} 2B,  24D,°
y
o 0 Pa, PIy,uZ3ZCZ o | _Pr_ Ply,uz32CZ o o 0 _Pa, Plyuszz o | _Pr_ PIyuZ3ZCZ 0
B, AD, 2B, 24D, B,  AD, 2B, 24D,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Myq 0 _Pr PLiCC | _Ppa | Plitso, 0 Myq o Py, PLuC, || _Pr. |, Phut, .
L 28, 24D, 4u,D,>  2AD,? L 28, 24D,? 2u,D,>  2AD,*
Mo | Pry PlityCy 0 0 0 Pry_ PLiyoy | My | _Ph_PLiyC, ) ) ) Pr,_ PLiy®,
L 2By 2AD,’ 4u,D,*  24D)° L 2B,  24D,* 2u,D,* " 24D)°
_B 0 0 0 % Mza B 0 0 0 M @
L L L L L L
Pa, PLu>C, Py, PlLuC, Pa, PLu’C, Py, PLu,’C,
0o | 2222 0 0 0 55"z | 0 e R 0 0 0 5 T oan T
By  AD, By 24D, By = AD, By 24D,
o 0 _Pa, Plyuszz o Py, Plyuszz o 0 0 Pa, Plyufz(,'z o Pr PIy,uZ32CZ o
B,  AD 2B, ' 24D B, _AD 2B, ' 24D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Myp 0 _Pr _PLESC | Pne | Pl 0 My 0 Py, PLuC, | | _Pe, PLKo, .
L 28, 2AD,* 2u,D,*>  24D," L 2B, 2AD)* 4u,D,>  2AD,*
M | Py Pl 0 0 0 Pny _ PLi%, |, [ _Pry_ PLi’C, 0 . . Poy_ PLiyoy
L 2B, 24D)° 2u,D,* " 2AD,° L 2B, 24D,° 4u,D,*  24D,°

D, = 4-sin(uyL/2)z — pyLsin(uyL) ; C, = 25in(uyL/2)2 (uyL - sin(uyL)); ay = 2Lpuy? + Lpy*cos(uyL) — 3pysin(uyL); By = puy2L? — 4 cos(pyL) + py 2L cos(uy L) — 4 pyLsen(p, L) + 4;

D, = 4sin(u,L/2)* — p,Lsin(u,L) ; C, = 2sin(u,L/2)*(u,L — sin(u,L)); @, = 2Lp,* + Lps*cos(uyL) — 3pupsin(u,L); B, = p,*L* — 4 cos(u L) + py*L?cos (L) — 4 pyLsen(u L) + 4
¥y = 1y?L? + 4cos(pyL) + pyLsin(uy,L) — 4 5 v, = u,2L? + 4cos(u,L) + p,Lsin(u,L) — 4

py = 2sin(2uyL) — 4 sin(uyL) + 2, 3L3 — 4,212 sin(u, L) — py,2L? sin(2p, L) + 4 pyLeos(py L) — 4 pyLeos(2pyL) 5 1y = 2 sin(uy L) — sin(2uy L) — 6y L — 1y, ° L% cos(py L) + 3p,2L? sin(uy L) + 6 py Leos(py L)

py = 25in(2u,L) — 4 sin(u,L) + 2p,3L3 — 4p, %1% sin(u,L) — p, %1% sin(u,L) + 4 pyLeos(u,L) — 4 u,Leos(2u,L) ; m, = 2 sin(u,L) — sin(2u,L) — 6p,L — u,3L3 cos(u,L) + 3p,2L? sin(u,L) + 6 u,Lcos(u,L)

wy = 2sin(uyL) — sin(2py L) + p, *L* — 2p,2 1% sin(uy L) +

w, = 2sin(u,L) — sin(u,L) + u,3L% — 2u,?1? sin(u,L) +

ﬂzsz sin(2pu,L)

1?12 sin(2p, L)
2

2

— 2pyLeos(uyl) + 2 py L cos(uyL)z Wy, = (sin(uyL) - uchos(uyL)) (uy?L? + 2cos(pyL) — 2)

— 2 Leos(u L) + 2 pyL cos(u L)% W, = (sin(u L) — pyLeos(u,L))(uyL? + 2cos (uL) — 2)
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251

Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: Interagdo Torgao com Carga Axial (EBBT_Complete) - Tragao

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M. M,pt,? M Moy, ?
0 0 0 - —;"’—yzw 0 0 0 My th—yzw 0
L (l‘y —H )Dy L (yy — U, )Dy
M. M, 2 M M. 2
0 0 0 za 0 _ 2xhl‘z :1’ 0 0 b 0 2xhl‘z :1’
L (1y? = #2)D, L (1y? = #2)D,
o My My P My + M), Myq Myt Myp)py My My My P _ (Mt M), (Mya + My )0,
L L AL 21,2, 2 21,7, 2 L L AL 121,29, 29,
o L Moy | 0 Moo+ M)p, _ Mi 0 _ Moles Mapity ™ 0 _ (Mo + My)g, 0 __Mup,
(1y? = 12Dy Pu,? ¢, 2 (uy? = ,?)D (1,2 — 2D, 12,2, (uy? = 1,2)D
0 0 L Moyt _ (Mya + Myb)‘/’y % _ Mplpy 0 0 Myt (Myu, + Myh)(ﬂy My, 0
(1% - ,2)D, 12,2, 2 (uy? — u?)D (1y? — 1,2)D, 12,2, (y? —1,2)D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M M,puy? M Moy,
0 0 0 e T} Y y:p 0 0 0 e Y y:p 0
L (f‘y —H )Dy L ("y —H )Dy
Mi,? I
0 0 0 _ M,, 0 szllz :l’ 0 0 _% 0 _ szllz :l’
L (2 =)D, L (2 =)D,
0 My, M, P _ (Myo + My, (Myo + My, )0, My, My JoP (M + M), My My +My)py My,
L L AL 21,2, 121,20, L L AL 1211,% ¢, 2 21,2, 2
0 Mopity* 0 (Mo + M), 0 M2  Mapp 0 (Mo + M), My 0 MLy
(12 — 12Dy L2p,%¢, (2 = 2D (2 — 12Dy [ 2 (S
0 0 Mty (Myq + My,) 0, . My, 0 0 Mty My + Mg, My, ML, 0
(uy* —1,2)D, 12,2, (y* —1,2)D (1,? - ,2)D, 2,2, 2 (,* —1,2)D

L L
[ [,uyL - 25inh(,uyL) -2 cosh(,uyL) + ,uyL(cosh(ny) + sinh(uyL) - 1)] ; oy = (cosh(uyL) + sinh(uyL) - 1); D, = sinh (%) (Zsinh (%) — pyLcosh (%))

L L L L L L L
@, = [p L — 2sinh(u,L) — 2 cosh(u,L) + u,L(cosh(u,L) + sinh(u,L) — D] ; ¢, = (cosh(u,L) + sinh(u,L) — 1); D, = sinh (%) (ZSinh (%) — u,Lcosh (%)), Y = pycosh (%) sinh (%) — pycosh (%) sinh (%)

2

Lu, Y :
D:2[4sinh[ e "] —Lg,_smh(Lg,_)J (mm{%) —L;t:sinh(L/lz)]
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[Z

[\S]

2

2 2 2 2

Ly, : Ly, Ly,
:4;1vpfsinh(L,uy)—4,ufsinh(L,uz)—4,uv3sinh(L,u),)+4,uvzy:sinh(L,uz)+8yv3cosh[ ;l) )cosh(i) sinh[ ﬂ‘]+8,ufcosh[ ;l)

2
] cosh(%)sinh(%} +ALp ]’ sinh[

Ly,
2

2
] +4Lp’ g’ sinh(

LY ’ Ly, Po(L LY
+8L,uf,ufsinh[%] sinh[%) —8,uy,ufcosh[ ;" jcosh(%) sinh[ 'u"]—S,u‘,z,u: cosh[ #‘] cosh(L’uZ )sinh(ij—L;tvyfsinh(Lﬂv)sinh(L,uz)—L/t):’ U sinh(Lyv)sinh(Ly:)

Ly Y 2 L Y 2 : Lu ¥ > L Y
? —4;:f[L2 yf[zsinh[ ;’J —2smh[%) ]—8sinh( ;j sinh(%j +4L/zysinh(m)smh(%j ]+8ufsinh[ ; *J smh(%j —4L,uf,uzsinh(Lﬂz)sinh[ ;’]

Ly,

2
+
Y

252
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B.9

253

Matriz de Rigidez Local com Fungées de Forma Completas: Interagao Torgcao com Carga Axial (EBBT_Complete) -

Compressao
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Mya _ Mty My, _Maony*y
0 0 0 —a (o —at)D 0 0 0 0 - (i —a)D 0
L Hy® — Uy L Hy" — Hz
Mypity? M2
0 0 0 M,, 0 _ ;bﬂz ‘é’z 0 0 0 M, 0 ;b#z lfz
L (uy? = ,?)D L (uy? = 1,2)D
0 My, Myq JoP My + M), Myq Myt My)oy My, 0 My, My P (M + M), (Myq + My,) gy
L L AL 71,9, 2 21,2, 2 L L AL 21,4, Pu29,
| Mttty o (Mo + Ma)p, Mo 0 M 0 Moty "ty 0 My + M), 0 __ Mo,
(2 = 12D 2p,’¢, 2 (2 = 12D (1,2 — 12D 2ue, (2 = 2D
0 | Mup?P, | (Myot Myp)oy My __ Mue 0 0 0 Mt (Myq + My )0, M0z 0
(2 —1,2)D a2, 2 (uy? — u,2)D (uy? = #2)D 12,2, (y? = 1,2)D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M, M.ppty” M M., 2
0 0 0 L ;"’Llfy 0 0 0 0 Myy _Zb#"z’y 0
L (H;v —H )D L (H;v —H )D
M, M1, M M., 12
0 0 0 M 0 ;LZ“Z’Z 0 0 0 My 0 B :Lzlfz
L (H;v —Hz )D L (ﬂy —H )D
0 My, My, P (Mo + M), (Mya + My )0y 0 My, My, P My + M), My _(Mya + M)y My
L L AL [ Prp, L L AL [ 2 Pr2p, 2
Myt "y, 0 _ My + M), 0 Merpa 0 |- Mantty*hy 0 (Mo + MZ”)_WZ _ Mz 0 o1
(12— 12)D i, (w? —w2)D (1y? — 1D [ 2 (w? = 12)D
0 Moppts ", (Mya + My) oy __ Mo, 0 0 0 Mt _ (Mya + M)y n My, Mp 1 0
(12 — 2D [ (2 = 12D (12 — 2D [ 2 (12 — 2D

@y = [4cos(uyL) — 1, ?L% — py?LPcos(uy L) + 4 pyLsin(uyL) — 4]; ¢y = (2 cos(uyL) + pyLsin(p, L) — 2)
@, = [4cos(u L) — uAL? — p,*L?cos(u,L) + 4 p Lsin(u,L) — 4] 5 ¢, = (2 cos(u L) + p Lsin(u,L) - 2)

Lu, Y ’
D_{4sin( :‘] L,u}sin(L,u‘,)J(%in(Lé‘;j 7Lﬂzsin(Lyz)]
L Y Lu
—Lu? 4usi y
5 ]] m[ﬂ_ sm[ >

v, =u’ [4/1‘, sin (L/Jv )sin (L;l

—4,uzsin(L,uz)sin[

H,

2 2 2
L
sin {L—‘uj —4u°sin #y
2 : 2

]- e, sin(L,u),)sin(Ly:)
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2

2 2 2 2
Ly, Lu,
. —,u2{4;1‘,sin(ka,)sin[L2ﬂ:] -4y sin(Lyz)sin( :’] J+L,u~z{4,u)z sin[ ;l"j sin[%) 74y}zsin[%j +/1‘,,uzsin(L,u‘,)sin(Ly)J

2 2 2

P > 2 2
Lu Lu L
L[4,uy35in(Lyy)sin[L;Z) +4,ufsin(Luz)sin[%] —4/1),;lzzsin(Ly‘,)sin(L§lz] —4;1),2,uzsin(Luz)sin[%j +4Lyy2,uzzsin[%] +4Lyy2,uzzsin( a

2
L » o (L,
—8Lp" g sin| —=
2) A (2)

2

sin(

Ly,

2

254

2
) ] r ,uy;zzsin(L,uy)sin(L,uz)(ﬂy2 +yzz)

a= 2

. Lu 2 . 2 Lu 2 2 2 . Lu 2 2 Lu 2
o, —ﬂZZ[zMZ[Esin[;‘J 7L“sin(%) ]8 sin[%} sin[%j +4L y),sin(Lﬂv)sin[%) J+8py“sin[§‘j sin(%) —4L yyzﬂzsin(L,uZ)sin[%J

2
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B.10
Matriz de Rigidez Local com Aproximagao em Série de Taylor (EBBT_2tr; EBBT_3tr e EBBT_4tr)

255

P P y
L My, M, L M,, _Ma
A 0 0 0 -z - N 0 0 0 2 1
T T
M,, +p(= LM,, _sz +p LM,,
L 60E1, 12El, L 60E, 6EI 6, 1
12E1, 6 121, N 6E, (612 L1 ) - oM, L p (_22 _)
=P (5t ) +Pr [RRAVIZART 6, 12I, B e I B ALZ 10
L 2520(E1,) , I -Plgrtan 2520(EL) +P ( )
oL \ e
+P ( 700Elz) " L*M,, P ( 1400E1, p ( L ) N 13M,, iil—OOElz -
LI M 8400E2,] 1t 121 700ET, M B8400E?1, I o
+( 21000 * 7004 0 == v 72000 * 14004 0 ;L 0 - i +p3 [ 42000 _ 14004
0 +P L L°M. H P3| 2 Py L I’M. (E1)?
(EL)? _p3 e (EL)? 4 p3( _ 21000 " 7004 3 x2 2
100800(E1L,)* (EL)? 100800(E1,)*
L3 ISM 7 14 I5M Y L*
_ __ 2 L 5 P B ~ G3000(EL)2
31500(E1,)* 756000E3L,1,7 63000(EL)? sk 756000531, 1,2 63000(ET,)
M, 31500(EL,)? s,
o e
302400531y212> 302400531y212>
My, (Lsz) 12EI 6E1, —MXZ P(LMXZ)
_ , | oL
12E1 6 121 _OBL (8 1 L 60, T 5 L = N6OEL
Y4 P(—+ V) 2 A2 10 13M 61, 1 2 L’M,,
=Pt - ppr(EMa p(f 12 G2+ PRIGAL
) L s 2520(EL,)? szt an 41z 10 ; g
P\~ 7001 14001, L*M,, S L pr(—— _ LMo
, . 2 g M 1] T400E] + 2
Bl M, L Pl Tggope, 700EL, M, R B400E21,
0 . [ 21000 T 7004 + p3| —42000 " 14004 M 0 0 3 L, L y 5 L3M,,
0 + pa( 21000 7004 L 2 s 2 w1505+ 700 L 72000 " 14004 *+P*(To0s00(Eiy®
(E1,) (EL,) P*{ To0800CzL)> + p»( 21000 * 7004 i ps | —42000 " 14004 100800(ET,)?
M, (EL,) (£1,) L LMy
L3 4 y 2 —
-— +L7 756000E31,%1, I . 7560205% I,
31500(E1,) 63000(E1,)° 5M,, — PR b EMe
+ 30240057117 31500(E1) 63000(EL,) 302400E°1, 1,7
Vs
My _ My My, M,, _ Mz _ M, Myq + M
6 3 e 6 6 6 6
3 6
(- E ) | (B0 + iy) (FGharita)) | 4 p (_M>
My Moo Gl , JoP S0 Se0sl: 0 Myo Mg Gl P o O )
0 e L T+E +P2< 2a + Z_"Z> 4+ p2 _L4(Mya+Myb) L L L AL P2<—7za+ sz +P2( 151;{:)(51 gz )
15120(E1,) 15120(EI,)? 15120(E1,) L5(M. m )
+
o LM+ M)\ |y (L (Mya + My,) (LM + M)\ 4 ps (= va T Hye)
[l 3 [P 3 P3| 604800(E1,)?
604800(EL,) 604800(E1,) 604800(EL,)
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MJ(Z
2
b ( 2M,,
120E,
2 2 y
My, LMy, LMy LM 2h,
. P\~ %08 120EI,  120EI, +
v 4EI, (2L+ 41y) 1M, 6EL, (6l 1 2EI, (21, L 120EL)
3 _— —_—4 — 2 —_— " A—
o[ LM My My L 15 4L +P (m & (AL2 10) My My L (AL 30 2 (_L Msz
2520(El,,) 6 3 . 1113 M, . L? 6 6 P2 1313 5040E21,
M, L p LMo + M) 6300E1, - W) 1400EI, LMy + Myp) 12600E1, + L'M,,
+ 5200E2LL 360E1, s 111, Lom © L 360EI, ur 504021,
M v . 9000 * 63004 L - T 42000 * 74004 4 126000 * 12{ LM
L Xya My, LMo + M) AL e v (2016005‘3123 PR b LM+ Myl P D YeaoomT )
L P 15120(E1,)* (£1,) 1M, (£1,) 15120(EL,) (1) ¥z
100800(El,,) . 4 S - - . v L M,
LM, _ LMy + M) s 201605()E31y Lt p3 LMo + M) 1115 201600E31,°
+ 75600053112 604800(EL,)")| —————z L°My, — 604800(EL)* ) +————— 6
756000E1, 1 (&5) 13500(E1,)* + TR 63000(E1)" (&5) 189000(E1,)* _ M
Y 1008000E31 1, y y + .
L*M,, pviing 201600E31,
* 30240081,71 - L) LMy,
y ‘z 3 2 —_x
1008000E31,1, 201
+L>
432000E31,1,°
M,
2
p LM
LMy, My 120EI,
120E1,  120EI, M, ( LMXZ) | LM )
6El, 6, 1 +P2( L*M,, i 4EI, (ZL 4,12) L 360EIZ 1205124 REI, P(&—L)
=+ () Mo My SOR0E L cr(star IS TR o e W75
P L 3 6 L*M,, Lo 1P 2520(E1,)? 3 5040E2L,2 |, pe (_)
+ " 1400E1, P 12(Myq + M,,) - 5040E21,7 6300E1, + L’M,, B 12(Myq + My, + L*M,, 12600ESIZ 5
" [+ 12, 360EI, o pe LM L 118, 8400E71, I, 360E1, 5040217 121250 5+ 11236% (1)‘
272000 T4004 T —— 9000 G2004 3| —
| Lm e 4200(051 )12400A . 1AMy + My) 2016005717 ip 900(2E16)§00A pe L5M,, o (L (Myq + M,) + L*M,, ) + P (EL)?
“ 15120(E1,)? L°M,, z 100800(E1,)3 15120(El,)? 8400E21,I,
L 15(Myq + M) 201600E°1,° I M o LMyt My ps (—LEM“ o . U
— 604800(EL,)? L5M,, —_——— 756000E31, 1, 604800(EL,) 201600E71, 189000(E1,)?
63000(E1,)? z e 13500(EL)? " g s 2
1008000E31,1,% b M b M
LM, 302400E31,1,° 201600E31,°
—_ 6
1008000E°1,1,7 b Mo
432000E31,1,2
L LMa
432000E31,1,°
P P
- - M,
Mya M, L My, 0
EA 0 0 1 1 | EA 0 0 < L
L L
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M, LM, M, LM.,
L tP (60E1y © tP\"som, 6lez
12E] 6 121, 3 6EL, 6l, 1 12E1, 6 121, 3
- L3Z_P(ﬁ+AL:) e - _P(AL2+ﬁ) L3Z+P(§+AL3Z) Pt - (& i)
2520(E1,) 2 2520(E1)° AL? L210
2 2 2 —
P (70051) + LMy, +P 1400EI, +P ( 70051) 4 LMy, +P? (m
L L . My, 8400E21, I, L 2L 0 A LI, 0 M,, 8400E21, I, I 121,
21000 " 7004 — _ %2000 " 12004 » [ 21000 * 7004 -
0 |+p3| 21090 7004 3 ps| 210907004 + 14067
+ GAE L , I5M,,, i +P (EL)? + GAE L s LMy, | 4200(051 )12400
100800(EI,) 100800(EL,)
L LM, L* L2 LM,
+ x2 _ _ x2 14
31500(E1,)? * 756000831, 1,7 * 5300081, 31500(E1,)? " 756000E°1,1,7 + 63000(EL)2
) &L
L EMa L LMy
302400E31,°1, 302400E31,°1,
12E, M p(LM“) 6EI, Me (LM“)
) _ oy
E 6EL p((’l + 1) L " " \60EL, 1261, (6  12I, F oo E b
6 121 L2 ALZ 10 o LPMy A +P(§+ AL3) +P + P22
y —p?(—2 2
Pl an i X 2520(EL)? L it 10 2520(E1,)
(L 1400E1, Ly, #7700 o (~g0m) | ameer)
—_ Y.
700EL, M, L L | Y gaaome ,) . ¢, ", 130051 . 8400571, ,
o 0 B - 4+ ps | 32000 * 14004 57 s 0 . ps 21000 * 7002 - A A 5 %
P2 21000 700A (E y) +P3 (WO(EI)S (EIy)z +p3 w 100800(E1,)3
z El 5
(Ely) LM, y. L°M,,
A + a2 13 R
I L 756000E31,%1, - S T500L L 756000E°1,%,
—_ " 63000(EL)’ 5M,, (L) R b Ma )
31500(E1 o2 SLLE
(E1,) 30240053,ylzz> 63000(£1,) 302400571, 1,
Mza Mzb My, Myb M Mg Myb Mya
6 3
6
o(¥ (Mza + Mz,,) Lz(Mw +M,,) Pt M)) L, (M +My)
" u L 1P 360EI, P\~ 360rL " u 6L I 360E1, 360EI,
7] 2 _8 Bt 4 [zo _ _Haw S Jom o L (M, + M,
0 L L L AL 4o LMt M) MZ‘;) o (L My + My) L L L Lt 4o (B0t MZ‘;) +p? (— 121%(5, y'i)
15120(E1 15120(E1,)? 15120(E1 )
Y z. V. L6 M. M.
+
po (L (Mg + M) ( L5(My, + Myb)) 4 po (LMt M} 4 p2 ( 6(54g80(51y;3)>
604800(EL)’ 604800(EL,)? 604800(EL) “
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4320001:'31 1,?

b M
432000E31,1,°

+ 100800053112
1008000E31,1,

)

_ MXZ
2
p( M
2 2
M LM, 1201, M LM, P _ LMo
M p( ﬂ) M, 2 p (_ U> 120EL,  120F1,
L \eor, 6EL, (61y ! ) REL (21y L ) * 12081 ) L | S0ELy 6L, , (61y ! ) 4EI, (ZL 41y) N P2( L*M,,
_pr M 7 "\ 1o M My, L 4L 30 po (LM pr | EMe 2 412710 o Mo L 157 AL 5040£21,
2520(E1L,) Y 6 6 | pz (13 5040871, 2520(EL, )" Y 6 3 pprfo __LMw
M, 1400EI, (Lz(Mm + Mz.,)> 12600EI, 1*M,, 13M,, 1400EI, (_ (Mo + o) 6300EI, 504021,
— x= 2 3 +—_— —_ %= 2 3
* 5400E1,1, v L 360E1, ur | BEL| Fgg * 3400E°L,1, v L, 360E1, Lo 11, 1L, pr (LM
My, . 4+ ps| %2000 14004 oW+ M)\ P2 _ 126000 * 126004 el o + ps| 32000 14004 L(M,0+ M)\ 4 pe| 000 63004 3016006°T,°
L e (51,)" 15120(EL)’ (E1)* *+ 8200821, 1, - (&1)° 15120(EL)’ (En)* LMy,
100800(E1,) Y 100800(E1,) 4 T 0Te00F
y 6 M v 20160071,
15M,, I (L (Myq + M) 1 Lpif M 15M,, I Lo(M,q + M, 15 ¢
* 7560008° 1,17 604800(E1,)’) [F s 2016008°1,” * 756000617 - 2  604800(EL,) — —r
iz 63000(E )’ 4 189000(E1, )* LMy, ylz 63000(EL,) ’ 13500(E )’ 1008000E31,,1,2
b LM * 201600671, M LM
302400E31,°1, LM, 302400E31,°1, 1008000E31,1,2
432000531 L
oM
o
432000E31,1,
M,,
2
- p( LMy (LM
| 120E1, 120E1,
M p (L) + L‘“xz) My (Lsz) _ LZsz>
6EL,  (6I, 1 L 7" \6OEL, 1201,/ REL, 21, L 6EL, (6, 1 L 60EL, 120E1, AEL (E ﬂ)
2 (AL2 + 10) _pe M Mya + M spr M L (H_%) T (ﬁ E) eprEMa My Mya b KM L 154
P2 12 2520(EL,)? 5040E21,° | 1313 o 12 2520(EL)? 3 5040E212 P (_ _)
P\~ 1a00Er, LMy, (- (M "+ M)\ |, LM 12600E1, *+ £\ 120081, LMy, L p LZ(M +My,) LM, 63001,/
" L * 8400821, 1, 360E1, 5040E21,7 115 | 1313, I A * 8400821, I, 360ET, T 5040821, 7 So56+ S3eak
R 22000 * 1400 L M, e (E 000+ ) L LM ) | ps 126000 * 126004 4 ps[_Z2000* T400A| s 15, | oo E (1, o L, +p2 | 2000 763004
(L) 1008001 T5120ET)? 840021, (E1.) (ELL) 100800(EL,)° 151205)] P\ 2016007,
14 + LMy, I+ p3 ( LE(MJ,“ + Myb)) — P3( LMz 5 1115 I* + LMy, L p3 (LE(MM + Myb) L°M,, L
_— 312 - 3 201600E31 —_ _— 3] 2 3 - 3 - 2
63000(EL,)? 756(22245 L 604800(E1,) o, v " 189000(EL)? *+ 53000(EL? 7560L2?WE L, 604800(EL,) 20162:)15312 13500(E1,)?
+ X2 + X _ + x2 _ X2
—302400531y122> 201600E°1, 302400E31, 1,7 1008000E°1, 1,2
L°M,, L°M,,

Conforme explicitado ao longo do texto, a expansao da matriz de rigidez em série de Taylor pode ser utilizada das seguintes formas:

EBBT 2tr -
EBBT 3tr -
EBBT d4tr —

Emprega-se 2 Termos (termo elastico + um termo da carga axial P, até grau 1);
Emprega-se 3 Termos (termo elastico + dois termos da carga axial P, até grau 2);

Emprega-se 4 Termos (termo eléstico + trés termos da carga axial P, até grau 3);
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Matriz de Rigidez Geométrica Local com Fun¢oes de Forma Cubicas: Planos Independentes (TBT_Large)
L 0 0 _Mn _Mn P 0 0 My, Mg
L L L L L L
6P(1200,° + 200, + 1) P 6P(1200,° + 200, + 1) P
— =z - — =z
5L(120, +1)° 10(120, +1) 5.(120, +1)° 10(120, +1)
0 0 0 0 0 0
12PI, . 6P1, 12PI, . 6PI,
— — T 2 e ——— —
A13(120, +1)° A12(120, + 1) A3(120, +1)° A12(12Q, + 1)
6P(1200,% + 200, + 1) _ P 6P(120Q,% + 200, + 1) 3 P
0 0 5L(120, + 1)2 10(120, + 1)? 0 0 0 5L(12Q, + 1)?2 10120, + 1)? 0
12pP1, 6P1, 12PI, 6PI,
t o300 12 - 2 2 " A73(190 + 1)2 - 2 2
AL3(120Q, + 1)? AL?(120, + 1) AL3(12Q, + 1)? A2 (120, + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
_ p 2PL(9090,” +15Q, + 1) p PL(3600,% + 600, + 1)
My, 0 10(12Q, + 1)2 15(12Q, + 1)2 0 1 0 10120, + 1)? 300120, + 1) o
L 3 6PI, 4PL,(360,% + 60, +1) L + 6PI, | 2P1, (720, + 120, - 1)
AL2(12Q, + 1)? t———Qa AL2(12Q, + 1)2 AL(12Q, + 1)?
P 2PL(90Q,” + 150, + 1) P PL(3600,° + 600, + 1)
M, | 10(120,+1)° . . 15(120, +1)° M, 10(120, + 1)° . . 30(120, + 1)
2 2
L + 6P1, _ . 4P1,(360,° + 60, +1) | L _ 6PI, _ _2PL(720,% + 120, — 1
A(120, +1) aL(129, +1)° A (120, +1) AL(120, +1)°
_P 0 0 Mys Mn P 0 0 My, My,
L L L L L L
6P(1200,° + 200, + 1 P 6P(1200,° + 209, + 1) P
- PSS~ PSS
o 5L(120, + 1)° . o 10(120, + 1) 0 5L(120, +1)° 0 o 10(120, +1)
12PI, 6PI, 12PI, 6PI,
e ——— By — By
A3 (120, +1)° A12(120, + 1) AL(120, +1)° A12(120, +1)
6P(1200,% + 200, + 1) P 6P(120Q,% + 200, + 1) P
0 0 5L(12Q, + 1)2 10(120, + 1)2 0 0 0 50(12Q, + 1)2 10(120, + 1)2 o
12PI, 6PI, 12P1, 6PL,
A (120, 12 YRz, 712 t B z0. 1 12 Tz, T 12
AL3(120Q, + 1)? AL?(120, + 1)? ALR(12Q, + 1)? A2 (120, + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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_ P PL(3600,% + 600, + 1) p 2PL(900,% + 150, + 1)
My, o 10(120, + 1)2 30(120, +1)? o 2 0 10(12Q, + 1)2 T isazo, v D2 0
L ___ 6PL 2pPL, (720, + 120, - 1) L L 6PL , 471, (360, + 60, + 1)
AL2(120, + 1)? T AL(20, ¥ 12 AL2(120, + 1)? AL
P PL(3600,° + 600, + 1) P 2PL(900,” + 150, + 1)
M, | 10(120,+1)° . . 30(120, +1)° |y 10(120, + 1)° . . 15(120, + 1)°
L 6P1, 2PL(720,% + 120, — 1)| L 6P1,

R I——
AL2(120, + 1)

AL(120, + 1)°

A12(120, + 1)

N 4P1,(360,° + 60, + 1)

AL(120, + 1)°
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262

Matriz de Rigidez Geométrica Local com Fungoes de Forma Cubicas: Interacao Tor¢ao com Carga Axial (TBT_Large)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My, _ Ma My,  Me
0 0 0 L L(129, +1) 0 0 0 T L(129, +1) 0
0 0 My 0 L 0 0 % 0 _L
0 L L(120, + 1) L L(120, + 1)
s M1 TrP M, Mo My My M, My TP My My My My
0 L L AL 6 6 6 6 L L AL 6 6 6 6
My, 0 My Mg 0 My, (Q,-9,) M, 0 M,y M, 0 i M,,(1440,0, — 1)
0] L(120, +1 6 6 120, +1)(120, + 1) L(120, +1 6 6 2(12Q, + 1)(12Q, + 1
y y
0 M., My, My, | 6My(Q,—9,) 0 0 My My | My M,,(1440,0, - 1) 0
0 L(120, + 1) 6 6 120, + 1)(120, + 1) L(12Q, + 1) 6 6 [2(120,+1)(12Q,+ 1)
y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My, _ My, M,, M,
0 0 0 L L(120, +1) 0 0 0 L L(120, +1) 0
M M,, M, My,
0 _ Ttz X2 0 _ Mz o x2
0 0 L 0 L(120, + 1) 0 L 0 L(120, + 1)
My, M.s TP My M My Wy, My, M TiP Mo Mor My My,
0 L L AL 6 6 6 ' 6 L L AL 6 ' 6 6 6
I 0 My My 0 M, (1440,9, — 1) My, . My My . 6M,,(, - 9,)
01 L(120, +1) 6 6 2(120, +1)(120, + 1) L(12Q, +1) 6 6 (120, +1)(120, + 1)
0 My My, My, | M,,(1440,0, — 1) 0 0 My, My My, 6M,,(Q, — Q) 0
0 L(120,+1) | 6 6 | 2(120,+1)(120,+1) L(120,+1) | 6 6 | (120,+1)(122,+1)
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C.3
Matriz de Rigidez Geométrica Local Final com Fungdes de Forma Cubicas (TBT_Large)

6P(1200,% + 200, + 1) P _ 6P(1200,° +200, +1) P
S E— 2 S E— 2
o 51(120, +1)° o My, Mz 10(120, +1) 0 50(120, +1)° 0 My My, 10(120, +1)
L e, i (120, +1) L 6PL _12p L L(120, +1) 4 OPL
Ar3(120, +1)° Ar2(12q, +1)° A13(120, +1)° Arx(120, +1)°
6P(1200,” 42090, + 1) B P 6P (12090, + 209, B P
0 0 5L(12Q, + 1)? My, 100120, +1)? M, 0 0 5L(12Q, + 1)? M,, 10(12Q, + 1)? M,
L 12 L __ 6PL, 1120, + 1) | 12pPI, L ____ 6P L(12Q, + 1)
AL2(12Q, + 1)? AL (120, + 1)? AL3(12Q, + 1)? AL2(12Q, +1)?
\ s ", ToP M M M, iy, ) i, I, TP My My M, s
L L AL 6 3 3 6 L L AL 6 6 6 6
B P 2PL(900,% +15Q, + 1) P B PL(3600,% + 600, +
| My My, 100120, + 1) M, My 150120, + 1) _ 6Mu(0,-0,) M,y Mg 0020, + D7 | My M, 30120, + D2 | My(1440,0,-1)
L L(120, +1) ___ 6Pl 63 | 4PL(360, +60, +1) (120, + D20, +1D [ L L(129, +1) b OPh 6 6 | 2pL(720,° +120,—| T2(120, + 1)(120, + D)
AL?(12Q, + 1)? - —a AL2(120, + 1)* AL(120, + 1)2
P 2PL(900,% + 150, + 1) P PL(3600,% + 609, + 1)
| My 10(120, + 1)* M,, My M, | 6Mu(0,-0,) 15(120, + 1)* M, 10(120, +1)° My, My, | My, M, (1440,0, - 1) 30(120, +1)°
L 6PI, L(12Q,+ 1) 3 6 (120, +1)(120, + | | 4PL(360,° +60,+1) [L _ 6P1, L(12a, +1) 6 6 2(12, + 1)(120, +1  2PL(720,% + 120, - 1)
2 - 2 2 -
A12(120, +1) AL(120, +1)° AL2(120, +1) AL(120, +1)°
6P(1200,% + 200, + 1) _ P 6P(1200,% + 200, + 1) _ P
0 51(120, +1)° 0 My, My 10(120, + 1)* 0 sL(120, +1)° 0 My, M,, 10(120, +1)°
~ 12P1, - (129, +1) _ 6PI, . N 12PI, L L(120, +1) _ 6PI, ;
413120, + 1)° AL(120, +1) A13(120, + 1)° AL2(120, + 1)
6P(1200Q,% +20Q, + 1) P 6P(1200,* + 200, + P
0 0 5L(120, + 1)? My 100120, +1)* My 0 0 5L(12Q, + 1)? M, 100129, + 1) My,
B 12PI, L + 6PI, L(120, + 1) L 12PI, L + 6PI, L(12Q,+1)
AI3(120, + 1)? AL2(12Q, + 1)? AL3(120, + 1)? AL2(12Q, + 1)?
\ s ", TP M, Mg M, s ) i, My ToP Wy M M, iy,
L L AL 6 6 6 6 L L AL 6 3 3 6
I _PL(3600,° + 600, + 1) _ RPL(900,% + 150, + 1)
| My M 10(129, +1)? Ma M, 30(120, + 1)? Mq(1440,0,-1) My, Myz 100120, + 1) My My 15(120, + 1)? 6My2(0y — 0,)
L L(12q, + 1) _ 6PL, 6 6 | 2PL(720,°+120,-1)| 2(120,+1)(120, + 1) L L(120, +1) 6PL, 6 3 4PL(360,7 + 60, +1 (120, +1)(12Q, + 1)
2 2 = = A7 7/190 1 12 v + 2 2 H Ed Y
AL2(12Q,+ 1) AL(12Q, + 1) AL2(12Q,+ 1) AL
P PL(3609,° + 609, + 1) P 2PL(900,% + 150, + 1)
| M, 10(120, + 1)* My My My | _ M,,(1440,0, - 1) 30(120, +1)° M, 10(120, +1)° My, My, My, 6M,,(0, — Q,) 15(120, +1)°
1 R 6PI, 120, + D 5 6 2(120, + 1)(20, + 1] 2PL(720,° +120,-1) [ B 6PL, L(12Q, + 1) 36 (12, + 1)(120, +1)| , 4PL(360,° + 60, + 1)
2 - 2 -_— 3
AL2(129, +1) aL(129, +1)° A2(120, +1) AL(129, + 1)
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C4
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “12 Ordem” (TBT_Complete) - Tracao
E4 0 0 0 0 0 _EA 0 0 0 0 0
L L
3
o 12E1L (A,L)°C, . . . 6E1, (A,L)’C, . 12E1L (A,L)°C, o o . 6EL, (AyL)"C,
¥ 12D, 2 12D, TP 1207 L 12D,
121, (A,L)3C, 6E1, (A,L)3C, 12E1, (A,L)°C, 6E1, (A,L)3C, 0
0 0 o T L e 0 0 0 ——= oz | 0 | 7 o
I* 12D, I 12D, I* 12D, 2 12D,
0 0 0 % 0 0 0 0 0 _% 0 0
o o _6EL (AZL)3ZCZ o 4EL, A,LB, o o o 6EL, (A,L)? Zcz o 2EI, A,LF, 0
2 12D L 8¢, 2 12D L 8,
o 61, (A,L)’C, . . . 4E1, AyLB, o 61, (A,L)’C, . . . 2EL ML
L 12D, L 8¢, TP 1,7 L 8¢,
_EA 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0
L L ]
0 12E1, (A, L)°C, 0 0 0 6E1L (A, L)°C, o 12E1, (A,L)’C, o o . _6EL(A)L)C,
TR 12p) -2 12D,? I’ 12D,? i
12EL, (A,L)°C, 6E1, (A,L)°C, 12E1, (A,L)°C, 6E1, (A,L)°C, 0
0 0 ——= 5z | © o T 0 0 0 oz | O o T
L* 12D 212D [* 12D 2 12D
o o _6EL (AZL)3ZCZ o 2EI, A,LF, o o o 6EL, (A,L)? Zcz o 4EI, A,LB, 0
2 12D L 8¢, 2 12D L 8¢,
o 6EL (A,L)°C, . . . 2E1, AyLF, . 6EL (A,L)°C, o . . 4E1, ALBy
2 12p,? L 8¢, TP 1207 L 8¢,
LA LA LA
C, =2(sinh(LA, ) =LA, )+Q, (LA} + LA sinh(LA, )); Dy=2LAy_cosh( 2“]—4sinh[ 2"]+4L2AJ,Zstinh( ZyJ
LA

C.=2(sinh(LA.)~LA.)+Q (LA + L Asinh (LA.)); DZ=2LA_,cosh( :

2

J —4sinh (%] +4DA Q. sinh(

LA,
2
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2 2
¢, =4sinh (LA, )’ —16sinh[L;\y] +4LA sinh(LA,)+A Psinh(LA,) +4L*A *Q *sinh (LA, ) ~16L'A *Q 2 sinh[L;\"] —4LAQ sinh (LA, )-4LA cosh(LA, )sinh(LA,)+

-8LAQ sinh(LA,) +32A 70 s1nh[L j +4L'A,’Q cosh(LA, Jsinh(LA)

2
¢. =4sinh(LA,)’ —16sinh(L;\’J +4LA sinh(LA,)+L A *sinh(LA,) +4L' A Q *sinh (LA’ —16L4AZ4QZZSinh[L;\’J —4L A Q sinh(LA,)—4LA cosh(LA )sinh(LA,)+

>

(
-8L2AQ sinh(LA,) +32 A2 Q smh{Lz’j +4L A Q cosh (LA, )sinh(LA,)

> LAY
B, =LA} -2sinh(LA,)+2cosh(LA,)sinh(LA,)~LA’Q ~2LA sinh(LA,) —2L*A *sinh (LA, )+4 LA, sinh( N j +2LAQ sinh (LA, )+4L*A,*Q sinh (LA, )+’ A, cosh(LA, )sinh (LA, )
LA, ]2
+
2
2
B. =LA -2sinh(LA,)+2cosh(LA,)sinh (LA,)~ LA Q, 2 LA sinh (LA,) =2 2 A *sinh (LA, ) +4 LA, sinh (%j +2L0AQ sinh(LA,)+4L'A*Q_sinh (LA, )+L* A *cosh (LA, )sinh(LA,)

LA, ]2
4
2

2

A, ). . 5. 2 , . (L
J’j —2L“Af’Q,“smh(LA,)—2L“A,“Q,j’smh(LA‘)+2L5A,SQ,“smh(LA,) +12L5A‘SQ,“smh[
2 y y Y Yy y y Y y y Yy y

L ALY
+2'A,Q sinh (LA, ) -12 1 AJ}stinh( > ] —4'A] Q) sinh[

-2I’AQ,cosh(LA, )sinh (LA, )+L'A,*Q, cosh(LA, )sinh (LA, )-2L'A,*Q > cosh(LA, )sinh (LA, )+2 L°A,*Q,* cosh (LA, )sinh (LA, )

2
2IAQ sinh (LA,)-12 A Q, sinh(%) —2I°A°Q sinh (LA,)-2[°A°Q *sinh (LA, )+2 F AQ *sinh (LA, +12 [ A Q] sinh[L;\z

j —40'A Q] sinh[

—2LAQ cosh(LA, )sinh(LA,)+L' A *Q, cosh(LA,)sinh (LA, )-2L'A*Q *cosh (LA, )sinh (LA, )+2 L A.°Q_ cosh (LA, )sinh(LA,)

7 Lsz 6 A 60 3 . LArZ 6 5A 50 24 2 SA SO 2 Lsz 5405 . LArz SA S
F,=8LAQsinh| == | -8 1°A " Q, sinh(LA, )sinh S| rarafer *sinh(LA,)-4L'A,’Q  sinh(LA ) =24 A, Q) sinh 5| LA Q sinh| = | 2000,

LAY LAY . LAY .
] 74L3A,3sinh[ "] 72L3A,3+8L‘A,ZQ,sinh(LA,)sinh[ ’] +2L A sinh (LA, )+
2 B4 2 y y ¥ y 2 B4 Y

2

LAY
+8L4Avazsinh(LA‘,)sinh[ 2"] 710L“A‘,AQ}sinh(LA‘,)+24L3A),3stinh[

LAY
2

2 2 2
F.=8LA'Q, smh( 5 ] -8I°A.°Q  sinh (LA, )smh( ) +4LGAZGQZZsinh(LA:)74LSASSQfsinh(LAZ)Z724L5AZSQfsinh(%] +4L5A:5§2:sinh(L;\Z] +20A Q. +

4 LA sinh(LA 8LA, hLA28 h(LA )sinh
+ , sin ( ),) - sin 2 — 8 sinl ( )sm

2 2
+8L'AQ *sinh (LA, )smh( j —10L'A*Q sinh (LA, )+24 A Q, smh( ;\j —4L A smh( ;\)JEA +8 LA Q sinh(LA, )smh[ ) +2 LA *sinh(LA,)+

+4 LA, sinh(LA,) —8 LA, sinh(

2 2
L;\z ) —8sinh (LA, )sinh [%}

265
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C.5
Matriz de Rigidez Local com Fungées de Forma Completas: “1? Ordem” (TBT_Complete) - Compressao
E4 0 0 0 0 0 _EA 0 0 0 0 0
L L
3 3 3 3
0 12E1, (A,L)°C, 0 0 0 6EI, (A,L)°C, 0 _12EL (A,L)C, 0 0 0 6EI, (A,L)°C,
> 12D, > 12D, > 12D, > 12D,
0 0 12E1, (A,L)3C, 0 _ 6EL, (A,L)°C, o 0 o _L2EL (ALC | _ 6EL, (A,L)C, o
¥ 12D, 2 12D, * 12D, 2 12D,
0 0 0 % 0 0 0 0 0 _% 0 0
0 o _6EL, (AL)°C, 0 4EL, A,LB, o o 0 6EI, (A,L)3C, 0 2E1, A,LF, o
L2 12D L 4¢, 12 12D L 2¢,
3 3
0 6EI, (A,L)°C, 0 0 0 4EL, Ay LB, 0 _6EL(A)L)C, 0 0 0 2E1, AyLF,
12 12D, L 49, 12 12D, L 2¢,
_E4 0 0 0 0 0 E4 0 0 0 0 0
L 3 3 L 3 3
0 _12EL,(A\L)G 0 0 0 _6EL (AL)Cy 0 12E1, (A,L)°C, 0 0 0 _6EL (AL)C
2 12D, 2 12D, L2 12D, 2 12D,
0 o _LEL (LG | 6E1, (A,L)°C, o o 0 12E1, (A,L)3C, 0 6E1, (A,L)°C, o
L2 12D 12 12D L3 12D 12 12D
0 o _6EL, (A,L)°C, 0 2EL, A,LF, o o o 6EL, (A,L)°C, 0 4EL, A,LB, 0
12 12D L 2¢, 12 12D L 4¢,
3 3
0 6EI, (A,L)°C, 0 0 0 2E1, AyLF, 0 _6EL(A)L)C, 0 0 0 4EL, A, LB,
12 12D, L 2¢, 12 12D, L 4¢,

C, =(sin(LA,)=LA, ~DAQ, LA Q sin(LA,));
D,=4cos(LA,)-LC A} -8 AQ — LA cos(LA,)+4LA sin(LA,)=4L'A Q> +80 A *Q cos(LA,)+4LA’Q sin(LA,)+4L'A,*Q *cos(LA ) -4

C.=(sin(LA.) =LA, - AQ. - A Q.sin(LA.))

D.=4cos(LA,)-LA>-8CAQ —I*A’cos(LA,)+4LA sin(LA)—4L' A Q7 +81 A Q cos(LA,)+4L A Q sin(LA,)+4L'A*Q  cos(LA,)—4
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@, =4cos(2LA ) —-16cos(LA, )+ L’A* +24° A *Q — [’ A cos(2LA,)-8LA sin(LA,)+4LA sin(2LA )+12L°A *Q* =32 A *Q cos(LA,)+8L A *Q cos(2LA,)-8L A *Q sin(LA, )+
+4LAQ sin(2LA,)-16L'A,'Q *cos(LA, ) +4L A, *Q *cos(2LA, ) +12

#, =4cos(2LA)—16cos(LA, )+ LA +24° A Q — P A cos(2LA,)-8LA sin (LA, )+4LA sin(2LA)+12L'A Q7 =320 A2 Q cos(LA,)+8L° A Q cos(2LA,)-8L A Q sin(LA, )+
+4LAQ sin(2LA,)~16L' A *Q *cos (LA, ) +4L' A *Q *cos(2LA ) +12

L*A’sin(2LA,)

B, ==sin(2LA,)+2sin (LA, )+ LA+ LA +6L°AQ +PAQ, -2 A ’sin(LA, )+ —2LA cos(LA, )+ LA cos(2LA,)+TLA QP +20A QP ~6L A PQ cos(LA, )+

L'AQ sin(2LA,)
2
+LAQ  sin(2LA, )= 2L°A fQ Psin (LA, )= 2L°A *Q sin (LA, )+ LA, Q *sin(2LA. )
LA ’sin(2LA))
2

+20AQ sin(LA )- LA Q sin(2LA ) -4L'A *Q sin (LA, ) - —6LAQ  cos(LA,)- LA O cos(2LA,)-2L A Q  cos (LA, )-2L' A *Q *sin(LA, )+

B =-sin(2LA,)+2sin(LA,)+ LA+ LA +6LCA’Q +LCA°Q —20 A *sin(LA,)+ —2LA_cos(LA,)+LA cos(2LA)+TLCA Q7 +2L AT Q-6 A Q cos(LA,)+

L'AQ sin(2LA))

2
+LAQ Psin(2LA)-2L A Q *sin (LA, )-2L° A °Q  sin (LA, )+ L°A °Q *sin (2LA,)

RLAQ sin(LA,)-LCAQ sin(2LA)-4L' A Q sin(LA, )~ —6L A Q  cos(LA,)- LA QD  cos(2LA,)-2L' A Q  cos (LA, )-2L' A *Q *sin(LA,) +

F,=sin(2LA,)-2sin(LA,)- LA, —6LAQ ~ LA cos(LA, )+ LA sin(LA,)+2LA cos(LA, )~ LA cos(2LA)-TLA Q=20 A JQ +6L A 2O cos(LA, )~ LA Q, cos(LA, )+
“2AQ,sin(LA, )+ LA Q sin(2LA,)+5L A, Q sin(LA, )+ 6L A Q *cos(LA, )+ LA’ Q *cos(2LA, )+ 2L A, Q *cos(LA, )+ 2L A *Q *sin (LA, )~ L'A *Q *sin (2LA, ) +
+2L°A,°Q sin (LA, )+2L°A *Q *sin (LA, )~ LA °Q *sin(2LA )

F.=sin(2LA,)-2sin(LA,)—LA, —-6LAQ — LA cos(LA,)+L*Asin(LA,)+2LA cos(LA,)—LA_cos(2LA,)-TLA’Q? 20 ATQ  +6LA°Q cos(LA,)-L A Q_cos(LA,)+
20AQ sin(LA)+ L AQ sin(2LA,)+5L A Q sin (LA, )+ 6L A Q *cos (LA, )+ LA Q  cos(2LA, ) +2L AT Q  cos (LA, )+ 2L A *Q  sin (LA,) - L' A Q *sin(2LA, )+
+2L°A 20 sin(LA,)+2L°A *Q *sin(LA,) = LA *Q *sin (2LA )
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C.6
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “22 Ordem” (TBT_Complete) - Tragao
o Pay PI,ACC, o 0 0 Py, PLA)C, o | P _ PLACC, o o o Py, PLAC,
2 2 2 2
By AD, 2B, 24D, By AD, 2B, 24D,
0 0 Pa,  PLAC, o | _Pv_ PLACC, 0 0 0 _Pa, PLASC ol _Pra_ PLACC, 0
B, AD,* 2B, 2AD,? B, AD,? 2B, 2AD,?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My 0 Pl PLASG || Pes | Pl 0 Mya 0 Py, PLASC || Pne PLAY, .
L 28, 24D, 200, 249, L 2B, 24D, 20,9, 24d,
| My Py, PLACC, 0 o o Ppy,  PLAyw, | M,| Py, PLAC, 0 0 o Py,  PLAY,
L 2By~ 24D)* 200y 249, L 2By 24D,* 200, 249,
_E 0 0 0 Mya Mza P 0 0 0 Myp Mz
L L L L L L
0 _Pa, PLAC, 0 o 0 _ Py, PLAC, 0 Pa, PLA,C, 0 0 0 _ Py, PLAC,
By AD)? 2B,  24D)? By AD)? 2B, 24D’
3 3 3 3
0 0 _Pa, PIyAzzCz 0 Py,  PLA, Zcz 0 0 0 Pa, PIyAzzCZ o| Prz, PLA Zcz 0
B, AD 2B, 24D B, AD 2B, 24D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
My 0 _Pr PLACG || Pns PLAY, 0 My, o Pr. PLACC | | Pe. Phie .
L 2B, 24D/’ 20,0,  2A¢, L 2B, 24D/ 209, 244,
| My | Py PLASG 0 0 o Pn,  PLAY, | M, | Py, PLASC 0 0 o Py, PLAw,
L 2B,  24AD)? 2h, P, 240y L 2B, 24D’ 20,0, 249,

LA

2
D,=(LA, sinh(LA,)-2L*A,*Q, ~2cosh(LA, )+2L° A, Q, cosh(LA, ) +2):,= A, [3LA}‘—3sinh(LAr,_)—2L3Ar,_KQy+L5 AJ,SQV,_2+2LAysinh[ 2"] +2L2Av‘,er,_sinh(LAv‘,)JrL“AfQ}_zsinh(LAv‘,)];C‘y:(cosh(LAy)—1)(sinh(LAJ,)—LAJ_)

D.=(LA,sinh(LA.)-2I" A Q, ~2cosh(LA.)+2[* A’ Q, cosh(LA, ) +2);c.= A, [3LA, —3sinh(LA,)-20A’Q +LA’Q7 +2LA, sinh[
U 7V A sy
B, =2 A +4sinh| —= | —2LA, sinh(LA, )+L* A’ sinh

2
B. :2[L2 A’ +4sinh[L—;\:] —2LA,sinh(LA,)+L A sinh(

AY o[ EA Y o pa o o
5| FALAQ sinh| —= | +20A, Q sinh(LA,)-8L' A *Q, sinh

j +4LA Q7 sinh(%] +20 A Q, sinh(LA,)-8L A7 Q, sinh{

LA,
2

LA

A, ’ (72 A2 2l ;24 2 : v ’ .
2Jj },VJ:,(L AZQ, 1) [L A, 78s1nh( > ] +LAysmh(LAJ,)]

2 2
;‘J J;;/::(LzAszfl)z[Lz A2 —8sinh(L;\’J +LA:sinh(LA,)J

2
] +20 A7 Q sinh(LA,)+L' A Q  sinh(LA, )];sz(cosh(LAz)—1)(sinh(LA:)—LAz)
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2 2
LA, NN . L (LA, 2 s . 2 2,2 .
S| srae sinh(LA, )sinh 5| -seaA, Q,sinh(LA,) +3217 A} Q, sinh

¢,=4L'A Q2 sinh(LA, ) ~16LA* Q) sinh[

LA

2
. LA LA >
o, =(A2Q, 1) [-4L5AVSQJ,Zsinh( 2’] +4L°A),4Qfsinh(LAJ,)sinh[ >

2 2
+3L A sinh(LA, )~ 4LA sinh(LA ) +4LA, sinh{ﬂ) +4sinh(LAv)sinh[&] ]
’ k k 2 2

2 2 2 2
0. :(LZAIZQ:—l)z[—4L5Aszzsinh[L—;\:J +4r Az‘szsinh(LAz)sinh(L;\’] —2I'AQ_sinh(LA,)+2L A Q,sinh (LA, )’ +8L A2 Q, sinh[l‘—;\:] ~DA} -8 A’Q, sinh(LA:)sinh(%] 2r A:Zsinh(LA:)sinh[L—;\:J +

2p 2 ) : (LAY (LAY
+3L° A sinh(LA,)—4LA_ sinh(LA_) +4LA_sinh - +4sinh(LA_)sinh -

2

LA, Y LA, Y LA,
n, :(LZAVZQT—1)2[4L5At.sﬂlzsinh[ zjj —4L4Al‘szsinh(LAv)sinh[ 2’] +2L°A,Q sinh(LA,)-20 A Q sinh(LA) 8L A Q, sinh(T‘J

. (LAY (LAY
-3 A’ sinh(LA, )+12LA, sinh —4sinh(LA, )sinh| —~
2 ’ 2

2 2
n=(L AZZQZ—I)'[4L5 AS Q:Zsinh(L—;\’j —4L4AfQ_,Zsinh(LAz)sinh(%] +2L A Q sinh(LA ) -2 A2 Q_sinh (LA ) 8L A Q, sinh[%]

2 2
=30 A7 sinh(LA,)+12LA, sinh(%) —4sinh(LA;)sinh(L;\’] ]

LAY LAY
2

AY - ) , . . (LA
@‘,:4L5Av‘,5£2yzsinh[ 2}J +4L4AJ,“Q},-mnh(LAy)smh[ ]+2L‘AJ,"QV‘,smh(LAy)-#ZL}A]_JQV‘,smh(LAV‘,)Z78L3Av‘,3§2}_smh[ 3

2 2
~*A?sinh(LA )-2LA sinh(LA, )’ +4LAvsinh[L;\"] +4sinh(LAy)smh[L;\~"]

LA,

o, =4LA} Qfsinh[T] HALACQ? sinh(LAZ)sinh[LA: >

2
7) +2L' A Q sinh(LA,)+2L A’ Q_sinh(LA,) —8L3AZ3Q:sinh[ :

~I*A*sinh(LA,)~2LA sinh(LA_)’ +4LA, smh(LTAfJ~ +4sinh (LA:)s,inh(LTAfj~

y

2 2
_ 5A 50 2 LA, 4p 4y 2 : LA, 454 . 3403 . 2 3403 .
v, =—4L A sinh| —= | —4LA'Q, sinh(LA, )sinh o] A sinh(LA,)-2L'A’Q sinh(LA,) +8L° A’ Q sinh

2

2y . (LAY (LAY
+L' A sinh(LA,)+2LA, sinh(LA,) —4LA, sinh| == | —4sinh(LA, )sinh| —>
’ ’ ’ 2 2

)

LA,

w.=—4LA’Q} sinh[ 3 LA,

2

2 2
J —4L4A:“Qfsinh(LAZ)sinh( j —2L'A*Q sinh(LA,

s . 3 (LAY . . (LAY
+L A sinh(LA,)+2LA, sinh(LA,)" —4LA_sinh 2’ —4sinh(LA,_ )sinh -

LA
2

LA,
2
¢ :4L"Az“QZZsinh(LAz)2—16L"A;‘Q__Zsinh(L—;\‘j +8L3A,39:sinh(LA,)sinh( 22) —8AQ sinh(LA, Y +32F A Q, sinh(L;\

z

] —2L'A'Q sinh(LA,)+20 A’ Q,sinh (LA, ) +8L° A’ Q, sinh[—"]
2

N

2

LAV ’ 3 3: LAv ) 3 3 2 2 . . LA‘. ’
—2L0Asinh| | ~D A +8 A >Q sinh(LA, )sinh +
2 v 2 v v Rl ¥ 2

~2LAQ sinh(LA) +8L A Q) sinh(L—;\:j

2

}_ + A sinh(LA,)’ ~8LA, sinh(LA:)sinh(

2
LA
2| —DA]-8AQ sinh(LAJ,)sinh(

2

2

2

LA
2

LA

J +IA *sinh(LA,) ~8LA sinh(LA, )sinh| ==

2
LA, jz
2

+20A° sinh(%j +DAP+8PARQ, sinh(LA_,)sinh[L;\’ j +

2

¥ 3 3 2 2 . . LAV 3 2 2 . . LAV ’
+L A8 A*Q sinh(LA, )sinh S| r2ra, sinh(LA, )sinh )+

2

LA,

+LA-8LCAQ, sinh(LAZ)sinh(—'J +20 A7 sinh(LAZ)sinh(LTA:] +

2

2

¥ LA,

—2LA° sinh(

LA,

]_ +4sinh(LA, )’ —16sinh[
: 2

2
+4sinh(LA, )’ —lésinh(L—;\:j

Y ’ 2 . LA\ ’
= | 420 A sinh(LA, )sinh| —=| +
2

2

) 3 3 LAJ ’ 3 3 2 2 o o LAJ ’
+2L°A, sinh 2 +LA+8LAQ, smh(LAy)smh 2 +

2

2

2 LA 2
5 J —L3A23+8L2A:3£2:sinh(LA:)sinh( 2’) +

]2

269
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C.7
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: “22 Ordem” (TBT_Complete) - Compressao
3 3 3 3
0 Pa, PLAC, 0 0 o Py,  PLAJC, o | _Pay_PLASG 0 0 0 Py,  PLAJC,
By AD)* 2B, 24D, By AD,? 2B, 24D,
0 0 Pa, PLAC, 0 Py PLACC, 0 0 0 _Pa, PLAC, ol _Pra_ PLACC, 0
B, AD,* 2B, 2AD,? B, AD,? 2B, 2AD,?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
| Mya 0 _ Pyz _ PIyAZBCz 0 P(pz PIyAzwz 0 Mya 0 P)/Z " PIyAZ3Cz 0 PT]Z i PIyAZlPZ 0
L 2B,  2AD,? 20,9, 4AQ, L 2B, 24D’ 20,4, 244,
| Mo | Pry  PLACG 0 o o Poy,  PLAyw, | M, | Py, PLASC 0 0 o Py,  PLAY,
L 2B, 24D, 20,0, 4A9, L 2B, 24D’ 20, 249,
P M M P M. M
_Z 0 0 0 ya Tza il 0 0 0 yb zb
L L L L L L
3 3 3 3
0 _Pa, PLA)C, o 0 0 _ Py, PLA)C, 0 Pa, N PLAC, o o 0 _ Py, PLA)C,
By AD)? 2B,  24D)? By AD)? 2B, 24D’
3 3 3 3
0 0 _Pa, PIyAzzCz 0 Py, PLA, ZCZ 0 0 0 Pay PIyAzzCZ o| P, PLA, ZCZ 0
B, AD 28, 24D B, AD 28, 24D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
| My, o Py, PLASC, 0 Pn,  PLA,Y, 0 My, o PY: PLA,C, o| P, PLAW, .
L 2B,  2AD,? 20,9, 249, L 2B, 2AD} 20,0, 449,
| My Pyy PLAC, 0 0 o Py, PLAY, | M, | Py PLAC, 0 0 0 Po, PLAw,
L 2B,  24AD)? 2h, P, 240y L 2B, 24D’ 20N,  4A9,

B,=2

A2 +4sin

LAY ) LA,
2| —LA,sin(LA,)+4L A Q, sin
2 2

LA, Y . s
2| —2LA sin(LA,)-L A sin
2 y y B4

L?’)fZLA:sin(LA) LA} sm(

S}

v

] +4A Q7 sin(

A s , LA,
sa,=A, | 3LA, =3sin(LA,)+2L0AQ, + LA Q2 -2LA sin

LA\’ ’ 3 3 B 2 2
5| 2ra, Q,sin(LA,)+8L A Q sin| —* =(Q,BA+1)| A} ~8sin

j +4L4A:4szsin(1‘;\’] 2P AQsin(LA,)+82 A2 stm(L;\ j ] r=(Q A2 +1) [LZAZ 8s1n(

LA
2

2
] -2 AQsin(LA, )+L‘A‘,"Q‘,Zsin(LAJ,)J;CV—2sin(

LAY )
Z*J (LAJ, —sm(LAJ,))
2 2
4sin(%) 7LA:sin(LAZ)+4LZAzzstin(%) ];a::Av [3LA773sin(LA:)+2L3A:3Qz +LAQ?-2LA sm( j —2LA’Q sin(LA, )+L4AZ4Q:2sin(LA:)] C.= 2s1n(L;\ ) (LA, -sin(LA.))
] +LA,sin(LA, )]
j +LA_sin(LA, )]
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AY e . . (LAY
= | =LA’ sm(LA‘,) +8LA,sm(LA‘,)sm 2 +4sm LA —16 sin
2 ’ ’ ’ ’ 2 2

J

+20A Q2 +2LA, (25in(LA“ ) —1) +20 A2 Q sin(2LA,)+ LA Q, (ZSin(LA“ ) —1)+L4 A sin(2LAJ,)]+sin(LAv)(Q\‘ PA+1) (20A Q2 +2L A Q +4L AT Q 420 A +2)+

LAY LAY . L
§,=4L'A*Q sin(LA,) ~16L'A ' Q2 sin[ 2"] +8LA0Q, sin(LAJ,)sin[ 2"] +8 A Qsin(LA,) -320AQ, sin(

2 2 2
¢ :4L"A:"Qfsin(LAz)Z—16L"Az"szsin(L—;\zj +8L3A:‘Q:sin(LA:)sin(LTAfj +8LZAZZQ:sin(LA:)Z732L2Azzstin(L;\’J 7LZAIZsin(LAz)2+8LA:sin(LAz)sin(L;\’] +4sin(LA_) ~16 sm(

2gin(2
=—(Q, A +1) [ sin(2LA )+L3A +SLPASQ, _LAzsin(2ih,)

—(o, A +1) [ JzﬁA Q2 +4LAQ, -2LA )

L'Asin(2LA,)

~(. A +1) [sm LA+ LA +SEACQ, - F2L0ASQ +2LA, (25in(LAz)z—l)+2L2Af Q. sin(ZLA:)+L3AI’QI(25in(LAz)Z—1)+L‘Az4Qzlsin(2LA:)]+sin(LA;)(Q; PAZ+1) (2L A Q2 420 A Q. +4P AP Q +21P A2 +2)+

7, =(Q, LA +1) (sm (2LA,)+6LA, +5LAQ +20A Q7 +20AQ sin(2LA, )+L3Ay3Qy(25in(LAy)2—1)+L"A‘,"Q‘,zsin(2LA)‘))—sin(LA‘,)(Q‘,LZA‘,Z+1)z(2L“A‘,"Q‘,Z+2L"Ay"Qy+4L2A),ZQ),+3LZA)‘Z+2)+

—(a. A% +1) [2 ]zm\ Q+40AQ -2LA.)

(Q LA +1 z[2s1n[

0 =(QL A7 +1) (Sin(2LA)+6LA, +SEASQ +20 A SO +21 AP Qusin(2LA,)+ LA, (25in(LA.) ~1)+ KAS Q7 sin(2LA, )| -sin(LA )@ P A7 +1) (2ANQ +2LAJQ, +4EA2Q, +30 A7 +2)+
Hora?+ l)z[2sin[LAz
: 2

o, =sin(LA, )(4cos(LAJ, JHALA -8 AQ +4L A Q — 21 A Peos(LA, ) - 4L A Q2 +8 LA Q) cos(LA, )+ 4L A Q% cos(LA, ) - 4) +4LA O cos(LA)—4L A Q2 -40 A Q, cos(LA, )2 +

] 1}(2&\ Q2 +40A 0, -DPA}+6LA,)

J —1](2L5 ASQP+4DA’Q -DA] +6LA,)

+80AQ cos(LA,)-4LA’Q 2L A} ~4LA cos(LA, )2 +4LA, cos(LA,)
o, =sin(LA, )(4cos(LA, )+ 4 A -8EA2ZQ, +4L A Q. — 20 A 2cos(LA,) ~4L A Q7 +8L A2 0, cos(LA, ) +4L' A, Q. cos(LA, ) —4) + 4L A Q. cos(LA,) 4L A Q> — 4L A} O cos(LA, ) +
+8L A Q cos(LA,)—4L A Q, —20 A7 —4LA, cos(LA,) +4LA, cos(LA,)

y, ==sin(LA, )(2cos(LA, )+ EA ~4CAFQ 420 A Q ~2LA QP +4L A Q cos(LA, )+ 2L A, Q Peos(LA, ) ~2)-2L A Q2 cos(LA, )+ 2L A Q7 +20 A Q) cos(LA, ) —4L' A, Q cos(LA, )+
P2LAQ, + LA cos(LA,)+2LA cos(LA, ) ~2LA cos(LA,)

v, =-sin(LA, )(ZCOS(LAZ JHLA? 4D AQ +20 A Q - 2L A Q7 + 40 A7 Q cos(LA,)+ 2L A Q  cos(LA, ) - 2)— 2LAQ cos(LA )+ 2L A Q2 +20 A Q cos(LA,) —4L A Q, cos(LA, )+
H2L0AQ +L A cos(LA,)+2LA_cos(LA,) —2LA cos(LA,)
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C.8

Matriz de Rigidez Local com Fun¢ées de Forma Completas:

272

Interagao Torgao com Carga Axial (TBT_Complete) - Tragao

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M MpA,* M Mo A2
0 0 0 - - 0 0 0 0 Myo My ¥ 0
L (8,° = 4,%)D, L (A2 =A%)D,
0 0 0 May 0 Mo, 0 0 0 My 0 Mo,
L (=D, L (A2 —A%)D,
0 Mya My P (Moo + M), Mg _(Mya+ Myn)gy Mo 0 My, My _hP _ (Mo + Mg, (Myo + Mys)py
L L AL 1202, 2 L2A, %9, 2 L L AL 1202, 12,2,
0 M0, 0 (Mo + Mi)p: Mo 0 My 0 Lyt 0 My + M), 0 __ 2Muo,
(0,7 =2.%)D [ 2 (8,7 = 4,%)D, (0,7 =2,9)D, 10,0, (a7 =25,
xb z2 ya b )Py ya xbP1 xb z2 ya yb)Py xb72
. . | MahY | (Mt Myn)py | My M 0 0 0 Myt (My + Myp) My 0
(Ay2 = AZZ)DZ L2Ay2¢)’ 2 (Ayz - AZZ)DI (Ayz - AZZ)DZ Lsz2¢y (Ay2 B AZZ)DZ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M, MyAy? M Mo A2
0 0 0 e Mty ¥ 0 0 0 0 = o Moy b 0
L (a,* = A,%)D, L (A% =A2)D,
M,,A,° M,,A,°
0 0 0 M 0 Male ¥ 0 0 0 M 0 S
L (A2 =A2)D, L (A% =A%)D,
o My, My, P _ (Mo + Man)o, (Myq + Myy)py 0 My, My P (Maa + M) ps M _(Mya + M),
L L AL 12A,%¢, L2A, ¢, L L AL L2A* ¢, 2 120,
0 Ay 0 _ (Mo + M)p, 0 M0, o | oMoty 0 (Myo + M), My, 0 __ Maos
A —A,°)D 1279, (A" =A%), (% - 2D, [ 2 (8" = A,%)Ds
0 0 M"Y (Myo + M)y ___2Muwes 0 0 0 _ MahAlY _(Mya+ My)py My, _ Mae 0
(8, - 2D, 12A,%9, (a,* - 2,)D, (a2 -A)D, [ 2 (8, -2,)D,

= (1= 0,0, 17) [AyL — 2sinh(AyL) — 2 cosh(AyL) + AyL (cosh(AyL) + sinh(AyL)) + 2| ; Dy = smh(

Y= Acosh( )smh(

£) = Aycosh (%) sink (%25 DI:LA‘,sinh(LAV)—Atsinh[L

AY L
2' +4L° A “Q sinh

D, =(A=A)(LA,sinh(LA,)-2L° A,*Q, ~2cosh(LA, )+ 2L A’ Q, cosh(LA, )+ 2)( LA, sinh (LA, )~ 2L° A’ @, ~2c0sh(LA, ) + 2L A’ Q, cosh(LA. ) +2)

AZ
AZLcosh( )

)(251nh (AZ ) A Lcosh(AZ ) 20, 212sinh (A )), ¢
yL <2

= (1= Q,A*L)[A,L — 2sinh(A,L) — 2 cosh(A,L) + A,L(cosh(A,L) + sinh(A,L)) +2]; D, = smh —

LAY :
3 L ] }[LA;sinh(LAz)— 4sinh(%j + 4L2A:ZQ;sinh[

y = (cosh(AyL) + sinh(AyL) - 1)

L ry AL .
) - 2Q,A,%L?sinh (T) ; ¢, = (cosh(A,L) + sinh(A,L) — 1)
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LAY
0= ﬁ[zAf A sinh(LA, )sinh[ > , ] (Q,-Q.)-2A A sinh(LA, )sinh(

2

L

3 . ALY . L
LA A, 4AyAzsmh 2" +4A),Azsmh

LA,

)“ — A sinh(LA, )sinh(LA, )~ A *sinh(LA, Jsinh (LA, )+8A A, sinh(

2

LA, Y ’ LA, Y ’
0, =4A7 —4A7—4A} cosh[T"j —4A 7 cosh(%) +4A cosh[T"] +4A7 cosh(%] —4CAQ +4C A Q +4N ] cosh[

LA

y

2

L;\z j-(gv -Q, )J +L(A A )[Av‘, sinh(LA,)-A_sinh(LA.)— A, sinh(LA, )[25inh(L;\Z j + 1] +A_sinh (LA, )[Zsinh[L;\" ] + 1]] +

ALY :
= sinh(LA’j
2 2
LAY LAY , LA
2 cosh 7 —4A_"cosh

2 2
> ] cosh(%} —2LA, A sinh(LA,)+2LA,” A, sinh(LA, )+

2 2 2 2 2 2
LA, 2 i 2 242 2 , :) LA, 2 ) N
+L2A,‘2Azzcosh[T'j ~DAA’ cosh(%) +4DAZAPQ -4 AN Q:+4L“A‘.4Q,‘cosh( > ] +4L2A‘4Q,_cosh(%\—j -4 A Q. cosh[ 2—) —4I*A} Q:cosh(%j —ALAPACQ,Q +4LAATQ O+

LA

2 2
2 2 ¥ 2 LA' 2 2 z
+DACATQ, sinh(LA,‘)—LlA‘,ZAZBstinh(LAZ)—4L2AJ_“AZ“Q‘ cosh[ 5 J —4L2A‘,2A;Q:cosh[ 2—} —4L—AJ_2A;Q‘,cosh[L;\.J

) LAY 2 LA : LA, ) LA, Y
+4L~AjQ,cosh[T'] cosh[%j +D A A Q sinh(LA,)-L'A A, Q sinh(LA,)+4LA, Afcosh[T']cosh(L;\f) sinh[ 2')—4LZAVZA;Q) cosh[T'] cosh(

2
LA

LAY : LA
ALZAVZAZZQZcosh[T’] cosh[ 21] +HAL AN Q, Q,cosh[T'] LA,

2
CATAA AA 2 LA; 47 2 A 4
AL'A A7 Q Q cosh - +4L'AAQ Q. cosh

2

L

: LAY : LAY : LA :
LA A Q, chosh(%] —4L'AACQ, chosh{ 2“] cosh(%) +ALAACQ, chosh{ 2”] cosh(%) —20AAQ, cosh[#)cosh(%) sinh[

LA

2

2 LA 2 2
+A4DPAPAQ, cosh(%] -4 A Q, cosh[ > ‘] cosh(L;\’j +

’ ) LAY
LA, —4LA, A, cosh ~ | cosh LA, sinh LA, +
2 N 2 2 2

: LAY LA :
5 J +20AACQ, cosh[ 2‘] cosh(%]sinh[L;\Zj*ZLJALJA;ZQVcosh[T’ cosh(ﬂ] sinh[

2

LAY
jJrZL3 A{,AA;QLcosh[ 2’] cosh[L;\zjsinh(%j

273
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C.9
Matriz de Rigidez Local com Fungoes de Forma Completas: Interagdo Torgdao com Carga Axial (TBT_Complete) -
Compressao
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M, Mo, M, _ My,
0 0 0 Ty —(Ayz ~AD 0 0 0 0 Ty —(Ay2 D 0
M,, _ My My, My
0 0 0 L 0 & -a00 0 0 0 . 0 @ -a0
0 My, Myq JpP (Mo +My)p, My _(Mya +My0)py My 0 My, My P _ (Mo + Map)p, (Myq + My)0,
L L AL 12A,%p, 2 L2A, ¢, 2 L L AL 1202, LA, ¢,
0 My, 0 (Mo + M), _ & 0 My s 0 _ M., 0 _ (Myq + M), 0 _ M,
(AVZ - AZZ)D LZAz2¢z 2 (Ayz - AZZ)D (AVZ - AZZ)D LZAz2¢z (Ayz - AZZ)D
0 0 L M,y _ (Mya + My,,)(py " % M,y 0 0 0 M,y (Mya + My,,)(py M), 0
a2 =25D 127y ¢, 2 (a,2=22)D (a,* = A;")D L2hy°¢, (A" - AD
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M, _ My, M, Mo,
0 0 0 — Z’ 7(/\)/2_/\22)1) 0 0 0 0 Ty —(Ayz—Azz)D 0
M,, Mty M, _ My
o ’ i ’ (8,725 ’ ’ ’ L ’ @7 - 470
0 My, My, P (Mt M), (Mya + Mys)0y 0 My, My, JoP Moo+ M)p, My Myt M), My,
L L AL 1202, L2A,* ¢, L L AL 1202, 2 L2A, %9, 2
0 b My, 0 _ (Mo + M), 0 M, 0 My, 0 (Myq + M), _ @ 0 _ Mp iy
(Ayz — AZZ)D LZAz2¢z (Ayz - AZZ)D (Ayz — AZZ)D LzAz2¢z 2 (Ayz - AZZ)D
0 0 M,y )y (Mya + My,,)(py _ M), 0 0 0 _ M,y _ (Mya + My,,)(py + M _ M,y 0
(A2 =A2)D 127, (A2 —A%)D (a,* = A.%)D LA, ¢y 2 (- 4.%)p

N s (LAY 4 NG 7.9
0,=2(Q, LA +1)| A +4sin > —2LA sin(LA,)-L* A, sin > —DA)Qsin(LA,)+42A2Q sin

LAY g EA
> 5 ¢,=| 4sin >

y ’ 2 2 H 2 2 H LAJ" ’
+20AQ, —LA sin(LA,)+2L A Q| 2sin o] -

2 2 2 2 2
0.=2(Q, A+ 1)[Lz A2+ 4sin(LTA:) —2LA,sin(LA,)- I Afsin(LTA:] —DPAQsin(LA,)+4F A Q, sin(LTAf) ]; 4 :[4sin(LTA:] +2PA2Q, — LA sin(LA)+ 2 A QZ[ZSin(Lg\ZJ - 1]]

(LAY 4 e
D =| 4sin - —LAJ;sm(LA‘,)+4L‘A‘,'Q‘,sm

LAY LAY LAY
3 4sin[ 2’] —LAzsin(LAz)Jr4LZAZZQZsin[ 2:) ;
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LA, Fo(L LA, P (LA,
v, =A| 4A, sin(LA‘,)—2cos ~ |cos| LA, sin ~ |cos LA, sin Z -
! ! 2 2 2 2 2
LAY L LAY
—Az3[4[sin(LA:)—Zcos[ 2’] cos[L;\Z jsin(LzA:J]ﬁAL‘A),‘ [stin(LAz)—2chos[ 2’] Co! s( ;\ )sm[l’;\ ]]—LA} sin(LAv)sin(LAz)]

. LAY , 2 LAY 2 LAY
w.=A} [4A:[sin(LAZ)ZCos[2’] cos[L?Z jsin LA, ]4LAZ' [cos(L;XZ) —cos[ 2’] cos(L;\Z) ]+4L2Az3 [stin(LA:)ZQ:cos[z‘] cos(L;\ ]sm[lé\

2
LA > (LA, LA, LA
-A}| 4 sin(LAv)—Zcos L |cos LA, sin| —2 | [+4L A | Q. sm(LA ) 2Q_cos cos LA, sin| —2
! 2 2 2 . 2 2 2

LAY LAY
w, =sin LA, 2L(A ? —Azz) 2A,cos La, —2A,cos| —2= | cos LA, —2CAA?| 2A cos LA, —2A, cos cos| LA: (Q‘, —Q_) +
2 ! ) 2 2 2 ) 2 2 2 :
LA LA, LA, LA, LA, ¥
—sin| —2 2L(A‘2 —Azz) 2A cos| —= |- 2A cos cos| LA -2 A A’| 2A cos —2A cos cos| L= (QV—QZ) +
2 ! 2 2 2 : 2 2 2

2 LAY LAY :
DA A, [A‘zsin(LA),)sin(LAz)—4A‘,Azcos(L;\’j —4A‘,Azcos[ 2"] +Afsin(LAJ,)sin(LA:)+8A“AZCOS[T"] cos(L;\:j]

2
LAY ’ LAY LAY ’ , LAY ’
w, =4A *sin| —> | sin LA, —4A_sin| —2 | sin LA: + LA A sin —LAAsin LA, +4L2A‘,4stin A sin 4L2A,4QZsin 0 ) i EA ) 4
2 2 2 2 2 2 ; 2 2
LAY : , . LAY
2‘] sin[%) +40 AJ,“AZZstin[ ‘j sm( ) —LA'AQ sin(LA, )sin[ 2”) +

2 2 LA
+LDANQ sin(LA),)sin(iJ +LCA°A zQ,sin(LA,)sin(ﬂ] ~LCA’A 3Q_sin(LA,)sin[
SO 2 y AL y 2 AL, . 2

J +4I°A Q sm(LA) ZQ),COS(

. J] —LA, sin(LAy )sin(LAz)]

> LAY
+2LA),Afsin(LA),)sin[LA’j —2LAA_sin(LA )sin[ ] 74LZA,ZAZQ‘sin[
. 5 S . 5 LAY,

4 z 4 A 4p2 : LA)
-4L A A Q Q sin s1n +4L AJATQ Q sin 5

275
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c.10
Matriz de Rigidez Local com Aproximagao em Série de Taylor (TBT_2tr; TBT_3tr e TBT_4tr)

P EA
KQD)=K(7,7)==+"2=
L,D)=K(7,7) AN

L(1680Q,” +180€2, +1) L O,

KD =KB8=— REZ__ (1209}+209v2+1)6+ 121z P+ - (129‘,+1)3350 5f1L(129y+1)3 +L(9072009y3+17280094f+864OQV+45) o
(120, +1) L(120, +1)'5 AL(12Q, +1) Elz Elz(12Q, +1) 31500

(217728009, + 6480000, * +665280Q,° +25920Q,” +252Q  +1) 1zL(483840Q," +97920Q, +5376Q * + 600, +1)
+
(120, +1) 21000 A(12Q, +1) 700 L(18144000°Q * +3888001°Q,* +23040L° Q> +240L° Q, + I
+ 17 - P 7
E’1Z°(12Q, +1) 31500

P3

L(16809Q.” +180Q, +1) 241y0
. .
1200, +200, +1)6 : T [(9072000. +1728000. +8640Q +45
KG.3)=K©.9) = 2EW (1200, : o 1y pa| (2041350 saz(20 ) ( . 4_ _+45)
Lo +1) | (2. +1)s  AP(120, +1) Ely Ely(120, +1)'31500

P+

D(217728000.° + 64800000, + 66528002, +25920Q.” +252Q, +1) Ty L(4838400.* +9792002.° +53760.” + 600, +1)
+
(120, +1)'21000 A(12Q, +1) 700 L(18144002° Q2. * +388800L° Q2.* + 23040 Q* +240L° 2, + L)
+ : -
E’ly’ E*Iy*(12Q, +1)*31500

P3

Plp
K(4,4)=K(10,10)=——
.4 ( ) AL



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512806/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512806/CA

Apéndice C
Matrizes de Rigidez Locais Considerando Teoria de Flexao de Timoshenko

277

(9072009, +24192000.° +26460€).> +1245Q), +11) 6LlyQ
2 + :
4ETy(30. +1) [ L(90Q.7 +15Q, +1)2  Ty(36Q.7 +6Q, +1)4 (129, +1)'3150

s4(120.+1) L (1632960009, + 5715360002, +83916000, + 6210009, +20655, +165)

K(5,5)=K(1,11)= - + _ +
L(120, +1) (120, +1)'15 AL(12Q, +1) Ely

7(391910400000,” +17635968000,° + 3444768000, +372600000.* +23079600," +75690Q7 +1089Q, +7) Iy L' (21772800, +199584002,* +371520Q° +24696€Q.” + 660, +11)
+

(120, +1)" 63000 A(12Q, +1)° 6300
E'ly’

r (326592000Lz Q_° +119750400L* Q_° +18727200L% Q_* +1544400L” Q° +63630L* Q_* +1005 7 Q. +7L2) »
E*Ty* (120, +1)" 94500

Ely(12Q, +1)" 94500

P* A

r (907200(2,_“ +241920Q ° +26460Q 7 +1245Q +1 1) 6LIyQ,
) ) ) : +

4EIz(3Q, +1) [ L(90Q, +15Q, +1)2 Iz(36Q‘z+6Q‘+1)4J (129“+1)33150
K(6,6)=K(12,12) = : » ) : v pal ,

L(120, +1) ! (120, +1)'15 : 41(129, +1) EIZ

(391910400002, +176359680002,° + 34447680002, ° +372600002, * +230796002 " +756900,% +1089C2, +7) 1z (21772800 ° +19958400Q2 * +371520Q° +2469602 * + 6600 +11)

(1202, +1) 63000 A(120, +1)’ 6300
E*NZ

(3265920007 Q,° +119750400 1 Q" +18727200L° Q,* +1544400L ©0,* +63630L° Q,” +1005 ' Q, + 7L ) »
E*12(129, +1)'94500

;
ETz(12Q, +1) 94500

5A(12£2“+l)3 (1632960000, +57153600Q,* +8391600Q,° +621000Q,” +20655€, +165) »
: N : : : :

K671 =K(7.6)==~

KG.4=K@4.3 =22
L
2 2 4 4 2 4 6 6 2 6 3 6
b M [165? +10082(I)L QZJ(Mza+Mzb) (Mza+Mzb)[2?IL 4 IOO?Z%QZ + 332% ZQJ (Mza+Mzb)(E3LI . 50‘;% Q, 1002030#92 lzgfl ‘3}
K(4,5)=K(5,4)=—2 -2, L 2 4 P+ Y Y Y Jpri|- Y Y Y Y J|ps
3 604800 604800 604800
Mza

K(9,10)=1r<(1o,9):7MTZb
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2 2 4 4002 4 6 60y 2 60y 3 6
X {165;& . IOOSE?L Q. J(MZHMZb) (MZ“MZb)[;?ILZ 10022020ILZQ_, 332(2)1; Qj (Mza+Mzb)(E3LI 3 504}1503LI 52 1002;0301%9: 121;)3LI ?J
K011 =K(11,10= M2 _Mzb | | Fly Y P+ Y Y Y Jpry|- Y Y Y Y Jip
3 604800 604800 604800
K(2,4)=K(4,2)= M—Lya
(16800, +180Q, +1) 12lyQ,
6Ely 1 6ly (129, +1)'700 5A(12Q, +1)  L7(907200Q.° +172800Q2.” +86400Q, +45)
K(3,5)=K(5,3)=-— - - _|p : ~ :
L(12Q.+1) ( 10(12Q, +1)°  AL(12Q, +1) Ely ETy(120, +1)" 63000

L'(21772800Q. + 64800009, +665280Q.° +25920Q.7 +252Q, +1) Ty L’ (483840Q.°
+

+97920Q.° +5376Q.% +60Q, +1)

(122, +1)’ 42000

A(12€, +1)’1400

(181440017 Q.* +388800L Q.° + 23040’ Q. +2400° Q, + I )
+

E’ly?

E*Iy*(12€Q, +1)' 63000

P3

(Mya + Myb)(100800L° Q* +5040L° Q,” +120L°Q2, + L)

(2177280092, + 648000092, * + 6652802, " +25920Q * +252Q +1)  1zL*(483840Q * +97920Q," +537602, 7 + 600, +1)

< +
(120, +1) 42000

A(120, +1) 1400

10080027 2, +1680L7 )(Mya + Myb Mya +Myb)(100800L° Q2> +3360L* Q2, +40L'
K(4.6) - K4y~ Mya_Myb_( : Yy rbsh) | [ (Mya+Msb){(100800L°, HOL)) o »

36 604800 E 1z E*17° 604800 E* 171604800
KGT)=K(1.5) =22

(16800, +180Q, +1)  121zQ,
' 3 + 3
12Q, +1) 700 54(12Q, +1) (9072000, +172800Q2,* +8640Q) +45

K6.8)=K86 =02 L 0z p, (120, +1) (120, +1) e 2 +43) |,

L(120,+1) | 100120, +1)  42(120, +1) Elz Elz(120, +1) 63000

(1814400 Q * +388800L° Q2 * +23040L° Q7 +240°Q + L)

E’IZ

+ 4
E*12°(12Q, +1) 63000

P3

K(8,10)=K(10,8) = 7MTyb
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(16800, +180Q2, +1) 12IyQ.

+
120, +1)°700 54(12Q, +1)  [2(9072000.° +172800Q % +8640Q, + 45
KOID=K1L9)=—SEY L,y e (120, +1) (120, +1) ( : . +45) P
L1120, +1) 10120, +1)"  AL2(12Q, +1) Ely Ely(129, +1) 63000
L(21772800€2.° + 648000002, + 66528002, +25920Q0.* +252Q0. +1) IyL* (48384002, +979200." +53760.” +60Q. +1)
+
(120, +1)’ 42000 A(129, +1)°1400 (181440017 ° +388800L7 2. +23040L Q.2 +240L° Q). + L)
+ = —
E’ly? E’Ty* (12, +1)' 63000

P3

3

100800L2£),-¢—1680L2 Mya + Myb Mya + Myb 100800L4Q,2 +3360L'Q +40L} Mya + Myb)(1008007°Q +5040L6Q,2 +120L6Q, +1I°
K(0,12)- k(210 - Mo _Mya ‘ JMya+Myb) [ (Mya+ Myb)( T ,HAOL) ) (Mya+ Myb)( = ‘ +L)
3 6 604800E1z E“ 1z 604800 E’1z2° 604800

Mx, LMx, Lsz(941525544960000195 Iy’ 122Q,° +156920924160000E° Iy’ 12 Q2 * + 6538371840000 E° Iy’ 12 Q)
K(2,5)=K(52)= ] + P

L(12Q,+1) | 60ELy(12Q, +1) ESTy’12(1202, +1)'32691859200000

[sz (4OEIyL“ +1680EIyL" QZ) LMXx, (9415255449600005“ Iy’ 1212 Q,* +179338199040000E* Iy’ 1z Q2 * + 8966909952000 E* 1y’ 122 Q7 + 46702656000£* Iy* zL* Q, + 22417274880000£* Iy’ 12° 7 Q) °
. .

100800 E> Iy3L(129J, + 1) ESTy? Iz3(12Qy + 1)432691859200000

+4296644352000E* Iy* Iz” 7 Q% + 249080832000 £* Iy* Iz” L* 0, +3891888000E* Iy I L »
Ey12(12Q, + 1)4 32691859200000

3 4
E’Ty’ L(129, +1)100800 32691859200000E° 1y’ 12* (129, +1)
+518918400E° Iy’ L' Q, +108972864000L° Iylz* L' ©3,* +326918592000£° Iy” IzL* Q,” + 560431872000£° Iylz” L' Q,* + 4857076224000 E° Iy’ 1zL* Q* + 22417274880000E° Iy” IzL' Q,* + 6486480000 E° lylz’ L' Q. +

[ Mx2(1680L6 Q.2 +80L°Q, +Lb) LMx2(12454O416000E3 Iy’ *Q % +11955879936000E° Iy’ L* Q1 * + 201755473920000E° Iy* L* Q * +941525544960000£° Iy L* Q3 * +108108000.£° Iylz” L* + 43243200 E° Iy* IzL* +

61.31,3 4
32691859200000E° Iy’ 12 (12Q,, +1)
+7005398400E° Iy* IzL* Q,, + 3891888000 E° Iylz” L* Q. + 249080832000 E° Iylz” L*Q, Q. + 4296644352000 E° Iylz” L* 0, O, +22417274880000E° Iylz” ' Q2 * QZ)

P3
32691859200000 £ Iy 17 (129J, + 1)4
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Mx, LMx, LMXx, (941525544960000E° Iy* I1z° ©3_° +156920924160000 £° Iy* Iz° Q. + 6538371840000 £° Iy’ I’ 2, )
K(3,6)=K(6,3) = + - P
L(129, +1) 60E1z(12Q, +1) E° Iy’ 12 (129, +1)' 3269185920000
{sz (40E1zL +1680E12L' Q) LM, (22417274880000 £* Iy* I2* I Q" + 4296644352000 E* Iy Iz” I Q0.* + 249080832000 £ Iy” 2> L’ 2, + 3891888000 E* Iy’ Iz* L’ +941525544960000£° Iy 1z’ I ©.* +
100800 £°1Z° (1292, +1) E° Iy’ 12° (129, +1)*32691859200000
+179338199040000£* Iy 1z’ I Q, +8966909952000E* Iy lz* I* ©3.* + 46702656000 £* Iy 1z’ I 0, )
E°Iy’ 12 (120, +1)' 32691859200000
Mx, (1680L°Q* +80L°Q +1°)  LMx, (124540416000 E° Iz’ L' Q* +11955879936000E° I’ L' Q* +201755473920000 E° I’ L' Q. * +941525544960000 E° I’ L' Q* + 43243200 £* Iy 1z’ L' +108108000£° Iy* Iz L' +
[ E17L(120Q, +1)100800 32691859200000 £° Iy* I2* (12€2, +1)*
+518918400E° 1z’ L' Q. +326918592000£° Iylz* L' Q.7 +108972864000 £° Iy” 1z L' Q.* + 4857076224000 E” y1z’ L' ©.* + 560431872000 £° Iy” Iz L' Q0. + 22417274880000 £* IyIz* L' Q.* + 3891888000 £° Iy* 1zL* O, +
32691859200000E° Iy’ 12 (12€2, +1)"

+7005398400 E° Iylz’ L' Q. + 6486480000 £ Iy” IzL* Q. + 249080832000 £ Iy” IzL* Q Q. + 4296644352000 Iy’ [zL' Q Q. + 22417274880000£° Iy’ 1zL' Q Q.°)

32691859200000£° Iy’ IZ* (122, +1)"

2

P3

Mx, LMx, LMz, (941525544960000E° Iy’ 1220} +156920924160000E° Iy' 122 ©,* + 6538371840000 E° Iy* 122 2, ) »

K(5,8)=K(8,5)= i + — 7
L(12Q, +1) | 60ETy(12Q, +1) E*ly'IZ (120, +1) 32691859200000

sz(40E1yL4 +1680ETyL* QZ) Lsz(941525544960000E" Iy Iz Q" +179338199040000E* Ty’ 1217 Q * + 8966909952000 Iy’ 127 Q * + 46702656000 E* Iy’ 1L’ Q, + 22417274880000E Iy’ 12 L’ Q),°
100800£° Iy’ (129, +1) E‘ly' 12120, +1) 32691859200000

+4296644352000E° Iy* 12> I Q2 + 249080832000£° 1y* 12> I* Q1 +3891888000 £ Iy* Iz I*
E'ly’12(12€Q, + 1)432691859200000

2

Mx, (1680L°Q % +80L°Q), + L) . LMx, (124540416000 % Iy’ L' Q > +11955879936000£° Iy’ L' Q. * + 201755473920000£° Iy’ L' ©,* +941525544960000£° Iy* L' Q * +108108000£° Iylz” L' +43243200E° Iy’ IzL' +
E’ly’ L(12Q, +1)100800 32691859200000£° 1y’ I2'(12Q +1)'
+518918400E° Iy* L' Q| +108972864000£° Iylz? L* Q2  + 326918592000 E° Iy* 1zL' Q * + 560431872000E° Iy 1z L' Q * + 4857076224000 £ Iy* 12L' Q * + 2241727480000 Iy* Iz © * + 6486480000 Iylz* L' Q| +
32691859200000£° Iy* I* (124, + 1)4
+7005398400£° Iy* 1zL' ©, + 3891888000 £° Iylz> L' Q, + 249080832000 £° Iylz* L' Q Q. + 4296644352000 lylz” L' Q > Q. +22417274880000E° Iylz* L' Q * Q). )
32691859200000£° Iy* I* (124, + 1)4

P3
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My, LMx, . LMx, (941525544960000 £° Iy’ Iz’ Q" +156920924160000 £° Iy* Iz’ Q.” + 6538371840000 £° Iy 1’ 2, ) »

L(12Q, +1) | 60E1z(12Q, +1) E°ly I (120, +1)" 32691859200000
Mx, (40E1zL' +1680E1zL Q) LMx, (2241727488000 E* Iy* Iz” I’ Q.” + 4296644352000 E* Iy* 1" I Q.* + 249080832000 E* Iy 1z” I’ Q_ + 3891888000 £* Iy’ Iz” I + 941525544960000 £* lylz’ L Q.* +
[ 100800E° 17 L(12Q, +1) E°Ty’12° (1292, +1)*32691859200000

+179338199040000E* Iylz’ [ Q3. + 8966909952000 £ Iylz* L’ Q.” + 46702656000 E* Iylz' L' Q2. )

E°Iy’ 12 (120, +1)' 3269185920000
[sz (1680L°Q +80L° Q) +L°) | LM, (124540416000 £° 1z° L' .2 +11955879936000 £ 12* L' Q. * + 201755473920000 £ I’ L' Q,* +941525544960000 E° Iz’ L' Q. * + 43243200 £ Iylz* L +108108000£° Iy* IzL' +
E’1Z° L(12Q, +1)100800 32691859200000£° Iy’ 12* (122, +1)'
+518918400E° 12’ L' ©, +326918592000 £ Iylz* L' Q> + 108972864000 E° Iy’ IzL' Q. + 4857076224000 £ Iy1z* L' Q. + 560431872000 £° Iy* 1z L' Q.* +22417274880000 £° IyIz* L' Q.* + 3891888000 £° Iy’ L' Q +
32691859200000£° Iy’ I* (1202, +1)*

+7005398400 E° Iy Iz’ L' Q. + 6486480000 E° Iy’ IzL' Q. + 249080832000 E° Iy’ Iz L' ©, 0, + 4296644352000 E° Iy’ Iz L' Q, Q.* + 22417274880000 £’ Iy’ 1zL' Q ©0.°)
32691859200000£° Iy’ IZ* (1202, +1)*

K(6,9)=K(9,6) =

2

P3

Mx, LMx, LMx,(941525544960000£° Iy* 22 Q0 * +156920924160000£° Iy* 12 Q2. * + 6538371840000 £° Iy’ 122 €2, ) »
: -
(120, +1) | 60EIy(12Q, +1) E°ly'12(12Q, +1)'32691859200000

KEID=K(1.8)=—

sz(40EIyL4 +1680ETy L' QZ) LMx2(941525544960000E4 Iy' Iz Q" +179338199040000E* Iy’ 1zL* Q,* +8966909952000E* Iy’ 1zL* Q * + 46702656000 £* Iy’ IzL* Q  +22417274880000E Iy’ 1z° I’ Q,°
+
100800E£° Iy L(12€Q2, +1) E°Iy'12°(12Q, +1)' 32691859200000

+4296644352000E" Iy* 12° I Q2  + 249080832000E" Iy* 12> I Q2| +3891888000E" Iy’ 12> I
E°ly'1Z'(12Q, + 1)4 32691859200000

2

Mx, (1680L°Q7 +80L°Q, +L°)  LMx,(124540416000E° Iy’ L* Q) * +11955879936000E° Iy* L*Q * +201755473920000E° Iy* L* © * + 941525544960000E° Iy* L* Q2 * + 108108000 E” Iylz® L* + 43243200E° Iy* Iz L +

E’ly’ L(12Q, +1)100800 32691859200000E°Iy' 12 (1202, +1)'
+518918400E° Iy’ L Q2 +108972864000 £ Iylz> L*Q,” + 326918592000 E° Iy’ IzL* Q* + S60431872000E° Iylz” [ Q * + 4857076224000 E° Iy [2L* 2, * + 2241727480000 E° Iy* IzL* Q * + 6486480000 E° Iy Iz L* Q, +

61373 4
32691859200000E° Iy’ Iz*(12€2, +1)
+7005398400E° Iy’ IzL* Q, + 3891888000 £ Iylz” L' Q, + 249080832000 £° Iylz’ L* 3, Q. +4296644352000E Iylz* ' Q * 0, + 22417274880000£° Iylz’ L' 2’ Q2. )
32691859200000° Iy’ I2* (1292, +1)'

P}
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Mx, LMx, LMx, (941525544960000 £ Iy” Iz° 2. +156920924160000 £° Iy* Iz Q. + 6538371840000 E° Iy’ 12’ Q. )
K(9,12)=K(12,9) = + - P
L(12Q, +1) | 60EIz(12Q, +1) E°Iy 12} (120, +1)*32691859200000
{sz (40E1zL' +1680E1zL* Q) ) , LMz, (2241727488000 £ Iy’ 12” L2 Q0.” + 4296644352000 E* Iy” Iz* L’ Q.” + 249080832000 £* Iy” Iz L* ©3_ + 3891888000 £* Iy’ Iz* I + 941525544960000 E* Iylz’ L' Q.* +
100800 £° Iz* L(12Q, +1) E° Ty’ 177 (120, +1)* 32691859200000
+179338199040000 £ Iy Iz’ I’ Q, +8966909952000 £ Iylz’ I’ Q.* + 46702656000 E* Iylz* I’ Q2. )
E*Iy' I (120, +1)*32691859200000
Mx, (1680L°Q 2 +80L°Q, + [')  LMx, (124540416000 £ Iz* L Q * +11955879936000 £ 1z* L* Q. * + 201755473920000 £ Iz* L* 0, * +941525544960000 £ Iz* L* Q. * + 43243200 £° Iy Iz L' +108108000£° Iy* IzL' +
[ EIZ L(12Q, +1)100800 32691859200000E° Iy’ IZ* (12€2, +1)*
+518918400 £° Iz’ L' Q) +326918592000 £° Iylz” L .7 + 108972864000 E° Iy’ Iz L' Q. + 4857076224000 £° Iy Iz* L' Q0.* + 560431872000 Iy’ Iz L' Q.° + 22417274880000 £° Iy Iz L' . * + 3891888000 £° Iy’ 1z L' Q) +
3269185920000 £° Iy* 12* (12€2, +1)*

+7005398400 £° Iylz* L' ©, + 6486480000 £° Iy* Iz L' Q. + 249080832000 £° Iy* IzL* Q Q) + 4296644352000 E° Iy* 1zL' Q0 ©3.* +22417274880000E° Iy’ 1zL* Q Q.*)

32691859200000 £° Iy’ IZ* (122, +1)*

2

Pl

K(1,5)=K(5,1)= —#

£(1680Q, +180Q, +1)  1212Q,

3 + 3
12Q. +1) 700 54(12Q, +1) (9072000 * +172800Q2 > +8640Q +45
6Elz 1 61z e (120, +1) (120, +1) N ( t t X )Pz+

K(2,6)=K(6,2) =
o= k62 L(120, +1) IO(IZQJ,H)Z+AL2(12§2J,+1)2 Elz E1z(120, +1)' 63000

L'(21772800Q,° +6480000Q," +665280Q * +25920Q% +252Q, +1) 12L(483840Q* +97920Q,° +5376Q,” +60Q, +1)
N ,

§ s 2 20y 4 20 3 20 2 2 2
(122, +1) 42000 A(12Q, +1) 1400 L(18144001°Q," +388800L° Q,” + 23040 Q * + 2400 Q + ')

+ 272 B 4
Elz E*1Z*(12Q, +1) 63000

P}

K(4,8)=K(8,4)= —#
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Py

(16800, +180Q, +1) 12IyQ
N .
cs K05 SE 1 ey o (20 +1)'700 54(120, +1)’ +L2(9072009j+1728009}+864OQZ+45)
: U120 +1) L10(120, +1)  AZ(12Q, +1) Ely Ely(120. +1)" 63000

L(21772800€2.° + 648000002, + 66528002, +25920Q0.* +252Q0. +1) IyL* (48384002, +979200." +53760.” + 600, +1)
+

(12, +1)’ 42000

A(12Q, +1)'1400

(181440017 ° +388800L7 2. +23040L Q.2 +240L° Q). + L)

L(21772800Q,° + 648000002, * +665280Q,° +25920Q,” +252Q  +1) 1zL7(483840Q," +97920Q,* +5376Q,* + 600, +1)

+ 272 - 4 P
Ely E*ly*(12Q, +1) 63000
Mya Myb [ (100800L°Q, +1680L)(Mya+Myb)) — (Mya+Myb)(100800L'Q*+3360L'Q, +40L')  ( (Mya+Myb)(100800L°Q° +5040L° Q7 +120L°Q + L) | |
K(6,10)= K(10,6) = 22 + 0 4 P+ — P+ T : P
6 6 6048001z E*17° 604800 E*12° 604800
K(7,1)=K(11,7) =MTyb
(16800, +1800Q, +1) 12120,
3 + 3
6Elz 1 61z 12Q, +1) 700 54(12Q, +1)  17(907200Q,° +172800Q2 * +8640Q2 +45
K(8,12)=K(12,8)=—— + - —— _lp+ (12, +1) — ( ) ( : ,+45) I
(120, +1) 10(120, +1) ALX(12Q, +1) z Elz(12Q, +1) 63000

S + S 2 20 4 20 3 20 2 2 2
(122, +1) 42000 A(12Q, +1) 1400 (181440017 Q" +388800L°Q,° + 230400 Q> +240L°Q, + I »
+| - : : +
E1Z’ E*12(120, +1) 63000

K(L6)=K(6.) =2

L
K(4.9)=K©O.4=-M2

L

2 2 4 4 2 4 6 6 2 6 3 6

o [162;)L +10082(I)L Q. j(Mza+Mzb) (MZHMZb)[ E?ILZ 1002;020[LZQZ 332(2)IL ZQJ (Mza+Mzb)[E3LI 3 504:503Ll ? 1002)350301LSQ_, 12};)3LI ?j

K(5,10)= K(10,5) = —~—2 Y22 L 20 Y P+| - Y Y Y J\pry Y Y Y Y Jp
6 604800 604800 604800
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K(6.11)=K(16) Mx, (1440, 0, -1) I’ Mx, (Iy+Iz+144IyQV2 +1441zQ 7 +361yQ +12IlyQ_ +121zQ +361zQ_+576lyQ Q_+5761zQ Q_+1728lyQ Q> +17281yQ *Q_+17281zQ Q% +17281zQ ° Q:)P
AD)=K(11,6)= +
2(12Q, +1)(120, +1) 120Ely1z(120, +1)° (120, +1)
L Mx, (52254720 Iy* © * Q. +87091201y° Q Q. +3628801y” Q * +52254720 Iy’ Q,* Q_* + 27371520 Iy’ Q7 Q.* + 3473280 Iy’ Q,* Q_ +129600 Iy* Q *+ 5598720 Iy* Q@ * Q> +27993601y” Q> Q> +349920 Iy’ Q *Q_+12960 Iy’ Q* +
25200E> Iy 12* (129, +1)“ (120, +1y
+311041y° Q,Q° +63936 Iy’ Q Q. * +10008 Iy’ Q Q_ +4081y’ Q, +720 Iy’ Q> +120 Iy’ Q_+5 Iy’ +1244160 IylzQ ’ Q> +134784 IylzQ ’ Q_+2592 IylzQ > +1244160 IylzQ * Q * +622080 IylzQ * Q_* +596161ylzQ * Q_ +
2520071y’ 12 (12, +1) (1202, +1)°
+13681ylzQ * +134784 IylzQ Q° +59616 IylzQ Q% +5616 IylzQ Q_+1321ylzQ +2529 IylzQ *+1368 Iylz Q * + 132 Iylz Q_+3 Iylz+52254720 122 Q " Q * + 5598720 12" Q *Q > +31104 122 Q *Q_ +5225472012°Q > Q * +
25200E° Iy’ 12* (122, +1) (12, +1)°
+27371520 122 Q 2 Q° +2799360 127 Q > Q * +6393612°Q *Q_+72012°Q > +8709120 1z° Q Q * +3473280 1 Q Q° +349920 2" Q Q> +10008 12’ Q Q_+1201z°Q +362880 1z Q * +129600 Iz° Q * +12960 1z’ Q > + 408 I2° Q_+5 12 ) »
25200 Iy’ 1 (122, +1) (1202, +1)°
L°Mx, (6482, +23040Q, Q% +2211840Q, Q.° +37324800Q, Q0." +174182400Q, Q.° +338400.° + 96768002, +132364800.* +80870400Q," +174182400Q.° +96Q, Q. +5)
+ +
1008000£” Iy* (12Q, +1)(12€, +1)*
L Mx, (648Q), +23040Q,7 Q0 +2211840Q,7 Q. +37324800Q * Q. +174182400Q,° Q. +33840Q,” +9676800," +132364800,* + 808704002, +174182400Q ° +96Q, Q_ +5)
- - - - +
1008000E° 1z* (1202, +1)4(12§2: +1)
L' Mx, (124416000,* Q. +3110400Q,* +12441600Q,* Q" +5495040Q Q_ +172800Q2," +16588800,” Q.* + 61344002, > Q. +20160Q,” + 432000, Q.” + 2088002, Q. + 6600, +288Q. +7)
+ - - - — = = = +
3024000E° Iy Iz (122, +1)' (120, +1)’
L°Mx, (124416007 Q.* +1658880Q,% .7 +43200Q,” Q. +288Q), > +12441600Q, Q._* +5495040Q Q.* + 6134400, Q.7 +20880Q, Q. +228Q +311040Q2,* +1728000." + 66002, +7) »
+ - - 2
3024000E° Iy Iz(12Q, +1) (12, +1)°
Mzb
K(7,12)=K(12,7) =—
L
P EA
K1L,7)=K(7,))=————
L L
L(1680Q,* +180€2, +1) 24122,
- +
3 3
12E1z (12007 +20Q, +1)6 121z (120, +1) 350 SAL(12Q, +1)  L(907200Q° +172800Q, +8640Q, +45) |
K(2,8)=K(8,2)=-— +| = = - S|P+ ) _ ) £ P
(120, +1) (2o, +1)’s  AL(120, +1) Elz ETz(120, +1) 31500
L3(217728()OQJ,5 +6480000Q * +665280Q * +25920Q2 * +252Q2 + 1) lzL(48384OQJ,4 +97920QJ,3 + 5376QJ,2 +60Q + 1)
) ) ) + )
5 5
(12, +1) 21000 A(12Q, +1) 700 L(1814400L°Q,* +388800L°Q2,” +23040L°Q > + 2400 Q + ') .
+| - + :
27,2 4
E’lz E’12°(129, +1) 31500
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L(16809.% +180Q, +1) 2A4lyQ.

+

12002 +20Q. +1)6 : P 1(907200Q.° +172800Q.% + 86400, +45

KG.9)=K©.3) = L2E (1200, . 6 oy pa| 2041350 sa20.+y ( . . _+45)
£(12Q, +1) L(12Q, +1)'5  AL(12Q,+1) Ely Ely(12Q, +1) 31500

P2

£(217728009.° + 64800002 +665280Q.° +25920Q.% +252Q, +1) IyL(48384000.* +97920Q. +53760.” + 600, +1)
+

I (783820800002, + 352719360002, ° + 62363520002, + 550800002 * +2620080Q2 * +7362002 > +14220) +11) [z (43545600 ° ~36288002 * 13824002 * +1008Q2,* + 7800 +13)
: . :
(1202, +1) 126000 (129, +1)' 12600

2

E* 17

£(6531840002* Q,° +239500800 12 ©,* +32011200 2 Q0 * +1922400 > Q, + 5814012 Q> 412902 2, +111%)
E* 12 (1202, +1)' 189000

P’ =K(12,6)

(12Q, +1)°21000 4(120, +1)°700 L(18144002° Q.* +388800L° Q.° + 23040 Q.” +240L° Q, + ) »
+| - . +
E’ly’ E*Ty* (120, +1)'31500
Plp
K(4,10)=K(10,4) = ———
(4,10) = K(10,4) = -—~-
r (18144009;‘ +483840Q° +37800Q2.° +870Q). + 13) 6lyLQ,
KGN 2E1y(1-6Q,) [ L(360Q7 +600, +1) 1y(72Q} +120, ~1)2 » (120, +1)°6300 54(120, +1)  L(32659200000.° +1143072000, +14061600€2.° +723600€.% +15390Q, +195) »
L1 = S+ - 5 + -
L(12Q, +1) (120, +1)30 AL(12Q, +1) Ely ETy(129, +1) 189000
L (783820800002, +35271936000.° +6236352000.° +55080000Q2.° +26200800.° +73620Q.% +1422Q. +11) Ty L’ (43545600.° —362880€2.* ~13824002.° +1008Q." +780Q. +13)
+ S
. (1292, +1)'126000 A(12€Q, +1) 12600 .
E'ly’
L3(653184000L2 Q.°+239500800L° Q° +32011200 L Q_* +1922400 L Q. +58140L° Q> +1290 Q:+11L3) P oK(L9)
‘ E*Ty* (129, +1)' 189000 S
L (18144000, ° +483840Q° +37800Q,> +870Q, +13) 61,10
X6.12) 2EIZ(1-6Q,) [ L(3609, +60Q, +1) Iz(72Q, +12Q, ~1)2 » (129, +1)° 6300 54(12Q, +1) I(3265920000,° +1143072000, +14061600€, +72360002,% +153900, +195) "
,12) = -+ - - + - : -
£(122,+1) (120, +1)°30 AL(129, +1)’ Elz Elz(120), +1) 189000
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K(3,10)= K(10,3) :MTZb

2 2 4 402 4 6 60 2 6 3 6
|0 IOOSOE0 Yo i) (v O OSIEOT BOL)) (g L SOED7 to00L ) 1000
K1) =K(11,4)= -2 V2 y y Pl Y y Y Jlpy y y y Y ) p
6 6 604800 604800 604800

K12 k(12,5 -1 (1440, 0, 1) L Mx, (Iy+ 12+ 1441y + 144120 + 3610, +121yQ, +12170, +36120, +5T61yQ, O, +576120, 0, +11281y0, O +11281y0*Q, +1728120, O +1728120,70) |
’ T (12, +1)(129, +1) 120EyI(120, +1) (129, +1)

2

L Mx, (52254720 Iy’ ©,° Q7 +87091201y* Q * Q. +3628801y° Q,* + 52254720 Iy’ Q *Q° + 27371520 Iy’ Q * Q> + 3473280 Iy’ Q,° ©_ +129600 Iy’ Q * + 5598720 Iy* Q * ©.* + 27993601y’ Q,> Q% +349920 Iy Q> Q_ +12960 Iy* Q > +
' 252002 Iy’ 12 (122, +1) (1202, +1)°
+311041y°Q, Q7 +63936 Iy" Q Q.7 +10008 Iy’ Q, Q. +408ly* Q +720 Iy’ Q° +120 Iy’ Q_ +5 Iy’ +1244160 IylzQ * Q ° +134784 IylzQ * Q_+2592 IylzQ,* +1244160 IylzQ * Q° + 622080 IylzQ * Q. * +596161y1zQ > Q_ +
252006 Iy* 12 (122, +1) (120, +1)°
+1368lyIzQ > +134784 IylzQ Q° +59616 IylzQ Q +5616 IylzQ Q_+1321ylzQ +2529 IylzQ * +1368 Iylz Q * +132 Iylz Q_ +3 Iylz+ 52254720 12" Q *Q* + 5598720 12" Q *Q * +31104 122 Q *Q_+52254720 127 Q > Q * +
25200E° Iy* I (122, +1) (1292, +1)
+27371520 127 Q 2 Q.7 +2799360 I2° Q> Q.* +6393612° Q,* Q_ + 720 12’ Q.7 + 8709120 I’ Q, Q. * + 3473280 I, Q.° +349920 I 2, Q> +10008 I° Q Q. +120 I2° Q, +362880 I Q.* +129600 I2° Q.* +12960 1’ Q.* + 408 I Q, +5 I2° »
252006 Iy* 12 (122, +1)' (120, +1)°

L°Mx, (648Q, +23040Q, Q" +2211840Q2, Q. +37324800Q, Q.* +1741824000, Q.° +338400. +967680Q2," +132364800.* +808704000,° +174182400Q2.° +96Q, Q. +5) .
1008000E° Iy’ (122, +1)(12€2, +1)’

L0 Mx, (6480, +23040Q,” Q. +2211840Q,° Q, +373248000* Q. +174182400Q2, 2, +33840Q2, > +967680€2, +13236480€2,* +80870400€2,° +174182400€2,° +96Q2 Q. +5)
1008000 IZ* (120, + 1)4(1292 +1)

. L° Mx, (124416009‘4 Q_+3110400Q, * +12441600Q * Q * +5495040Q * Q_+172800Q ° + 165888002 * Q> +613440Q > Q_ +20160Q,> +43200Q, Q * +20880Q O, + 6600 +288Q% + 7)

2

+

3 +
3024000E° Iy Iz” (12€2, +1) (12€2, +1)

L Mx, (1244160007 Q.° +165888002,* Q.7 +43200Q,> Q0. +288Q),” +12441600Q, Q" + 54950400, Q.” + 6134400, Q.> +20880Q, 2, +228Q, +3110400Q_* +1728000.° + 6602, +7)
. . . : :
3024000E° Iy” 1z(12Q, +1)’ (12, +1)’

K(2,10)=K(10,2) = MTyb
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£(1680Q. +180Q, +1) 121yQ
N ;
6Ely - 1 . ely b | (12041700 54(120, +1)°  L£(9072000° +1728000." +86400, +45) o
L2120, +1) | 100120, +1)° 42 (12Q, +1)’ Ely Ely(129, +1)" 63000

KG,1)=K(113)=—

L(21772800€2.° + 64800000, +665280Q° +2592000.* +252Q0 +1) Iy [? (48384002, +9792002.° +537602.> + 600, +1)
+

(129, +1) 42000 A(120, +1)°1400 (181440022 Q2. * +388800L° 2. * + 23040 Q.” + 24017 2, + )
+| - +
E’ly’ E’Ty* (122, +1)' 63000

P3

1008007 Q2 +1680L* )(Mya + Myb Mya + Myb)(100800L* Q. * +3360L' Q. +40L* Mya + Myb)(100800L°Q * +5040L°Q * +120L° Q. +[°
K(4,12)=K(12,4):@+M+ ( , )(Mya +Myb) P+( ya+ Myb)( Mt y )P2+ (Mya +Myb)( 2 y ,+ L) P
6 6 6048001z E~1z7 604800 E’1z° 604800
LMx,(941525544960000E° Iy’ I22Q * +156920924160000E° Iy’ 1z Q * + 6538371840000 E° Iy 12° Q)|
K1) =K(11,2)=—— %, LMx, + X Yz, . vz, ¢ y120,) P
L(12Q, +1) | 60ETy(12Q, +1) E°ly’ 12’ (129, +1) 3269185920000

Mx, (40ETyL' +1680ETyL'Q.) LMx,(941525544960000E" Iy’ 2> Q,* +179338199040000E* Iy’ 1L 2 * + 8966909952000 Iy’ [2L* Q. * + 46702656000 E* Iy’ 217 2, +22417274880000E Iy’ 12 ')
_ N :
100800E°Ty’ L(12Q2, +1) E°1y'12 (129, +1)'32691859200000

+4296644352000E"1y* 12”0, * + 249080832000E" Iy* 22 L' Q, +3891888000E" Iy* 2L | ,
Ely’ 12 (129, +1)'32691859200000

Mx, (1680L° Q% +80L° Q. + )  LMx, (124540416000 E° Ty’ L'Q* +11955879936000E° Ty* L' Q * + 201755473920000E° Ty L' ©3,* + 941525544960000E° Ty* L' Q,* + 108108000 E° Tylz* L' +43243200E° Ty’ IzL' +

[ E’ly’ L(12Q, +1)100800 ! 32691859200000E° Ty’ 12 (1202, +1)'

+518918400E° 1y’ L' Q, +108972864000£° Iylz* L' Q * + 326918592000 £° 1y 1zL* Q * + 560431872000 E° Iylz* L' Q) * + 4857076224000 E° Iy’ 1zL' Q * + 22417274880000 £° Iy* 1zL* Q * + 6486480000 E° Iylz* L' Q| +
32691859200000E°1y*12° (122, +1)'

+7005398400E° Iy’ 12L' Q0 + 3891888000 E° IyIz* L' Q, + 249080832000 Iylz’ L' Q, Q, +4296644352000E° Iylz* L' Q ' Q, +22417274880000E° Iylz* L' Q *Q, )

P3
32691859200000E° Iy* 12 (122, +1)'
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K(3,12)=K(12,3) =

Mx, J{ LMx, LMx, (941525544960000 £° Iy* I° ©_* +156920924160000 E° Iy* Iz° .* + 6538371840000 E° Iy* 12’ Q, )]P
L(12Q_ +1) | 60E1z(12Q,_ +1) E°ly’ 12 (129, +1)" 3269185920000
_[sz (40E1zL“ +1680E12L' Q) . LMx, (22417274880000E" Iy’ 12’ I’ Q7 + 4296644352000 E* Iy* 1z° L’ Q* + 249080832000 £* Iy” Iz° I’ Q_ + 3891888000 £* Iy* 1z* I’ + 941525544960000 E* 1y1z° L’ Q * +
100800 £°1z° L(12Q, +1) E°Iy*12° (120, +1)" 3269185920000
+179338199040000E* Ty Iz’ I Q0 + 8966909952000 £* Iylz’ [* Q.* + 46702656000 E* Tylz* I’ Q2. )
E°ly’ 1Z° (120, +1)* 3269185920000
Mx, (1680L° Q> +80L°Q, + L')  LMx, (124540416000 E° Iz’ L' Q.” +11955879936000 E° Iz’ L' 0.* +201755473920000 £° Iz L* Q.* + 941525544960000 E° Iz° L' Q. + 43243200 E° TyIz” L' + 108108000 E° Ty’ Iz L' +
[ E’1Z° L(129Q, +1)100800 32691859200000 £° Iy* I° (122, +1)°
+518918400E° 1’ L' Q_ + 326918592000 E° TyIz* L' % + 108972864000 E° Ty* 1z L' Q7 + 4857076224000 E° TyIz* L' Q* + 560431872000 E° Ty* 1z L' Q_° + 22417274880000 £ IyTz* L' Q_* + 3891888000 E° Iy 1z L' Q , +
32691859200000E° Iy’ IZ° (12, +1)'
+7005398400 £° Iylz* L' Q_ + 6486480000 £° Ty* Iz L' Q. + 249080832000 E° Ty’ IzL' Q Q. + 4296644352000 E° Ty’ Iz L' Q, Q * + 22417274880000E° Iy’ 1z L' Q, Qj)]Pl
32691859200000 £° Iy’ I° (122, +1)°

PZ

K(1,11)=K(11,1):7M7yb

(16809, +180Q, +1) 12120,

6Elz 1 61z » (129‘,+1)37oo +5A(129v+1)3 (9072000, +172800Q* +8640Q +45) »
+ + +| - ' ' + +
£(12o,+1) 100120, +1)  4(120, +1) Elz ETz(120, +1) 63000

K(2,12)=K(12,2) =

L(21772800Q,° + 648000092, * +665280Q * +25920Q + 25202, +1)  IzL*(483840Q * +97920Q2° +5376Q2, +60Q2, +1)
(12Q, +1) 42000 A(12Q, +1)° 1400 L(1814400L°Q,* +388800L°Q2,° +23040°Q * +240L°Q + ')
. : _ v v

E1Z E*12(12Q, +1) 63000

P3

K(1,12)=K(12,1)= 7MTZb
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6Mx, (Q, 791) ' Mx, (Iy—Iz+144IyQ‘.2 1441207 +12IyQ, +121yQ_ —121zQ, - 121zQ_ -17281yQ, Q> +17281lyQ > Q. -17281zQ, Q° +17ZSIZQ,ZQ:)P
) . : }
(120, +1)(12Q, +1) 120Elylz(12Q, +1) (120, +1)’

K(5,6)=K(6,5) =

L' Mx, (52254720 Iy’ Q,* Q> +87091201y" Q. Q. +3628801y” Q,* — 52254720 Iy’ Q,” Q. +1244160 Iy’ Q,’ Q.* +1296000 Iy’ Q,* ©, +69120 Iy’ Q * — 55987201y’ Q * Q.* +116640 Iy’ Q, Q_ +6480 Iy’ Q> =311041y’ Q, Q* +
25200671y’ 12* (1202, +1) (12€2, +1)’
483841y’ Q Q7 +87121y° Q Q. +372 1y’ Q +720 Iy’ Q° +120 Iy’ Q. + 5 Iy” +1244160 IylzQ * Q_* +134784 IylzQ * Q. +2592 IylzQ * ~1244160 IylzQ * Q. + 7776 ylzQ * Q_ - 72IylzQ * ~134784lylzQ , Q.° —77761y1zQ Q.* +
25200E° Iy 127 (122, +1) (1292, +1)°
—24lylzQ, -2592 Tylz Q. + 72 Tylz Q.° + 24 Iylz Q_ +5225472012° Q * Q.° + 559872012° Q,° Q. + 311041 Q ' Q_ - 5225472012° Q,* Q.* —124416012° Q 7 Q.° — 4838412’ Q,* Q. — 7201 Q> —870912012° Q Q. ~12960001z° Q Q.° +
25200E° Iy* 122 (1202, +1) (122, +1)’
~11664012° Q Q> 871212 Q, ~12012° Q, -362880 2’ Q,* 69120 12’ Q, Q.* ~6480 I2” Q” =372 12" Q. -5 17" )
252005° Iy* 127 (122, +1) (1292, +1)’

2

Iyl (49766400(2,“‘9;z +5391360Q *Q_ +103680Q * —4976640002 ’Q2° +1244160Q *Q > +449280Q *Q_ - 66355200 °Q* —311040Q *Q) * +8640Q *Q_ —960Q2 > —~172800Q Q2 * +11520Q Q> +2400Q Q_+20Q —1152Q°+432Q7 +56Q + 1) .
1008000E° Iy’Iz* (1292, +1)' (12€, +1)
12L° (-49766400Q,’Q." —6635520Q2,’Q.” ~172800Q2,°Q, —1152Q > +49766400Q,°Q2.* +1244160Q,°Q.° ~311040Q,°Q.° +11520Q,°Q, +432Q,7 +5391360Q Q. + 4492802 Q. +8640Q,Q.” +2400Q, Q. +56Q, +1036800.* —960Q.” +20Q, +1) .
1008000E° Iy*Iz* (129, +1)' (1202, +1)
o (63202, —230400,°0, —2211840Q *Q), - 3732480002, Q. —17418240002,°Q2, +3000092,” +599040Q,* + 70156800, * +518400000,° +174182400Q2,° 960, 2, +5)
' 1008000£° I} (12, +1)* (129, +1)
r (—250822656009‘_3 Q7 -5374771200Q ° Q * —318504960Q * Q * —3317760Q ° Q> —~13824Q * Q_+25082265600Q > Q0 © +3284582400Q > Q ° +114462720Q > Q * +33177600Q * Q1 * +3767040Q > Q > +88704Q * Q_+720Q * +

+

1008000£° Iy* (122, +1)’ (129, +1)"
+418037760002, Q.° +1069977600Q2, ©.° +13105152002, Q.* +121651202, Q> + 69696002, Q. +1507202, Q, +120Q2 +1741824009.° +5184000002.° + 7015680€2.* +599040€2. +30000Q.” +632Q, +5)

= . - Mx, P*
1008000E° Iy’ (1202, +1) (12Q, +1)
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6MXZ(Q‘, 791) LMx, (ly-Tz+1441yQ * —14412Q.7 +12IyQ, +12lyQ, ~1212Q, —1212Q, —1728TyQ, Q* +17281yQ > Q, —172812Q, Q.* +172812Q QZ) »

K(11,12)=K(12,11) = + 5 ;
(120, +1)(120. +1) 120E1y1z(120, +1) (120, +1)

L' Mx, (52254720 Iy’ Q,° ©.” +87091201y” Q,* Q_ +3628801y° Q * — 52254720 Iy’ Q,’ .° +1244160 Iy* Q *Q.* +1296000 Iy’ Q' Q. +69120 Iy’ Q,* —55987201y* Q Q> +116640 Iy’ Q. Q_ + 6480 Iy’ Q > 311041y’ Q Q.° +
’ 25200521y’ 12 (122, +1) (1202, +1)°
+483841y°Q Q7 487121y’ Q Q_ +3721y° Q +720 Iy’ Q° +120 Iy’ Q_+5 1y’ +1244160 IylzQ * Q * + 134784 IylzQ * Q_ +2592 IylzQ * ~ 1244160 ylzQ > Q * + 7776 IylzQ > Q_ - 72IylzQ * —1347841ylzQ Q° - 77761ylzQ, Q ° +
2520067 Iy* 12 (122, +1)' (1202, +1)°
—24lylzQ 2592 lylzQ° + 72 ylz Q * +24 Iylz Q_+5225472012° Q * Q° +559872012° Q *Q * + 3110412 Q * Q_-5225472012°Q > Q * ~124416012° Q > Q * - 4838412° Q * Q_-7201z° Q > -87091201z° Q Q * ~12960001z°Q Q° +
252007 Iy’ 12 (122, +1)' (1202, +1)°
—11664012°Q, Q.* -8712 12’ Q, ~12012° Q, —362880 I2° Q. ~69120 I’ Q Q.* 6480 I° Q.* =372 17 Q, -5 12’
25200E° Iy I (12, +1)' (122, +1)

2

Iyl (497664009‘.4922 +5391360Q *Q_ +103680Q2 * — 497664000 *Q2° +1244160Q Q) ° +449280Q *Q_ - 6635520Q,*Q° —311040Q *Q * +8640Q *Q_ —960Q > —172800Q Q° +11520Q Q> +2400Q Q_+20Q -11520Q°+432Q° +56Q_ + 1) .
1008000E° Iy*1z (12Q2, +1)' (1202, +1)’

12L° (-49766400Q,’Q." — 66355200, Q.7 ~ 172800, °Q2, ~1152Q* +4976640002,*Q2.* +124416002,°Q2.° ~311040Q,°Q.2 +11520Q ’Q2, +432Q * +53913600, Q. * +4492800,Q.° +86400,Q.* +2400Q, O, +560, +1036800," —9600.% +20Q, +1)

’ 1008000E° Iy’Iz* (12, +1) (1202, +1)’
L(632Q, 230400, °Q2, -2211840Q,’Q2, —3732480002,*Q2. —174182400Q,°Q2, +300000,” +59904002,” + 701568002, * + 518400000, ° + 17418240002, 9602, Q. +5) .
1008000E° 1z° (1202, +1)' (1202, +1)

L (-25082265600Q," ©.° - 537477120002 * Q. * - 3185049600 Q" —3317760Q * Q> ~13824Q,” Q0 +2508226560002, Q.° + 32845824000, Q.° +114462720Q * Q.* +33177600Q,> Q.* +3767040Q,” Q.* +88704Q,> Q. +720Q,” +
’ 1008000£° Iy* (12, +1)’ (129, +1)"
+41803776000, Q. +106997760002, Q.° +131051520Q, Q.* +12165120Q2, Q. + 6969602, Q.” +15072€02, Q. +12002, + 1741824000, + 51840000€2,° + 7015680€2.* + 599040Q." +300000.” + 6320, +5)
1008000£° Iy’ (129, +1)’ (129, +1)°

+

Mx, P’

Conforme explicitado ao longo do texto, a expansao da matriz de rigidez em série de Taylor pode ser utilizada das seguintes formas:
TBT_2tr — Emprega-se 2 Termos (termo elastico + um termo da carga axial P, até grau 1);
TBT_3tr — Emprega-se 3 Termos (termo elastico + dois termos da carga axial P, até grau 2);

TBT _4tr — Emprega-se 4 Termos (termo elastico + trés termos da carga axial P, até grau 3);
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Para uma andlise ndo linear completa, além de se utilizar formula¢des ndo
lineares em nivel dos elementos, e, no caso desse trabalho, em nivel do elemento
infinitesimal, também deve-se empregar algoritmos que consigam descrever a
trajetoria de equilibrio da estrutura. Assim, faz-se necessaria a resolucdo de

sistemas de equacdes ndo lineares.

Este tipo de equacdao pode ser resolvido com dois métodos matematicos
distintos. Para o tragado da trajetéria de equilibrio, em geral, utilizam-se de
processos incrementais e iterativos. A segunda abordagem prediz pontos limites por

meio de uma analise de auto-valor (McGuire et al., 2000).

Neste trabalho de pesquisa, utilizou-se de procedimentos incrementais e
iterativos para o tracado das curvas de equilibrio da estrutura sendo este capitulo

baseado na pesquisa de Leon et al. (2011).

D.1
Metodologia de Solugao

A trajetoria de equilibrio de uma anélise ndo linear pode ser construida por
um método apenas incremental ou por um processo incremental-iterativo. Com uma
facil implementagdo, no processo apenas incremental, o carregamento ¢ aplicado
em pequenos incrementos na estrutura, porém, ao ndo se realizar os processos
iterativos, a curva diverge da solucdo, pois o equilibrio ndo ¢ garantido a cada
incremento de carga. Ja para um procedimento incremental-iterativo, as corregdes
sdo realizadas a cada incremento de carga até que o critério de convergéncia
adotado seja satisfeito, reduzindo a distdncia entre a trajetoria construida e a
solucao.

Devido a ndo linearidade do problema, as forgas internas q(u]i-), fungdes dos

deslocamentos nodais, u;, ndo estdo necessariamente em equilibrio com as forgas
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externas aplicadas, p]‘ De acordo com Felippa (2017), as equacdes de equilibrio
discretas encontradas na analise ndo linear estatica, através dos deslocamentos
nodais, podem ser apresentadas sob a forma da forga total residual, r]‘:, conforme a
equagdo (D.1).
rj=p;—q(w) =0 (D.1)

O deslocamento e as forg¢as externas sao calculados, adicionando-se a

contribuicdo das configuragdes de equilibrio previamente convergidas (incremento

i — 1) as atualizagdes fornecidas pela iteracdo j, do incremento i, conforme as

equagoes (D.2) e (D.3).

w = u'"! + Auj (D.2)

p; = p! + Ap} (D.3)

As atualizagdes incrementais no passo i sdo calculadas, somando-se as
contribuig¢des da iteracdo anterior, j-/, com a da iteragdo corrente j, equagdes (D.4)

e (D.5),
A = Auj_y + 8u; (D.4)
Ap} = Apj_; + 6pj (D.5)

Au]‘- e Ap]‘- correspondem aos vetores de incremento de deslocamento e de
forga, respectivamente, enquanto que 6u]‘- e Sp;- sao os deslocamentos e forgas,

respectivamente, na iteragcao j do passo i.
Assim, o vetor residual, ou nao balanceado, pode ser escrito como a equagao
(D.6) e o sistema de equagdes ndo lineares para ser resolvido na iteragdo j do passo

incremental i ¢ dado pela equagdo (D.7).

r;=p"t +Ap; — q(u"! + Auj) = 0 (D.6)

K_,6u} = p; — q(uj_,) (D.7)

A matriz K;_l ¢ a matriz de rigidez tangente da estrutura, que pode ser
calculada pelo método padrao. Esse célculo ¢ feito no inicio de cada iteragdo, ou
pelo método modificado, apenas no inicio do passo incremental, que, apesar de um

menor custo computacional, necessita de mais iteragdes para convergéncia.
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D.2
Teoria do Espago Dimensional N + 1

De acordo com Yang & Kuo (1994), em uma andlise nao linear deve-se

resolver um sistema com N + [ parametros, ou seja, N componentes de
deslocamentos, 6u]‘:, ¢ um fator de carga, A]l-. Assim, substituindo 6p]‘: por 5&1‘-@ em

que p ¢ um vetor de carregamento de referéncia, o vetor de forgas externas aplicado

na estrutura pode ser escrito conforme a equagao (D.8).
p; =p"' +Apj_, + 64D (D.8)
O problema entdo da equagdo (D.7) pode ser reescrito, combinando-se as
equagoes (D.6) e (D.8) e obtendo-se a relagao (D.9).
Ki_j6ul=7i_,+5A4p (D.9)
Portanto, na equacao (D.9) existem N componentes de deslocamentos, 6u]‘:, e

um fator de carga, A]l-, ou seja, um sistema com N + / incognitas, porém com apenas

N equagdes. Dessa maneira, segundo Yang & Kuo (1994) devemos inserir uma

relacdo a mais no sistema, dada pela equagdo (D.10).
aj.6u;+ b;.54; = ¢ (D.10)

Isto resultara entdo em um sistema de N + 1 equagdes e incognitas (D.11).

1P {6u!l'}:{r’l".1} (D.11)
(@) b le4) g

A matriz do sistema, entdo, ndo ¢ mais simétrica e a sua solugcdo de uma
maneira computacionalmente eficiente ¢ apresentada em Batoz e Dhatt (1979, apud
Leon et al., 2011), decompondo o vetor deslocamento da iteracdo em duas parcelas,

conforme equagdo (D.12).
ou; = 516wy + duy; (D.12)

Dessa forma, a equacdo (D.9) ¢ escrita em fun¢do dessas duas parcelas, de

acordo com as equagdes (D.13) e (D.14).
K| ,6u,;=p (D.13)

K| j6ul; =71, (D.14)
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As varidveis du,; e du,; sdo calculadas, utilizando-se o sistema original com
a matriz simétrica. Resta apenas o calculo do parametro de carga, que ¢ obtido com

a solucao da equacao (D.10) para o parametro de carga e substituicao em (D.12),

obtendo-se a relagao (D.15).

i
Cj

i i i
a; .Sup]- + bj

i i
) at.oul;
i_ j Tj
5A]- =

(D.15)

Para cada metodologia de solucdo de andlise ndo linear no espaco (N + 1)

serdo fornecidos os pardmetros de restrigdo a;, b; e c;.

D.3
Metodologia Unificada de Solugao Nao Linear

Os métodos para solugdo de sistemas ndo lineares como o controle de carga,
controle de deslocamento, controle de comprimento de arco, controle de energia,
controle de deslocamento generalizado e a estratégia do residuo ortogonal, apesar
de diferentes em suas formulagdes, podem ser escritos pela equagdo matricial
(D.11) da teoria do espago dimensional N + 1.

Dentre esses métodos, os dos controle de carga e do comprimento de arco,
utilizados neste trabalho, sdo expostos de maneira unificada no espago dimensional

N+ 1.

D.3.1
Método de Controle de Carga

Neste método, o carregamento externo ¢ calculado na primeira iteracao de
cada passo incremental e mantido constante ao longo das iteragdes dentro de
determinado passo, conforme Figura D.1. Assim, o fator de carga ¢ dado pela
relagdo (D.16).

Valor prescrito (j =1)

0 (022 (D.16)

02 = |
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Superficie de

controle \

An'
Figura D.1 — Método de controle de carga

Fonte: Leon et al. (2011).

Os parametros de restrigdo sdo obtidos das expressoes (D.15) e (D.16),

resultando nos valores apresentados em (D.17) a (D.19).

ai =0 (D.17)
bi =1 (D.18)
i _ (A2 (j=1)

Em que AA é um parametro de carga inicial dado. Como esse parametro ¢
fornecido, esse método possui apenas N incdgnitas, os deslocamentos e a
decomposic¢do realizada da equacdo (D.9) na (D.11) ndo é necessaria, podendo ser

resolvido conforme (D.20).

K;_(8ui=A1p (j=1)
S (D.20)
K; 6u;=7r;, (=2)

Esse método atende ao desenvolvido neste trabalho, pois ndo foi estudado o

comportamento poés-critico, e essa metodologia apresenta dificuldades, com
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deslocamento excessivo, proximo aos pontos limites, pelo fato de o carregamento

externo ser mantido constante

D.3.2
Método de Controle de Comprimento de Arco

O método em discussao restringe o caminho de solu¢do a um comprimento de
arco (As]-i). O comprimento do arco ¢ calculado através da norma do incremento,

conforme equacgao (D.21).
. . (2 )
Auj. Auf +n(A%;)" = (Asf) (D.21)

Em que n ¢ um parametro real ndo negativo, diferente para cada tipo de
método do comprimento de arco (esférico, cilindrico ou eliptico). Dessa forma,
com a equagdo anterior, determina-se um comprimento de arco inicial, sendo as
iteracdes mantidas na superficie criada pelo arco, conforme Figura D.2.

Superficie de controle

p— i

=

— Au, —>

A,

Figura D.2 — Método de controle de comprimento de arco

Fonte: Leon et al. (2011).
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A equagdo (D.21) pode ser escrita em relacdo as iteracdes, ao invés dos

incrementos, conforme equagao (D.22).
Sul. Sul + 1oL 64 = (8s))° (D.22)

Assim, obtém-se os seguintes parametros de restricao (D.23) a (D.25),

aj = duj = 62, 6u;, (D.23)
bj =ndA (D.24)

i _ (A (=1
¢ _{ 0 (22 (D.25)

com AS sendo o comprimento de arco a ser utilizado na primeira iteragdo.

Finalmente, o fator de carga sera dado conforme (D.26).

( AS _
+ para (j=1)
. Sul,.sul, +1
i _ J p1 " "pl
YHER sut dul. (D.26)
. Tj .
“suloul +non P V=2
\ 1- OUy; T 704

O método do comprimento de arco € capaz de descrever complexas nao
linearidades, sendo também empregado neste trabalho em estruturas com maior nao
linearidade.

Em vista disso, o presente estudo beneficia-se desses métodos analisados, que
foram implementados no Frool (Martha, 1999) por Rangel (2019), baseando-se em
Leon et al. (2011). Nos exemplos desenvolvidos nesta Tese, utilizou-se o método
do controle de carga quando para barras discretizadas com mais de um elemento e o

método do controle de arco para barras discretizadas com um elemento.
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