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Resumo

Representagao numérica do comportamento de cascas axis-
simétricas obtido da combinagao de solugoes analiticas fun-
damentais

Neste projeto desenvolveu-se um modelo de elementos finitos enriquecidos
para simulacao estrutural de vasos de pressao sujeitos & rotacao axial e a
pressdo (interna ou externa). A soluc¢do analitica do deslocamento corres-
pondente a casos representativos do problema é obtida sem que funcoes
genéricas de interpolagao sejam empregadas, como é classico em programas
de elementos finitos. Desta forma, a funcao interpoladora dos deslocamen-
tos resulta da combinacao de solucoes analiticas previamente conhecidas.
Esta é obtida da combinacao das solugoes analiticas para os deslocamen-
tos de cilindros com deformacao axial nula, para cilindros com rotacao e
para deslocamentos em esferas. Cada elemento foi formulado com 4 nés,
dispostos axialmente na superficie média da casca. A cada no estdo asso-
ciados sete graus de liberdade equivalentes aos coeficientes das funcoes de
deslocamento nas direcoes axial e radial. O desenvolvimento da formulacao
de elementos finitos enriquecidos apresenta a vantagem de, ao se empregar
a funcao interpoladora que melhor quantifica os resultados nodais, nao ser
necessario um nimero elevado de elementos para se observar a convergéncia
do método. Também, para garantir continuidade dos deslocamentos entre
os elementos, certificando-se que além dos mesmos deslocamentos também
a primeira derivada destes é continua, emprega-se o método de penalidades.
Por fim, consideram-se na avaliagao do modelo numérico com esta formula-
cao os resultados da variacao das tensoes ao longo da espessura do vaso de

pressao.

Palavras—chave
Elementos Finitos Enriquecidos; Cascas Axissimétricas; Vaso de

Pressao.



Abstract

Numerical representation of the behavior of axisymmetric
shells obtained by a combination of fundamentals analyt-
ical solutions

In this work, an enriched finite element model is developed for structural
simulation on vessels of pressure subjected to axial rotation and under in-
ternal and external pressure loads. An analytical solution for displacement,
in some cases, is recovered without applying interpolating functions, as usu-
ally done on commercial finite element software. So, interpolating functions
for displacement comes from combining previously known analytical solu-
tions such: the solution for cylinders under zero axial strain, for cylinders
under rotation and for the sphere. Each element was formulated using for
four nodes, arranged axially on middle surface of the cylindrical shell. To
each nodal point it is associated seven degrees-of-freedom, referring to the
coefficients of the displacement function, on axial and radial directions. The
development of an enriched finite elements has the advantage of choosing
a function that best quantify the nodal point results, with no need of a
high number of elements to obtain numerical convergence of the method. In
addition, to ensure displacement continuity between two adjacent elements,
certifying that beyond the same displacement the first derivative is continu-
ous, the penalty method is applied. Finally, the variation of stress through

the thickness of the vessel of pressure is considered, on the numerical model.

Keywords

Finite Element Method; Axisymmetric shells; Vessel of pressure
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Notacao

— r — Raio

— o0, — Tensao radial

— 0, — Tensao circunferencial

— o0,y — Resisténcia ao escoamento

— ¢, — Deformacao radial

— €. — Deformacao circunferencial

— v — Coeficiente de poisson

— E — Modulo de elasticidade

— w — Rotagao

— p — Massa especifica

— pint — Pressao interna

— Pest — Pressao externa

— R, — Raio interna

— R.,: — Raio externa

— W — Deslocamento radial

— U; — Deslocamento longitudinal

— Uy — Deslocamento circunferencial

— ds — Comprimento infinitesimal entre os pontos P e P’ na superficie
média

— t — Vetor tangente

~ X = Vetor posicao espacial do ponto genérico P

— K — Vetor curvatura

- &,0,( — Coordenadas locais

— II — Funcional da energia potencial total

— €z¢ — Componente da deformacgao na diregao

— €99 — Componente da deformacao na direcao 6

— € — Componente da deformagao na direcao ¢

— vYep — Componente da deformacao na direcao &0

— Ye¢ — Componente da deformacgao na diregao £¢

— v¢co — Componente da deformacao na diregao ¢t
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Introducao

Vasos de pressao sao importantes equipamentos no armazenamento de
fluidos ou de residuos. O seu adequado do dimensionamento ¢ uma importante
tarefa na pratica da engenharia, requerendo o emprego de conceitos dos mais
simples aos mais complexos, como da avaliacao da estimativa de vida em
juncoes de geometria diversa. Uma decorréncia direta do emprego de vasos
de pressao estd no armazenamento, esfericamente de gases, que, geralmente
estao submetidos a elevadas pressoes - e algumas vezes também a elevadas
temperaturas - proporcionando uma mistura composta de liquido e gés. Na
pratica utilizam-se vasos de pressao em duas geometrias béasicas: cilindrica
ou esférica. A primeira geralmente utilizada no armazenamento de liquidos
enquanto que a segunda é utilizada no armazenamento de gases, este sempre
a mais altas pressoes do que o primeiro. Esta caracteristica resulta do fato de
que no vaso cilindrico as tensdes no casco sao maiores (o dobro) de que as

tensoes de avaliacao no casco do vaso esférico.

Figura 2: Vaso de pressao esférico

Nas figuras[I] e [[ estao ilustradas aplicagoes desde dois tipos de geometria
de vasos de pressao. A teoria desenvolvida neste trabalho pode, contudo, ser
utilizada na avaliacdo das tensdes em vasos ou estruturas para diferentes

finalidade. Assim, dutos utilizados para o transporte de 6leo e gas sao es-
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truturas que apresentam o comportamento semelhante ao dos vasos de pressao.

Neste trabalho sao apresentados os aspectos tebricos e de implementacao
de um modelo estrutural de geometrias de cascas axissimétricas submetidas
as pressoes internas e externas e também as forcas de corpo rigido associadas
a inércia da rotagao. Uma aplicagao importante associada a este estudo é a
representacao da interferéncia de montagem entre o eixo e o corpo de uma
turbina conforme estd mostrado na figura [3] Esta montagem ¢é realizada,

geralmente, por diferenca em dilatacao térmica.

Gerador

Al

Pas da turbina

Figura 3: Turbina hidrelétrica

Para a modelagem do problema utilizou-se o método dos elementos
finitos, capaz de resolver as distribui¢coes de tensao em corpos de geometria e
carregamentos complexos. Na formulacao do método adotou-se um elemento
de quatro noés dispostos na direcao axial utilizando funcoes interpoladoras de
deslocamento de terceiro grau na direcao axial, enquanto na dire¢ao radial a

funcao fruto da combinacao de solucoes analiticas conhecidas.

Neste trabalho o primeiro capitulo estao apresentadas as solugoes ana-
liticas que serao combinadas para formular a funcao de deslocamento radial.
No segundo capitulo é estudada a teoria das cascas para obter-se as equacgoes
de deformacoes. E, no terceiro capitulo formula-se o método dos elementos
finitos enriquecidos utilizando as equacoes obtidas nos capitulos um e dois. No
quarto capitulo é brevemente apresentado o programa elaborado para realizar
os calculos numéricos enquanto no quinto capitulo apresentam-se os resultados
obtidos com o modelo numérico formulado. No sexto capitulo apresentam-se

as consideracoes finais e conclusoes do trabalho.



1
Solucoes Analiticas

No desenvolvimento teérico de modelos de elementos finitos é tradicao
empregar-se funcoes interpoladoras polinomiais de lagrange. Neste estudo,
no entanto, o deslocamento radial do modelo emprega a combinacao de trés
deslocamentos tedricos: a solucao de Lamé, a solucao para esferas e a solucao
para cilindros com rotagao. Desta forma, a seguir, desenvolvem-se as solugoes

analiticas para estes trés modelos.

1.1
Solucdo de Lamé

Desenvolvida originalmente pelo engenheiro fracés Lamé, sua solucao
trata o problema de vasos de pressoes de cilindros de comprimento longo com
restricao de deslocamento axial.

Desenvolvimento:

o +29dr
Tty

Figura 1.1: Elemento infinitesimal

Aplicando o equilibrio de forcas, como mostra a figura acima [I.1]:

Y F=0 (1-1)

obtem-se
d d
o, dA; — <O’T + d—(; dr) dAs + 2 o, dAs sin E(b =0 (1-2)
Onde:

dAy=r-dp-z dAy=(r+dr)-dp-z dA3=dr-z (1-3)
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Portanto, substituindo-se [I-3] em [I-2] resulta:

d
dr)~(r—i—dr)~dq§~z+206-dr'z~sin7¢:0

do

o (o
op-r-do-z U+dr

e, cancelando-se z, obtem-se:
d d
op 1T dp — <ar+d—a dr) (r+dr)-do+2 ac-dr-sing:()
r
No limite para d¢ — 0, tem-se

do  do

sin — ~ —
2
e, portanto, resulta em

d
ar-r—(0T+d—gdr)~(r+dr)+ac~dr:0
T

ou

do,
Oy T+ 0, dr — <UT~T+UT~d7’+ dg

d
~dr-r+ dar-dr'dr> =0

T T

que simplificando vem

o r+o.-dr—o,-r—o,-dr+do,-r+do, -dr=0

O 1ultimo termo da equacgao, por ser de ordem superior, no processo do

limite pode ser abandonado em presenca dos demais e, portanto,

o.dr —o, dr —do, r=0

ou, ainda
do,
e— O, —T - =0 1-4
O.— O = (1-4)
Compatibilidade Geométrica:
0 (W+%-dr)—W
T dr
aw
r— T 1-
& =— (1-5)
2a(r+W)—=2mr
€c =

27wr
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€c = —

r
Propriedades do Material (Lei de Hooke):

€ = E(O'r — V0. — VOy,)
- )
€ = z(0c —vo, —vo,
— )
€ = 5 (0p —vor —vo,

Para o deslocamento axial, tem-se:

€, =0

e, assim,

o, =v(o, + 0.)
que , substituindo-se nas equacoes para €, e €. temos:
1

€ = E(O’r —vo, — V(0. + 0.))

0. = —(—vo, + 0, — V(0. + 0.))

E
Assim, temos o sistema de equacoes
o, =& E +vo.+ (0, +0.)
0. = €.E +vo, +v* (o, + 0,)

que resolvendo-se fornece

E
o= Ay — o) e Fre)
o, = b (ve, + (1 —v)e.)

(I+v)(1-2v)

Mas,considerando-se as definicoes de €, e €.

B E YL
UT_(l—i-l/)(l—ZV) e TV

B E | W )W'
00_(1—1—1/)(1—21/) Y "

13

(1-6)

(1-7)
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Devemos agora aplicar o equilibrio, dado pela equagao (1-4): Resolvendo

o sistema encontramos a equacao diferencial dada por:

W 1AW W

-— == 1-1
dr? + r dr r? 0 (1-10)
A solucao da equacao em obtida da combinacao linear das funcoes.
A
W(r)=A r+= (1-11)
r

cuja solucao resulta da imposicao de contorno.

A partir da solucao da equacao diferencial consideram-se dois casos
principais. O primeiro, mais genérico, considera o efeito da pressao interna e
externa, ja o segundo serd um caso particular do primeiro com pressao interna

somente.

1.1.1
Pressao interna e pressao externa

Po

Figura 1.2: Secao reta de um cilindro sob pressao interna e externa

Quando submetido as pressoes - internas e externas - tém-se as condigoes

de contorno

o, (ri) = —pi (1-12)
o-(r0) = —po (1-13)
Da equacao [I-5] tem-se entdo,
dW d _ A
ETZW:%(Al 7’—|—A27’ 1):A1_T_22 (1—14)
Também da equcao pode-se escrever

w A 1 A
ec:—:<A1T+—2)-—:A1+—; (1-15)

r r r r



Capitulo 1. Solucdes Analiticas 15

Substituindo-se na equagao [1-8 as equacoes acima e :

R [u_V)(AI_%) e )

ou
=3 y)i |- 1-20)- % (1-16)
Das condicoes de contorno resulta, entao,
op(r;) = —p; = i y)l(gl o) [Al —(1- 21/)1?—;] (1-17)
lr) == e [ -]

ou , ainda, da equacao [1-17

A = (1—2;/)% —p"(H”j)E(l_Z”) (1-19)

1

e da equacao [1-18

AEr? po(1+v)r]
(1—2v) E

Do sistema formado pelas equacgoes e obtém-se as expressoes

das constantes A; e Ay em funcao de p, e p;. Desta forma,

Ay =

(1-20)

_ 2 2
Al — (1 + V)(l 21/) plrz pOTO (1_21)

2 _ 2
E T2 —r;

_ 1 +v (p’L _po)rz'Qch)
- FE r2 —r2

As expressoes para A; e A, obtidos, explicitados nas equacoes [1-21] e
[1-22] sao substituidos na equagao equagao [I-16] resultando

Ay (1-22)

pir: —por2 1 (pi — po)rir?
=25 (1-23)

T 2 .2
i r L

Da mesma forma, a expressao da tensao circunferencial é obtida

substituindo-se em deve-se utilizar a equagcao [1-9| substituindo pelas equacoes

I-14 e 115k E A,
o, = () {Al + 7’_2(1 — 21/)] (1-24)
. E (1+v)(1 —2v) pir? — por3+(1 —20) (1 +v) (p; — po)r?r?
141 -2v) E r2 —r? r2 E r2 —r?
Portanto: 2 2 1 (p: — 2,.2
O_C — plr; pgro + _2 (pl 5 pO)ZZ To (1_25)
r2 —r r r2 —r

o % o 7
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Como caso particular as expressoes para as tensoes normais devido a
agao de pressao interna resulta das equagoes e na forma,

2 2
Di; o
or = 2 7*,2 (1 - ﬁ) (1—26)

2 2
gz BT (1 N T_o> (1-27)
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1.2
Solucdo para Esferas

Nesta secao considera-se uma esfera de raio interno r;e raio externo r,,

submetidos as pressoes interna p; e externa p, ,

q, +99.dr
ar

Figura 1.4: Elemento infinitesimal plano

Da figura considerando-se o equilibrio de forcas na direcao radial,

obtem-se

(aw + %m) (r+dr) dO(r + dr) dp — o 7 dO T do

d do
— 2 04¢ 7 dO drsin (g) — 2 0pg T do dr sin (?) =0 (1-28)

e, para pequenos angulos, a equagao resulta:
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<aw + %m) (r+dr) dO(r + dr) dp — oy 7 dO T do
T

— 2 0y 1 df dr (%) — 2 0gp 7 do dr (%) =0 (1-29)

ou ainda

a Tr
(aw - gr dr) ~(r* +2r dr + dr®) — o, 7

—0pp T dr —oggr dr =0

Considerando-se no processo limite dr — 0 e eliminando-se os termos de

ordem superior resulta

or

As equacgoes de compatibilidade geométrica, relativas aos deslocamentos

0 rr
r [7’ Irr 4 (2 0pp — Opp — 0g9)| =0 (1-30)

radial W e tangencial U, tem-se

dW
y=— 1-31
&= (1-31)
w
e = — 1-32
(= (1-32)
aw
, = — 1-33
€= — (1-33)
Da equacao constitutiva tem-se, entao,
{00 — v{ow + 0u)
€rr = = |00 — V(0 o
B 00 folol
1
€pp = E[UQ - V(Jrr + 099)] (1_34)
1

€pp = E[%cb — V(0 + 009)]

onde W é o deslocamento radial da esfera, v é o coeficiente de poisson e
E o modulo de elasticidade do material.
Para esta geometria as deformacao tangenciais sao iguais, por simetria,

e tem-se:

Considerando as equagoes e as tensoes o, € ggy resultam na

expressao

E ow w

Tyt T 50

rr — E——-+2 -
0, 87’ VOgp
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E ow N ow (1-37)
= = U -
70 =0 = T a1+ | or | or
Voltando a equagao de equilibrio em [1-30] as equagoes e obtem-

se a equacao, relativa ao deslocamento radial, na forma

O*W oW w
2= 9 — 1-
" or? + or r 0 (1-38)

em que a solucao é dada por:

B
Wi(r)=Ar+ 2 (1-39)
onde A e B sao constantes determinadas pelas condi¢oes de contorno do
problema. Como condicoes a tensao radial tem o valor igual a pressao interna

no raio interno e o valor negativo igual a pressao externa, para o raio externo.

Assim,
E [ ow w
R lL=v)75- Ve 1_4
Irr =, p (1 — 21/)(1 + 7/) _( V) or r=r; e r T:7'i:| ( 0)
E I ow w
== _ 1— - + 22— 1-41
o |r—7“0 bo (1 - 21/)(1 + V) _< V) 87’ =70 Y r 7“7”0:| ( )
0 que resulta em
B B
K :A+_3 K :A+—3 (1-42)
r r=r; T r r=r0 "o
oW B oW B
S| =A-25 | =A-25 1-43
8T r=r; r? ar T=ro 71(3) ( )

Substituindo-se os resultados as equacoes [1-42] e [1-43| em [1-40] e [I-41] as

constantes A e B sao assim obtidas

. (1—=2v) 5 5

A= E(rg—rd) [pir} = poro] (1-44)
(M 4v) i o

B = 2F (’I“S — T?) [pz pO} (1—45)

que substituidas as equacoes e na equagao tem-se o

deslocamento radial na forma analitica

W (r) = % [pir} — porg]r + (1;;) ( AL ) [pi — po] E

— _ 2
T r; o r; r

(1-46)

Da mesma forma substituindo-se as equagoes e nas expressoes
as equacoes e obtem-se as componentes de tensoes:
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() pird [rd —r? porg [13 — 13 (1.47)
Opr\T') = — -
r3 |3 —r} 3 |rg—r?
3r1,.3 3 31,3 3
piry |15 + 21 porg |17+ 2r
— = — 1-48
700(r) = Ogo(r) 2r3 [ re —rd } 273 { rg —r? (1-48)
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1.3
Disco Girante

Um cilindro girante em torno do seu eixo geométrico com uma velocidade

angular w é obtido considerando-se o problema axissimétrico.

/p (dr.rdo) ra*

s,dr

c

Figura 1.5: Elemento infinitesimal do disco girante

A condicao de equilibrio é obtida considerando-se a forca centrifuga

infinitesimal, na forma
dF,=a.-dm =w*-r-p-dr-r-df (1-49)

Do equilibrio estatico tem-se que

Y F=0

ou, ainda

d do
w2 rpdrrdf+ JTTdQ—l-d—(arrdH) dr| —o, rd0—20o.dr sin; =0 (1-50)
T

que, simplificndo a algebra resulta em

d 2 2

) — o =0 1-51
o (roy) —oc+pwr ( )
As equacgoes de compatibilidade Assim como feito acima na solucao de

Lamé, temos as equacoes 1 e 2. Dada por:

ow
=2 1-52
6= (1-52)
W
c= — 1-53
= (153
A condicao constitutiva é
- —( )
& = (0 —voe —voy
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1
€ = E(ac — VO, — VO,)
com o, = 0, e fazendo os resultados acima em funcao de W, entao,
ow 1
W = E(O'T — VO'C) (1—54)
w1
T = E(O'C — VO'T) (1—55)
ou ainda, pela equagao (|1-55)):
r vr
= —0. — — 1-
W 7%~ O (1-56)

Derivando a equagao ntumero ((1-56) acima e igualando a equagao ([1-54)),
resulta:

dW 1 r rdo. v do,
2 (g — — _ 1-
dr E(Uc vor) + E ( dr dr > (1-57)
Igualando a equagao (1-57) com (|1-54), tem-se
do, do, 14+v
_ _ — 1-
a Var T ( r )(OC or) =0 (1-58)
Pela regra da cadeia, tem-se
d do,
%(r o) =0,+r dar (1-59)
logo
’ do, 1|d
= — |5 r) — Or 1-
dr T{dr(ra) U] (1-60)
Substituindo a equacao (1-60) em ([1-58)) tem-se: Portanto:
do., v|d 14+v
L s _ —0,) = 1-61
= r{dr(T o) O'r:| —|—< . )(ac o.) =0 (1-61)

Utilizando a equagao de equilibrio estatico, nimero (1-51]), podemos isolar a

tensao circunferencial por:

d
O, = %(r 0.) + p w?r? (1-62)
Derivando a equacdo nimero ((1-62) acima resulta
do, d?
o= W(r o) +2pwir (1-63)

Do sistema composto pelas equagoes (1-60), (1-61) e (1-62)), resulta

2 1
d_(r 0,)+2 pw? r—;%(r O'T)—F;O'T—}-( j;y> . (i(r o)+ p w? 7“2—0T) =0

dr? dr
(1-64)
Utilizando "linha"como derivada em relacao a r e expandindo a equagao

acima, temos:
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- (ra,)" +r-(ro,) — (ro,) + B +v)-puw?r*=0 (1-65)

A equagao diferencial acima é linear, porém seus coeficientes nao sao
constantes.

A solucao da equagao em (1-65) é da forma,
(ro,) =r" (1-66)
Onde n é um expoente desconhecido. logo,

(ro.) = (") =n-r" 1

(T’O'T)H — (T’n)” — (n . 7An—l)/ =n - (n _ 1) . rn—2
Substituindo na equagdo homogénea da equacio ([1-65) tem-se

n-(n—1)4+n—-1]-r"=0 (1-67)
Sabendo que r" nao pode ser igual a zero, ou a primeira parcela da

equacao acima ¢ zero ou a segunda, entao
n-n—1)+Mn-1)=0

m+1)-(n—1)=0—-n==1

Logo, a solucao da equacao homogénea é:

Cy

(ro,) =C1-r+ - (1-68)
A solucdo particular sera da forma A - r3, entdo
(ro,) =C1-r+ % + A (1-69)
Portanto, suas derivadas:
(ro,) =Cy — % +3-A-r? (1-70)
(ro,)" = 2T—3CQ +6-A-r (1-71)

Substituindo as equacoes (1-69)), (1-70) e (1-71)) na equagdo diferencial ((1-65])

determina-se a constante A, dada por:

A:—<3—gy>-p-w2 (1-72)
Substituindo a constante A, da equagao ((1-72)) em (1-69)), entao
C; (3+v) 2 2

ar:C’1+r—2—T-p-w-r (1-73)
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Substituindo a equagao acima (1-73) na equacao de equilibrio estatico

ntimero ([1-51)) determina-se a tensao circunferencial dada por:

O, = d—(ra,«) +p-w?r?
r
Aplicando a equagao numero (1-73|) em ([1-74), tem-se
C 143
00201__2_(+ V>. 2,2
72 8

(1-74)

(1-75)

Substituindo as equacoes de tensao radial e circunferencial ntimeros

(1-73) e (1-75), respectivamente, na equagdo de deslocamento radial (1-55)

obtem-se
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1.3.1
Disco Sdlido com pressao externa e rotacdo

Ao analisar a equacao [1-73

Gy (3+v) 2 2
UT=C’1—|—T—2—T~p-w - r (1—77)

percebe-se que em r = 0, a fim de evitar indeterminacao matemaética, a tensao
radial é constante. Portanto, Cy precisa, necessariamente, ser igual a zero.
Fisicamente, nao se pode aceitar que a tensao radial tenda a infinito & medida

que o raio se aproxime a zero, entao
Cy=0 (1-78)
Pela condi¢ao de contorno tem-se
or(ro) = —po (1-79)

Substituindo as equacgoes e na equacao nimero determina-
se o valor da constante (.

Cy = 3 pewt T — o (1-80)
Pela equacao nimero [1-73, pode-se obter a tensao radial:
3
0=~ et (= 1) (1-81)

e pela equacao nimero |[1-75| pode-se determinar a tensao circunferencial:

3+v 14+ 3v
0. = —po+ g pw2(r§— Y -7“2) (1-82)
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Substituindo as constantes C e Cy na equacao do deslocamento radial
tem-se

(1—-v) N (1 —v)pw?r
E S8E

Uma observacao interessante nesse caso ¢ a tensao no centro do disco,

W = —por [(B+v)rg — (1+v)r?] (1-83)

que caracterizard um estado hisdrostatico de tensao de duas dimensoes, por

compatibilidade:

Ocentro = UT(O) = OC(O)

Para o caso de py = 0:

3+v
O centro = ] P(WTO)Q (1_84)
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1.3.2
Disco com furo no centro e rotacao

—¢

Pelas condi¢oes de contorno do problema problema com w # 0 tem-se

o.(10)

0
0

o (13)

Substituindo as duas condicoes de contorno acima na equagao nimero [1-73
obtem-se um sistema composto por duas equagoes e duas incognitas (C; e Cy),
assim sua solucao é garantida e dada por:

34w

C) = 3 pw?(r2 +17) (1-85)
3
Cy = —%puﬂr?rﬁ (1-86)

Substituindo as equacoes [1-86] e [1-85] em [I-73| determina-se a tensao radial,

assim

2,.2
iTs

pw? (Ti +r— 52— 7"2) (1-87)
r
e pela equagao [I-75] e substituindo C e Cy das equagoes e obtem-se

a tensao circunferencial, dada por

34w

Oy

2
[

3 2 1+3
O = gypr(rg—i—rf—f—ﬂ— T yr2> (1-88)

r2 3+v
Para o deslocamento radial deve-se substituir na equacao [I-76| as equa-

coes [I-86] e [I-85] assim

1-v)B+v) H, 45 L+ rir? 1+v)\ ,
_ ' o'i 1-
w SE porirotri (1, )2 s )" (1-89)
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1.4
Resumo das solucdes analiticas

Nessa secao os principais resultados obtidos acima serao novamente apre-
sentados, considerando as limitacoes do modelo no desenvolvimento analitico.

O primeiro tépico apresentado foi a solucao de Lamé para cilindro, em
que foi imposto deslocamento axial nulo no célculo das equagoes constituti-
vas. Todavia, diferentemente da solucao de Lamé, o desenvolvimento analitico
para cilindros submetidos a carregamento de rotagao apresenta condicao de
contorno livre. Assim, nao se pode utilizar superposicao entre a solucao de
Lamé e e a solucao para cilindros com rotacao, pois suas condicoes de con-
torno sao distintas.

Para esferas nao é considerado nenhuma restricao a deslocamento em seu
desenvolvimento.

A tabela abaixo retine as principais formulas desse capitulo considerando
apenas corpos cilindricos. Vale ressaltar, que a temética do presente trabalho,
apesar de considerar uma formulacao capaz de incorporar a solucao de esferas,
desenvolve uma metodologia de elementos finitos restrita a cilindros, deixando

o caso de esferas para um futuro trabalho.
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2
Modelo de cascas

No desenvolvimento do modelo de elementos finitos os conceitos de teoria
de cascas finas devem ser aplicados de forma a obter-se expressoes para os

deslocamentos e as deformacoes, analiticamente.

2.1
Introducdo a teoria de cascas finas

2.1.1
Primeira forma fundamental

Uma superficie pode ser descrita pelo sistema de coordenadas cartesiano

(Xl, Xo, Xg) em termos dos parametros geométricos £ e 6.
Xi = fi(&,0),i=1,2,3 (2-1)

onde f; ¢ uma funcao com contra-dominio real e continua das superficies
curvilineas ¢ e 6 que determina a familia das curvas paramétricas da superficie.

O vetor posicao de um ponto P da superficie é dado por

X =X(0) = Z Fi(€.0)é; (2-2)

onde é; é o vetor unitario paralelo & coordenada x;.

Figura 2.1: Superficie

Entre dois pontos P e um P’ temos:
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. 0X 0X R X
X =— —di=X X 2-
d 5 d + - d0 = X cdé + X odb (2-3)

Portanto, a magnitude da distancia deslocada na superficie é:

(ds)? = dX - dX = (X ¢dé + X gdf) - (X ed€ + X 4db)
— E(d€)* 4 2F(d€ df) + G(dB)* (2-4)
Onde: . . ) . . .
E=X¢ X¢ F=X¢- Xy G=Xg- X, (2-5)
A equagdo (2-3), com os coeficientes definidos na equagao (2-5), é a

conhecida primeira forma fundamental de uma superficie e os valores F', E e

(G sao as primeiras magnitudes fundamentais.

Para o comprimento infinitesimal do arco em ¢ ao longo da curva

constante em 6, tem-se:

(ds)? = E(d€)* 4 2F (d¢ df) + G(df)*

Sendo constante o valor de 6, sabe-se que dff =0 .
(ds)* = E(d€)”

Portanto:

ds¢ = VE d¢ (2-6)
Analogamente, para o comprimento infinitesimal do arco em # ao longo da

curvatura constante em &, obtem-se:
dsy = VG df (2-7)

Ao observar a equagao (2-5)), nota-se que o coeficiente F' tem valor nulo,
isso porque os vetores X e Xy sao ortogonais, e como consequéncia seu

produto interno é zero.

F=0 (2-8)
Reescrevendo a equacgao (2-4) :
(ds)* = Aj(d€)* + A3(dO)? (2-9)
Onde:
Al=E Ai=G (2-10)

Para o préximo passo deve-se encontrar a curvatura e a segunda forma

fundamental.



Capitulo 2. Modelo de cascas 32

2.1.2
Curvatura e Segunda forma fundamental

Para cada P pertencente & superficie existe um vetor unitario normal a
curva denotado n, que é normal aos vetores X,ﬁ , X,g.
Portanto: 5 5
Xex X
A, g) = =220 (2-11)
| X x X |

Considerando um angulo & entre os vetores X ¢ e X 4.

| Xex Xg|=| Xe| | Xg|sing

X,g . )A(ﬁ =] X,E || Xg | cos&

Logo:

Portanto, a expressao final resulta em
Xex X
n(E,0) = % . H=VEG—-F? (2-12)
Adotando-se a convencdo de que o vetor normal n(&,6) é positivo se
apontar do lado concavo para o convexoda curva e sendo t o vetor tangente a
curva, o parametro k define curvatura, como:
. dt
k=—
ds
O vetor curvatura é decomposto em vetores nas direcoes normal e tangencial
a curva, i.e.,
at -

k=— =k, +k 2-13
ds + Rt ( )

Em oposicao a referéncia adotada no vetor normal o vetor de curvatura

normal, k, , serd positivo quando do convexo para o concavo, ou seja
k,=—K,n (2-14)
onde K, é a curvatura normal. Entao temost-n =0 e

d(t - n)

=0
ds
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dn ; dt ca
—_ —_— ——_— .n
ds ds

Da equacao (2-14]) observa-se que
(kn-0) = =K, (0 -7) = —K,

e da equagao (2-13)) esta resulta em

dt A . )
k-n=—-n=k, n+k-n=k,-n
ds
onde A
- dt
k, = —
ds
Assim,
; dt di
K,=—(k, A)=—(— -n)=— -1
(kn - 2) <d$ n) ds
com dn .
K,=—-t 2-15
p (2-15)
Sabendo-se que: .
o X (2-16)
- }

substituindo o resultado da equagao (2-16|) na equacio (2-15)) fornece
_dh dX  dn-dX  da-dX

K, =24 - aeaa 2-17
ds ds (ds)? dX -dX (2-17)
Onde:
di = i ed€ + 71 gdf (2-18)
dX = X ¢dé + X gdf (2-19)
Portanto, substituindo as equagoes (2-18) e (2-19) na equagao (2-17)
resulta I 2 o) N 2

 E(d€)? +2F(d¢ d) + G(dh)>
Na equacao acima o numerador é a sugubdaforma fundamental definida

pelas magnitudes
L=n¢ X¢ 2M=ng-Xog+ng-Xe N=1ngy Xy (2-21)
Como 7 - X}g = 0, tem-se entao
L=—n-Xg M=—-n-Xeg N=-n-Xg (2-22)

Na notacao acima os subindices sao derivadas parciais na forma X ¢ =
02X
€00 "
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Considerando-se uma direcao (Z—?) = )\ com a qual a curvatura sera
maxima ou minima, isto é : a0
— )= 2-23
(i) (22
L+2MX+ N)?
K,(\) = 2-24
() E+2F\+ GXN? ( )

dKn _
ax

lagoes algébricas tem-se que os valores extremos de K, (Asimo) € dado por:
" F + G)\étimo B E + F)\étimo

Desta forma deve-se determinar A tal que 0. De algumas manipu-

(2-25)

ou
(M + N>\étimo) : (E + FAétimo) = (L + M)\o'timo) : (F + G)\o'timo) (2'26)
onde Asimo resulta das raizes do polinémio

(MG - NF)A?ﬁtimo

+ (LG = NE)Astimo + (LF' = ME) =0 (2-27)

correspondentes a valores maximo e minimo da curvatura K,. Estes Sao
descritos como curvaturas principais K7 e K5, associados aos raios de curvatura

Ry e Ry, onde:
Ri=K "' i=12 (2-28)

Além de representarem a maxima e a minima curvaturas pode-se demonstrar

que direcoes correspondentes sao ortogonais. Assim, considera-se £ seja o
A e dO 36
angulo entre as direcoes Z € 5

direcoes, tem-se pela equacao ([2-3)):

Do diferencial de posicao ao longo dessa

dX = X edé + Xpdf 06X = X 06 + X 400
Pela definicao de produto escalar:

X-6X
dX - 5X L dEsE wa w&)+0w@

= = Fl| =— —_— — -
dX |1 6X ds s + ds s (2-29)
| dX | ]6X |

08¢ dsds dsds

Com o angulo & = 7/2, tem-se A\ = j—g e Ny = g—g, utilizando a definicao
na equacao Substituindo, vem

que fornece
(LG —-NE)
A+ A= (MG —NF) (2-31)
Amfz@F_ME> (2-32)

(MG — NF)
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Nota-se, portanto que sao ortogonais, isso porque substituindo as equa-

coes (2-31) e (2-32) valida-se a equagao ([2-30)).

(MG - NF) (LG~ NE) , (LF - ME)

Eora—we Yo —~e) T ia = e

=0

EMG—-ENF - FLG+ ENF + FLG - EMG =0

Ao adotar as curvaturas principais como linhas paramétricas é necessério

que suas coordenadas sejam independentes, assim:

do

— = 2-
i 0 (2-33)
dg

= 2-34
75 =0 (2-34)

Logo:
A =0 (2-35)

e, substituindo (2-35|) na equacao (2-27)) resulta
LF-ME=0 MG—-NF=0 (2-36)

O préximo passo ¢ demonstrar que EG — F? > 0. Pela equacao (2-5)):

A ~

EG—F?=(X¢ Xe) - (Xg-Xg)— (Xe-Xp)?

Utilizando a notacao de modulo de uma derivada - retirando a virgula
do subindice - , temos que X,g . X,ﬁ = Xg. Assim, pode-se definir o produto

escalar entre X ¢ e X :

X’g . X,g = X£X9 COqu

ou

EG — F? = (X:X3)%(1 — cos? ¢)

ou ainda

EG — F? = (X Xp)?sin?0 >0  se ¢#0

Assim, como as linhas de curvatura principais sao ortogonais, com F = 0,
conforme a na equagao (2-8)), e entdo EG > 0. E, portanto, das equagoes ([2-36)

conclui-se que:
F=M=0 (2-37)

Substituindo (2-37) na equagao (2-20]) obtem-se as expressoes das curva-

turas principais, como nessas curvas de coordenadas constantes as derivadas
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serao nulas i.e., df = 0 para a primeira curvatura e d§¢ = 0 para a segunda.

Assim: 1 I
K=—== 2-38
=R TE (2-38)
1 N
Koy=—=— 2-39
e Nl (2-39)

Geometricamente, a figura (2.2)) abaixo ilustra as duas curvaturas prin-

cipais para uma superficie no espaco.

\ z C

Figura 2.2: Curvaturas principais
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2.1.3
Determinacio dos vetores tangentes e normais das curvaturas principais

Definindo os vetores unitarios tangentes as curvaturas principais como

N Xﬁ
t£ -
| Xe |
X
= 20
| Xo |

utilizando o resultado dos coeficientes da equagao (2-5)) e considerando que os
produtos internos serao iguais ao cosseno do angulo igual a zero multiplicado

ao quadrado do modulo do vetor. Assim,

K.
fe =%

vVE
. X
fg =22

VG
Susbstituindo pelos valores da equacao (2-10)) tem-se

. X
fo= 24 2-40
Sy (2-40)
X,
Py =20 92-41
"=, (2-41)

O vetor unitario normal a superficie é resultado do produto vetorial entre

0s vetores unitarios tangentes as curvaturas principais e, portanto:

>

Xyg X X’Q
AiA,

A derivada do vetor normal em uma das coordenadas £ ou 6 é perpendi-

fo=1te Xty = (2-42)

cular ao vetor normal, ou seja, pertencerd ao plano gerado por ¢ e ¢y, assim
pode ser escrito com o combinacao linear dos vetores tangentes.

Tomando 7 ¢:

fe=ate+big (2-43)
Da equacao e multiplicando pelo vetor 7 ¢:

5-ﬁ7§=fA—1’5:at§-t§+bt9-t§:a
tg'ﬁfzuzatg‘t@—i‘btg'tg:b



Capitulo 2. Modelo de cascas 38

Substituindo os valores com os coeficientes encontrados na equagao ([2

21)): N
21) .

Xe-Ng
— s e = 2-44
a T T (2-44)
Xg-ne M
b= _"" — 2-45
" 1 (2-45)
Portanto, pela equacao (2-43) e os coeficientes em (2-38)) e (2-10) resulta
mne —= — = — -
& A, 3 R, A, 13 R, 3
Portanto: A,
e = Eitg (2-46)
Repetindo o processo acima, tem-se:
A -
I E— (2-47)
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2.2
Teoria de cascas

Utilizando-se as equacoes basicas de Teoria da Elasticidade: equili-
brio, compatibilidade geométrica e constitutiva, o problema serd modelado
limitando-se para aplicacao ao caso isotérmico, estatico e de carregamento em

cascas isotropicas.

2.2.1
Coordenadas de cascas

Considera-se que os vetores normais durante a deformacao da casca sao
preservados, implicando deslocamentos distribuidos linearmente ao longo da
espessura da casca. Também, como referéncia utiliza-se a superficie média
da casca. Um ponto interno da casca pode ser definido como o vetor X
na superficie média mais uma coordenada ¢ que varia de [%, —’—5], onde h é
espessura, na coordenada do vetor normal.

Portanto tem-se que
R(€.0,2) = X(£,0) + ¢ n(E,0) (2-48)

O comprimento do elemento infinitesimal é dado por:
(ds)? = dR-dR = (dX + ¢ div+ d¢ n) - (dX + ¢ di+ dC 7)

Da equacao acima, obtem-se

(ds)? = A2 (1 1 R%)Q(dg)? + A3 (1 + R%) 2(d6)2 + (d¢)? (2-49)

cujo desenvolvimento algébrico estd apresentado no apéndice "Apéndice -

Formula 1" na péagina
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2.2.2
Deformacées em coordenadas curvilineas

Figura 2.3: Casca com deformagcao

Em uma casca o vetor posicao de um ponto P é dado por: R(&,@,C).
Contudo para facilitar o desenvolvimento analitico as coordenadas serao re-
escritas e o vetor ficara: Z:E(al, a, av3). Apos o desenvolvimento completo este
serd retornado ao sistema de coordenadas padrao &, 6 e (.

O comprimento (ds)? da linha de um ponto P a P’ para um corpo inde-

forméavel é dado por:

.. [OR OR
2 _ . e — . —
(ds)* =dR-dR (8% az> <8aj ozj)

3 A ~ 3
OR OR
ds)?* = . do;)? = A%(doy;)? 2-
@ =3 (o ) 0 =3 A (2-50)
Para simplificar a equagao acima pode-se utilizar o parametro de Lamé,

definido po Ay = Ax(aq, az, a3). Como as coordenadas sdo ortogonais tem-se

OR OR o
(aai)'(az)—o 7

_ O OR R, R, (2-51)

e, portanto:

2 .
Ai n 80.@‘ 8ai

Assim, A; =| R, |, ou seja, a magnitue do vetor R, e o vetor tangente a
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«; pode ser facilmente definido:

R;
| R |

>

ai:

A

O vetor deslocamento do ponto P’, dado por @ = (uq, us, u3) é reescrito

utilizando os vetores tangentes. Assim:
~ Ua ~
—ZRo+Rs=> Ry (2-52)

Agora, conforme ilustrado na figura [2.3] considera-se a deformagao do
corpo. Nos pontos P e P’ do corpo indeformaveis, com coordenadas «; e a;+day;
irao, com a deformacao, para os pontos Py e P} que apresentam coordenadas
a; + 5 eaz+“2+da2+d( )

Pode-se definir:

Us;
= —— 2_
Uy (2-53)

Por conveniéncia, pode-se tabular as coordenadas dependentes dos pontos

modelados, assim:
P<a17 Qg, ()[3)
P'(a1 + day, ag + dag, as + das)
Pr(aq +m, ap + 12, 03 4+ 13)
P}(Ckl + da1 + m, Q9 —+ dOéz + M2, Q3 + dOé3 + 773)

O parametro de Lamé para o ponto Py pode ser aproximado, portanto:

2
(M (2-54)

AZ(ar + M1, ag + Moy az + 13) & A (o, s,

O comprimento (ds*)? ¢ dado por:

3

3 2

on;

(ds)? =Y [A?(oq + 01, 2 + 1, Qs+ 103) - (dozi +3° 8;" ) ] (2-55)
i=1 j=1 J

Substituindo a equacao (2-54)) na equacao (2-55)) acima, tem-se:

S ) [(TORREED S A RONS S ¥y

=1

ou
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3

(ds*)® =) Af(on, a2, a5) +ii{

i=1 =1 j5=1

o o
2 9T 2 V1]j _
—I—AZa doj doy+A; ' 9a -doy; da]}

(2-56)
Combinando as duas equagoes e ), pode-se calcular (ds*)? —

(ds)? obtem-se

3 3942
(ds*)? — (ds)? = E E {aaz n;(d
j

i=1 j=1

O on
24 (A28 + Af@oi) (dov; dozj)]

Utilizando o delta de Kronecker com d;; = 1 quando ¢ = j e d;; = 0

quando i # j tem-se

3
DA? on; 0
(ds*)*—(ds)* = Z Z [Z — Mk (doy doj)d;+ (A28n +A? azj ) (doy dozj)}

i=1 j=1 b k=1 Oy
ou
3 3 3
0A7 O, on
(ds*)? — (ds)? = Z Z [ Nkdij + A’28 + A? 805} (de; devj) (2-57)
i—1 j—1 Lx=1 i

entao

(ds)* — (ds)”
(d5)2 Z

3 3
DA? o ON; GO | ((day [ dao
— Z [28 nk(sw—FAZ@ +A38az}(ds)(g)

1 j=1
(2-58)

%

A definicao da deformacao de um elemento linear é dado por:
_ (ds*)? — (ds)?

(ds)?
Além disso, o tensor das deformacoes (¢;;) é dado por:

(ds*)* = (ds)” =) > 2e;lil; (ds)® (2-60)

i=1 j=1
onde [; sao os cossenos diretores do elemento ds com respeito a da;. Cosseno

(2-59)

diretor é o resultado do cosseno fruto da divisao do produto interno entre dois

vetores e seus modulos. I, é definido como:

dozk
lp = Ap— 2-61
b= A (2-61)

A equacao (2-59)) pode ser reescrita como:
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ds*
ds

=14 (2-62)
Assim:

(ds*)? — (ds)* = (‘i;*) (ds)? — (ds)? = [(1+ €)* — 1)(ds)* = (€% + 2¢)(ds)’

Sabendo que os valores numéricos de deformacao sao muito baixos pode-
se considerar, em primeira aproximacgao, € < 1, e assim desconsiderar os termos

quadraticos da expressao. Portanto:

(ds*)* — (ds)? = 2¢(ds)? (2-63)
que substituindo em (2-60)), resulta

3 3
= Z Z 2€ijlilj <d8)2
i=1 j=1

Logo, as componenstes do tensor das deformagoes podem ser escritos

3
€ = Z Z eijlilj (2—64)

i=1 j=1

Substituindo (2-63) em (2-57) resulta

3 3

HA? am; 0
2e(ds)” = > Y {Z o —— Ly + A2 a” + A2 azj](dal doy)  (2-65)

i=1 j=1

e substituindo em - ) tem-se

3 3 ) 3 3 aAQ ) 877 , 877
_ ; ;
2; ; Gijlilj<d3) - ; ; |:Z a 77k51] + AZ a + A] 8041:| (dOéZ dOéj)
(2-66)
Susbtituindo-se (2-61)) em (2-66]) temos
3 3
0A? 2 Oni | 20N li(ds) l;(ds)
222%” (ds)” —ZZ[Za m&ﬁAz@ +Ajaa}< T )( 1
=1 j=1 i=1 j=1 i i

que, simplificando, resulta

26@' =

1 {3&43

om; on;
8o + A2—1L 4 A28
AlA] =t aak 7716 J + + :|

" Oa; 7 0oy

Para tensoes normais tem-se que ¢ = j, logo:
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9 1
“j = Oal( ) 2A2Z(’9ak( )

Para a tensao cisalhante v;; = 2¢;; quando ¢ # j:

A0 (U A D (U
T = Aj 8aj Az Az 80@ Aj

Portanto:
1 (8U1 Uy 04, A1W)
T a0+ )\oe " A 00 T R
1 (6U2+ﬂ%+A2W)
S R I T P T 8
oW
“=or
., _A21+R—2)3l U, } A1(1+R—1)2[ U,
A+ D)o | A+ D) T A+ L)oo | A1+ T
1 oW TNo[ U
A1+ ) o
T A+ L) o ( Rl)aT AL+ L)
oW (1+ >3' U]
T A0 L) o Ry) 0T [A,(1+ L)
onde: d h
Alzd—z_ AQZT’ T:—C

Na figura [2.4] abaixo pode-se visualizar a locahzagao de 7:

P Paralelo

Geratriz

@>!
©
N

Figura 2.4: Casca

44

(2-67)

(2-68)

(2-69)
(2-70)

(2-71)

(2-72)

(2-73)

(2-74)

(2-75)
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2.2.3
Simplificacdo para Cascas Cilindricas

O desenvolvimento de cascas pode ser reduzido para o caso de cascas ci-
lindricas axissimétricas. Para isso, a primeira consequéncia devido a aximetria

é a anulacao do deslocamento circunferencial, Us,. Portanto:
Uy =0 (2-76)

A segunda caracteristica que deve ser apresentada é o raio principal de
curvatura. Ao se adaptar uma esfera em cilindro o primeiro raio de curvatura

tendera a infinito, enquanto o segundo seré o raio do cilindro, assim:
Rl — OO

Ry =R

Portanto, impondo-se estas restricoes nas equacoes das deformacoes estas

medidas podem ser reescritas na forma:

1 /oU
= (a_§1> (2-77)
W
€9p = Ro i T (2-78)
ow
€= Fp (2-79)
LOW O (2-80)

Ty T

’759 = ’)/QC =0 (2—81)



3
Desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos

3.1
Introducao

O método dos elementos finitos ¢ um procedimento numérico de discre-
tizacao objetivando determinar os deslocamentos de um corpo garantidas as
condicoes de equilibrio e de contorno. Este consiste na discretizacao de um fun-
cional II correspondente ao Principio dos Deslocamentos Virtuais, enunciado
na forma:

"O equilibrio de um corpo é satisfeito para qualquer campo admissivel
(compativel) de deslocamentos sempre que o trabalho virtual interno for igual
ao trabalho virtual externo."

Evitando-se longos desenvolvimentos, o método resulta na seguinte pro-

posicao.

u=

(m) ( pmNT (m)
[Z /v<m> e € (B )(:n,y,z) v
B qym) 4 /
2 / ey [
- Z /\/(m) ,y,2) (TI>E;nz)/ avm  (3-1)

E

) S dstn '+ R

Onde:

m))z; v.2) dV' (™ ¢ a matriz de Rigidez

= Jyom (BT, € (B

elementar

- (@)(m) = Jyom (H(m))T ﬁdV(m) ¢ o vetor com as forgas de corpo
elementar

~ (Rs) ) = S (H(m))T f_SdS(m) é o vetor com as forgas de superficie

elementar

- (B1) = Sy (BT

tos iniciais.

)T ) (ﬂ) Egcm; 2 dV (™ ¢ o vetor dos carregamen-

A discretizacao do dominio, representativo de um elemento m, regidao do

corpo, revela-se:

w7y7z
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Onde o vetor u apresenta o os deslocamentos globais do sistema e a

matriz H (m)( trata-se da interpolagao dos deslocamentos utilizando uma

z,Y,2)
funcao de Lagrange.

A equacao de Compatibilidade Geométrica ¢ dada para um elemento m,

e =B T (3-3)

Onde a matriz M(w,yz)

nacdo das linhas da matriz H™

¢ obtida pela aproximacao diferencial e combi-

(,y,2)°
Finalmente, a equacao constitutiva para um elemento m é dada por::

—T(m) = Tl(m) + —C(m) —B(m)(z,y,z)a (3'4)

Tl(m) ¢ o vetor da em um elemento m, a matriz C"™ é a matriz de elasticidade

para o elemento m e o vetor 7™ ¢ a tensido no elemento finito m.

Para problemas estaticos o seguinte sistema de equacoes fica assim

definido
Ku=Rp+ Rc+ Rs — Ry (3-5)

para o vetor deslocamento u.
Enquanto que, para problemas dinamicos, a forca de corpo, definida pelo

vetor ﬁ é modificada, para

(7)™ = (i)™ (3-6)

e, portanto, resulta

M
3 / (H™)T pm BV 4+ Ka = R (3-7)
Vv (m) -

Onde a Matriz M, de massa global, é definida por:

Z /V . (H™)" pm grem gy om) (3-8)

3.2
Funcdes de deslocamento

Na solucao numérica do problema de vasos de pressao utiliza-se o método
dos elementos finitos com discretizacao na direcao axial do vaso, enquanto
na direcao radial utiliza-se uma funcao resultante da combinacao de solugoes
analiticas.

Da solucao da equacao diferencial refrente ao deslocamento radial, resul-
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tante da solugdo de Lamé, equagao (1-11) fornece para cascas cilindricas.
Ay
WLamé = Al r+—
r
enquanto o deslocamento radial para cascas esféricas, tem-se :
Ay
WEsfera - AS r+ Y
r

e o deslocamento radial para cilindros com rotagao:

A
6+A7T3

WRotagfzo = A5 r+ T

Combinando-se as trés solucoes acima resulta:

WIE.G) = Wole) + gt o + W OR(E. ) + % LW ORE O
(3-9)

onde a coordenada radial
R(&,¢) = R2(§) + T(Q) (3-10)

com T'(¢) sendo a coordenada referida ao ponto médio da espessura do vaso

de pressao,com a coordenada ¢ variando de [—1,1]. Assim:

7(0) = 5¢ (3-11)

enquanto para o deslocamento axial utiliza-se uma funcao interpoladora de

terceiro grau, com coordenada definida por T'(¢).

U1(&,¢) = UP(€) +n(&T + 21 (§)T* + W1 (§)T° (3-12)

3.3
Condicdes de contorno naturais

No modelo considerado a condicao de contorno natural deve ser garan-
tida, sem nenhuma restricao adicionale nesta condicao as tensoes de cisalha-
mento nas faces internas e externas da casca sao necessariamente nulas, que

correspondem a deformacao angular v¢ = 0 nas faces da casca. Assim, tem-se

que

Yecle_ey =0 (3-13)
Onde, pela equagao ([2-80)), resulta em

1 oW ot

= — . — -14
Ye¢ S aé + oT (3 )
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Desenvolvendo-se as duas equagoes acima, obtem-se

1 oW 1 oW 1
$1(§) = — (?8_5 5O <=_1) "o (3-15)
(1aw 1 OW 2 4y
nle) =~ (?a_g a0 <=_1> E R TR

Um aspecto importante ¢ a reducao no ntimero de graus de liberdade
por n6 do elemento. A quantidade de constantes presentes na funcao de
deslocamento radial mostrado na equacao (3-9) adicionada ao do na equacao
deslocamento axial totaliza 9 que, contudo, nao sao independentes,
conforme equacoes e (3-16)), sendo reescritos em fungoes dos 7 graus

de liberdade em cada no.

O desenvolvimento completo das equagoes (3-15) e (3-16]) esta apresen-
tado no apéndice da pagina [87]

3.4
Funcdes lagrangeanas

Considerando-se o deslocamento axial, func¢oes lagrangeanas sao utiliza-
das para interpolar os graus de liberdade na direcao longitudinal da casca.
Sao construidas para um intervalo padrao de [—1, 1] de coordenadas que sao
transformados para as coordenadas geométricas do elemento através da trans-
formagao jacobiana. Em termos de modelagem numérica esta transformacao
facilitaréd a integracao numérica das equacoes, que no presente estado empregue

a quadratura de Gauss.



Capitulo 3. Desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos 50

lz,u No 1 ¢=-1
z
¢
N6 3
€=-1/3
€=+1/3 N6 4
R2 u,
w
r et U,
/ %]
cosg =
s’ Ys
sing = Z NG 2 (E=+1)
S Z
R1
= r,U

Figura 3.1: Disposicao dos nds no elemento

Considerando-se o elemento de quatro nos montrado na figura[3.1] tem-se

as seguintes funcoes de interpolacao

_ 98 +984¢-1

(@) £ 317)
ha(€) = 953+9fg_£_1 (3-18)
() = 2769 g126— 27 £ +9 319
h4(f):_27£3_91€g+27§+9 a20)

que permitem interpolar no dominio do elemento uma grandeza por uma
funcao continua conhecidos seus valores em pontos discretos. Desta forma,
tem-se, por exemplo:

o raio variando na coordenada &:

r(€) = Z hi(€) i (3-21)

z(§) = Z hi(€) =i (3-22)
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as funcgoes de deslocamentos, expressas nas equagoes (3-9) e (3-12)), cujas
contantes variam com a coordenada &, e sao reescritas da contribuigao de cada
no, para determinar-se a matriz . Desta forma, utilizando-se as funcées

lagrangeanas, tem-se:

Wo(§) = ihz(i)wé (3-23)
Wi(§) = ihz(f)wf (3-24)
W,(8) = ihi(f)Wé (3-25)
Ws(&) = ﬁ;hi(f)wé (3-26)

Wal€) = 3 hi(OW; (3-27)
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3.5
Vetor 4

O vetor deslocamento u é definido usando-se a distribuicao dos nos
conforme estd ilustrado na figura A ordem seguida dos graus de liberdade
é dada por: Uy , 71 , Wy, Wy, Wy, W3 e Wy. Desta forma, considerando os

quatro noés do elemento tem-se

[Ug m Wy W Wy Wy Wi
[A] Ug V? Wg’ W13 Wés Wéj Wf (3 28)
ul = _
’ ub ot W W Wy Wy w

U of Wg Wi Wy Wy Wi

3.6
Matriz H(™

A matriz H™ relaciona os deslocamentos naturais dos graus de liberdade
do problema. Observando-se a discretizacao do funcional I de elementos finitos
a matriz H™ é utilizada para interpolar os carregamentos. Levando em
consideracao que os carregamentos modelados encontram-se no sentido radial,
a equacao (3-2) resulta somente para deslocamentos radiais.

Serd definido, portanto o vetor hessiana que sé terd componete radial,

denotado como H‘(,(,n)

Logo:
00 h(&) e M) REQ zEgs m()- RE Q)
) - 00 hs(€) Tt hal@) REQ) mgge ha(€) R(EC)° 829)
—= 0 0 ha(€) HEL (&) R(ECQ) 788 hu(§) R(E )
3]

0 0 ho(&) &L ha(&) - R(EC) 7 ha(§) - RO

A fim de facilitar a visualizacao, o deslocamento radial elementar pode

ser descrito em funcao de 28 graus de liberdades, como:
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W] =

0 0 ho§)

Uo
M
o
wi
Wy
W
Wy
Ug
M
Wi
w7
W3
W3
Wy
Us
71
Wy

Wy
Wy
Wi
Ug
T
g
Wy
W3
W3
Wi
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3.7
Matriz B

A partir do desenvolvimento descrito na secao acima encontrou-se a
relacao de deformacao em funcao dos 7 graus liberdade para cada nd do
elemento proposto. Assim, pode-se definir a matriz B"™ elementar, resultado
de colocar as deformacoes em funcao das variaveis do problema.

Portanto:

(n)
€ee
€ ~
P =B™ g™ (3-30)
€¢¢
Ve¢
em que a matriz B elementar apresenta 28 colunas, referente a quantidade

de graus de liberdade totais no elemento, e 4 linhas, referente ao nimero de
componentes de deformacao do modelo. Para fins de visualizacao a matriz
abaixo, com subindice i, refere-se as submatrizes da matriz elementar B",
onde 7 estd é o n6 de cada elemento

ay, ajy iy ay ajy ajg aly
[ e e s o
a3y (3 A3z G3y Qg5 G3g (g
ay, iy ayy ay iy ayg dlg
Assim:

B =[5 B B 5]

Cada elemeto da submatriz elementar apresenta uma expressao obtida ao
isolarmos cada grau de liberdade, seu deselvolvimento encontra-se no apéndice

"Apéndice - Matriz B "na pagina [92] Logo:

ai = l{%}g} (3-31)
arz = l, ( ¢— —QS) (3‘32)

oAb e

_ hGR Pk 1 1\¢
a14 — 4 ) 862 RZ + RO + RZ 3 (3—34)
1 (92h 2 2-R
ar5 = ——,2(9—52& 3 “¢ (3-35)
19%h; 2| [ 1 1\1 1 1\ ¢
we—saet|(mwht (mm)s| @
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1 9%h; 1 ¢
TN (RS—R?)§+(R§+R§)§ (3-37)
91 = 0 (3—38)
99 = 0 (3—39)
h;
oy = ——— 3-40
23 R2 + %C ( )
Goa = — (3-41)
* 7 (R + 5O
ags = hl (3—42)
h
e R— 3-43
"= By 4 5O (4
B\ 2
agy = h; - (Rz + §<> (3-44)
asy = 0 (3—45)
a3y = 0 (3—46)
asz = 0 (3—47)
h
G54 = — (3-48)
. (Ry + 2¢)2
ass = hl (3—49)
2h;
3= ———7"— 3-50
ase (R2 + %C)3 ( )
ho\ 2
as7 = 3hl (R2 + 5() (3—51)
asp =0 (3-52)
azp = hi(1 — %) (3-53)
1 Oh;
A43 = ; 35 (1 - CQ) (3‘54)
B 1 1 oh; |1 1 1\ ¢ 1 1 §2
T IR+ EcoE R <R0_RZ-)2_ (ROJFP%) 2 (3-55)

. 2
s = 25 ((3 +5¢) = (Ra= R)S = (Ro+ )’ ) (350
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3.8
Matriz C

A matriz constitutiva C' estabelece a relacao entre as componentes de
tensao e de deformacgao. Para o problema aximétrico tem-se quatro compo-
nentes de tensoes e de deformacgoes. Assim, a matriz quadrada C' tem ordem
quatro. Devido ao modelo do elemento corresponder ao caso isotropico C' é

simétrica, na forma

O¢e €ee
(o €
o= | (3-59)
0¢¢ €¢¢
Te¢ Ve¢

A matriz C resulta da reducao das equacoes contitutivas, dadas pela Lei

de Hooke, expressando-se a condigao

O¢e 096 g¢¢
€e = —> —V— —V—
“T g E E
060 O¢e g¢¢
€ = — — ) —= — ) —=
W= E E
0¢¢ O¢e 096
‘“TEF Vp Vg
E

= ———0
Rearranjando as equacoes acima obtem-se a matriz constitutiva elemen-

tar e o seu desenvolvimento completo encontra-se no apéndice a pagina

Portanto:
1 (lzu) (lzy)
(n) _ EQ—v) Gy S ) (3-60)
(1-2v)-(1+v) |-X v 1

—
(=
|
X
-
—~
=
|
X
>

o
o
o
=
[
[\
S
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3.9
Matriz de Rigidez K

A matriz de rigidez relaciona o vetor de deslocamentos com o de carre-

gamento aplicado, obtida através da integral

K™ — /V ( )B(”)T cm™ BM gy (3-61)

Em elementos finitos, de forma a generalizar a equacao para
geometrias quaisquer do elemento é utilizada a mudancas de coordenadas
reduzindo-se os limites de integracao ao intervalo de —1 a 1. Com isso, nesta
integral utiliza-se a transformacao jacobiana.

Um outro aspecto importante é que por ser axissimétrico nao é necessario
integrar-se para todo angulo da circunferéncia e, por conveniéncia numeérica
utiliza-se um radiano.

Portanto:

1 pl
KM — B (T () B (n)
K= [ [ Begm ¢ Be.o™ des) v

onde
dz

dV = R(¢) d¢ d¢ | azet(J):d—5

e, assim,

dz

(n) e ()T ~(n) (n)
= :/_1 /_1& 0" B§Q"™ RE) 7z d§ d¢ (3-62)
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3.10
Vetor Carregamento

29

Em um problema de elementos finitos é necessario obter a equacao (3-5)

onde determina-se a matriz de rigidez e o vetor carregamento.

O vetor de carregamento permite a discretizacao do forcamento que age

sobre um corpo contabilizando a influéncia do carregamento em cada grau de

liberdade do problema. Sera modelado, a seguir, um for¢camento de pressao

(interna ou externa) e de rotacao

3.10.1
Carregamento de pressao

Para determinar-se o carregamento nodal resultante da pressao agindo

na superficie interna e externa do cilindro deve-se integrar pela area a pressao

multiplicada as funcdes interpoladoras. Assim:

RO~ [ g0 o g4
A(m)
sabendo que
d
dA = Ry det(J) d¢ ,  det(J) = d—z
Tem-se
Aln 1 dz
Ry = [ H(E) p™ Ra - de
-1 3

Se houver pressao interna, R4 é definido como:

h
RA:R2—§

e se for pressao externa, R, é definido como:
h
Ry= Ry + 5

Assim:
1

R = / H™T(&) pi) (R ——) dé+ / HOT
—1

onde:

h
pea:t <R2 )

(3-63)

(3-64)

dg
(

3
3-65)
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HOT(E) =10 0 h gt mRa g MR}
0 0 hy L& hyRy, 3 h3R3

Ra R%

0 0 hy o hyR, & nyR%

RA RZ
00 hy 72 hoRa 5 hol})]

PNa integragao numérica o vetor V' ¢ tal que:

RA:/_IVdg

1

60

Definindo-se o vetor V, onde os subindices sao as posicoes do mesmo:

h\ dz h\ dz
= h; pii| B2 — = ) == + Iy 24— |—=
Vé sznt(R Q)dé._l_ zpext(R +2>d€

d
‘/3 = hzd_z (pintRint + peactRea:t)

hi dz hl dz
Vi=— in Rm e e Rea} s
! Rzntp ! tdf * Rextp ' tdg

d
‘/4 = hz_z(pmt +pe:pt)

dg
dz dz
V}] = thmtpzntRfmtd_f + hiRextpea:tRe:ctd_g
dz 9 9
‘/5 = hzd_ (pintR@'nt + peactRext)
3
hi dz hl dz
V:_anm_ _eacReJ:_
‘ Rzntp ' tdf + Re:vtp ' tdg
dZ -Pint Peaxt
‘ df <Rmt * Rert)
dz dz
‘/7 = th?ntpzntRmtd_f + hiRZ’xtpea:tRe:ctd_g
dz " "
‘/7 = hz_ (pintR@'nt + peactRext)

dg

(3-66)

(3-67)

(3-68)

(3-69)

(3-70)

(3-71)

(3-72)
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3.10.2
Carregamento de rotacao

Quando submetido a rotacao, o vetor forca de corpo é formado como

carregamento externo. Desta forma,

RY = / HWT fBqy (3-73)

Vi(n) -

onde: 5

7= p*R(E,C) (3-74)

0

. 0
Ry = [ H™T v (3-75)

V(n) 0

pw? R(E, Q)

Usando a equacao [3-29

. h
Rg) = / H‘(,Z,I)pr2 (R2 + —C) dv
Vv(n) 2

o Lo h \d
R = / / H§V>pr2<R2+—g) % dede
Y 2°) d¢

da integracao numérica define-se o vetor V:

ou

1 1
A) _ ]
R _/_1/_1Vd§d§ (3-76)
Vi=0 (3-77)
Vo=0 (3-78)
h \’d
Vs = hipw’ (R2 + §C> d_z (3-79)
2
e ()
(RQ + %C)
h \d
Vi = hipw® (Rz + EC) d_z (3-80)
h h \*d
Vs =h; (Rz + §C> pus’ <R2 + EC) d—z

h \*d
Vs = hipw? (Rz + §<> et (3-81)
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2
Vom — (R2+ c) dz
(32 + %()
5dz
Vé = thw d_f
3 2
V?th(R2+gC) <R2+ C) 32
Vo = hipw® (R2+ C) dz

62

(3-82)

(3-83)
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3.11
Condicao de Continuidade

Ao se utilizar uma metodologia de elementos finitos enriquecisdos, deseja-
se encontrar resultados bastante proximos do esperado com poucos elementos.
Assim, é importante garantir primeiras derivadas iguais na fronteira dos

elementos.

£=-1

£=+1

Logo, deve-se garantir duas restrigoes:

— Ponto 1
(16_W><”> _ (18_W)<”*”
Ay =41 08 J ey mt1
A restricao precisa ser escrita da forma gl(f( ) =0, logo
1ow\ ™ 1 oW Y
L I
§ 08 )iy §" 08 ) 1leeia
— Ponto 2
(16_W><"> _ (18_W)<”*”
§ 08 J e =1 s 06 )4 =1

A

A restri¢do precisa ser escrita da forma ¢;(X) = 0, logo

1ow\™ 1 oW "y
s 08 E=+1 s' 0¢ e=—1ld¢=—1

O método da penalidade, comumente utilizado em problemas de otimi-

A

zagdo, permite a minimizacdo de uma funcdo F'(X) a partir de uma pseudo-

funcdo P(X,a), dadas suas restrices g;(X) = 0. O parametro o deve ser
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ajustado a fim de equilibrar a ordem de grandeza de ambas parcelas.

Portanto: N

P(X,a) = F(X) + % 3 [6(X)? (3-86)

i=1
Deseja-se minimizar o funcional II de elementos finitos, dadas as restri-

¢oes g;, criando assim um novo funcional, dado por IT":

P(X,a) =10 (3-87)
F(X)=1I (3-88)
Portanto:
U 1 2 1 2
H:H+§a-gl+§a~92 (3-89)

Fazendo o variacional, tem-se:

61 = 6u” K u+ou” Bl a Byu+déu’ BY a Byu

SI' = 6u” (K + K| + K3 )u (3-90)

Lembrando que:

%_ng _ % (Z hinJr% Z hinJrRZ hiW§+% Z hWi+R? Z hiWZ)

Nesse caso, a penalidade nao podera ser escrita por apenas um elemento,
posto que a mesma é imposta entre dois elementos, (n) e (n+1). Dessa forma, a
penalidade serd uma matriz para cada uniao entre dois elementos, o que forcara
que tenham primeiras derivadas iguais na jungao. Nesse sentido, o vetor B deve
conter 49 posicoes, oriundas dos 7 n6s num problema de dois elementos, cada
qual com 7 graus de liberdade.

Para definir o vetor B(E, (), serda usada uma variavel adicional (b ) que

expressara o valor pelo qual as derivadas serao aplicadas. Segue a tabela abaixo:

B(,¢Q) | b=(
B | BE1) | b=1
By | B(&,-1) | b=—1

O vetor B,,, para facilitar sua visualizacao, serd composto de sub-vetores,
que estao associados a cada no6. Assim, o vetor d* tem 7 posicoes e apresenta
subindece 7 que corresponde a funcao lagrangeana que deve ser utilizada. Além
disso, esta em funcao de a e b, vide equacao abaixo. O sub-vetor ¢ seré utilizado

no n6 em conjunto dos elementos. Assim:
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o [d'(a=+41,b) d*(a=+1,b) d*(a=+1,b) c(b) (3-01)
(b) = d*(a=—-1,b) d*(a=—1,b) d*(a=—1,b)]

O sub-vetor d'(a, b):

— Isolar U} em (n):

— Isolar vi em (n): i 0 (3-93)
ay = ;
— Isolar Woi em (n): , 1 Oh,;
L 3-94
3 [s' 0¢ 5:j c=b .
— Isolar W} em (n): ' (/11 0h 1
=) -
— Isolar W3 em (n): . /R 1 Oh: 1
i | (LY 3-96
a’5 _(8/ R af >£:a_ ¢=b ( )
— Isolar Wi em (n):
, 1 10h;
i 1 Oh 3-97
a6 |:(S/R2 R 8’5 >£:a:| ¢=b ( )
— Isolar W} em (n):
. R3 1 0h;
i (R 3-98
as {( s’ R 85 ){:a:| ¢=b ( )
O sub-vetor ¢(b):
— Tsolar U} em (n) e (n+1): ( )
¢l =0 3-99
— Isolar 4} em (n) e (n+ 1):
=0 (3-100)

— Tsolar Wi em (n) e (n+ 1):

C[(1omY)  _(1om _
o {(8, ¢ >£=+1 <3/ o3 )5:—1} ¢=b (3-101)

— Isolar W} em (n) e (n+1):

1 Ohy 1 Ohs
- -t - ——= 3-102
“ [(RS/ 23 >5+1 (RS/ 23 )5—1} ¢=b ( )

— Isolar Wi em (n) e (n+1):

_[(Rom R 9hs
s = K‘a—g)g - (‘a—g)gk (3-103)
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— Tsolar Wi em (n) e (n+ 1):

%= |\ Ry 9 )iy R2s" 06 ) o 1]y

— Isolar W} em (n) e (n+ 1):

() (2).
’ s 08 )iy s 08 ) e 1lemy

66

(3-104)

(3-105)

Seguindo o procedimento acima, os vetores B podem ser encontrados.

Vale comentar como é feita a determinacao do parametro «. Foi assumido o

mesmo valor de « para as quatro penalidades. Assim, fazendo-se o produto de

BT . B, encontra-se K’ (sem a multiplicagao por «). O parametro a pode ser

ajustado dividindo o maior valor pertencente a matriz de rigidez do problema

pelo maior valor da matriz fruto do somatorio dos K'. Logo, a penalidade seré

imposta.
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3.12

Condicao de Fixacdo

A fixacao é imposta quando ha condicao de engaste na extremidade. As-

sim, sera utilizada uma penalidade que forcara derivada nula do deslocamento

radial na secao engastada.

— Engaste inferior

— Engaste superior

penalidade. Portanto:

g11 =

gi2 = (—

(i
) =0 (3-106)

()
> _0 (3-107)

e=+1] =y

A restricdo precisa ser escrita na forma gz(X') = 0 para aplicar a

Ol
a—W) (3-108)
o S P
Ol
8W> (3-109)
23 E=+1] =y

(=1 fLULLLY ¢ — 1

(i)
) ] =0 (3-110)
=l =
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@] - e

A

A restricdo precisa ser escrita na forma g;(X) = 0 para aplicar a

penalidade. Portanto:

oW (@) ]
921 = (8_> (3-112)
[\ O8] (=+1
oW\ ]
G22 = (—) (3-113)
L g S |

O método da penalidade, comumente utilizado em problemas de otimi-

zagdo, permite a minimizagdo de uma funcao F(X) a partir de uma pseudo-
funcdo P(X,a), dadas suas restricdes ¢;(X) = 0. O parametro o deve ser
ajustado a fim de equilibrar a ordem de grandeza de ambas parcelas.

Portanto: N

P(X.0) = F(X)+ 5 Y [3:(X)]’ (3-114)

i=1
Deseja-se minimizar o funcional I de elementos finitos dadas as restri¢oes

gi, criando, assim, um novo funcional, dado por II':

P(X,a)=1T (3-115)
F(X)=TI (3-116)
Portanto:
/ 1 2 ]‘ 2 ]‘ 2 1 2
II' =1I + 504(911) + 504(912) + 504(921) + 5@(922) (3-117)

Fazendo o variacional, tem-se:

6H,:5QTKQ+5QT B{I « B11 g—l—égT B{Q « Blg u+

du” By, o By u+ du' By, o Bas u

SII' = ou" (K + K, + Kis + K3, + Kpy)u (3-118)

Lembrando que:

%_Vg _ % (Z hiwg+% STRWiRY hiW5‘+% S hWiARY hiWi)

Para definir o vetor B(&, (), serao usadas duas variaveis adicionais(a e b)

que expressarao os valores pelos quais as derivadas serao aplicadas. Segue a
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tabela abaixo:

B(6¢) | a=¢ [ b=¢
Bun| B(1,1) | a=1 ] b=1
By | B(l,=1) | a=1 |b=—1
B | B(-1,1) la=-1] b=1
By | B(=1,-1) |a=—1|b=—1

— TIsolar U{:
’ Bi =0 (3-119)
— Isolar ~:
' By =0 (3-120)
— Isolar WW;: o
By = agi (3-121)
£=a
— Tsolar W7: o -
=t = U (3-122)
R a§ ¢=a Rm + §C|C:b aé ¢=a
— Isolar Wi:
Bs =R =R, + = — 3-123
5 85 B [ + 2C|C:b:| 85 B ( )
&=a &=a
— Tsolar Wi:
Bs = %8@}? _ . 2%_’? (3-124)
&=a [Rm + §<|C:b} &=a
— Tsolar W:
B, — R3 — Rm — — 3-125
7 a£ - [ + 2C|<:b} 85 - ( )

Seguindo o procedimento acima, os vetores B podem ser encontrados.
Vale comentar como é feita a determinacao do parametro «. Foi assumido o
mesmo valor de « para as quatro penalidades. Assim, fazendo o produto de
BT . B, encontra-se K’ (sem a multiplicagao por «). O parametro a pode ser
ajustado dividindo o maior valor pertencente a matriz de rigidez do problema
pelo maior valor da matriz fruto do somatorio dos K'. Logo, a penalidade seré

imposta.



4
Programa

A partir do modelo proposto, um programa em "C" foi elaborado com a
finalidade de automatizar os calculos necessérios para se realizar a andlise
de tensoes em um vaso de pressao. Assim, fornecendo-se a quantidade de
elementos desejados e os carregamentos atuantes no corpo, obtém-se com
grande eficiéncia os resultados desejados.

Para compreensao do proximo capitulo, vale explicar como se aplicavam
as condicoes de contorno no problema. Para isso, uma tabela era feita onde,
na primeira coluna, a numeracao dos noés eram dispostas. As seguintes colunas
usavam 1 para travar uma condi¢ao de contorno e 0 para deixa-la livre. A
segunda coluna refere-se ao travamento do deslocamento radial, a terceira
coluna ao travamento axial e a quarta ao travamento da rotacao na se¢ao reta.
Para analise futura dos resultados, serd usada uma tabela que representaré as

condicoes de contorno. Esquematicamente:

Condicao de contorno

Deslocamento | Deslocamento | Rotacao da
radial axial secao reta
1 1ou0 1ou0 1ou0




5
Resultados Numéricos

Neste capitulo, serao avaliados os resultados numéricos obtidos a partir
do programa desenvolvido. Em seguida, serao comparados com solugoes conhe-
cidas da literatura ou provindos do programa comercial de elementos finitos

Ansys.

5.1
Cilindro sujeito a pressao

Nesta secao, seré estudado o comportamento de cilindros sujeito a pressao
interna ou externa para duas diferentes condicoes de contorno, que serao
expressas nas duas subsecoes abaixo. A primeira considera o travamento do
deslocamento axial e da rotagao da secao da base do cilindro, enquanto a
segunda considera cilindro livre.

Para as dois casos de condicao de contorno, os dados numéricos utilizados sao:

— Modulo de elasticidade: 200 GPa

— Coeficiente de Poison: 0.3 Logo:
— Espessura: 50 m — Raio interno: 25 m
— Raio médio: 50 m — Raio externo: 75 m

Pressao interna: 12 MPa

5.1.1
Cilindro, com travamento de deslocamento e restricio de rotacdo na
secdo reta da base

Conforme ja mencionado no capitulo "Programa', para impor a condig¢ao
de contorno descrita no titulo desta subsecao, deve-se utilizar o quadro

esquematico abaixo:

Nos | Condicoes de contorno
1 |01 1
2 |0]0 0
3 101]0 0
4 101]0 0
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A seguir, dois diferentes casos serao estudados. O primeiro considerara o

carregamento de pressao interna, enquanto o segundo de pressao externa.

Cilindro, com travamento de deslocamento e restricio de rotacdo na
secdo reta da base, sujeito a pressdo interna de 12 MPa- Solucido de
Lamé

O primeiro caso que serd estudado é a solucao de Lamé, importante
resultado para validar o programa elaborado. Observando a solucao analitica
desenvolvida por Lamé, percebe-se o travamento da deformacao axial ao longo
de toda espessura, fato que pode ser verificado na equacao [I-7] Os graficos
abaixo foram obtidos utilizando como condi¢ao de contorno o travamento
axial no n6 central com a restricao de rotacao da secao reta na extremidade
do elemento. Garante-se, assim, a inexisténcia de deslocamento axial ao longo
de toda espessura radial.

Tratando-se de uma abordagem utilizando elementos finitos enrique-
cidos, poucos elementos garantem convergéncia do resultado. Assim, nesta

analise serd usado apenas um elemento.

Os graficos [5.1] e [5.2] apresentam os resultados da tensao radial e circun-
ferencial, respectivamente. Nota-se que a solu¢ao analitica é resgatada quando

aplicam-se as mesmas condicoes de contorno utilizadas em seu desenvolvi-
mento. As curvas analiticas sao obtidas pelas equagoes e

occ (Pa)

%10°
!

op (Pa)

16

14

12

%108
!

*  Programa
Analitico | |

a0k ¥ f [ *

-125 *  Programa | |
Analitico

*
*x****** 4
. .

14 L L L L L L L L L 2 L L L L L L L
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

r (m) r (m)

Figura 5.1: Tensao radial n6 1 Figura 5.2: Tensao circunferencial n6 1

Uma anéalise importante que se deve observar no grafico 5.1 acima ¢é o
valor da tensao radial no raio interno e no raio externo do vaso de pressao. Para
a parede interna, percebe-se o0 mesmo valor numérico com sinal contrario da
pressao interna aplicada no carregamento, enquanto na parede externa tensao
nula. Este resultado esta conforme o esperado, ja que as superficies, interna e

externa do vaso de pressao, devem estar em equilibrio estatico.
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Os resultados das deformacoes radiais e circunferenciais sao apresentados
nas figuras e abaixos. Novamente, é possivel comparar com as solucoes
analiticas desenvolvidas no primeiro capitulo, percebendo-se, portanto, grande

proximidade entre os modelos analitico e numérico.

%10 %10

0 : 10
*w&?ﬁf*f’*}ﬂ&ﬁ'i *  Programa
ar IR 1 9 Analitico
**,@e* *
HET \
2 o 8 ¥
3 f %
X
"
4 Q}' 6
* 3 x
Iy 4 ng *
5 ;}/ 5 *x
¥ \{!
ol ¥ .l
¥ o
*x
7F ¥ 3t kg
Koy
ooy
8 *  Programa| 1 2 TR A g g ]
Analitico "»—wﬁf*******
o . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
25 30 3 40 45 50 55 60 65 70 75 25 30 3 40 45 50 55 60 65 70 75

r (m) r (m)

Figura 5.3: Deformacao radial n6 1 Figura 5.4: Deformagao circunferencial
no 1

A figura 5.5 abaixo é um importante parametro de verificacao da solu¢ao
numérica pelo programa elaborado. Istso porque os deslocamentos sao a
incognita de um problema de elementos finitos. Nesse sentido, sao os primeiros
resultados a se analisar. Nota-se, portanto, que os resultados estao de acordo

com a formulagao analitica.

%1078
;

24 T T T T T T T T
\ *  Programa
Analitico
2.2 }&\
*
b X
18
= *x
161 *&&
*.
*
Ar *
14 * 5
s N
o
1.2 HFHksese 1
HRH g

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Figura 5.5: Deslocamento radial n6 1
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Cilindro, com travamento de deslocamento e restricio de rotacdo na
secdo reta da base, sujeito a pressdo externa de 12 MPa - Solucdo de
Lamé

De maneira similar ao primeiro caso, a solucao analitica para pressao
externa ¢ obtida pelas equagoes (1-23)) e (1-25). Ao se comparar com o resultado

analitico, nota-se a superposicao das curvas.

6 7
2X1Ow T T T T T T T T 7.><10‘

1.4 T T T T T T T
*  Programa
0 l» Analitico | - a6l **********M
* S
21 *i* 18 ***r*
% ra
= ‘ X = 2 #
£, S o
© K § 22f ,f
; . ;
ol *"**&*** | 24f ”*/
******‘** *
a2 F M 26 7* * Programa| |
Analitico
-14 . . L L L L . . . 2.8 . . . L L L L L
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
r (m) r (m)
Figura 5.6: Tensao radial n6 1 Figura 5.7: Tensao circunferencial n6 1

Novamente, percebe-se o equilibrio das superficies interna e externa do
vaso. Para a parede interna, tem-se pressao nula, enquanto para a externa sinal
contrario ao valor da pressao.

O gréfico5.8[abaixo compara o deslocamento radial obtido do modelagem
numérica com o seu valor do desenvolvimento analitico. Como esperado, os

resultados sao bastante proximos.

e *  Programa

f K Analitico
-3.47T

36 *%

-3.81

¥

44 . . . . . . . . .
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
r (m)

W(m)

Figura 5.8: Deslocamento radial n6 1
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5.1.2
Cilindro livre

Esta subsecao refere-se a cilindro livre, segunda condicao de contorno es-
tudada para cilindros sujeitos a pressao. Para isso, implementa-se no programa

conforme a tabela abaixo.

Nos | Condicoes de contorno
1 100 0
2 {0]0 0
3 101]0 0
4 101]0 0

Novamente, para a condicao de contorno imposta, primeiro sera estudado

o efeito da pressao interna e, em seguida, o da pressao externa.

Cilindro livre sujeito a pressdo interna de 12 MPa

O préximo caso a ser analisado trata-se da aplicacao de uma pressao
interna de 12 MPa num cilindro espesso sob condicao de contorno livre, ou
seja, sem nenhuma restricao ao deslocamento. Para efeito de comparacao,

o problema foi também simulado no Ansys. Ao se observar os graficos 5.9

[.10) [5.11] e [5.12] abaixo, nota-se a superposicao de ambos os resultados,

demonstrando exatidao na metodologia numérica utilizada. Além disso, é
importante verificar se as condicoes de contorno naturais sao respeitadas nos
resultados obtidos. Logo, tomando o grafico de tensoes radiais, figura nimero
5.9] observa-se que a tensao radial na parede interna é 12M Pa compressiva,
enquanto na externa é zero - fato esperado, pois o equilibrio em ambas

superficies deve ser respeitado.

%100

Programa

0 FHHH 14 ¢ *  Ansys
M*%* *
ot * 1 Ll *
KX \
A *
4 z* *
= S0 b
S /»Z' s X*
3 Py & "
8 *
}k ol *‘x***
-10 - # q Foten
* ™

J12%

-14

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

r (m)

Figura 5.9: Tensao radial n6 1

4 4r
—— Programa
*  Ansys

Figura 5.10: Tensao circunferencial n6

1

2
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Fhdop B
i
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30

35

40

45

50
r (m)

55 60 65 70 75
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%10

e (Pa)

*
5 *
o 7
/*
Tt #
.gf Programa | -
*  Ansys

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
r (m)

Figura 5.11: Deformacao radial n6 1 Figura
cial n6 1

e (Pa)

76

10

Programa
9 *  Ansys

2F s 1
Wh

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
r (m)

5.12: Deformacao circunferen-

Cilindro livre sujeito a pressdo externa de 12 MPa

Assim como modelado no caso anterior, serd considerado um vaso de

pressao com condicoes de contorno livres, todavia, ao invés de pressao interna,

se considerarad pressao externa. Os resultados estao conforme o esperado, fato

que se pode comprovar nos graficos abaixos.

6
2x10 .

Pograma
0% *  Ansys

o (Pa)
&

10} Pk

-2 1

14 . . . . . . . . .
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
r (m)

Figura 5.13: Tensao radial n6 1
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Figura 5.14: Tensao circunferencial né
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4 \* *  Ansys
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Figura 5.15: Deformacao radial n6 1 Figura 5.16: Deformacao circunferen-

5.2
Cilindro sujeito a rotacido

cial n6 1

Nesta secao, serd estudado o efeito da rotacao, com dados geométricos

diferentes da secao anterior, listados abaixo

— Moédulo de elasticidade: 200 GPa

— Coeficiente de Poison: 0.3
— Espessura: 1 m

Raio médio: 2.5 m

Limite de Escoamento: 285 MPa

Logo:

— Raio interno: 2 m

— Raio externo: 3 m

Todavia, para esta secao somente serd estudado caso de cilindro livre

como condicao de contorno, implementado como:

Nos

Condigoes de contorno

0

0

1

2 10
3 10
4 |0

0
0
0
0

0
0
0
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Cilindro livre sujeito a rotacdo de 30 rad/s

Diferentemente da secao anterior, serd considerado nessa analise exclu-
sivamente o efeito do carregamento de rotacdo a um vaso de pressao. Dessa
maneira, mantendo-se como condicao de contorno o vaso de pressao livre, vale
a solucao analitica. Assim, os graficos a seguir apresentam a comparacao dos

resultados.

6 7
320 . . . . ‘ ‘ ‘ . 6 F10°

Analitico | |

Analitico

agp (Pa)

2 21 22 23 2.4 25 2.6 2.7 2.8 29 3 2 21 22 23 24 25 26 27 2.8 29 3
r (m) r (m)

Figura 5.17: Tensao radial ao longo da Figura 5.18: Tensao circunferencial ao
espessura no né 1 longo da espessura no no 1

Programa
571 Analitico

2 2.1 2.2 23 24 25 2.6 2.7 2.8 29 3
r (m)

Figura 5.19: Deslocamento radial n6 1

Percebe-se que os trés resultados apresentados acima estao conforme o
esperado. Uma anélise importante em estudos numéricos é a verificacao do erro
percentual entre os modelos comparados. Para o deslocamento radial, obteve-

se:
errow = 3.7% (5-1)

J& para as tensoes radiais e circunferencias, o erro encontrado respectivamente

foi:
erroc = 3.6% (5-2)
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errog = 4.1% (5-3)
Os valores de erro acima foram calculados na casca média, e estao em
conformidade com a metodologia utilizada, pois as deformacdes deselvolvidas

na teoria de cascas valem para cascas finas ou semi-espessas.
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Cilindro livre sujeito a rotacdo de 30 rad/s e pressio interna de 5 MPa

O proximo caso a ser considerado é o efeito da rotacao num vaso de
pressao com pressao interna. Para isso, a fim de validarmos o desenvolvimento
proposto no presente trabalho sera comparado com o software comercial Ansys.

Conforme apresentado na se¢ao "Resumo das solugoes analiticas" no ca-
pitulo 1, nao se pode superpor a solu¢ao do cilindro submetido a rotagao com
a solugao do cilindro com carregamento de pressao interna, pois suas condigoes
de contorno sao distintas.

O grafico p.22] apresenta o deslocamento radial ao longo da espessura.
Nota-se que os dois resultados sao bastante proximos entre si. A tensao ra-
dial, grafico [5.20, apresenta um comportamento esperado para um vaso, pois
as tensoes nas paredes (internas e externas) sdo nulas. No calculo das ten-
soes circunferenciais percebe-se, novamente, grande proximidade dos modelos

usados.

6 7
3 07, T T T T T T 6 210

Programa
Ansys

Programa
Ansys

(Pa)
og (Pa)

2 2.1 2.2 23 24 25 2.6 2.7 2.8 2.9 3 2 2.1 2.2 23 2.4 25 2.6 2.7 28 29 3
r (m) r (m)

Figura 5.20: Tensao radial ao longo da Figura 5.21: Tensao circunferencial ao
espessura no no 1 longo da espessura no no 1

%104
:

5.9

Programa

581 Ansys

W(m)

4.9

. . . . . . . . .
2 2.1 2.2 23 24 25 2.6 2.7 2.8 29 3
r (m)

Figura 5.22: Deslocamento radial n6 1



Capitulo 5. Resultados Numéricos 81

Uma analise importante em estudos numéricos é a verificacao do erro

percentual entre os modelos comparados. Para o deslocamento radial, obteve-

se:
errow = 4.9% (5-4)
J& para as tensoes radiais e circunferencias, o erro encontrado respectivamente
foi:
erroc = 5.2% (5-5)
errog = 5.5% (5-6)

Os valores de erro acima foram calculados na casca média e estao em
conformidade com a metodologia utilizada, pois as deformacoes desenvolvidas

na teoria de cascas valem para cascas finas ou semi-espessas.
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Estudo do inicio da plasticidade em vasos de pressio com rotacao

Nesta secao, serd estudado o inicio da plasticidade em vasos de pressao
cilindricos. A anéalise desenvolvida neste trabalho contempla apenas elementos
finitos lineares, nao incluindo o efeito da plasticidade do material. Assim,
os resultados numeéricos obtidos podem nao condizer com a realidade, caso
ultrapasse a resisténcia ao escoamento.

A fim de se determinar a velocidade limite de rotacao para que nao ocorra
escoamento, um método iterativo foi desenvolvido, utilizando o critério de Von
Mises para comparar tensoes em um modelo axissimétrico com um uniaxial,

conforme equacionado abaixo.

4 _ (UCC_055)2+(055_099)2+<099_0CC)2+6'T§§ 57
O Mises = 9 ( - )

O resultado obtido a partir do método iterativo para a velocidade angular

limite que garante o regime linear elastico é
Wpl, programa = 66.0 rad/s (5—8)

Para comparacao, sera estudado analiticamente o calculo das tensoes de
Mises e velocidade angular que iniciam o escoamento. Sabendo que o cilindro
é livre, sua tensao axial serd zero e, como consequéncia, a tensao de Mises
serd calculada utilizando-se somente as equacoes analiticas de tensoes radial
e circunferencial. Pela figura [5.23] percebe-se que a maior diferenca entre a
tensao radial e circunferencial se d&4 na parede interno do vaso de pressao,

local do inicio do escoamento.

&~ 10

N

)

Q Top

‘u\] S50 .99/;/1-0/

o )1 2 3 4 Is
f/r‘—-v

Figura 5.23: Distribui¢ao de tensao para um disco girante

Pelas equagoes ((1-87)) e (1-88) tem-se
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o.(r;) =0 (5-9)
3+v o 4, 1-v,
(i) = — 5-10
oulr) = g (124 1 (510
Substituindo as equagoes (5-9)) e (5-10) em (5-7)), resulta
1 4.
wh==- Tup - (5-11)

p B+vy+ (1 —v)r

Resolvendo a equacao analitica acima, obtem-se

= 66.8 rad/s (5-12)

wpl, analitico

Com a velocidade angular analitica, é possivel determinar a tensao de
Mises ao longo da espessura utilizando as equacoes anliticas das tensoes. O

grafico [5.24] apresenta os resultados obtidos:

x10

Programa - 66.0 rad/s
Analitico - 66.8 rad/s | |

. . . .
2 22 2.4 2.6 2.8 3
r (m)

Figura 5.24: Tensao de Mises n6 1
Percebe-se que os resultados encontrados estao de acordo com o esperado,
pois o escoamento ocorre na superficie interna do vaso de pressao cilindrico e os

valores de velocidade de rotacao numérico e analitico estao bastante proximos.

O erro maximo percentual no grafico foi de
erromes = 1.2% (5-13)

valor encontrado baixo, ratificando a metodologia utilizado de elementos finitos

enriquecidos.
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Conclusao

Analisando os resultados encontrados, percebe-se que o modelo apresen-
tado no trabalho reproduz os casos esperados para vasos de pressao cilindricos,
quando comparados as solugoes numéricas provindas do software Ansys e as
solucoes analiticas.

Nesse estudo foi simulada a verificagao do programa, comparando seu
resultado com a solugao analitica de Lamé sob condicoes de contorno de
travamento do deslocamento axial e rotacao da secao reta na base do cilindro.
Além disso, outro caso analisado foi o cilindro sob condic¢ao de contorno livre
com carregamento de pressao. Em seguida, para cilindros livres foi considerado
a rotacao como carregamento de forga de corpo. Os resultados encontrados
foram comparados com o Ansys ou com solucdes analiticas conhecidas da
literatura. Pode-se concluir que os resultados obtidos estao bastante proximos
dos esperados.

O ltimo caso analisado foi o inicio da plasticidade em cilindros livres sob
rotagdo. Ao se calcular a tensao de Mises ao longo da espessura, foi possivel
determinar o valor da velocidade angular capaz de comegar o escoamento na
parede interna do vaso de pressdo. Ao se comparar o resultado numérico en-
contrado com o analitico da velocidade angular, o erro relativo encontrado foi
muito baixo, demonstrando proximidade do método desenvolvido no trabalho.

Vale ressaltar que os casos estudados foram com o uso de apenas um
elemento, fato importante para ratificar o emprego de elementos finitos enri-
quecidos. Todavia, possiveis diferengas entre as solugoes analiticas e numéricas
pelo Ansys com a solucao elaborada estao previstas nas hipoteses de validade
do modelo. Isso porque as equacoes das deformacgoes provindas da teoria de
cascas sao restritas as cascas finas e semi-espessas. Contudo, ao se utilizar
cilindros espessos, percebeu-se que o modelo, ainda assim, obteve resultado
conforme o esperado.

Nota-se que o objetivo do trabalho foi alcancado ao apresentar uma
metodologia numérica capaz de obter os resultados sem a necessidade de um

maior namero de elementos.



Apéndice

7.1
Apéndice - Férmula 1

(ds)? = dX - dX +2z dX - di+ 2 dz(dX - 7)
+ 22(dn - di) 4 2z dz(f - d) + (d2)* (R -n)  (7-1)

Pelas equacoes (2-9)), (2-20), (2-38)), (2-39), (2-46)) e (2-47) tém-se:

dX - dX = A%(d€)? + A%(dR)*

o X R R R
K,— X XK, (X -dX)
dX - dX
o 2 . Af 2 A3 2
dX - div = L(d€)? + N(d)* = ZL(de)? + 22 (dh)
Ry R,

Sabendo que dX ¢ o vetor tangente a superficie e n o vetor normal,
portanto:
dX -di =0

- di = <%)2(d§)2 + (%)2@1@)2

Como o vetor dn é tangente a superficie e o vetor n normal, entao seu

U
3>

produto interno sera zero.

O produto interno com dois vetores unitério de iguais serd 1, em parti-

cular, aplicando para o vetor normal n:

n-n=1
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Substituindo:
(ds)? = A3(d€)* + A5(dO)? + 2z (—%)
A3 2 A\
+ QZ(RQ) (df)?* + <R2> (d)* + (E) (d¢)?
7 (2 2 dg)* + (dz)*
v () @+ (a2)
Finalmente:

(ds)? = A§<1 Rl) (dg)? +Ag(1 + Ri)Q(dB)2+ (d2)?  (7-2)

2
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7.2
Apéndice - Condicoes de Contorno Naturais

'VEC‘Czjd =0 (7-3)
1 oW 90U
WSy e ar =4
Portanto:
PR ),
V¢ emg1 = s O¢ - oT -
Logo:
1 0W oU,
s 08 |emyy OT |y
1 0W oU;
;a—f - + G_T . =0 (7—6)

Sabendo que:

Ui(8,0) = UL(&) +m(&) - T+ 61(&) - T* + () - T°

Substituindo a equagdo acima na equacdo nimero tem-se:

1 oW 9 {170 2 3 _
R A GICRRTO R O RO R
1 ow 0 ]

5 0 - + a7 {%(f) +2-01(8) - T+3-¢u(§)- T ]C=+1 =0

Sabendo que:
T="¢
2
1 oW 0 h g
SRR NGRS RO A I
Lembrando que ¢ = +1:
2
P\, O a© A3 n© =0 (@D

Substituindo a equagao acima na equacao numero tem-se:

1ow
s 0&

L0
i OT

DO+ T o T T =0

¢(=—1
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1 oW 9 ]
T g:—1 t o7 [71(5) +2-¢1(§) T+3-¢(§)-T e 0
Sabendo que:
="
2
h2
e G ETAR EE I SIS BN )
(=1

Temos como sistema as equagoes e [7-8] para encontrarmos as variaveis

$1(§) e ¥1(§).

10W h?
;a—g - +71(§) +¢1(&) - h+3-Y1(§) - Vi 0
1 0W h?
?8_5 - +71(§) = ¢1(&) - b+ 3 - U1 (§) - il 0

Multiplicando a segunda equacao por —1, temos como sistema:

10W h?
5 0 - +71(8) + ¢1(§) - h+3- () - Vi 0
1 0W h?
~ S Ar () +01(§) - h =3 -9 (§) - — =0
s’ O& =1 4
Somando as duas equacgoes do sistema acima:
1 0W 1 0W
-7 -2 I S -
T |y, ¥ og ke T2 o h=0
1 0W 10w
2 -2 — —9.%-h
s O¢ 1 s O¢ ‘g:71+ ¢1
Portanto: 10W 1 OW 1
=—|=-—= - —— - — 7-9
¢1(8) (s’ o0& =1 S 0¢ ‘C=1) 2h (7-9)

Sistema Original, referente as equagoes e

1 oW

h2
TS - +71(&) + @1(8) - h+3-91(E) - i 0

1 oW h?
5 OE o +71(8) — ¢1(§) - h+3-1() - i 0
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Somando as duas equagoes:

10w 10w h?
( += ’ )+2-%+6~¢1-—:0
(=—1

G|, TV oE i
_3_h2¢ = la_W + la_W + 2.
IR T n
C(1ow 1 oW 2 4y
hile) = _<s’ |,y 5 OE <:_1> gnes e 10
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7.3
Apéndice - Matriz C

433 €ee
O¢0 _ C(n) €00
0¢¢ €¢¢
U3 Yec

Equacgoes Constitutivas:

O¢g 966 9¢¢
“=F "B VE

(o7} 0, o
W= Vg T VE

g¢¢ O¢e 969
“=F VB 'E

E
= —C0,

Das equagoes acima temos:
Oge = E&E + vogg + Vo
Opg = GggE + VOge + vo¢e

O'CC = GCCE —f- 1/0'55 —I— VOgg
Substituindo [7-14] e [7-15] em [7-13] temos:

Oge = E&E + I/[EQQE + VOge + Vacc] + V[ECCE + VOgs + Vdgg]

Oge = €§§E + I/€99E + VECCE + V20£§ + I/ZO'CC + I/20'§§ + 1/2099

Ogg = E&E + vege B + I/EccE + 21/20'& + V20'99 + VQO'&

Oge = E&E + I/EQQE + I/ECCE + 21/20'55 —+ V(I/O'gg + 1/0'44)

De [7-13] temos:

Oge — E&E = Vogy + VO

90

(7-11)

(7-12)

(7-13)

(7-14)

(7-15)
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Portanto:

Oce = €ee D+ vegg B + veec B+ 20%0¢e + v(0ge — €ec E)

Oge = €eeD +vegg ) + veec B+ 2V2(7§§ +voge — vege

Oce — VOge — 20°0¢e = €ec B — vege B + vegg B + vee B
(1 —v20%)0ge = € B(1 — V) + vegg B + veec B

(1 + l/) . (1 — 2”)0-55 = EESE(l — V) + l/EggE + VE{CE
Logo:

E
g =
T A +v)-(1-2v)
Fazendo o procedimento acima para ogg e o¢¢. Vale observar que devido a

(1 — v)ege + vegy + vee(] (7-16)

semelhanca das equacoes [7-13] [7-14] e [7-15| nao é necessario provar novamente,

basta reescrever conforme a equacao [7-16

Assim: 5
- 1—
0= ) (A=) [(1 = v)egp + veee + vee]
D (1= v)ege + vege + vew]
— — UV 1% 1%
0¢¢ (1+v)-(1—2v) €¢¢ 333 €00
Assim:
(n) (n)
U§§ (1 — I/) 1% 1% O 655
000 B E ‘ v (1—-v) v 0 €00
|l TWFDN A=) | v v - 0| e
Tec 0 0 0 G2 e

A matriz C™ é dada portanto por:

(1—-v) v v 0
(n) _ L v A=y v 0
N T A y v 0
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7.4
Apéndice - Matriz B

ow o1 T | k |
¢ it = o [; hi(§)Wy + i ; hi(E )W) + R - ; hi(E) Wi+
k k
% D hi(QW5 + R* Zhi(ﬁ)Wi} (7-17)
=l i=1 ¢=+1
Onde:
I'= g < (7-18)
Logo: .
R(&C) = Ra+ 5 ¢ (7-19)

Percebe-se, portanto que o primeiro termo da parcela da equagcao [7-17
S hi(€)w) ndo depende de (.

Wo(§) = ihi(f)WS (7-20)
Wi(§) = ihi(f)wf (7-21)
Ws(§) = ihi(f)WS (7-22)
Ws(&) = ihi(E)VVé (7-23)
Wi(§) = i:hz(ﬁ)wi (7-24)

7.4.1
Deformacdo Longitudinal, e

1o
e&_s’ o0&

UL(E,Q) = UY(E) +(6) - T+ du(€) - T + () - T

Onde:

Logo:

cec = ;%(Uo@) F () T+ 61(6) - T+ (6) - T?)
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k

k
cec = 1(8% > o] + 5 [Z O] T+ (0T + %wnﬁ)

=1

Substituindo na equacao anterior as equacoes e |7-10, onde:

1 oW 1 0W 1
¢1(§) = —(gg—g‘czﬂ - ;8_5‘42_1) “on

1 oW 1 oW 2 Ay
3h2s’  3h2

%(5) = - (;8_£‘<:+1 + ;a_g‘g‘:—l

Portanto:

1[0 1.0 [x% ‘
€ = ;(a_é {; hi(f)Ué] + 8_5 {; hz(é)%} T
0 1 0W 1 0W 1
+a_§<_ (? ¢ ey ¢ |<‘1) ﬁ) v

0 1 oW 1 oW 2 4y ).
! a_g( (3% e+ 35 ) 57 W)T )

O termo 7; deve ser expresso como uma série em fun¢ao de cada i,

portanto:

Lo (Lo, o LoW LI
5 § O =1 3 g le=—1) " 2p

GO (Law, 1w, N2 AN i€t g
o€ s 0¢ =+l g 9¢ ¢=—1 ] 3h2¢ 3h?
— Isolar U, - lahi o5
= s 0€ )
— Tsolar ~i

1|0k d( 4h\ 4
CL12—;[8—§'T+8—£(—3}L2>-T]

Substituindo T pela equagao [7-18
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Portanto: ;
ortanto 1 Oh; (ﬁg B _€3) (7-26)

— Isolar W

1 g( (18}% VO 1N o, O ( (O Ohi\ 2\
W= lae\ "\ v ae _38_£>ﬁ> +8_§(_(8_§+8_§)%)

1[0 | ) oh\ 2
C‘”’:?[a_é(_(o)'ﬁ)'T2+8_§<_(2' 8§>'3h2s')'T3]

1 9%h; 2 n?

_ L _ .3
M= 55e T gE gt
Portanto: he3 9%h;
W3 =~cn Ie2 (7-27)

— Isolar W}

— 2 8hl i + i . 2 .T3
(95 (95 R() R, 3h2s’

S B A0 NS N WO TS S| L1 Phi 2
Tyl 9\ Ry R;) 0 2n s\ Ry  R:;) 0€ 3h2

Substituindo T pela equagao [7-18] temos:

1| 1/1 1\&h 1 B2, 1(1 1\8%h 2 h ,
4 = — | —S\ 5 5 __C |5 T35 __C
s’ s’ R() Rz 852 2h 4 s RO Rz 852 3h2 8

Simplificando:

1 9%,
O

1 1\he 1 1\he
Ry, Ri) 8 Ry  R;) 12
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95

wo—  LPMACGIL 1 Lol L)\¢

T 292 4 (\Ry RJ2 " \Ry Ri)3

Portanto:
h¢? 9%h 1\1 1 1\¢
_ S e (I -} 2
W= T e 7)2 "\ R "R )3 (7-28)

— Tsolar Wi

1 18 18 1
aw=;kﬂf<;&ﬁm#m0—E%wkww)%)TQ

[ 1%, 1, 9 (oh 2 \
a5 = ;[—; e -(Ro —Ri)ﬁT _8_5(8_§<R0+Ri)%) 'T]

1|18 LI? o, 10 2 hd
a5 = —;[‘/ (Bo = Ri)op 3¢ + 5 5gr (Fo + Ri)gps g6

Lo,
8’2 652

Q15 = —

(Ro — R;) - ) + (Ro + R;) - 52]

1 82h; 2
ais = ——

s 082 4

(RO—Ri)-%jL(ROjLRi)é

Sabendo que:
(Ro— R;))=h
(Ro+ R;))=(Ro+h+Ry—h)=2-Ry
Portanto: | °h, C2
g2 852

2-Ry
3

¢ (7-29)
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— Tsolar Wi

1 10%h; (1 1 1 o, O (0N 1 2 3
w=y [_? o <R_0_R_)%T ) 5(8& < +1%_) 3h_2) 'T]

o fietng LI 10k (1 1Y 2 B,
A TR Rg oh4° "5 0 \ R RZ)3h2S

1 [ /1 1\h2 (1 1\he
w=—Zsml\m @) s\ ete
soe |\ RrR)3 "\mTR)12
Portanto:
1022 /1 1N1T /1 1\¢
S N [ T (I 7-30
6= T e 4 (Rg R§>2+(Rg+R§)3 (7-30)
— Isolar W}

1 1 9%h 1 9%h;
a17——/[ ;352 ( _R?)ﬁ — €2 (R3 R3)3h2 / 3]
1 9%h; 1h 2 h?
ayr = 2 D€ (R3 - Rg) C + <R3 + RS) 3h2 8 §3]

Portanto:
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1 0%h; ¢? 1
o7 =~ g | (8= B g+ (R + 1)

Wl

(7-31)

7.4.2
Deformacao Circunferencial, ¢y

Onde:

WE.) = Wall) + i+ W2l) - RIE Q)+ S + W) - RIE O

Wo(€) + gt + Wal€) - (RS, Q) + gl + Wal€) - (R(£,0))°

€ =
" R(E, Q)
Onde:
B Wo (&) + ;Vlf% +Wh(&) - (Re+T) + (}?/3_%2 +Wa(€) - (Ro+T)3
e Ry+T
k i k 4
€9 = Doicihi Wo | 2 hi- WY
Ry +T (R2 +T)?
hi - Wi &
+Zh W+ L. 1+T ° +Zh Wi - (R2+ 1)
— Isolar Ui
az =0 (7-32)
— Isolar ~i
az =0 (7-33)
— Tsolar W¢
hi
2 = Ry +T
hi
a2 = o=~ (7-34)
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— Tsolar W7
h;
T Ry T)
h;
Qa =
t (Rt 5O
— Isolar W3
azs = hi
— Isolar Wi
h;
YT Ry + T
Q9 = M
* (Rt 507
— Tsolar Wi
agr = hi - (Ry + T)?
B2
agy = h; - (Rz + 5()
7.4.3

Deformacdo Radial, e

oW
“= 9T
Onde:

Wi(£)

Ws(¢)

W(&C) = Wo(f) + R(f C)Q

+Ws(8) - R(E,€) +

0

_ Wi(€)
€¢ = T

R(&, C)

Ws(€)

WO(&) + R(f, g)g

+Wa(6) - R(E, Q) +

Onde:

0

_9 Wi (§)
€¢ = oT

Wo(f)+m+wz(f) (Ry+T)+

Ws(&)
(Ry+T)?

ar orT or

+Wy(€) - (Ry+T)3

98

(7-35)

(7-36)

(7-37)

(7-38)

+Wa(€) - R(E,C)°

+ Wiu(€) - R(&O?’]

€cc = O+i (Wl.(R2+T)—1>+W2+£(Wg,(RzJFT)—z)Jri (W4-(R2+T)3)
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€cc = —Wi(Ry+T) 2+ Wy — 2Ws(Ry + T) ™ + 3Wy(Ry + T)?

k
h;W? h; W
ECC_ ZZI 1—{—5 hW2—2 Zl 3 3(R2+T E hW4

+T)
— Tsolar U;
asy = 0 (7—39)
— Isolar ~i
a3y = 0 (7—40)
— Isolar W¢
asz — 0 (7_41)
— Isolar W}
h;
T Ry T
h;
a34 (7—42)
(R2 + %)
— Tsolar W2
ass — hl (7—43)
— Tsolar Wi
2h;
4= TRy + T)?
2h;
e S— 7-44
" Ty K i
— Tsolar W}
asy — 3hZ(R2 + T)2
B2
as7 = 3]1@ (R2 + §<> (7—45)
7.4.4
Deformacao , v
1 oW 8U1

Vee = - s 85
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) Wi (€) Wi3(¢&) 3
Ye¢e = ?6_5 (Wo(f) + R(f, C) —FWQ(O R(&O + R(f, C)Q +W4(§) R(S’C) )
0
+or (U1 (&) +71(&) - T+ ¢1(&) - T? + 1 () -T3>
k 4 k I -
=1 =1 =1
k k
+R3-ZhiW4i +8—T D MUG+T Y g+ é1(€) T+ 4 (€) - T°
=1 =1 i=1

Pela Condicao de Contorno Naturais, equgoes e , temos:

10w 1 oW 1
(&) = _(?a_g T <) %
(1w 16w 2 4y
il8) = (s 9 |- * s 0¢ |, 1) 3h%s’  3h?
Substituindo:

k
754:1,—[Zhw RO ZhW“erCZhWﬁJr “ Z

; ; 10w 1 0W 1
hUs+T- > hivg— (__ 06 )‘—-T2
ZZ:; 0 ; 0 g 85 =41 s 85 ¢ 2%h

1 0W 10W 2 4y 5
— === — . - _\.r
" ( (s’ 73 Ty 23 421) 3h2s' 3h2)

¢=+1

%,
23

k
Zh Wi+

1 8 1 1

1w 1 oW 1
T. - —.T?
ZhUo+ Zh’% ( O |y & OE |, )2h

10W 10w 2 4 &N
+< ( BE et sa§‘<—1>'3h—2_3ﬁ'zhm>'T

— Tsolar U}

+(R2+T)3-Z hWi |+
=1

ayq1 — 0 (7—46)
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— Tsolar vi

o /4
49 :hi— 8_T<Wth)

4
aygo = hz — —h13T2

3h?
Substituindo T pela equacao :
4 h?
g0 — hz — WhZSZCQ
Portanto:
Q42 = hi(l - CZ) (7‘47)
— Isolar W¢
Qun = l%+i l%_lahi iTQ _{_i _ ahi+ahi 2 T3
BT g o ToT |\s o s aE ) 2h oT o€ O ) 3h2s

L2
oT

10h; O

_ + 1 2
“3= e Tar

0-— T
2h

Oh; 2

— (2= LT3
(- (%))
1 Oh; 4 Oh;
Tt .37?
s 0¢  3h%s' O s
10h; 10h; 4
=—— == - 31°

“s =g 0 s 0¢ 3h2s

Substituindo T pela equagao :

43 =

_l@hi_lahi 4 3h—2C2
“s =g o0& s 0§ 3h?s’ 4
10h; 10h; ,
3= S he T 5 oE°
Portanto: 1 0h;
o = 5 1= ) (7-48)

— Isolar W/}
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1 1 Ok

Q44 = — 57

s' R(C) 0¢

2
T

;z’;<———>h a
SIEN

CL 1 O 101 1YL 0 g
MR+ T 06 50T 2h OT

ohi (1 1\ 2 2
- L2 ___T3
o€ (R0+Ri)3h25’8T( )

11 Oh 1(91%(1 1)1
44 = — -

s’ R2 + T 85 s’ 0T RO Rl
oh; (1 1 2
f . 3772
o€ (Ro i Ri) 3h2s

i) T

Ry R;

Substituindo T, pela equacgao :

Q44 =

L0 on ton(1 11 n
s'Ry+20 06 0T \Ry R;i)2h 2

Oh; (1 1 2
— =+ = . 377
35 <R0 + Rz) 3h2s’

1 1\ ¢ 1 1\ ¢?
‘(ﬁo m)i‘(?ﬁﬁ)z

Portanto:

1 1 Oh;

g4 = —

S/R2+%C8_€ E

— Isolar W3

10 0
a45=S——€( (f C) ) 0

10 10 1
(e (et (ehlen)
0 0 2
_(6§<h Rl ) ag(h R|__ 1)>W'T3]

9

toar




Capitulo 7. Apéndice 103

10h 1 0h; 10, Oh 2 0,
= g )= 5 g o= ) g 1)~ (ot i) g o ()
10h 1 0k, 1 oh 2,
a5 = o8 (Rt T)=3 9% (RO—RZ)ﬁ-Q o “(Ro+R; )3h28,-3T

Substituindo T, pela equcao :

1 0h; h\ 10k 1 1 0, 2 _h?
o= g (P50 )~ g (o) 256 G (o) g 9

A 2
ay5 = ;aa—fg <<R2 + gg) — (Ro — Rz)g — (Ro + Rz)%) (7-50)

— Isolar Wi

10h; 1 0

M= S9e R AT

1ohi (1 13N 1
s 0 \R2 ~ R?)2hn
0 |0h; (1 1 2
(3 o o 'T3
a¢ <R3+R§>3h23’ ]

oT
_ Lo L 10hf1 1AL 0
M= 9 (Ro+ T2 s 06 \R2 RZ)2h T

C10h 1\ 2 2
) = . = (73
T <R2+R§>3h2 a7

1 Oh; 1 10h; (1 1
oh; 8hz< )1 .

1 Oh, 1\ 2
i — )= .3772
5 o€ ( * R§)3h2 ;
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Substituindo T pela equacao :

g — 2O L 10h L 1AL R
O 508 (Ry+2¢)2 s O0C\R} R!)2h "2

1oh; (1 1Y\ 2 _h?
~ e \mt R )23
s 06 \R2 " R?)3n2 74

_ 10h 1 1 1\¢ 1 1\¢
‘“‘%ﬁa—g(m‘(ﬁa‘ﬁz)r@fﬁzﬁ) o

— Tsolar W}
) 10 10
Q47 = — 5( (&, C) ) T ( 8£(h Rg’g +1) ’3_§(h RS‘Q +1)>
) ) ; ) , 2
+3_T _(8_§(h R‘g )_a_g(hl R}g— )>3h25/'T
10h , . 0| 1on N
wr = 5og MO+ g7 | ~ g B~ Rl T
o [10m w2
“or |y oe Fot R gpe T
10h s LOhi, . o
= g e+ 1) = 55 (B - R)Qh ar')
1 Oh w2 0,
’@5( )3 ar ™)
_1om s 10h o o1
an = g Pt 1) = 5¢ (Bo = gy - 2T
10k, & 0 2
S,(%(R +R)3h2-3T

2h 3h?

104

Qg7 = éaafg ((Rz +T)° (Ro R3>_ 2T - (Ro + Rg)_ 3T2>
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Substituindo T pela equacao :

oh; ’
ay7 = 1, J¢ ((R2+ C) ( R3)% 22C (R%+R3) 322 3—C )

Simplificando:

10h, 1 h\°
a7 =5 8§§<<R2+§<) _(RS_R§)'€_(R8+R?)'C2) (7-52)
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