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2
O Grupo Triangular de Reflexao (4,4, )

Neste capitulo estudamos representagoes que preservam tipo do grupo
triangular de reflexao I'(4, 4, 00) no grupo PU(2,1) de isometrias holomorfas
do espaco hiperbdlico complexo HZ. O grupo I'(4,4,00) é o grupo gerado
por reflexoes nos lados de um triagulo geodésico no plano hiperbédlico, com
angulos 7/4, w/4 e 0.

Na secao 2.1 apresentamos alguns teoremas de congruéncia de
triangulos 1/3-ideais (isto é, triangulos com 2 vértices em HZ e 1 vértice em
8H(%). Na secao 2.2 mostramos a relacao existente entre as representacoes
acima e triangulos 1/3-ideais. Construimos uma familia de representagoes
que preservam tipo p; de I' em PU(2,1). Esta familia de representagoes
contém todas as representagoes de I' em PU(2,1), a menos de conjugagoes
por isometrias.

A fim de estudar esta familia de representacoes construimos, na
segao 2.3, subgrupos I's e Gg(t) de I' e G(t) = p(I"), respectivamente.
Construimos também poliedros D(t). Utilizando uma variante do Teorema
de Poliedro de Poincaré mostramos que, para valores de ¢ suficientemente
pequenos, estes poliedros sao dominios fundamentais para os grupos Gs(t)
e que p; é¢ uma representagao discreta e fiel.

Na secao 2.5 apresentamos alguns teoremas sobre intersecoes de bisse-
tores e os utilizamos para estudar os lados dos poliedros D(t). Finalmente,
na secao 2.6, determinamos os valores de ¢ para os quais as representacoes

pr sao discretas e fiéis.

2.1
Congruéncia de Tridangulos 1/3-ldeais

Definigao 2.1 Um triangulo 1/3-ideal em HZ consiste em uma tripla de

pontos (xg, x1,x2) em que xg € OHE € 11,19 € HE.
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Utilizando o invariante 1 dado por

(X, Z)(Y, Z)

) S X Z.2)

em que x,y sao pontos de ]—ié, z € H2 e X,Y, Z sao levantamentos destes
1

pontos em C%!, os autores de [16] demonstram o seguinte teorema !,
Teorema 2.2 Seja (xg,x1,22) um triangulo 1/3-ideal com p a distancia
entre T1 e 2o € n = 1(x0,T1,T). Entdo cosh®(p/2) > |n|?/(2R(n) — 1).
Reciprocamente, dados p e n € C tais que cosh®(p/2) > |n|?/(2R(n) — 1),
existe um unico triangulo 1/3-ideal (xg,x1,x3), a menos de isometrias

holomorfas, em que p € a distancia entre 1 e xo, € 7 = 1(To, T1, T2).

Provaremos outros teoremas de congruéncias de triangulos e veremos
como relacionar estes resultados. Por meio de isometrias podemos sempre
colocar um triangulo 1/3-ideal em uma forma padrao que denominamos
Primeira Forma Normal. Esta forma padrao é tal que os pontos x; possuem

os seguintes levantamentos X; € C*!:

0 0 r
Xo=| -1 Xi=10 Xo=| z+1iy
1 1 1

em quer,y >0,z € Rez?+y?>+r? < 1. Observamos que o triangulo esté
em um R2-plano se, e somente se, y = 0 e em um C-plano se, e somente se,
r=0.

Consideremos as geodésicas complexas Cy (passando por z e ), Cy
(passando por xy e x2) e Cy (passando por zg e xp). Seus vetores polares

unitarios \; sao, respectivamente:

Z—iy —(1+a)+iy
Vz2ty?+r? (1+z)2+y?
)\0:X1®X2: —r 5 )\1:X2®X0: L

() |

/ 2 +y2 +,r.2
—T
0 V(=

)\2:XO|XX1: O
0

'Proposicio 3, parafraseada.
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As geodésicas complexas C e Cs interceptam-se no ponto x; de acordo com

um angulo ¢; que satisfaz:

Va2 +y?
cos (1) = (Ao, M) | = —me—, (2.1)
VIT+y - +r

enquanto Cy e (' interceptam-se em x5 de acordo com um angulo ¢s que

satisfaz:

IE+172+ 2—|—T22—|— 2
cos (ip2) = [(Ao, A1)| = VI < L iy

= . 2.2
Vi +y? + 2/ (1 +x)? + 42 22)

As geodésicas reais « e [ que passam por x; nas diregoes de xg e xa,

respectivamente, possuem vetores tangentes em x; dados por

_1 41y

/ 2 +y2 +7’2

e se interceptam de acordo com um angulo 6; que satisfaz:

d_[o] g | Ve

cos (6,) = R (!, B))) = — ° (2.3)

Va2 42

onde ((, )) é o produto interno usual em C2.

Os pontos x1 e x9 encontram-se a uma distancia p dada por:

cosh? <£> = (X1, X5) (X5, X1) _ 1
2 <X1’X1> <X27X2> 1— (x2 +y2+ 7“2)’

o que, junto com 1 — tanh?(x) = 1/ cosh?(z), implica:
tanh? <§> =2 +y* + 1% (2.4)

Estamos em condicoes de demonstrar o

Teorema 2.3 Um triangulo 1/3-ideal é determinado, a menos de isome-
trias, quando sao dados quaisquer um dos sequintes ternos de invariantes.
1) 901701€p; 901<01<7T_901;

|cos(p1)—cos(p2)| cos(p1)+cos(p2)
2) Y1, P2 € P, 1fco§so(1<p1)coszp<;2) < tanh (g) < 1+co<§(l<p1)coszp<;2)7
0<¢;<7m/2ep>0.

Prova. 1) De (2.3) e (2.4) obtemos

x = —cos () tanh <§) , (2.5)
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ede (2.1) vem z?+y? = (22 +y*+7r?) cos?(¢1). O que, junto com as equagoes
(2.4) e (2.5), fornece

y = tanh < ) V/cos2(¢y) — cos?(6;) (2.6)

jd que y > 0. Por fim, substituindo as equagoes (2.5) e (2.6) em (2.4), e

levando em conta que r > 0 e 0 < 1 < /2, obtemos

r = sen (1) tanh (g) : (2.7)

As trés tltimas equacOes nos mostram que a tunica condicdo a ser
imposta sobre os trés invariantes é que cos®(p;) — cos?(f;) = 0 , o que
equivale a 1 < 07 < 7™ — ;. Esta condicao nao é uma novidade, pois ela
também resulta da definicao de angulo entre geodésicas complexas.

2) Substituindo as equagoes (2.4), (2.5) e (2.6) em (2.2) obtemos

tanh® (£) — 2 cos (6;) tanh (8) 4 cos® (1)

2 = 2.8
cos” (2) 1 — 2cos (6;) tanh (£) + cos? (1) tanh? (£) (2:8)
Resolvendo esta equagao para cos(6;) obtemos:
cos (6) = cos? (1) — cos? (p2) + [1 — cos? (1) cos? (¢2)] tanh (g) (2.9)
2 sen? () tanh ()

o que determina o triangulo.
A equagao (2.8) nos mostra que cos?(p,) ¢ uma fungao decrescente de

cos(f1). Como — cos(p1) < cos(f;) < cos(p1) segue

[tanh (£) + cos (¢1)] ? .
[1 + cos (1) tanh (g)}2

[tanh (£) — cos (@1)]2
[1— cos (1) tanh (£)]

7 < cos’ (i92) < (2.10)

Resolvendo estas inequagoes para tanh(p/2) obtemos:

|cos (1) — cos (p2)] p cos (ip1) + cos (2)
1 — cos (¢1) cos (p2) < tanh (2) S 1+ cos (¢1) cos (¢2)

Pela equacao (2.9) podemos ver que ¢y # 0. Pelas inequagoes (2.10)
temos 1 # 0, pois caso contrario terfamos ¢y = 0. U

Vejamos o que podemos afirmar com respeito a posicao do triangulo
em cada um destes casos:

1) O triangulo estd em um C-plano se, e somente se, ¢; = 0. Ele esta
em um R2-plano se, e somente se, cos?(¢;) = cos?(6;), ou seja se, e somente

se, 01 estd em um dos extremos.
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2) Este triangulo nao estd em um C-plano pois ¢ # 0. Ele estd em um
R2-plano se, e somente se, cos(f;) = 4 cos(ip;), 0 que, pela equagao (2.8), é

equivalente a

tanh (£) + cos (1)
1 + cos (1) tanh (£)

_ |tanh (£) — cos (¢1)|
1 — cos (¢1) tanh (£)°

coS (902) = ou COS ((,02

Destas igualdades segue que o triangulo estd em um R?-plano se, e somente

se,

o sty =t (5) v e (§) = FEANE

Devemos entender como estes invariantes relacionam-se com o inva-
riante 1 do Teorema 2.2. Calculando 7 com o triangulo na primeira forma

normal obtemos:

1+z—ay
1 — (22 +y? + 2?)

— cosh? <g) [1 — tanh (g) (cos (61) + i\/cos? (p1) — cos? (Hl)ﬂ :

No caso em que a cadeia 0Cy é uma cadeia finita, podemos introduzir
uma Segunda Forma Normal do triangulo 1/3-ideal em HZ 2. Como a cadeia
0Cy é uma cadeia finita, podemos, através de uma translacao e de uma
dilatagao de Heisenberg (se necessdrio for), admitir que Co = H¢ x {0}, isto
é, 0Cy ¢ a cadeia de centro na origem (em coordenadas de Heisenberg) e raio
1. As cadeias 0C e 0C5 sao cadeias infinitas que passam pelos pontos (21, 0)
e (z2,0) em coordenadas de Heisenberg. Como as geodésicas complexas Cy
e C) (respectivamente, Cy e Cy) interceptam-se em HE, segue |z| < 1
(respectivamente, |zp| < 1). Suponhamos que |z1]| < |22| (se nao for este o
caso, basta renomear os pontos). Por meio de uma rotacao de Heisenberg
podemos assumir que z; = s > 0. O ponto 2, fica, entdo, na forma re’,
r > s. Utilizando uma reflexdo no R-circulo {(x,0) : € R}, se necessério,
podemos admitir que 0 < 7 < 7.

Deste modo as geodésicas complexas C; possuem os vetores polares

A; dados por:

0 1 1
)\0 = 1 = —S Ay = —re i . (211)
0 s re "7

2Esta forma aparece implicitamente em [3], porém neste trabalho ndo é fornecida a
interpretagao geométrica do invariante 7.
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Os vértices g, 1 e x5 do triangulo possuem levantamentos:

0 rei”
XOI)\lg)\QI —]_ 5 Xlz)\og)\zz 0 5
1
S
XQZ)\OIX)\lz O
1

E claro que as coordenadas s, r e 7 determinam o triangulo. Mostra-
remos os significados geométricos destas coordenadas, obtendo, assim, outro
teorema de congruéncia. Primeiramente, temos que |(Ag, A2)| = 7, 0 que
implica cos(¢1) = r. Da forma anédloga obtemos cos(ps) = s.

Agora projetamos o ponto xy ortogonalmente em Cj, obtendo o
ponto II(xy) que possui levantamento [?ﬂ Consideremos o angulo a entre
as geodésicas reais que passam por Il(zy) em direcdo a z; e xo. Entao
cos(a) = cos(7). Como ambos « e 7T estdo no intervalo [0, 7], concluimos
T=aq.

Mostramos, entao o seguinte teorema:

Teorema 2.4 Os dngulos complexos 0 < p1 < wo < /2 e o invariante
T com 0 < 7 < 7w determinam um unico triangulo 1/3-ideal, a menos de

1sometrias.

Pelos levantamentos dos pontos xg, x1 e x5 € facil ver que o triangulo
nunca estd em uma geodésica complexa. Por outro lado, ele estd em um
R2-plano se, e somente se 7 = 0 ou 7 = .

Ja vimos que os angulos complexos e a distancia entre os dois pontos
finitos também determinam um tridngulo 1/3-ideal. Cabe, entao, perguntar
qual é a relagao entre 7 e p. Tomando o triangulo na segunda forma normal

temos:

cosh? <£) _ (X, X9) (X, X)) 1+ r?s? — 2rscos (T)
(0, X0) (X0, %)~ (1= s2) (1—17)

onde r = cos(p1) € s = cos(ypy). Assim:

S

(1 + cos? (1) cos? (¢2) — 2 cos (T) cos (1) cos (¢2))
sen (1) sen (2)

p = 2 arccosh
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(Ver figura (2.1).)

tanh (

N
~—

0,2

0 ; m

Figura 2.1: tanh(p/2) como funcdo de 7 para ¢; = /4 e g3 = /3. A reta
inferior é a cota minima (cos(p1) —cos(y2))/(1 —cos(p1) cos(ps)), enquanto
a reta superior é a cota maxima (cos(y1) + cos(p2))/(1 + cos(py) cos(ps2)).

2.2
Os Grupos I' e G

Consideremos o grupo triangular de reflexdo (4,4, o). Este grupo I'
pode ser obtido através de trés inversoes em geodésicas a, b e ¢ do plano

hiperbdlico D tais que:

— a e b se interceptam em um ponto x de acordo com um angulo de
medida 7/4;
— b e ¢ se interceptam em um ponto y, distinto de x, de acordo com um

angulo de mesma medida;

— a e c sao paralelas.

Sejam i, iy € i, as inversoes em a, b e ¢, respectivamente. Entao, o grupo I'
¢é o grupo gerado por estas inversoes.

Utilizando o Teorema de Poliedro de Poincaré [17, p.79] obtemos que
o grupo [' é discreto e possui o seguinte sistema completo de geradores e

relagoes:

U = (iq,ip,dc © 02 =1y =2 = (igip)" = (iic)" = 1).
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w/4

Figura 2.2: As inversoes nestas geodésicas geram o grupo I'.

Além disto, a regiao A delimitada pelas trés geodésicas é um dominio
fundamental para I'.

Estudaremos representagoes p : I' — PU(2,1) de I' no grupo de
isometrias holomorfas de H2. Exigiremos que estas representagoes preservem
tipo, isto é, p(iqi.) seja um elemento parabdlico em PU(2,1). Vejamos como

sao estas representacoes.

Teorema 2.5 Seja p : I' — PU(2,1) uma representacio que preserva tipo
de I'. Se p € fiel, entio p(ia), p(ip) € p(ic) sdo inversoes em geodésicas
complexas distintas ¥,, Xy € Y., respectivamente. Além disto, ¥, € 3. $ao
assintdticas; ¥, e Xy, sao concorrentes e se encontram em um angulo /4,

bem como Xy € 2.

Prova. Como i) possui ordem 2, p(ix) ou é uma inversdo em um ponto
ou ¢ uma inversao em uma geodésica complexa. O fato de p(i,)p(i.) ser
uma aplicagdo parabdlica implica em p(i,) e p(i.) serem inversoes em
geodésicas complexas, pois a composicao de duas inversoes em pontos é ou a
identidade (pontos iguais) ou uma aplicagao loxodromica (pontos distintos)
e a composicao de uma inversao em um ponto com uma inversao em
uma geodésica complexa é ou uma aplicacdo eliptica (ponto pertencente a
geodésica complexa) ou uma aplica¢ao loxodroémica (ponto nao pertencente
a geodésica complexa). Mais além, as geodésicas complexas ¥, e . tém
que ser assintoticas.

A aplicagao p(7,) nao pode ser uma inversao em um ponto x pois z nao
pertenceria a pelo menos uma das geodésicas complexas ¥, ou ., digamos
x ¢ Y,. Entdo p(i,)p(ip) seria loxodromica, contrariando o fato de este

elemento possuir ordem 4. p(i;) é, entdo, uma inversao em uma geodésica
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complexa Y. O fato de p(i,)p(ip) possuir ordem 4 implica em 3, e ¥, serem
concorrentes e se interceptarem em um angulo 7/4. O mesmo se aplica ao
par X e Y. ]

Visto isto tomamos trés geodésicas complexas X,, > € X, tais que:

— Y, e X se interceptam em um ponto x de acordo com um angulo
complexo m/4;
— 2 e X, se interceptam em um ponto y, distinto de x, de acordo com

um angulo complexo de mesma medida;

- Y, e X, sao assintoticas.

Sejam as inversoes i1, J e k nas geodésicas complexas >,, > e X, respec-

tivamente. Consideramos o grupo GG gerado por estas inversoes. Fazendo
p(ia> =11, p(Zb) =7, p(ZC) =k,

obtemos uma representacao que preserva tipo. E claro que em G sao

satisfeitas as relacoes:
i7 =52 =k = (iyj)" = (jk)' =1,

porém nao podemos afirmar que tais relacoes constituem um sistema
completo, ou seja, nao podemos afirmar que p é uma representacao fiel.
Tampouco podemos afirmar que o grupo G ¢ discreto.

Pelo Teorema 2.4, cada terno de geodésicas complexas (X, Xy, 2.)
como acima € determinado, a menos de isometrias, pelo parametro real 7,

com 0 < 7 < 7. Fazendo ¢ = 9 = m/4 na parametrizagao (2.11), obtemos:

0 1 1
t=1 11, kK= —%e‘” . AN = —g
V2 it V2

0 5 e 5

Aqui A1, ¢ e Kk sao vetores polares a X, X, e Y., respectivamente.

Aplicamos, a estes vetores polares, uma rotacao de Heisenberg R em
torno da cadeia vertical pela origem de um angulo § = (7 — 7)/2. Esta
aplicagao é dada por:

ei@

0
R = 1
0

_ o O

0
0
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Apés a rotagao os vetores polares tornam-se:

0 1
= 1] k=] fen(5) +icos(3) |
0 2 (sen (5) + i cos (7))
1

V= g( sen( )—l—zcos(
g (sen (5) — 1.COS (%

Mudando a parametrizagao para 6, obtemos:

1 ?+1
k= | L(cos(@) +isen(d) | =| L1+at) |,
—§ (cos (8) + isen (6)) —¥2 (1 4 4t)
1 ?+1
A= | 2 (—cos(0) +isen (0) | = % (=1+1dt) |,
2 (cos (0) — dsen (0)) V2 (1 —it)

onde t = tan(f), 0 < t < 0.
Desta forma, obtemos uma familia a um parametro real de repre-
sentacoes

pe: I' = G(t) C PU(2,1).

Pelo Teorema 2.4, esta familia contém, a menos de conjugagoes, todas as
representagoes que preservam tipo de I' em PU(2,1). Além disto, se t; e o
sao distintos, entao G(t;) e G(t2) ndo sao conjugados em PU(2,1).

Esta familia de representagoes foi utilizada por Wyss-Gallifent em seu
trabalho de tese [3]. Neste trabalho, encontramos os seguintes resultados:
Teorema As representagies p; com t> € {3,7,15} sio discretas.
Teorema A representagdo p; nao é discreta para t* > 7 e t* # 15.

Também encontramos:

Conjectura As representacoes p; sio discretas para t* < 3 e para infinitos

valores de t com 3 < t? < 7.

Cabe ressaltar que Wyss-Gallifent nao abordou sobre a fidelidade das

representacoes.
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Mostraremos que a primeira parte da conjectura acima ¢ verdadeira.
Mais além, mostraremos que as representacoes p; sao discretas e fiéis se, e
somente se, t2 < 3.

Com o intuito de facilitar os cédlculos, aplicamos a transformacao

1 VB (=l4it) /3 (=1it)
it 2 2
T=| — o] 5 —%F € PU(2,1).
(14it)
t2+1 0 \/§
as geodésicas complexas, obtendo vetores polares:
1—it 1 241
L= t24+11, k=101, M= -2
0 0 2

Podemos observar que o ponto y na intersecao de X, e Y. possui levanta-

mento

0
O=xNXit=10
1

As inversoes nas geodésicas complexas sao dadas por:

1 4 4
\/§2+1 V241
S 4 247 8
Zl - ZZa - _\/t2+1 _t2+1 t2+1 b
4 _ 8 _t249
Vi1 t2+1 t2+1
0 it 0 1 0 0
‘ Vit2+1
j=is,=| 75 0 0 |, k=ig,=]0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1

2.3
Os Subgrupos I's e Gy

Ao invés de trabalharmos diretamente com os grupos I' e G(t), traba-
lTharemos com subgrupos I's e Gg(t) de indice 8 em I" e G(t), respectivamente.
Obtemos, assim, uma familia de representagoes ps; : I's — Gg(t). O fato
importante é que, para cada t, a representacao ps, : I's — Gg(t) é discreta
e fiel, se, e somente se, a representagao p; : I' — G(t) também o é.

Fixado t, a construcao do grupo Gg — por comodidade, paramos de

indicar a dependéncia do parametro t — ¢é feita da seguinte forma:
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1. Primeiramente renomeamos as geodésicas complexas: Y, para Lq, X

para Yy e Y. para .

2. Definimos uma nova geodésica complexa Y3 = j(3;). Lembremo-nos
que j é a inversao na geodésica complexa Y. A inversao em X3 é dada
por:

Iy, = Ix,ln, iy, = JkJ.
Observemos que ¥; e Y3 se interceptam no ponto x de acordo com
um angulo 7/2, pois a composi¢do das inversdes nestas geodésicas

complexas é (jkj)k = (jk)* que possui ordem 2.

3. Definimos a seguir outra geodésica complexa ¥4 = ix,(2X2). A inversao

em > é dada por:
Uy = Unglyyly, = (jkj)j(jkj) = (]k)Qj = kjk.

Se prosseguissemos com o processo obterfamos Y5 = iy, (X3), mas,

entao:
U5 = (7K)%7(5(20) = (k) (Z1) = %

pois (jk)? é uma inversao no ponto O € ¥, logo preserva esta geo-

désica complexa.

4. Definimos outra geodésica complexa por L, = ix, (L) = j(L1).
Observemos que Lo e Y3 sao assintoticas pois L; e X1 o sdo. Além
disto, L; e Lo se interceptam no ponto z = Yy N Ly. O vetor polar de
Lo é:

2(—1+1it)
Ao=jgM=| (1+it)v2+1

—2vt2+1

Logo, se denominamos ¢ o angulo entre L; e Lo temos:

B
7 VLA V(e )

Portanto, L; e Ls se interceptam de acordo com um angulo /2.

5. Finalmente, definimos as demais geodésicas complexas como:
Ly = ix, (L), Ly = ix,(Ls), Ls = ix, (Ls),

Le¢ = ix,(Ls), L7 = ix, (L), Ls =iz, (L7).
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L 2
33 ¥y
L
> 1
4 o
Ls Lg
Lg L7

Figura 2.3: Construcao do grupo Gs.

Para qualquer valor de t, temos:

— L,e L.y, 7r=1,3,5,7, sao ortogonais;

— Lge Lgi1, s =2,4,6,8, sdo assintdticas (indices tomados médulo 8).

Se a inversao na geodésica complexa L, é denotada por 7, temos:
iy = jinj, i3 =jkikj, is=jkjijky, is = (k)% (kj)?,
16 = kjkirkjk, i = kjiigk, is= kiik.

O grupo Gy ¢ definido por:
Gs= (i, : 7=1,...,8).
E claro que as seguintes relagoes sao satisfeitas:

21 Cor=1,...,8

i (2.12)
(ipips1)>=1 , 7=1,3,57 '

Estas relagoes nao sao, necessariamente, um sistema completo de relagoes
para o grupo Gg(t).

A mesma construcao pode ser feita para o grupo I', ou seja, se
utilizarmos o mesmo processo descrito acima para o grupo I' obteremos um
octégono com 4 vértices em D e 4 vértices ideais. Se denotarmos, de forma
conveniente, as inversoes nos lados deste octégono por fi,..., fs obtemos
um grupo

F8:<f17"'7f8>
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com um sistema completo de relacoes dado por:

f2=1 , r=1,....8
(foT+1)2: 1 y T = 1737577
A regiao Ag delimitada pelo octéogono é um dominio fundamental para I'g.

Grupo diedral de ordem 2 Na seqiiéncia do trabalho, necessitare-
mos de uma descricao de um dominio fundamental para o grupo diedral de
ordem 2 em HZ 3. Este grupo é gerado pelas inversdes em duas geodésicas
complexas ortogonais L; e Ly. Chamemos estas inversoes i; e iy, respecti-

vamente. O grupo é entao dado por:
G = <Z'17 22> = {15 ila Z'27 iliQ} .

Consideremos um ponto z € HZ que nao seja fixado por i; nem por iy e

definamos os seguintes semi-espagos de HZ:
H; = {z € HE : p(z,z) = p(z,ijx)}, j=12,

Hio={z€ H¢ : p(z,2) = p(z,irisz) },

bem como as respectivas fronteiras (bissetores) By, By e By ».
O dominio de Dirichlet de G centrado no ponto x é dado pela

intersecao dos trés semi-espagos acima, isto é
D == H1 N H2 N HLQ.

Ele possui quatro lados e seis arestas que sao mostrados esquematicamente
na Figura 2.4.
A identificacao de lados dada por

il(Sl) = S1, i2(82) = S92, i1i2(83) = 84, i1i2(84) = S3,

gera os ciclos de arestas ey, es, €3 € ey, €5, 4.
Este poliedro, juntamente com a identificacao de lados, satisfaz as
condigdes (1)—(6) do Teorema do Poliedro de Poincaré (Teorema 1.18), e

fornece a seguinte representacao para o grupo G-

G = (i1, iy @ i =15 = (i1i2)* = 1).

3Para maiores detalhes veja [4]
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S3 C 8172

81381 SQCBQ

s4 C Bio

Figura 2.4: Acima vemos os lados s, ..., 4 € as arestas eq, ..., €.

Munidos do poliedro fundamental para o grupo diedral de ordem 2,
partimos para a construcao de um dominio fundamental para a acao do

grupo Gg. Definimos os subgrupos
Gsj(t) = (ij,ij41) = {1,495, 9541, %5041}, 5 = 1,3,5,7.

Todos estes subgrupos sao grupos diedrais de ordem 2 e possuem dominios

fundamentais de Dirichlet
Dy(t) = Hj(t) N Hya(6) N H g1 (1)
onde
H;(t) = {z € HZ : p(z,0) < p(z,z’j(t)O)}, j=1,...,8,

Hjj(t) = {z € HZ : p(2,0) < p(2,4;(t)ij1(1)0) }, j =1,3,5,7.

Para cada t, definimos o poliedro

D(t) = (\D;(t), J ={1,3,5,7}.
jeJ
Este poliedro, para qualquer ¢, possui 16 lados e 24 arestas provenientes dos
poliedros D;(t). Denominamos estas arestas de arestas necessdrias.

E importante observar que, para cada t, os semi-espacos H; (t) e Hs(t)
sao disjuntos e seus fechos sdo tangentes em um ponto v; na fronteira de HZ
devido a construcao do grupo Gs(t) e pelo Teorema 2.10. O mesmo podemos
dizer com respeito aos semi-espagos Ho(t) e Hs(t), Hy(t) e Hs(t), e Hg(t)
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e H;(t). Portanto, para cada t, o poliedro D(t) possui quatro pontos de
tangéncias de lados no infinito. Denominamos estes pares de lados de pares

necessdarios de lados tangentes.

Definigao 2.6 Dizemos que o poliedro D(t) é um poliedro simples se todas
suas arestas forem arestas necessdrias e todos seus pares de lados tangentes

no infinito forem pares necessdrios de lados tangentes.

Teorema 2.7 Se t ¢ tal que o poliedro D(t) é um poliedro simples, entdo
D(t) é um dominio fundamental para Gg(t) e a representacao psy : I's —
Gs(t) € discreta e fiel.

Prova. Seja t tal que

seja um poliedro simples e tomemos como identificadores de lados as
aplicacoes i1, ..., 1g, 119, i34, i5ig, 17lg.

Sejam s um lado de D(t) e g, a aplicagao identificadora de lados com
ele relacionado. Como s é lado de algum dos poliedros D;(t), as condicoes de
lado (1)—(4) do Teorema de Poliedro de Poincaré sao satisfeitas. O mesmo
raciocinio pode ser feito para as arestas de D(t). Assim D(t) também satisfaz
as condicoes de arestas (5) e (6).

Tomemos agora um dos pontos de tangeéncia dos fechos de lados no
infinito, digamos o ponto v; = 9857 N dSg. Por construcao vy € 0L N OLs.
Logo 17 e ig fixam vy, e, portanto, o elemento de ciclo em vy é iyig € este
é parabdlico. Assim a condic¢ao (7) do Teorema de Poliedro de Poincaré é
satisfeita.

Deste modo, para os valores de t para os quais o poliedro D(t) é um
poliedro simples, este poliedro ¢ um dominio fundamental para a acao do
grupo G(t), que é gerado pelos identificadores de lados i1, . .., ig e possui o

seguinte sistema completo de relagoes

[l
Il
I
.
0 N
I
—

N N N N
(2122) = (2324) = (2526) = (2728) = 1
Finalmente, isto fornece que as representagoes pg; sao discretas e fiéis

para tais valores de t. O
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2.4
A Representacao p; para ¢ Pequeno

Na secao anterior, provamos que a representacao pg; ¢ discreta e fiel
para os valores de ¢ para os quais o poliedro D(t) é um poliedro simples,
porém nao mostramos que existe algum valor de ¢ com esta propriedade.
O préoximo teorema remedia esta situagao. Poderiamos atacar o teorema
principal do capitulo imediatamente, mas o esforco para a obtencao deste
resultado é pequeno e é independente do resultado principal. Portanto,
consideramos oportuno exibi-lo.

No que segue utilizaremos o seguinte teorema [12, Teorema 9.3.2,
p.297, adaptado]

Teorema 2.8 Consideremos trés pontos xg, x1, o € HZ e sejam
Bi = B, m0) = {z € HZ : p(z, ;) = p(2,20)}

1 = 1,2. Os bissetores B; sao disjuntos se, e somente se, as interseg¢oes
H; N HE sao disjuntas.

Sejam os pontos

o (t) = i.(£)(0), r=1,....8
Trvir(t) = i(®)irea(H)(0), T =1,35,T.

Suprimindo a dependéncia do parametro ¢, estes pontos possuem levanta-

mentos
4412 + 1
X1 = —8 y X2 = j (Xl)a Xr = jk (XTfQ)a rz 37

249

4(3 4 12 — 2it)
X1,2 = _4(3 + Zt) t2+1 ) Xr,rJrl = jk (Xr72,r71) , T = 37 57 7.
(2 +17T)VE2 +1
Teorema 2.9 Eziste € > 0 tal que para t € [0,¢) a representacdo ps; :
I's — Gg(t) € discreta e fiel.

Prova. Para t = 0 temos

4 12 0
Xi00)=1| =8|, Xi200)=1| —-12 |, jO)=]1
9 17 0
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Figura 2.5: As intersegoes dos diversos bissetores com Ha

ou seja, O, x1(0), z12(0) estao todos em HE e, além disto, j(0) preserva
H2. Como k(t) preserva HZ para todo ¢, segue que todos os pontos z,(0)
e T5541(0) estdao em HZ. Portanto, pelo Teorema 2.8, para verificar as
intersecoes entre os bissetores, necessitamos somente verificar as intersegoes
em HZ.

Lembremo-nos que HZ possui a estrutura da modelo de Klein para
o plano hiperbdélico. Portanto as intersegoes destes bissetores com Hz sio
segmentos de retas euclidianas. Mais precisamente, a intersegao do bissetor
B,(0) com H3 é o segmento de reta perpendicular ao raio que une O a x,.(0)
e que passa pelo ponto médio (distancia hiperbdlica) destes dois pontos. O
mesmo se aplica aos bissetores B, ,11(0).

Em vista disto, podemos concluir que By (0) N HZ é o segmento de reta
que une os pontos (0, —1) e (4/5, —3/5) e que By 2N HE é 0 segmento de reta
que une os pontos ((4 —v/2)/6,—(4+v2)/6) e ((4 + v/2)/6, (V2 — 4)/6)
(onde passamos a utilizar coordenadas cartesianas do plano).

Como 5(0) (B1(0) N H2) = By(0) N HE segue que esta intersegao é o
segmento de reta que une os pontos (1,0) e (3/5,—4/5).

Observemos que todas estas intersecoes estao contidas no quarto qua-
drante, ou seja, estao contidas em uma regiao limitada por duas geodésicas
por O que se encontram em um angulo /2. Além disto, a aplicacao jk(0)
restrita a H2 é uma rotagao de angulo 7/2 centrada em O. Como todas as
outras intersegoes de bissetores com Hz podem ser obtidas das trés ja exi-
bidas através de sucessivas aplicagoes de jk(0), segue que estas intersegoes
estao agrupadas trés a trés em setores centrais de angulo 7/2, como mostra
a Figura (2.5).

Logo, o poliedro D(0) é um poliedro simples. Mais além, podemos

ver que para valores de t suficientemente pequenos, o poliedro D(t) é
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um poliedro simples. Assim, para estes valores de t, as representacoes

pst - I's — Gg(t) sao discretas e fiéis. d

2.5
Intersecoes dos Bissetores

Para provarmos nosso resultado precisamos calcular os valores de ¢
para os quais os poliedros D(t) sdo simples. Para tal, precisamos estudar as

diversas intersegoes entre os bissetores que contém os lados de D(t).

25.1
Alguns Teoremas sobre Intersecao de Bissetores

Dados dois bissetores B; e By, nem sempre ¢é facil determinar se eles
se interceptam. Vejamos algumas proposicoes, concernentes a este assunto,

que nos serao lteis posteriormente.

Teorema 2.10 Sejam L e Ly dois hiperplanos complexos assintoticos e i
e i1 inversoes nestes hiperplanos, respectivamente. Seja Lo = i(Lq) outro
hiperplano com inversao dada por i = 1i1i. Seja x € L. Consideremos os
bissetores By = B(x,i1x) e By = B(x,isx). Entao temos BiNBy = e, além

disto, OBy e OBy sao tangentes em 8H(%.

Prova. Por meio de isometrias, podemos tomar = (0,0, 1) em coordenadas
horoesféricas e 0L N 0L, = {oo}. Assim 0L = {(0,v,0) : v € R} e 0L,
e 0L, também sao cadeias verticais. Por meio de rotagoes e dilatagoes de
Heisenberg (que fixam L) podemos assumir que 0L; é a cadeia vertical que
passa por 1. Como i((,v,u) = (—=(,v,u) segue que 0Ly é a cadeia vertical
que passa por -1.

De [18, Lema 7.3] segue que

(z+iy,v,u) € By & —yv=2¢"—(z—-1[(z - 1)*+y* +u+2
(x+iy,v,u) €By & yo=2+@+D[(z+1)*+y*+u+2

(basta fazer zo = 0,y = 0,ug = 1 e fazer n = 1 para By e n = —1 para By).

Para que (z + iy, v,u) € By N By devemos ter, entao:
2 + x4+ D[+ 12+ +u+2) =20+ (- D[z —1)*+y* +u+2

ou seja
6(x* +y*+1) +2u =0,
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e, portanto, u < 0. Mas u > 0, por definicao. Logo By N By = (). Mais ainda,
segue que OB N OBy = {o0}. O

Teorema 2.11 Sejam By, um bissetor e C uma geodésica complexa. Seja @
a inversao em C. Seja i(By) = By um outro bissetor. Entao By e By sao

disjuntos se, e somente se, By e C sao disjuntos.

Prova. E claro que se By e C nao sao disjuntos By e By também nao o sao.
Suponhamos que B; N C = (. Entao S; N 9C possui no maximo um
ponto, onde &7 é a esfera espinal determinada por B; e 0C' é a cadeia
determinada por C'. Sem perda de generalidade, podemos supor que um
dos vértices de S; é o ponto ideal na fronteira de HZ. Logo dC é uma
cadeia finita, pois caso contrario C' interceptaria B .
Podemos supor, também sem perda de generalidade, que 0C' é a cadeia

de centro na origem e raio 1, isto é,
0C ={(z,0) : |z| =1}.

Como 0%; é uma cadeia vertical, onde ¥; é a espinha complexa de B,
ela passa por um ponto (zp,0). Aplicando uma rotacao de Heisenberg, se
necessario, podemos supor que 0%; passa por um ponto (zg,0) com zy = 0.
Como o outro vértice de By estd em 0%, ele é da forma (xo, ty), para algum
to. Aplicando uma inversao na cadeia (z) = 0, se necessario, podemos
supor que tg > 0. (ty ndo pode ser nulo pois terfamos C' N By # ().)

Em [12, pagina 159] vemos que a esfera espinal S; é entao dada por

St = {(Gv) €H + v=1to—23(CT)}
= {(x+iy,v) € H : v=1ty—2zy}.

Na mesma referéncia, pagina 126, vemos que a transformacao i¢ na fronteira

do espaco hiperbélico é dada por

: B ¢ v
o= (= re)

em coordenadas de Heisenberg.

Analisemos, agora, dois casos:
(i) Se g = 0 temos S; = {(¢,v) : v = ty} e, para qualquer ((,t) € Si,

temos
to

——rs <
CI* + 15

Logo 8 NS, = 0, o que implica B; e By serem disjuntos.

ic(C, to) = (u,s) com s = 0.
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(i) Se zg > 0 a interse¢do de S; com o plano v = 0 é dada por

S 0 {(C,0)} = {(z +iy,0) : y:;—;O |

Mas para que essa intersecao contenha no maximo um ponto em comum

com JC devemos ter |y| > 1, ou seja,
to 2 21’0.

Os vértices de B; possuem levantamentos

0 ZTo
P=1 -1 e V=|31(01—a}+1it)
1 s (1+xd —ito)

Logo, os vértices de S; possuem levantamentos

0 ZTo
O=ic(P)=]1 e U=ic(V)=| L(-1+a}—it)
1 T (1+ xg — ito)

Suponhamos que exista um ponto z € §; N Sy, com levantamento

$1+iy1
Z = | x9+ 1y
1

Entao, pelo Teorema 1.16, temos
AZ,PV)=A(Z,0,U)=0

0 que equivale a
I(Z,P,V)=S(Z,0,U) = 0.
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Mas

t 1 1
S(Z, P, V) = wox1ys — ToTays + toxe + 50 — Toy1 + §to$§ + §t0y§ — 7,

t 1 1
S(Z,0,U) = —xor1y2 + ToT2y1 — toxa + 50 — Toy1 + 5750333 + atoyg + Yo.

[gualando estas expressoes a zero e somando as equagoes ordenadamente
obtemos
2 2
to — 2xoy1 + toxy +toy; =0

to(1+ 23 + y3)
= .
2[L‘0

Como ty > 2xy segue

yi = 1+a35+y;

Como z € OHZ temos

1 = ai+yi+a5+ys
> zi+(1+a3+y3)° +as+ s
> 2l 425+ s+ 1+ 2023+ yd) + (23 + y3)?
ou seja,
i+ 32 +ya) + (33 +13)° <O
o que implica z1 = x93 = yo = 0. Isto obriga a y; = 1. Assim &1 e S

s6 podem ter um unico ponto em comum, o que implica que By e By sao
disjuntos. O

O teorema anterior nos diz que quando um bissetor é imagem de outro
por uma inversao em uma geodésica complexa sé necessitamos averiguar a
intersecao desta geodésica complexa com um dos bissetores para verificar se
os bissetores sao disjuntos, ou nao. O préximo teorema nos diz que, em um
caso particular, s6 precisamos verificar a intersecao da geodésica complexa

com determinada fatia do bissetor.

Teorema 2.12 Seja C uma geodésica complera com inversao ii. Sejam
z ¢ Cy um ponto de HE, x1 = i1(x) e By o bissetor B(x,z1) com espinha
complera 1. Seja L uma geodésica complexa, com inversao j, tal que
LNY; = {z}. Sejam Cy = j(C1) uma geodésica complexa com inversao
iy e xg = iy(x). Seja também By = B(x,x5) = j(B1). Entdo Bi N By = se,
e somente se, LN Cy =0 (ou equivalentemente, C1 N Cy = ()).

Prova. Primeiramente veremos a equivaléncia C; N Cy = () se, e somente se,
LNCy=0.Se ze LNCy segue z = j(z) € LN Cy. Logo z € C; N Ch.
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Por outro lado, se z € C; N Cy segue j(z) € C; N Cy. Como Cp e Cy sao
geodésicas complexas distintas segue que z = j(z) e, portanto, z € L.
Vejamos a parte principal do teorema. Podemos supor que os pontos

r e rq possuem levantamentos

X = 0 6X1:

com 0 <7 < 1. A espinha complexa >.; de By possui vetor polar

0
XKX,=1]1
0

O ponto médio z de x e iy (z) possui levantamento

1+\/Tlfr2
Z = 0

1

Como z € (] e (] é uma fatia de By segue que
Cl = Hil(Z)

onde II é a projecao ortogonal sobre ;.

A espinha real o7 de B; é a intersecao de B; com ;. Identificando
Y1 com o disco unitario no plano complexo obtemos o7 como um arco de
circunferéncia euclidiana ortogonal a S!, cujo ponto mais préximo a origem
é o ponto 7/ (1+v1—1r?).

Em [12, p.101] vemos que a proje¢ao de L em ¥; é um disco geométrico
aberto centrado em z, origem de ¥, (ver Figura (2.6)).

Como B; N By = 0 se, e somente se, LNB; = () segue que BiNBy =0
se, e somente se, II(L) Noy = (). Mas pelo visto acima, esta tltima condi¢ao
é equivalente a z ¢ TI(L), ou seja, II"*(2) N L = @, o que é o mesmo que
CyNL=0. O

Devido a este teorema ¢ 1til conhecer alguma propriedade que nos fale
a respeito da existéncia, ou nao, de uma geodésica complexa em relagao a

qual dois bissetores sejam simétricos. Vejamos um resultado nesta direcao:

Teorema 2.13 Sejam x, 1 e x5 como no teorema anterior. Fstes trés

pontos estao em uma subvariedade totalmente real.
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Figura 2.6: A espinha real o; e a projecao de 0L em ;.

Prova. Sejam j e L sao como no teorema anterior. Temos

Também

Z/ o1

Ty = ig(x) = jirj(x) = jir(x) = j(1).

X = 0 € Xlz

47

com 0 < r < 1. Seja A o vetor polar a geodésica complexa L. Como (x, \) = 0

e j(z1) # x1, podemos tomar A na forma

1
A= z
0
Temos
. <X1a)\>
Xy = j(X71)=X1-2 A
2 TSR
__2r
1+]z)?
— _2rz
1+|z|?
1
Assim
(X1, Xa) ( 2r ) 1eR
L, Xo) =1 (r——73) -
L+ |2
e como (X, X;) = —1, k = 1,2, segue que os trés pontos estdao em uma

subvariedade totalmente real.

U
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2.5.2
Calculo das Intersecoes

Fixado t, devido a simetria do poliedro D(t) com relagao a aplicagao jk
(composicao das inversoes nas geodésicas complexas ¥ e X), percebemos
que sO necessitamos considerar as interse¢oes dos diversos bissetores com os
bissetores By, By e Bia. Porém j(By) = By e j(B12) = B2 (ver adiante).
Logo, s6 precisamos verificar as intersecoes com os bissetores By e By 5.

Vamos reduzir um pouco mais o numero de intersecoes a serem

analisadas. Observemos que j e k fixam O. Assim:

(1)

J(X12) = Jjiria(0) = j(i1)(j115)(0)
= (Ji17)11(0) = 1211 (0) = 1112(0)
= Xip

J(Xsa) = Jigia(O) = j(ikirkj)(jkjirjkj)(O)
= X7g.

O que implica j(Bi12) = Bia e j(Bss) = Brs. Logo, Bia N Bsg = 0 se, e
somente se, By o N Brg = 0.

(2) jk(By) = Bs e jk(B;) = By. Assim, By N Bz = () se, e somente se,
BiNB; =0.

(3)

J(Xs6) = Jisie(O) = jl(jk)%i1(kj)?|[kjkirkjk](O)
= j(jkjkiikjkj)(kjkiikjk)j(O)
= (kjkiikjk)[(jk)%i1(kj)*)(O) = izis(O) = isig(O)
— X5’6.

Logo j(Bss) = Bsg. Isto, juntamente com (1), nos mostra que dado
se J=1{1,3,5,T}, existe r € J tal que j(Bss+1) = By i1

Consideremos a intersecao By 2N B,, com r > 3. Para alguma poténcia
n temos (kj)"(B,) = By ou (kj)"(B,) = B,. Fagamos m = 0 no primeiro

caso, e m = 1 no outro. Entao

J" (k)" (B1) =B1 e j™(kj)"(Bi2) = Bss41 para algum s € J.
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Logo By 2N B, = ) se, e somente se, By N By o1 = 0.

Assim sé necessitamos verificar as seguintes intersegoes:

- Blﬂlgg, Blﬂ84, Blﬂlgg,, Blﬂ86 eBlﬂBg;
~ BiNBsa, BiNBsg e Bi N Brg;
- BLQ N 8374 € BLQ N 8576.

Vamos separar, por comodidade, os casos acima de acordo com o

método utilizado no estudo das intersecoes.

Lema 2.14 As intersecoes By N Bs, B1 N Bg e Bio N Bsg sao vazias para
todo t.

Prova. Temos que Bs = (jk)*(B;). Como (jk)? é a inversao no ponto O, os
pontos O, x1 e x5 estao em um mesmo hiperplano complexo, qualquer que
seja t. Além disto O ¢ o7 (onde o, é a espinha real de B,). Logo o1Nos = 0, e
portanto B;NB;s = () para todo ¢. A mesma andlise funciona para By 2N Bs g.

Por construcao, o Teorema 2.10 se aplica a intersecao B; N Bg. Logo
By N By = () para todo t. O

Lema 2.15 Os bissetores By(t) e By(t) sdo disjuntos para t* < 3. Para
1?2 = 3 suas esferas espinais S; e Sy intersectam-se em um tnico ponto em

OH?.

Prova. Sabemos que

L4 - i24(L3):i24i23(L2)

iy inyin, (L) = sy (L1).

Entao, pela construgao dos bissetores B; e B, e pelo Teorema 2.12, segue
que estes bissetores e seus fechos nao se intersectam se, e somente se, as
geodésicas complexas Ly e L4 sao ultraparalelas. Esta tultima condigao é

equivalente a
<)\17 )\4> <)\47 )\1>

ft) = (A1, A1) (Aas Ag) !
onde
2 +1 2 +1
M= =2 |, M=) = 2
2 2

sao os vetores polares a Lq e a Ly, respectivamente. Como

(2 +1) —8)?
(t2 + 1)2

ft) =
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segue que estes bissetores, e seus fechos, nao se intersectam se, e somente
se, 12 < 3.

Além disto temos f(v/3) = 1, o que implica que L;(v/3) e Ly(v/3) sdo
assintoticas, ou seja, os fechos de B;(v/3) e B4(v/3) sdo tangentes em JH2.
0

Lema 2.16 Os bissetores By(t) e Bg(t), e suas respectivas esferas espinais,

sdo disjuntos para t* < 7.
Prova. Como na prova do lema anterior temos
Lg = is,(Ls) = in,ix, (L)
= ixyinin,(L1) = ix,(L1).
Tomando

241 2(—1 +it)
)\1 — —2 5 )\6 — iz4(/\1) — (1 + ’lt) t2 + 1

2 2Vt +1
segue que os bissetores By (t) e Bg(t), e seus fechos, sdo disjuntos quando

(A1, Ag) (A6, A1)

t) = > 1,
T = i) G )
ou seja,
64 -1
GRS
o que equivale a t? < 7. O

A demonstracao do préximo lema segue a mesma idéia, porém antes

é preciso encontrar as fatias dos bissetores que serao utilizadas.

Lema 2.17 Os bissetores By a(t) e Bsa(t), e suas respectivas esferas espi-

nais, sao disjuntos para t* < 7.
Prova. Temos

4(3 + t* — 2it)
Xi2=10112(0) = | =43 +it)Vt2 +1 e
(2 +17)VE2 +1

4(3 + 12 — 2it)
X374 == Z3’L4(O) - 4(3 + Zt) t2 + 1
(2 +17)Vt2 + 1
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Os pontos médios de O e X; 5 e de O e X34 sao, respectivamente,

2(3 + t* — 2it)
Myo=| =234 it)vi2+1 e
(*+9)Vi2+1

2(3 + t* — 2it)
M3y =i3is(O) = | 2(3+it)Vi2 + 1
(*+9)Vi2+1
Os vetores polares as geodésicas complexas determinadas por O e X 5 e por

O e X34 sao, respectivamente

(B—it)Ve +1 (3—it)VE2+1
)\172 = t2 + 3 —+ 2’Lt (§] /\3’4 = —(t2 + 3 —+ 2’Lt)
0 0

Seja 79 o vetor polar a geodésica complexa que passa por M e é
ortogonal a geodésica complexa determinada por A; 2, e seja 73 4 definido de

forma analoga. Entao:

2+ 3 —2it
Tig =M XM= | —(3+it)Vi2+1 e

AVt +1

2 +3 —2it
T34 = N34 X M3y = | (3+it)vVi2+1

AvVt2 +1

As inversoes nas geodésicas complexas determinadas por 71 5 e 73 4 sao dadas

por
_8 (=3+it)(243-2it) 4 12432t
t2+1 (#2+1)6/2) (t2+1)(3/2)
i = | — (3+it) (t2 +3+2it) 8 4 3+it
1,2 (t2+1)(3/2) t241 241
4 t2+3+2it A=3tit _ 2417
(t2+1)3/2) 2+1 t2+1
e
8 _ (34 43-2it) 4 243-2it_
t24+1 (t2+1)(3/2) t2+1)3/2)
. (3+44t) (£ +3+2it) 8 4 3+it
B4 = | T@mem 241 RESIZES]
4 t24+342it _p=3+it _ 2417
(t2+1)3/2) t2+1 t2+1

Assim obtemos

X172 = 7;12(0) € X374 = ’l'374(0).
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Observemos que 734 é a imagem de 71 5 pela inversao em H¢ x {0}. Isto nos
possibilita utilizar o Teorema 2.12 e garantir que B o(t) e Bs4(t) (e suas

respectivas esferas espinais) sao disjuntos para t tais que f(¢) > 1 onde

f(t) <7'1,2, 7'3,4) (7'3,4, 7'1,2>
<7'1,2, T1,2> <T3,47 7'3,4>
64
(2 +1)2

ou seja, para t? < 7. U
No préximo caso, a estratégia acima nao pode ser utilizada, pois as

distancias dos pontos z; e x5 ao ponto O sao diferentes.

Lema 2.18 Os bissetores By(t) e B 6(t), e suas respectivas esferas espinais,
sdo disjuntos para t> < 15 + 161/2.

Prova. Tomemos os pontos

412 + 1
O: 0 5 Xl - —8
2 +9

—4(3 + 12 — 2it)
[§ X576 = ’L5Z6(O) = 4(3 + it)\/ t2 +1
(2 +17T)VE2 +1

Tomemos também a transformagao N € PU(2,1) dada por

12 +1 2
V2 Vit2+5

N=]2 <t2+1>ﬁ (124+1)3/2 Vi759
B (t2—3+it(t245))VE2+5  (t2—3+it(t2+5))V12+5
0 0 1

Temos entao O = N(O),

42 +5
Y, = N(X,) = 0 e
249

—4(t* +9)
Yso = N(Xs6) = | 4/ + D(E+9)
(2 +17)Vt2 +5

Portanto estes pontos estao em H3.
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Tomemos os bissetores Bj(t) = B(O,Y1) e Bi4(t) = B(O,Ys6). A
intersegao B} (t) N HE é dada pela geodésica

245 P49 4(t* 4+ 5)

2 245 (2 +9)Vit2 +1
7(s) = com |s| < .

A intersegao Bf4(t) N Hg é dada pela geodésica

S Y
V2 +5 (2 +11)V2+5
5 2 +1 t*+9
— a8
V(2 +5)(#2+9) 2+ 17)VE2+5

(s) = (_ 9 . VEF D[ 19)

(B2 +17)\/2(12 + 1)
8(t2 +9) '

Pelo Teorema 2.8, as duas geodésicas acima devem se intersectar para

com |s| <

que os dois bissetores se intersectem. Isto acontece quando

2 _8\/(t2+1)(t2+9)_ 2

245 E+1TVE+5  VE+5

ou seja, quando
2+ 17

VEFDE+9)

Mas este s é o parametro de 75 6. Logo devemos ter

2+ 17 (12 +17)\/2(12 + 1)
VE+1)(#2+9) 8(t2 +9)

0 que equivale a
0 < t* —30t* — 287.

Isto acontece se, e somente se, t2 > 15 + 16/2.
Como os bissetores By (t) e Bs6(t) sao disjuntos se, e somente se, B (t)
e B ¢(t) também o sao, nosso resultado fica provado. O
Restam trés intersegoes a serem analisadas: BiNBs, BiNBs 4 e BiNBr 5.
Em virtude do Teorema 2.13, nenhuma destas intersecoes pode ser analisada

com as ferramentas utilizadas nos lemas anteriores.

Lema 2.19 Os bissetores By(t) e Bs(t), e suas esferas espinais, sdo disjun-

tos para t* < 3.
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Prova. Tomemos os pontos

0 412 + 1
0= 0 € X1:Z1(O): -8
1 2+9

e as seguintes transformagoes em PU(2,1):

[ 2 2
L s s
_ 2 23 2
M = V215 245 T 2+5 ¢
2 2 247
| T Vi2ts 215 245
1 0 0
B 0 243 2
N = V@)(@+5) /(@ +1)(+5)
2 t2+3
V(EH1)(#245)  \/(12+1)(12+5)

Consideremos os pontos

-2
Yy = MN(O) = 0
t2+5
€
2
Y1 =MN(X;) = 0
t2+5

o4

e denominemos Bj(t) o bissetor equidistante destes pontos. Sua espinha

complexa 3} é H¢ x {0} e sua espinha real o} é a geodésica que os pontos

) —1
0 e 0
1 1

Tomemos agora o ponto

8(—1+it)
X3 =13(0) = | —4(1+it)Vi2+1
—(+9)VEE+1
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e facamos
—2Vt2 + 5(t* + 9 + &it)
Yz = MN(X3) = 4[t% + 5 + it (t? — 3)]

(2 +5)(t* +9) + 32t

e By(t) = B(¥p, ¥5).
Os vértices de Bj(t) sdo dados por

[ 16(t2 4 5) — 2i [(£2 +5)(t2 + 9) + 2t(t2 + 1)V + 5] ]
{(t2 + 1)(t2 4+ 5) — 412 +5(12 — 3)+
+i [4(t2 £5)3 (2 — 3) (2 + 1)} }
—32tV/12 + 5+ [(t2 +5)2 (12 +9) + 8t(12 + 1)}

8(t2 +5)2 — 2 [(1 +5)(t2 + 1) — 2t(t2 + 9)VE + 5]
Vy = —(+9)[t* + 5+ it(t* — 3)]
A2+ 5)2 4 [(R F1)(#2 +5)F — 8t + 9)]

E claro que, para cada t, Bi(t) e Bs(t) sdo disjuntos se, e somente se,
B (t) e B;(t) também o sdo. Mas para verificar se estes tltimos sao disjuntos
basta verificar se a projecao de Bj(t) em H{ x {0} intercepta a espinha real
oy de Bi(t).

Para obter a curva que limita esta projecao tomamos o vetor

1
V= 0

T — 1y
Este vetor é polar a X e passa pelo ponto

T+ 1y
0
1

Calculamos, entao, o invariante 7 destes trés pontos

V1, V) (V. Va)
Vi, Va) (V. V)
o+
2624+ 1)(t2 +5)2(22 + 32 - 1)

n(Vi,Va,V) =
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onde

a = (22 +yH)(125 4+ 1142 + 15t* + %) + 100 — 40t — 12t* +
V12 + 54x(tt — 6% + 25)

B = —(2000x + 360yt + 480xt* + 112yt> + 16xt* + Syt®) +
—V2 45 [(2* + y*)(500 + 56t + 4t*) + 400 + 80¢*] .

Os pontos que definem a curva que limitam a projecao sao aqueles que
satisfazem
3*(n) +2R(n) = 1.

Isto é, sao os pontos x+14y, de norma menor que 1, que satisfazem a equacao:
h4(y7 t) 1'4 + h3(y7 t) 1'3 + hZ(ya t) ZL‘2 + hl(yv t) T+ hO(yv t) =0
onde

ha(y,t) = 8%+ 1121° + 1760 ¢* + 14480 ¢* + 63000;
ha(y,t) = 4V +5 (15 + 8% + 306 ¢* + 3920 1% + 25125) ;
ho(y,t) = (165 +224° 4+ 3520 ¢* + 28960 t* + 126000) y*
+ 166V +5 (12 +9) (t* + 142 + 125) y
+ (2 +5) (t* — 4% +238¢" + 5484 > + 60025) ;
hi(y,t) = 4V +5 (5 + 815+ 306¢* + 392042 + 25125) ¢
+64 (2 +5) (7 +9) (£ +25) y
—A(12+5)7 (15— 544 — 14112 — 3975)
ho(y,t) = (8t%+112¢° +1760¢* + 14480 ¢* + 63000) y*
F16EVE2 +5 (62 +9) (¢4 + 1442 +125) ¢
+ (£ +5) (8 + 1245 4 462t + 3580 ¢ + 20025) y”
+320t (12 45)7 (2+9) y
— (2 45)" (15 = 51" + 1942 — 1575) .

Como a espinha real de Bj(t) é o eixo imaginario entre ¢ e —i, basta
mostrar que a curva acima nao intercepta tal eixo (veja Figura (2.7).).

Vamos supor que foste este o caso. Entao poderiamos fazer x = 0 na equagao
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Figura 2.7: As curvas que limitam as projecoes dos bissetores B;(0) (&

esquerda) e By(v/3) (a direita).
acima e encontrar valores de iy € (—1,1) e de ¢ € [0, v/3] satisfazendo

ho(y,t) = fa(t)y* + f3(0)y° + fo(t)y® + f1(t)y + fo(t) = 0.

E facil ver que as fungoes fy, f3, fo e fi s@o crescentes e positivas. O

mesmo acontece com fo no intervalo [0, v/3], pois
fo@t)y = =2t (*+5) (5¢t° = 5" + 71> — 3055)

e a funcio g(t) = 5% — 54+ 7t —3055 é convexa com ¢(0) e g(+/3) menores
que 0, logo fi(t) = 0 neste intervalo.

Do exposto acima segue imediatamente que
ho(y,t) >0 para todo par (y,t) comy >0 et € [0,/3].

Vamos analisar a funcao hg para y < 0 dividindo seu dominio
(—1,0) x [0,+/3] em dois retangulos

D, = (=1,0) x[0,12/10]
Dy = (—1,0) x [12/10,v/3].

Tendo em vista os comportamentos das fungoes f, a funcao hg restrita

a D4 possui cota inferior dada pela funcao

0() = 1O+ (1) 8+ £+ i (15 ) v+ O

10 10
2305678176
= f 4 S ————V161y% + 100125 ¢
63000y" + oo VI6Ly® + 100125y
16136064
+——§§§g§§—\/16lg/%—39375

que ¢é convexa e possui um ponto de minimo global em yy, ~ —0,43623 e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916791/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9916791/CA

Representacoes de Grupos Triangulares em Geometria Hiperbdlica Complexa 58

valor minimo ¢ (yo) ~ 25911, 6969. Logo ho(y,t) > 0 em D;.

Da mesma forma, a fungao hy em Dy é limitada inferiormente pela

funcao
12 12 12
wt) = 1 (55 )0t 5 (VB) it 1o (55 ) 2+ 4 (VB)wt o ()
34324048728 1646371838601
- el 2v/24 3 2
300625 ¥ T3 vyt + 9765625
6298082213699
30720+/24
+ V2dy + 9765625

que ¢ convexa e possui um ponto de minimo global em y, ~ —0,87588 e
valor minimo g¢»(yo) ~ 2487,6655. Logo ho(y,t) > 0 em Ds.
Portanto hy(y,t) > 0 para todo y < 0, t € [0, \/g} O

Lema 2.20 Os bissetores By(t) e Bsy(t), e suas esferas espinais, sio dis-

Juntos para t* < 3.

Prova. Para cada t, tomemos as transformagoes M e N, o ponto Yy(t) e o

bissetor B (t) encontrados na demonstracao do lema anterior. Tomemos os

pontos
At +14)(t — 39)
Xay =1i34(0) = | 43+ ti)Vit2+1
(B +17)VE2 + 1
e

—2(23 — t* 4+ 8ti)Vt* + 5
Y3, = MN(X34) = 4’i(t+i)(—t—|—3’i)2
t + 1442 + 109 + 32ti

e denominemos Bj,(t) o bissetor equidistante dos pontos Yy(t) e Ys4(1).

Os vértices de B, (t) sao dados por

—VEFE[(t2 —3) (12 +1) + 16¢/22 + 18
+24 (V262 + 18 (12 — 23) — 2t (t* + 1)) |
{4tV212 +18 (1 —3) — 5t — 142 — 9
—i[V/262 + 18 (20> + 36) + ¢ (£ — 3) (12 + 1)]}
{2(*=3)(*+1) + 32t V22 + 18
—i[V/262 + 18 (¢* + 14> + 109) + 8¢ (t2 + 1)]}

Vi =

VI 45t — 2% — 195+ 2 (V22 + 18 (¢ + 1) — 2t (12 4 17))]
Vo= i (t+14) (1 +17) (t — 3i)°
6(t*+ 1482 +77) —i[V22 + 18 (t* + 1) (t* + 5) — 8¢ (t* + 17)]
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Procedemos de forma andloga a demonstracao do lema anterior e

calculamos
(1, V) (V, Va)
1Y) = vy vy
_ a(t*+1) (> +9) — 2022+ 187
445 (2 +9) (2 + 1) (=1 + 22 +4?)
onde

o = [2(+y?) — 1]+ |16 (22 +y?) + du VP + 5+ 2| ¢
+46 (2* +y%) + 36 2VI2 + 5+ 35

6 = [2 (x2+y2) —xm} 0+ 4yVE2 +5¢°
- [46 (2% + 9% +x¢m%} th+ 722,y VE2+ 54
+ 502 (a2 + 9?) + 2290 VI 5 4 304] £2
+68y V2 + 5t + 1482 (27 + %) + 1251 2 V2 + 5 + 1320

e a projegao do bissetor Bj,(t) na espinha complexa de Bj(t) tem sua

fronteira dada pela curva dada por:

h4(y7 t){L‘4 + h3(y7 t)xg + hZ(ya t)l'2 + hl(ya t)l’ + hO(yv t) =0

ha(y,t) = 8t +288¢'% 4 5096t + 56064 t° + 395352 t* + 1493472
+2197944;

ha(y,t) = 16V +5 (¢ +9) (¢° + 52¢° + 1286 t* + 10612 + 25761) ;

ho(y,t) = (16t 4 576¢" +10192¢° + 112128¢° + 790704 t* + 2986944 ¢*
+ 4395888) 1
F16VE 5t (P 4+1) (B +17) (18 + 231 + 25142 + 741) y
+2 (¢ +5) (¢ + 10" — 133¢° + 92¢° + 43911 ¢* + 431034 ¢>
+1173789) ;

hi(y,t) = 16V +5 (62 +9) (¢* + 5215 + 1286 t* + 1061242 + 25761) y/°
—8t(*+1) (P +5) (+9) (£ +17) (t* —10£* — 139) y
S A(245) (124 9) (15 + 1615 + 12244 — 184812 — 18339) ;
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ho(y,t) = (8t +288¢" +5096¢° + 56064 t° + 395352 ¢* + 1493472 ¢*
+2197944) y*
F16EVE2 +5 (B +1) (2 +17) (5 + 23t + 25142 + 741) ¢/
+ (£ +5) (1" + 38" + 7671 + 7956 1° + 42671 t* + 293734 1
+ 782577) y*
+ 648 (22 +1) (12+5) (12+17) (2+33) y
— (2 45)% ("0 + 2143 + 13845 + 234 * — 396312 — 69615) .

(Veja Figura (2.8).)

’

’
B
Bsa : :’334

Figura 2.8: As curvas que limitam as projecoes dos bissetores By, (0) (&

esquerda) e By, (v/3) (& direita).

Para mostrar que esta curva nao intercepta o eixo imaginario entre @

e —i, basta mostrar que nao existem y € (—1,1) e ¢ € [0, /3] satisfazendo

ho(y,t) = fat) y* + 5O v* + () y* + fi(t) y + fo(t) = 0.

Novamente é facil ver que as fungoes f4, f3, fo e fi s@o crescentes e

positivas. O mesmo acontece com fy, pois
fo) = =2t (2 +5) (7¢"0 + 151 ¢ + 1110¢° 4 3006 ¢* — 9549 > — 159045)

e g(t) = Tt'9 + 151¢% + 1110¢° + 3006 ¢* — 9549¢% — 159045 < h(t) =
7110 + 151 4% + 1110° + 3006 t* — 159045, que é crescente para t > 0 e
satisfaz h(v/3) = —88089. Logo ¢(t) < 0.

Do exposto acima segue, imediatamente, que ho(y,t) > 0 para todo
par (y,t) comy > 0et € [0,/3].

Vamos analisar a funcao hg para y < 0 dividindo seu dominio


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916791/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9916791/CA

Representacoes de Grupos Triangulares em Geometria Hiperbdlica Complexa 61

(—=1,0) x [0,+/3] em duas faixas

Dy = (—1,0) x [0,13/10]
Dy, = (—1,0) x [13/10,V/3].

Tendo em vista os comportamentos das fungoes fi, a fungao hg restrita

a Dy é limitada inferiormente pela funcao

10 10

8076449443763337
= 2197944 ¢* V669 y° + 3912885 ¢2
Y 62500000000 vt y

15168245574573
Vv 669
156250000

n(o) = 1O+ (1) 8+ 2O+ 5 (15 ) 5+ O

y + 1740375

que é convexa com ponto de minimo global em yy ~ —0,50132 e com valor
minimo global g1 (yg) ~ 1182721, 613. Logo ho(y,t) > 0 em D;.

Da mesma forma, a fungao hy em Dy é limitada inferiormente pela

funcao
13 13 13
wto) = £i(55 )0t + 0+ £ (1) 4 OB+ (1)
770926636720548881 ,
_ 44236801/6
125000000000 7 * vy
067418161016618297589
2049120/6

100000000000000 7 vy

334744091318618839611
100000000000000

que também ¢é convexa com ponto de minimo global em ¥y, ~ —0,79444 e
valor minimo global gs(yo) & 737884, 75. Logo ho(y,t) > 0 em Ds.
Portanto hy(y,t) > 0 para todo y < 0, t € [O, \/g} d

Lema 2.21 Os bissetores By(t) e Bs(t), e suas esferas espinais, sio dis-

Juntos para t* < 3.

Prova. Para cada t, tomemos as transformagoes M e N, o ponto Yy(t)
e o bissetor Bj(t) encontrados nas demonstra¢oes dos lemas anteriores.

Tomemos os pontos

4(t+1) (=t + 314)
Xy =i3(0) = | =43+ ti)Vi?+1
2+ 17) V2 +1
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—2(3t2 4+ 11 —8it)Vi2+5
Yig = MN(X7g) = —4i (t+14) (t — 3i)°
(t414) [t*+29t — i (t* — 61)]

e denominemos B4(t) o bissetor equidistante dos pontos Yy () e Yrg(2).

Os vértices de Blg(t) sao dados por

245 [(2 = 3)(t* + 1) + 16tV/2£2 + 18
+ 2i(V262 + 18(3¢% + 11) — 2t(t* + 1))]
(5t2) (12 4+ 1) — 41/212 + 18 (1* — 3)
+4 [V262 + 18 (202 + 36) + £ (12 — 1) (t* + 1)]
—2(t? = 3) (2 +1) — 32t /22 + 18
— i [V2E 18 (t* + 302 + 61) — 8¢ (£ + 1)]

Vi=

245 [t1+ 3012 + 93 — 2i(V22 + 18(¢2 + 1) + 2t(t* + 17))]
Vo= i(t+0) (82 + 17)(t — 3i)?
—10t* — 1406 — 258 + i(v/2t? + 18(t* + 6t + 5) + 8t(t* + 136)

Como nos lemas anteriores calculamos

(i, V) (V. Vo)
(Vi, Vo) (V, V)
(12 +9)a — 1 2v/2t2 + 1803

42 4+1) (2 +5) (2 +9) (=1 + 22 + y?)

n(Vi, Vo, V)

onde

o = (+y?) — 1t [16 (22 +y?) + 42 VP +5+2) 2

+46 (2% +y*) + 362 V2 +5+35

e
g = [6 (z* +y?) + V2 +5+4} th— 4y V2 +5¢83
+ {116 (2% + 9?) + 462V 54 80)
— 6812 + 5t + 462 (2° + y°) + 3332V¢% + 5 + 300
A curva que limita a projecao de Blg(t) na espinha complexa de Bj(t)
¢é dada por:

h4(y7t) .%'4 + h3(y7t) x3 + hQ(ya t) x2 + hl(yat) T+ hO(yat) =0
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ha(y,t) = 40t% 4 14881% + 19776 t* + 109488 t* + 215064;
ha(y,t) = 16V 45 (12 +9) (£° + 46 t* + 6092 + 2148) ;
ho(y,t) = (80¢°+2976¢° + 39522¢* + 218976 > + 430128) y*

— 16V +5¢ (£ +17) (3t* + 582 +231) y

+2 (£ +5) (1% +80¢° + 2274 t* + 24216 > + 83205) ;
hi(y,t) = 16V +5 (2 +9) (° + 46 ¢* + 609 1 + 2148) 3/

—8t (£ +5) (*+9) (*+17) (£ +37)y

+4 (82 +5)%7 (12 4 9) (* + 94 1 1101);
ho(y,t) = (40¢° + 1488¢° + 19776 ¢* + 109488 ¢* + 215064) y*

— 16V +5¢ (2 +17) (3t* + 582 + 231) y/°

+ (£ +5) (t° + 8415 4 2310¢* + 22420 > 4 55521) y°

—32¢ (2 +5)%7 (2 +15) (P +17) y

— (2 +5)" (1° + 3¢ — 381> — 3519)

B/
’
QB 78

78

Figura 2.9: As curvas que limitam as projecoes dos bissetores Bog(0) (&
esquerda) e Brg(v/3) (& direita).

Para mostrar que esta curva nao intercepta a espinha real de Bj(t)

basta mostrar que nio existem y € (—1,1) e ¢ € [0, /3] satisfazendo

ho(y,t) = fat) y* + 5O v* + () y* + fi(t) y + fo(t) = 0.

(Veja Figura (2.9).)
E f4cil ver que as funcoes f3 e f1 sao decrescentes e negativas, enquanto
fa e fy s@o crescentes e positivas. A funcao f, apresenta estas ultimas

propriedades, pois

fot) = =2t (£ 45) (5¢° + 271" — 1113#> — 8943)
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e g(t)=5t5+27t" —1113> — 8943 < g(0) = —8943 para ¢ € [0,v/3] (pois
g (t) =6t (5t*+53) (t* — 7)). Do exposto acima segue imediatamente que
ho(y,t) > 0 para todo par (y,t) comy < 0et € [0,v3].

Vamos analisar a funcao hg para y > 0 dividindo seu dominio
(0,1) x [0,4/3] em dois retangulos

Dy = (0,1) x [0,12/10]
D, = (0,1) % [12/10,v/3].

Tendo em vista os comportamentos das fungoes f, a funcao hg restrita

a D4 possui cota inferior dada pela funcao

n() = 1O+ (1) 8+ £+ i (35 ) 0+ O

8871690528
= 215064 y* + —————/161y> + 277605 3/

390625
5856927552
—— V161
300625 61y + 87975

que é convexa com ponto de minimo global em yg ~ —0,55841 e valor
minimo global g;(yo) =~ 39033, 87. Logo ho(y,t) > 0 em D;.
Da mesma forma, a fungao hy em Dy é limitada inferiormente pela

funcao

1

) = h(%)¢+ﬁ“ﬁﬂﬁ+ﬁ(%)ﬁ+¢ﬂﬁ3y+h(%>

32683544568 5839453552401
— - _2 4 3 2
s125 Y 270 B0V6y” + 9765625 7
1643728865499
_ 1843206
Vey+ 9765625

que é convexa com ponto de minimo global em ¥y ~ 0, 74103 e valor minimo
global g5(yo) == 12674,4994. Logo hy(y,t) > 0 em Ds.
Portanto hg(y,t) > 0 para todo y > 0, t € [0, \/g} O

2.6
As Representacoes Discretas e Fiéis
De posse destes resultados podemos provar:
Teorema 2.22 A representacio p; € discreta e fiel se, e somente se, t2 < 3.

Prova.
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Pelos Lemas 2.15 a 2.21 vemos que o poliedro D(t), para t? < 3, é um
poliedro simples. Logo, pelo Teorema 2.7, a representacao pg; ¢ discreta e
fiel para estes valores de t.

Pelos mesmos lemas, a tnica diferenca nas intersecoes dos bissetores
para t2 < 3 e para t> = 3 é que, neste tltimo caso, as esferas espinais S; e
S, sao tangentes e as geodésicas complexas L; e L, sao assintéticas. Pela
simetria da construgao (ver pagina 48), as seguintes intersegoes de bissetores
apresentam o mesmo comportamento acima: By N By, B3 N Bg, Bs N Bs.

Assim, as arestas do poliedro D (\/g) sao as arestas necessarias e os
pontos de tangéncia de lados no infinito sao os pontos de tangéncia entre
os pares necessarios de lados tangentes, além dos 4 pontos indicados no
pardgrafo anterior. Mas observemos que, para cada um destes pontos, o
elemento de ciclo é parabdlico, pois este é a composicao de duas inversoes
em geodésicas complexas assintoticas. Logo, as condi¢oes do Teorema do
Poliedro de Poincaré sao satisfeitas (pagina 23) e a representagao Ps.3 €
discreta e fiel.

Para t?> > 3, as geodésicas complexas L; e L, sdo concorrentes.
Portanto, o elemento g = 14194 é eliptico. Se g possui ordem finita, a
representacao pg: nao ¢ fiel. Por outro lado, se g nao possui ordem finita, a
representacao pg; nao ¢ discreta.

Como, para cada t, p, : I' — G(t) é discreta e fiel se e somente se ps;
também o for, provamos nosso resultado. O

Pelo Teorema 2.12 e pelas construgdes dos grupos Gs(t), percebemos
que as geodésicas complexas L; e X3 sao ultraparalelas, para t2 < 3;
assintéticas, para t? = 3; e concorrentes, para t> > 3. Logo, a representacao
p: ' — G(t) é discreta e fiel se, e somente se, o elemento 4,7y, = i;kjk nao
for eliptico.

Observemos também que,para t> = 3, o elemento i,1kjk ¢é parabdlico
acidental, isto é, ele é parabdlico e é imagem de um elemento loxodromico

de T.
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Figura 2.10: Na primeira figura, vemos o dominio fundamental para o grupo
G(0) em OHZ. Na segunda figura, vemos um detalhe deste dominio.
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Figura 2.11: Na primeira figura, vemos o dominio fundamental para o
grupo G(v/3) em OHZ. Na segunda figura, vemos um detalhe deste dominio
(rotacionado).
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