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Formulagao Matematica

3.1
Descrigao do problema

O problema a ser analisado ¢ mostrado na fig. 3.1. O fluido escoa através de
um duto circular de didmetro d, passa através de um duto maior ( didmetro D ) e
sofre uma contracdo, saindo pelo duto menor com didmetro igual ao de entrada.
Para todos os casos analisados, o comprimento e raio dos tubos de entrada e saida
sdo de 200 mm e 4,8 mm, respectivamente, garantindo que o escoamento esteja
desenvolvido antes da expangdo. O escoamento ¢ laminar, em regime permanente,
e o fluido tem um comportamento viscoplastico. Para a solugdo numérica do
problema, serdo resolvidas as equagdes de conservacao de massa e de quantidade

de movimento linear, juntamente com uma equagao constitutiva.
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Figura 3.1 - Geometria do problema analisado

3.2
Equacionamento

As seguintes hipoteses sao consideradas para a solugdo do problema:
1.Dissipacao viscosa desprezivel
2.Fluido incompressivel

3.Escoamento laminar
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4.Regime permanente
5.Escoamento com simetria axial
6.Tubulagao horizontal
Todas as equagdes estdo representadas em coordenadas cilindricas. Devido
a simetria axial o problema torna-se bi-dimensional.
Considerando-se as hipodteses acima, a equagdo de conservagdo de massa

pode ser assim descrita :
div v=0 (3.1)
onde

L+ Ve +wéy (3.2)

Nas equagdes acima, v é o vetor velocidade, u ¢ o componente da
velocidade na diregdo axial , v é o componente da velocidade na diregdo radial e
w € o componente da velocidade na direcdo tangencial, que ¢ igual a zero para o
problema estudado.

Sendo assim, a equacdo de conservacdo de massa em coordenadas

cilindricas ¢ dada por:

ou 10rv

—+—=0 (3.3)
oz r or

onde z ¢ a coordenada na direcdo axial e 7 é a coordenada na diregdo radial.

A equacgdo de conservacao de quantidade de movimento linear ¢ dada por:
pv.gradv = -gradp +div T (3.4)

onde T ¢ o tensor das tensdes , o ¢ a densidade do fluido e p ¢ a pressao .
O fluido a ser analisado tem comportamento viscoplastico, podendo ser
modelado pela equagdo constitutiva de Fluido Newtoniano Generalizado, eq.(1.1),

com uma fung¢ao viscosidade apropriada.
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As equagdes completas de conservacdo de quantidade de movimento linear

em coordenadas cilindricas, ja desprezando o componente na dire¢ao 0, ficam :

- Equacao de conservagdo de quantidade de movimento linear na dire¢do radial :

p(v@+u@j: la(m-”r)+(%z’”—76"9 _op (3.5)
r or 0z r or

- Equacdo de conservagdo de quantidade de movimento linear na dire¢do axial :

(el
Os componentes do tensor das tensdes sio dados por :

Ty =1(7)7 2z 3.7)

T =1(7) P (3.8)

o =T =1(7)7 2 (3.9)

90 =1(7)700 (3.10)

Nas expressodes acima, 77 € a fungdo viscosidade e 14 i

ij do tensor taxa de deformacao, dados por:

sdo0 0s componentes

ot 3.11)
Vzz o .

) ov

Vip =2 (3.12)
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. ) ov Ou
Viz =7 zr =§+5 (3.13)

. \%
Y00 22; (3.14)

Substituindo os componentes da equagdo constitutiva na equacdo de

conservagdo de quantidade de movimento temos para a dire¢ao radial:

(V@w@j: lﬁ(zr (-)@}rﬁ (-)(@Jra_“) Cn()2Y _op
PU% ) rar T 5 )T e | TV N e T )T TV 2 e

e para a direcdo axial:

(Va_“wa_”j_ 1o}, (-)(@Jra_”j +§(2 (-)a_“j _op
P " )V rarl "N "o )T a2 TV % )

(3.16)

Para a obtencdo das equacdes de conservacdo de quantidade de movimento
linear na sua forma final, € necessario definir a fungao viscosidade a ser utilizada.
Serdo utilizadas duas diferentes expressdes para a fungdo viscosidade. A primeira
delas ¢ a do modelo de Herschel-Bulkley, caracteristica para modelar materiais
viscoplésticos. Nesta equacdo, a viscosidade tende a infinito para tensdes
inferiores a tensdo limite de escoamento e, para tensdes acima deste valor, a
viscosidade cai com a taxa de deformagdo. A equagdo da funcdo viscosidade ¢

dada por:

-1 (3.17)
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E dificil lidar numericamente com a funcio viscosidade de Herschel-Bulkley
apresentada na forma descrita pelas equacoes (3.17). A abordagem usual utilizada
em esquemas numéricos ¢ substituir o modelo de Bingham por uma outra fungao
viscosidade. Este procedimento foi feito pela primeira vez por Beverly e Tanner
(1992),que definiram um modelo de bi-viscosidade para substituir o modelo de
Bingham. Esta idéia pode ser facilmente estendida para materiais de Herschel-
Bulkley, resultando na seguinte representa¢do aproximada da funcdo viscosidade

(modelo de bi-viscosidade modificado):

Ngrande V<7V

n= (3.18)

770+k7”‘1 7270

Para o caso de materiais de Bingham, Beverly e Tanner (1992) recomendam

Ngranae = 10001, sendo , a viscosidade plastica. Emprega-se esse valor aqui

também. Assim:
=1000ky,"!
Ngrande = Ve (3.19)
onde 7. ¢ ataxa de deformagao caracteristica, dada por:

TO _ TO
N — k7" 999k

Ve = (3.20)

A outra fungdo viscosidade a ser utilizada ¢ dada pela equagdo de Carreau-
Yasuda (Bird et al., 1987). Neste modelo, a viscosidade cai com a taxa de
deformagdo, mas ¢ limitada por dois patamares, um maximo de viscosidade, a
baixas taxas de deformagdo e um minimo de viscosidade, a altas taxas de

deformacao. Neste caso, a fungdo viscosidade ¢ dada pela seguinte expressao:
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n—1

11:1@9-=[1+(17)“] a (3.21)
o — Mo

Na equacgdo acima, 77, € a viscosidade a baixas taxas de deformagao, 77, ¢ a

viscosidade a altas taxas de deformacdo, A é a constante de tempo, a é o

coeficiente exponencial, n ¢ o expoente, estes sdo parametros reoldgicos do

material, obtidos a partir de um ajuste de curvas aos dados experimentais de

viscosidade.

3.3

Condigoes de contorno

As condig¢des de contorno para o problema sdo dadas por:

Na entrada do duto, a velocidade ¢ considerada horizontal e uniforme, na

secdo transversal:

u=1u (3.22)

<
Il
)

(3.23)

Na saida do escoamento, considera-se o escoamento desenvolvido, i.e.,
velocidade nula na dire¢do radial e variagdo nula da velocidade na direcdo

axial :

ou _

0 3.24
o (3.24)

v=0 (3.25)
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¢ Na linha de simetria, correspondente ao centro do duto:

ou

—=0 3.26
o (3.26)
=0 (3.27)

e Nas paredes dos dutos utiliza-se a condi¢gdo de impermeabilidade e nao

deslizamento:
u=0 (3.28)
v=0 (3.29)

3.4
Adimensionalizagao

As equagdes (3.15), (3.16), (3.18) e (3.21) na forma adimensional sdo assim

expressas:

- equacdo adimensional de conservagdo de quantidade de movimento para a

dire¢do radial:
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- equagdo adimensional de conservagdo de quantidade de movimento para a

dire¢ao axial:

(3.31)

- equacdo adimensional da fungdo viscosidade de Herschel-Bulkley

modificado:
* N
N grande Y SV
%
n = r* % (3.32)
-] EE
%+(1—fo )7 2
v

onde 77 grande=1000¢ 7. =1.

- equacdo adimensional da fun¢do viscosidade de Carreau-Yasuda:

n—1
* *

_ al|l ,
o {H(Dey'*) } ¢ (3.33)
o —Nwo

Os parametros e as variaveis adimensionais utilizados nas equagdes acima

sdo dados por:

(3.34)
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Ne e Tle
-* 7
o
Ve
P = P2
pu

De= Ay,  -namero de Deborah

Re = p_ud - nimero de Reynolds
e
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

A viscosidade e a taxa de deformagdo caracteristicas, 77, € y., sdo

calculadas na parede do tubo de menor didmetro na regido desenvolvida do

escoamento.
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