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Tensao transversal.

Neste capitulo, mostramos que a propriedade de incompressibilidade
nao é suficiente para A ser minimal. Propomos uma uma outra propriedade,
tensao transversal, mais forte que a propriedade de incompressibilidade.
Introduzimos esse conceito na Secao 5.1, motivado por exemplos. Conjec-
turamos que tensao transversal é condi¢ao necessaria a minimalidade de
A. Demonstramos a conjectura supondo certas condicoes técnicas. Essas
condicoes nao sao muito fortes: por exemplo, mostramos que podemos supo-
las no caso do cubo com algas ter género dois.

Na Secao 5.2 aplicamos o conceito de tensao transversal ao problema
de estimar o fator de crescimento. Mostramos que, se a laminacao for
transversalmente tensa, seu respectivo fator de crescimento é limitado
superiormente pelo fator de crescimento do automorfismo restrito ao bordo.
Em particular, o fator de crescimento minimal de todo automorfismo
genérico de um cubo com alcas de género dois é menor que ou igual ao

fator de sua restricao ao bordo.

5.1
Discos tensores transversais.

Seja f: H — H uma automorfismo genérico de um cubo com alcas
H. Suponha que (A, ;1) é a laminagao bidimensional com medida invariante
por f, associada a uma estrutura de alcas A e um sistema de discos £. Seja
(2, v) a respectiva laminagao unidimensional com medida, transversal a A.
Suponha ainda que A — ISIO seja incompressivel em H— }oIO.

Considere o fator de crescimento A = A(A). O préximo exemplo sugere
que a propriedade de incompressibilidade nao é suficiente para garantir

minimalidade de .

Exemplo 5.1. Considere V uma 0-alca de Hy, e suponha que HyN 1% seja
como na Figura 5.1 a), com V interceptando 1-alcas é; e é; de Hy, e f(E))

a imagem de um disco E; € £ = {E;}.
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a)

Figura 5.1: a) Um disco f(F7) dual a uma 1l-al¢a de Hy, interceptando a 1-alga
é; de Hy; b) a operacao que reduz A.

Agora considere N = AT, a matriz de incidéncia para as 1-alcas de H,
que é a transposta da matriz de incidéncia A = A(A) do sistema de discos.
E claro, portanto, que N tem o mesmo autovalor de Perron-Frobenius \.

Lembramos que v é a medida invariante transversal a ). Como E; é

transversal a €2, faz sentido considerar

o que determina um vetor v = (&,...,y), que é exatamente o autovetor
de Perron-Frobenius de N = AT:

Noo ... MNo; ... Noj ... Nom IZ0) 14
v; v;

NV: :)\
Vj Vi

Suponha que 7; < ;. Podemos modificar f por uma isotopia, de forma
que f(E;) deixe de interceptar é;, introduzindo intersecoes com €é; (veja
Figura 5.1 b)).

Essa operacao pode ser realizada sem modificar o sistema de discos ou

a estrutura de alcas. Porém, duas entradas da matriz de incidéncia mudam.
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A transposta N’ da nova matriz de incidéncia se torna:

Noo .- - TLOZ-—Q n0j+2

N =

Vamos supor que N’ é irredutivel. Lembramos que 7; < 1; e conside-
j

ramos N'i:

(N,ﬁ)g = AUy — 20; + 21% < Ay

E um resultado cldssico na teoria de Perron-Frobenius (Proposi¢io 2.23)

que, nessas condicoes,

AN') < A= A(N).

A situacao descrita no exemplo acima acontece de fato, como veremos
no Exemplo 5.3. Ela nao somente mostra que a propriedade de incompressi-
bilidade nao ¢ suficiente para garantir minimalidade do fator de crescimento,
mas também sugere que a interse¢do ponderada F; e (Q,v) = v(E;) (onde

E; € €) deve ser relevante. Introduzimos, entao, a seguinte definigao:

Definigao 5.2. Seja (D, 0D) — (H,A) um disco mergulhado. Suponhamos
que w: Q) — H 6 transversal a D e consideremos A C L € A tal que

0A = 0D. Dizemos que D é um disco tensor transversal para A se
v(D) < v(A),

onde v é a medida em ().
A laminacao bidimensional A é dita transversalmente tensa se nao
ha disco tensor transversal. Caso contrario dizemos que é transversalmente

frouza.

Observac¢ao. Podemos nos referir a D como um disco tensor transversal
imerso se satisfizer todas as condigoes da Definicao 5.2 mas com D — H
uma imersao (por exemplo, no Lema 5.5). Enfatizamos, porém, que, por
disco tensor transversal, estaremos supondo que ¢ mergulhado.

Deve ser mencionado também que a exigéncia de que w seja transversal

a um disco tensor transversal, embora natural, até mesmo necessaria para
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que De(Q,v) faga sentido, implica que D néo intercepta o conjunto singular
S(2) de w(€2). Temos rasoes para acreditar que S(£2) deve ser relevante, mas
nao abordaremos essa questao nessa dissertacao.

Notamos também que a propriedade de ser transversalmente tensa
generaliza a propriedade de incompressibilidade: todo nulégono ¢ um disco

tensor transversal.

Vemos, entao, que a laminacao no Exemplo 5.1 é transversalmente
frouxa, com um disco tensor transversal representado na Figura 5.1 b).
Tal exemplo, porém, descreve uma situacao hipotética. No exemplo que se
segue, mostramos que o mesmo tipo de fendomeno acontece em exemplos

reais, obtidos de automorfismos reais.

Exemplo 5.3. Nos referimos ao Exemplo 4.34 e consideramos o automor-
fismo f: H — H do cubo com alcas H, com a estrutura de alcas A ali
definida. Como foi feito entao, consideramos a diregao f(B~') na l-alca de

H,. Essa é a direcao onde a regressao ocorre.

Ho Hl

Figura 5.2: Um disco tensor transversal D' em Hj.

Na Figura 5.2, pode-se ver que ha um disco tensor transversal A para
uma folha de A N H; paralela a f(B~!). De fato, seja A’ C f(B~!) o disco
tal que 0A’" = JA. Segue que

v(A) = 20(D) < 2(v(A) + v(C) + v(D)) = v(A").

Considerando esses ultimos exemplos enunciamos a seguinte conjec-

tura:
Conjectura 5.4. Se A\ for minimal entdo A € transversalmente tensa.

A estratégia para abordar a conjectura serd a de supor que A nao é

transversalmente tensa e procurar por uma forma de reduzir A. A operacao
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que reduzird A serda dada pelo Lema 5.11. Para poder usa-lo, precisaremos
achar um disco tensor transversal com algumas propriedades convenientes.
Isso serd feito ao longo dos préximos lemas e envolverd algumas novas
definicoes.

Os discos tensores transversais dos exemplos possuiam algumas pro-
priedades especiais. Por exemplo, eles nao interceptam a laminagao bidimen-
sional A (a nao ser em seu bordo). Diremos que um disco tensor transversal

com essa propriedade estd no complemento de A.

Lema 5.5. Se A ¢ transversalmente frouzra entdo existe um disco tensor

transversal no complemento de A.

Demonstracdo. Seja D um disco tensor transversal para A. A estratégia
geral serd a seguinte: se DNA # () entao vamos modificar D por “corte e
colagem”, de forma a simplificar |D N A|. Essas operacoes deverao preservar
tensao transversal, o que sera uma restricao na escolha de quais cortes e co-
lagens podem ser realizados. Privilegiando tensao transversal, podemos ser
forcados a introduzir auto-intersecoes, obtendo um disco tensor transver-
sal imerso que nao serd mergulhado. Vamos, entao, precisar de uma nova
operacao que conserte o mergulho, ainda preservando tensao transversal e
sem introduzir novas interse¢oes em |D N A|. A seguir desenvolvemos essa
estratégia com detalhes.

Ha um n tal que D C H,. Em H, a laminacao A N H,, consiste de
discos duais as 1-alcas é; = é' de H, (para nao carregar a notagao vamos
omitir o sobrescrito das 1-al¢as, lembrando que estard implicito que estamos
em H,). Damos as 1-algas a estrutura produto padrao é; ~ E; x I por discos
duais, donde ANeé; é uma laminacao por discos horizontais. Podemos supor

ainda que QN é¢; é vertical na estrutura de produto (veja Figura 5.3).

\/\

SSURIREZ
T
St

Figura 5.3: A estrutura de produto em ¢é;, onde A é horizontal e 2 é vertical.
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Comecamos perturbando D de forma que fique transversal a A, o que
nao viola sua condicao de disco tensor transversal. Queremos agora tornar
D N ¢; vertical em é;, portanto consistindo de uma uniao de anéis (veja
Figura 5.4).

= 5 ¢

S,

c)

Figura 5.4: a) o disco D transversal a A em é;; b) D é feito vertical em uma
vizinhanga de uma folha L; ¢) D é colocado em posicao vertical em é;.

Escolhemos uma folha L de A N é; e, se necessario, perturbamos D
verticalmente de forma que D N L N Q = (). Consideramos uma vizinhanca
produto regular N(L) em é;. Por uma isotopia com suporte em N(L)
preservando a estrutura de produto de N(L), podemos tornar D vertical
em uma vizinhan¢a produto menor N'(L) C N(L). Agora expandimos
D N N'(L) verticalmente, de forma a preencher toda a alca é;, levando o

complemento DN (é;—N'(L)) para fora de ¢é;. Fazemos aqui dois comentarios:

1. a escolha da folha L. C A Né¢; é arbitraria a nao ser na al¢a contendo
0D, onde L deve ser a folha contendo 0D;

2. as isotopias realizadas foram todas verticais, portanto nao alteram

D e (Q,v), preservando tensao transversal.

Temos, entao, D N (Ué;) uma uniao de anéis laminados por circulos,
esses anéis contendo todo D N A. Além disso DNé; NQ = 0.

Nossa meta é ter D Neé; = 0D, portanto D N A = 9dD. Conforme
esbocamos no inicio da prova, isso serd alcancado por cirurgias que simpli-

ficarao D N é;. Essas cirurgias serao descritas abaixo no Processo 1.

— Processo 1

O complemento D — ¢é; deve ter como componente algum disco D'

uma curva de 9(D N ¢;) mais ao interior em D deve bordar um disco,
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que interceptaria €; somente se fosse uma componente de D N é¢;, que
consiste apenas de anéis (veja Figura 5.5). Aumentamos D' C D de
forma que D'NA = 0D'" C L', onde L' é uma folha de bordo de
A. Segue que 9D’ borda um disco A" C L'. Comparamos v(D') com
v(A).

Se v(D') < v(A’) entao D' é um disco tensor transversal e D' N A =

0D', provando o lema nesse caso.

Suponhamos, entao, que v(D') > v(A’). Nesse caso, consideramos
a C D cobordando com 90D’ uma componente A de D N é; (veja
Figura 5.5).

Figura 5.5: A intersecao D N é; em D.

Da mesma forma que argumentamos para 0D’, notamos que « borda
um disco D" C D' e um disco A" paralelo a uma folha de ANé¢;. Como
ANQ =0, concluimos que v(D") = v(D') e v(A") = v(A'), donde

v(D") > v(A"). (5-1)

Seja F' = D — D". Redefinimos D para ser a uniao do anel F' com A"
(grosseiramente, estamos substituindo D" por A”). Depois suavizamos
as quinas e puxamos A” C D um pouco para fora de é;. Essa cirurgia
reduz o nimero de componentes de D N (|, ) e, pela desigualdade

(5-1), preserva tensao transversal.

Agora notamos que F' e A” C D sao ambos mergulhados. Mas é
possivel que FNA" # (), em cujo caso D sera somente um disco tensor
transversal imerso. Descrevermos a seguir o processo que modifica D

de forma a conseguirmos um megulho.
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— Processo 2

Pela construcado D = F U A", onde o anel F' e o disco A” sao
mergulhados. O conjunto singular S de D estd contido em F' N A”.
Como 0D é mergulhado, conclui-se que S consiste de curvas fechadas.
Além disso, S N OA"” = ) (pois D é mergulhado em uma vizinhanga
de OA"), portanto cada curva de S = FNA"é fechada, tanto em A"
quanto em F'. Consideremos uma curva  C S. Segue que § C A"
borda um disco D; C A” e f C F borda um disco D, C D. Ha dois
casos a serem considerados (Figura 5.6), quando Dy C F' (caso (3 nao

seja essencial em F'), ou quando A” C D, (caso [ seja essencial em

Figura 5.6: As duas possiveis posicoes relativas de Dy, Ds.

Se Dy C F redefinimos D trocando D; com D,, entao afastando-os e
suavizando as quinas (veja Figura 5.7). Isso elimina a curva 3 de S,
reduzindo o niimero de componentes de S. Como D nao muda longe
de 8, v(D) nao se altera, preservando a tensao transversal de D. Além
disso, a cirurgia nao introduz interse¢oes de D com A (pois f C A" e

A" N A = (), preservando o progresso conseguido pelo Processo 1.
X X — M

Figura 5.7: A cirurgia para simplificar o conjunto singular de D em ambos os
Casos.
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Se A" C Dy entao D; C Dy e substituimos Dy por Dy, eliminando
Dy — Dy (e entdo suavizando as quinas, veja Figura 5.7). Assim como
para a outra cirurgia, essa reduz o nimero de componentes de S
e nao introduz intersecoes com A. Novamente, tensao transversal é
preservada: a cirurgia pode até mesmo reduzir v(D), pois Dy — Dy é

eliminada.

Em todo caso, reduzimos o niimero de componentes de S sem perder

as propriedades desejadas de D.

Alternando o Processo 1 com o Processo 2 acabaremos com um disco

tensor transversal mergulhado, cujo interior nao interseptara A. O

Observagao. As cirurgias descritas no Processo 2 da demonstracao do
Lema 5.5 sao padrao, conhecidas como “double curve surgeries”. Elas sao

relevantes na demonstracao do Teorema do Laco.

Outra propriedade especial do disco tensor transversal do Exemplo 5.1
é que seu bordo estd contido em H; — Hy. Em geral um disco tensor
transversal ndo terd essa propriedade (e.g. Exemplo 5.3). O préximo lema

mostra que ela pode ser suposta sem perda de generalidade.

Lema 5.6. Se A for transversalmente frouza entdo existe um disco tensor
transversal no complemento de A cujo bordo estd contido no bordo de algum
H,.

Demonstracao. Usando o Lema 5.5, obtemos um disco tensor transversal D
no complemento de A. Tal disco estd contido em algum H,,. Seja L a folha de
AN H, contendo 0D. Segue que dD borda um disco A C L. Consideremos
o anel A = L — A (Figura 5.8). O disco D’ desejado serd, essencialmente,
DU A.

~

Figura 5.8: A curva 9D separa um disco de um anel em L.

Para obter D’ conduzimos a seguinte construcao: depois de fazer D
transversal a L, consideramos uma vizinhancga regular N(L) ~ L x I de L.
Identificamos L com L x {1/2} e supomos que D N L x {0} = (). Como
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fizemos na demonstragdo do Lema 5.5, podemos supor que D N N(L) e
QN N(L) sao verticais (veja Figura 5.9).

v e

Figura 5.9: A construcao de D'.

Transladamos A C L x {1/2} ao longo do produto, até A" = A x {1}.

Finalmente construimos
- 1
D'=(D-N(L)uAd'u ((8L) X {5, 1]) ,

tomando o cuidado de suavizar as quinas. Afastamos levemente D' de
dH,, mantendo dD' fixado, de forma que D' N dH, = OD'. E facil de se
verificar que D' é tensor transversal, pois a interse¢ao ponderada com (2, v)
é aumentada na mesma quantidade v(A) tanto no lado do disco quanto no

lado da folha. As outras propriedaeds sao claras pela construcao. O

Exemplo 5.7. No Exemplo 5.3 o bordo do disco tensor transversal nao

estava em 0H;. A Figura 5.10 mostra como o Lema 5.5 modifica o disco.

H,

Figura 5.10: Um disco tensor transversal D com 0D C 0H;.

Um inconveniente de se lidar com discos tensores transversais é
que eles sao definidos em termos da sua intersecao com a laminacao

unidimensional, que é construida de um processo infinito. A definicao de
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disco tensor com respeito a Hy, que daremos abaixo, serda uma versao finita
de disco tensor transversal. Antes disso, porém, precisaremos da seguinte
construcao: consideramos a estrutura de alcas em Hy e a transposta M = AT
da matriz de incidéncia A = A(A). Se 1; = v(FE;), onde E; € £ é um
disco do sistema em Hj e v é a medida transversal em (), entao o vetor
v=_(in,...,0p) é um autovetor de M. Usaremos » para dar um sistema de
pesos para Hy i.e., o par (Hp, 7). Se T é uma superficie interceptando H

em discos duais as 1-alcas ¢; de Hy definimos:

Te(Hy,0)= > |TNnél iy
1<i<m
onde |T'N é;| é o nimero de discos de T'N Hy duais a 1-alga é;. Notemos

que, com essa definicao,
T e (Hy,v)=T e (Q,v). (5-2)

Observagao. A igualdade 5-2 acima justifica a escolha da notagao * e (x, x).

Defini¢ao 5.8. Seja (D,0D) — (H,, A) um disco mergulhado intercep-
tando Hy em suas 1-algas e considere A C f"(E) o disco bordado por 0D
no disco f™(E) (onde E C £ é um disco dual a uma 1-alga de Hy). Dizemos

que D ¢é disco tensor com respeito a Hy se
Doe (H(), ZA/) < Ae (HO; ﬁ)

Como para discos tensores transversais, dizemos que D esta no complemento
de A se DNA = 0D e A é dito tensa com respeito a Hy se nao existir discos

tensores com respeito a H,

Observagao. Faz sentido considerar D e (Hy, /) pelas hipdteses em D N H.
Similarmente, A o (Hy, ) faz sentido pois f™(FE) intersepta H, em discos
duais as 1-alcas de Hy e 0A = 0D nao intersepta Hy, donde A intersepta
Hy em discos duais as 1-alcas.

Pela igualdade 5-2 é imediato que um disco tensor com respeito a Hy é
tensor transversal. E claro também que um nulégono é um disco tensor com
respeito a Hy, donde a propriedade de ser tensa com respeito a Hy ainda é
mais forte do que a propriedade de incompressibiliade.

Notamos também que os discos tensores transversais dos Exemplos

5.1 e 5.3 eram tensores com respeito a Hy.

Nao perdemos generalidade por considerar essa versao relativa:
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Lema 5.9. Se existe disco tensor transversal entao existe disco tensor com

respeito a H.

Demonstragao. Consideremos a estrutura de algas A(E) de H,. E facil ver
que, para n suficientemente grande, f™(D) nao intercepta as 0-algas de
Hy, caso contrdrio D interceptaria o conjunto singular de w(f2). Supomos,
portanto, que n é grande o suficiente para que f™(D) intercepte Hy somente
em suas l-alcas. Consideremos agora a folheacao natural por intervalos
St x I das l-alcas de Hy. Afirmamos que, para n suficientemente grande,
f™(D) é transversal as fibras dessa folheagao: caso contrdrio, como D
é compacto, D teria um ponto tangente a w(2). Vemos, portanto, que
f™(D) N Hy consiste de discos transversais as fibras das 1-algas, portanto
paralelos a discos duais. Agora é simples alterar f"(D) (somente em uma
vizinhanga de f"(D)N Hy) por uma isotopia preservando |f™(D)Né;| (para
toda alga é;) e de forma que f™(D)NH, consista de discos duais. Tal isotopia
nao altera f"(D) e (€2, v) donde, pela igualdade 5-2, verificamos que f"(D)

é, de fato, disco tensor com respeito a H,. O

Observacgao. E claro que se A for transversalmente tensa entao é tensa com
respeito a Hy. Acima mostramos que se nao for transversalmente tensa entao

nao é tensa com respeito a H,, donde provamos:

Lema 5.10. A laminacao € transversalmente tensa se e somente se for tensa

com respeito a H.

O lema principal que relaciona tensao transversal com minimalidade

de )\ é o seguinte.

Lema 5.11. Se existir um disco D C Hy tensor com respeito a Hy no

complemento de A tal que 0D C OHy entdo A ndo é minimal.

Observacao. O Exemplo 5.1 mostra um caso particular do lema. A demon-

stracao seguird, essencialmente, o mesmo argumento dado no exemplo.

Demonstragao. Seja (Hy, ) um sistema de pesos para Hy, onde lembramos
que U = (i1, ..., ) é um autovetor da matriz M = (m;;) = [A(A)]”. Entao
o sistema de pesos em H; induzido por f é (Hy, A\P). Como 0D C Hy N A
entdao 0D = OF; , onde E; = f(E;,) C £'(A) é um disco dual a uma 1-al¢a

de H;. Como D é tensor com respeito a Hy,
D e (Hy,0) < E} e (Ho,0) = \j,.

Mas D N H, consiste de discos duais as 1-alcas de H,, donde podemos

substituir £; por D sem modificar a estrutura de algas. Seja M' = (m};) a
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/

: o b
nova matriz de incidéncia. Segue que m;; = m;; se i # ip € m;;

= Mig; +dj,

onde d; € Z satisfaz a seguinte desigualdade:

Z djl)j < 0.

1<j<k
Se M' for irredutivel entao para i # i,
(M'D); = (MD); = Ao,
mas, para a linha

(M'D)iy = (MD)iy + Y djDy < Ay,

1<j<k

donde, pela Proposicao 2.23,
N =AM < A,

completando a prova nesse caso.
Se M’ for redutivel entao, talvez permutando os indices, M’ pode ser

escrita na seguinte forma:

M' =

onde, para algum 1 < r < k-1, Bér xr, C ér x (k—r), 0é
a matriz nula (k —r) x r e M" é irredutivel de dimensao (k — r). Do
sistema de discos original £ = {F, ..., Ex} obtemos um sistema irredutivel
E" = {FE.1,..., Ex} por uma colapso (ver Se¢ao 2.7). A transposta da
matriz de incidéncia A(E") desse sistema ¢é exatamente M". Vamos mostrar
que, também nesse caso, A(M") < A(M).

Como M é irredutivel, existem r +1 < iy < ke 1l < j5; < r tais
que m;,;, > 0. Seja U o vetor de dimensdo k — r definido por U = Vitrs
1<i<k—r (isto é ¥ consiste das dltimas k — r coordenadas de 7).

Segue que, para i # ig — 1, i, — T,

(M"0); < (MD)igr = Aipr = M0
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e, para it =14, — r
(M"D)iy—r < (MD);, — (mijo)) 0y < (MD);, = Ay, = Ay

Se 1 < ip < r entao segue que A" = A(M") < A, provando o lema também
nesse caso.
Se r+ 1 < iy < k entao, além das desigualdades acima temos, para

i:io—T,

(Mﬂﬁ)io—r = Z (mgoj)ﬁj < Z (mgoj)ﬁj = (M,ﬁ)io < Ay = )‘laio—rv

r+1<j<k 1<j<k

donde, também nesse caso, " < ), completando a demonstracao do

lema. ]

Exemplo 5.12. Voltamos ao Exemplo 5.3, com estrutura A em Hj, e
lembramos que a laminacao era transversalmente frouxa e que havia um
disco tensor com respeito a Hy em H;. De acordo com o Lema 5.11 acima
A(A) nao pode ser minimal. De fato, se realizamos a isotopia descrita pelo
lema vemos que a posicao de Hy em H; mudara da forma representada na
Figura 5.11.

Figura 5.11: Apés realizar a isotopia.

Verificamos que a nova matriz de incidéncia é

M(A) =

— = N W
o O = =
L
e =)

cujo autovalor é A\(A) = 4.542 com precisdo de até trés casas decimais,
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mostrando que o representate antigo nao tinha fator de crescimento mini-

mal.

Identificaremos condigoes suficientes para a minimalidade do fator de
crescimento implicar tensao transversal na Proposicao 5.14. Precisaremos

do seguinte lema técnico em sua demonstracao.

Lema 5.13. Se A goza da propriedade de incompressibilidade e admite um
disco tensor com respeito a Hy em H,, entdo hd um tal disco D gozando das

sequintes propriedades:
1. D estd no complemento de A;
2. 0D C 0H,;
3. DN H,_ consiste de discos essenciais.

Demonstracdo. A demonstracdo do Lema 5.5 funciona exatamente da
mesma forma para discos tensor com respeito a Hy, donde podemos supor
que tal disco estd no complemento de A. O truque utilizado no Lema 5.6
também funciona aqui, logo podemos supor que o disco D tem as pro-
priedade 1 e 2 acima. O que realmente precisamos de provar é que ele pode
ser escolhido gozando da propriedade 3.

Perturbamos D de forma que fique transversal a 0H,,_;. A intersecao
DN H,_; consiste de superficies planares. Queremos modificar D de forma
que D N H,_; consista de discos essenciais. Uma forma natural de fazeé-
lo seria comprimir componentes compressiveis de D N H,, | mas, como tal
compressao seria realizada em H,, 1, poderia introduzir intersecoes com Hy,
aumentando D e (Hy, 7). Nesse caso seria dificil controlar se D continuaria
sendo tensor com respeito a Hy ou nao. Preferimos, portanto, realizar as
cirurgias em H, — [—o[n,l, que nao estarao sujeitas a esse problema.

Comcaremos observando propriedades relativamente gerais. Seja C' a
componente de Hj—\/\ que contém D (lembramos que D satisfaz a condigao
1 do enunciado). Lembrando que as componentes de H,:\—A sao bolas,
é facil ver que O0H,,_; N C é uma superficie planar totalmente compressivel
em H,_1 N C, no sentido em que toda curva simples fechada borda um
disco em H, 1 N C. Segue, portanto, que dH, ; N C é incompressivel em
C — H, ,:se A for um disco compressor entao A separa uma componente
S de OH,,_1NC em duas superficies Sy, Sy (pois 0H,,_;NC é planar). Como
0A C S é essencial, separa duas componentes 7, C Sy, 72 C S de 0S. Mas
OA C S C 0H, 1 NnC borda um disco A" em H, ;N C (pois H, 1NC

consiste de bolas). Segue que AU A’ C C é uma esfera mergulhada, donde
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separa C' em uma bola C; C C e seu complemento C5, que contém 0C
(lembramos que C' é uma bola). Mas (A U A’) NS = OA consiste de uma
unica componente, donde uma das Sy, S esta contida em C' e a outra em
Cs. Segue que uma das componentes de bordo vy, 7, esta contida em C'; e a
outra em Cy. Mas 95 C 9C C 9C5y, donde 71, 7o C 0C5, uma contradicao.
Portanto nao existe disco compressor A, donde 0H,,_; N C é incompressivel
em C' — I—OIn_l.

Agora notamos que, como D satisfaz a propriedade 2 do enunciado,
DN (0H,_1 NC) consiste de curvas simples fechadas. Segue, portanto, que
DN (C — H,_,) contém exatamente uma componente S tal que 9D C 95S.
As outras componentes de S estao contidas em 0H,,_; NC. Se S’ for outra
componente de D N (C' — I—ofn,l) entao 0S5’ C (0H, 1 NC).

Agora descreveremos as operagoes que modificarao o disco D até que
satisfaca as condicoes desejadas. Deve-se notar que todas essas operagoes
serao realizadas no interior de C', donde nao introduzirao intersecoes com A
ou alterando a intersecao com 0H,, preservando as propriedades 1 e 2 do

enunciado, estas ja satisfeitas.

— Processo 1

Seja v uma componente de D N (0H,_; N C') mais ao interior em
0H, 1NC.Se~vy C (0H, 1 NC) nao for essencial entdo vy borda um
disco A C (0H,_1 N C). Mas v também borda um disco A" C D.
Alteramos, entao, D por uma isotopia levando A’ a A (e indo um

pouco além) e depois suavizamos as quinas.

Como AN Hy = () essa operacao nao introduz interse¢oes com Hy, logo
nao aumenta D e (Hy, V), donde D continua sendo tensor. E claro, também,
que reduz |D N (0H, 1 N C)| donde, ap6s um nimero finito de operagoes
desse tipo, podemos supor que D N (0H, 1 N C) consiste apenas de curvas
essenciais em 0H,,_y N C.

Considere F' uma componente de D N (C' — H,_y). Se F' for um disco
entdo OF C (0H, 1 N () é uma curva essencial. Segue, portanto, que F' é
disco compressor para 0H,_1NC em C—IEIn_l, uma contradi¢ao. Concluimos
que F' nao pode ser um disco.

Se 7 for uma componente de D N (0H,,_; N ('), agora mais ao interior
em D, borda um disco A C D. Pelo pardgrafo acima, A ¢ (C' — I;Tn,l),
donde A C (H,_; N C). Concluimos que, se todas as componentes de

DN (0H,,_1NC') forem mais ao interior em D, entao a demonstra¢ao termina.
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Se houver alguma curva em D N JH, | que nao estd mais ao interior
em D, vamos supor que D N (C' — H,,_1) é incompressivel em (C' — H,, 1)

usando o seguinte processo.

— Processo 2

Se DN (C — H,_,) for compressivel, consideramos A um disco
compressor. Como 0A C D, existe disco A’ C D tal que A" = 0A.

Modificamos D trocando A’ por A (e suavizando as quinas).

Notamos que:

1. tal cirurgia ndo aumenta D e (Hy, 7): de fato, como A C H,, — [;Tn,l,

2. tal cirurgia reduz |D N (0H, 1 N C)|: de fato, A’ N (0H, 1 NC) # 0
pois A’ é essencial em DN (C' — H,_;). Como AN (0H,_1 NC) = 0,
segue que a cirurgia reduz |D N (0H,_1 N C)|.

Pelas observacgoes acima, combinando os processos 1 e 2 podemos supor
que DN (0H,_1 N C) é essencial em dH,_, N C e que DN (C — Hy_y) é
incompressivel em C' — [;Tn,l.

O passo seguinte serd mostrar que também podemos supor que D N
(C' — H,_y) é conexo, logo D N (0H,_ N C) consistindo somente de curvas
mais ao interior em D donde, conforme ja foi argumentado, satisfazendo a

condicao 3 do enunciado.

— Processo 3

Suponha que D N (C — H,_1) nio é conexo. Entdo contém uma
componente S’ tal que 9S" C (0H, 1 N C). Agora consideramos S’

em H, — H,_;. Notamos que S’, por ser incompressivel em C' — H,,_,

¢ incompressivel em H, — On_lz caso contrario, seja A um disco
compressor (em H, — ﬁn,l). Se ANA #(, como AN (H, — [—0[“,1)
é incompresivel (em H, — On,l), podemos simplificar A N A até

termos AN A = (0. Mas A C C donde A C C, sendo um disco
compressor para S’ em C' — ﬁn,l, uma contradicao, provando que S’

é incompressivel em H, — H, ;.

Mas H,, — I—ofn,l tem estrutura de produto (H,, — [—o[n,l) ~0H,_ ; x 1.
E um fato bem conhecido que uma superficie incompressivel S’ em
um tal produto, com 9S" C 90H, 1 x {0} é paralela ao bordo, i.e.,
existe S C 0H,,_; com 0S" = 95" e S” U S" bordando um produto
P~ 8" x1I, 8 x{1} identificado com S’ e S' x {0} C dH,_;. E facil
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ver que PNA = (): caso contrério, seja L uma folha de AN (H, —[;Tn,l)
tal que LN P # 0. Como S'C D e DNA =0, segue que S' N L = 0.
Mas S’ separa P de 0H, e, por outro lado, 0L N 0H, # 0, donde
LN S"# ), uma contradi¢ao, provando que PN A = (. Como S" C P

esta contido em C', temos P C C'.

E claro que S" C DN P. Se DN P contiver outras componentes, con-
sideramos F' alguma dessas que seja mais baira, no seguinte sentido:
todas as componentes de DNP C Dﬂ(C—ﬁn,l) sao incompressiveis e,
pelo mesmo argumento utilizado para S’, sao paralelas a 0H,_; N C.
Escolhemos F' de forma que o respectivo produto Pr nao contenha

nenhuma outra componente de D N (C' — H,_,).

Assim, F' é paralela a F' C (0H,—; NC). Modificamos D substituindo
F C D por F’, puxando F’ levemente para o interior de H,, 1 N C' (e

suavizando as quinas).

Pela escolha de F' temos que D continua sendo um mergulho. E claro
também que D e (Hy, ) ndo muda e que a operacao reduz |[DN(0H,_1NC)|.

Mostramos, entao, que uma combinacao finita dos processos 1, 2 e
3 resulta em um disco D tal que D N 9dH, 1 = DN (0H, 1 N C) como
uma uniao de curvas simples fechadas essenciais em 0H,_; e tal que
Dn(H, — ﬁn,l) =Dn(C - [—0[“,1) é conexo. Conforme ja argumetamos,
tal disco goza das propriedades 1, 2 e 3 do enunciado, completando a

demonstracao. O

Observacgao. Todas as operacoes descritas na demonstragao do lema, dado

que C' é irredutivel, podem ser realizadas por isotopia.

Demonstraremos a Conjectura 5.4 sob as seguintes condigoes.

Proposigao 5.14. Se A(E) de um automorfismo genérico for minimal e

todas as 0-algcas tiverem valéncia 2 ou 3 entdo A € transversalmente tensa.

Demonstracao. A idéia da demonstracao é a seguinte: se A nao for transver-
salmente tensa entao existe um disco D tensor com respeito a Hj. Entre
todos tais discos D vamos escolher algum contido no menor H,, possivel.
Vamos mostrar que tal disco esta contido em H; e aplicar o Lema 5.11 para
reduzir A\, uma contradicao.

Comecamos, entao, supondo que A nao é transversalmente tensa, e
usando os Lemas 5.9, 5.13 para obter um disco tensor com respeito a H,

que esteja

1. no complemento de A,
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2. contido em algum H,, com 0D C 0H, e
3. DN H,_; consistindo de discos essenciais.

Escolhemos D, entre tais discos, com altura minima: D estd contido em um
H, que tem a propriedade de estar contido em qualquer H,  que contenha
um tal disco.

Se n =1 aplicamos o Lema 5.11, reduzindo A, uma contradicao.

Se n > 2 consideramos D N H,_1, que consiste de discos essenciais em
H,_,. Se um tal disco D' estiver contido em uma l-al¢a de H,_; entao é
imediato que é paralelo a um disco dual. Se D’ interceptar uma 0-alca de
H,_, entao, dado que a alca tem valéncia menor que ou igual a 3, D' também
é paralelo a um disco dual a uma 1-alca. Mostramos que D N H,,_; consiste
de discos paralelos aos discos E{”_1 duais as 1-algas de H,, ; (embora talvez
nao sejam exatamente discos duais).

Seja D' um tal disco, paralelo ao disco dual E!" '. Como D' C D, que
intercepta Hy em discos duais as suas 1-alcas, D' N Hy também consiste de

discos duais de Hy, donde podemos considerar D" e (Hy, 7). Se
D' e (Hy, ) > E"' o (Hy, i) (5-3)

para todos os discos D' C D N H,_;, entao podemos alterar D por uma
isotopia de forma que cada D’ seja levado ao respectivo disco dual. Essa
operagdo nao aumenta D e (Hy, ) (potencialmente reduz, no caso da
desigualdade ser estrita para algum D’), logo D continua sendo um disco
tensor com respeito a Hy. Agora Ei"_1 o (Hy,») = \""'; é exatamente o
peso E" ! e (Q,v) na i-ésima l-alca de H, ;. Se aplicamos f™"*' a D e
E;7" ! a desigualdade
f YD) o (Hy,0) > E' e (Hy, 1),
é obtida de 5-3 pela multiplicacao de ambos os lados por um fator de A "*!,
provando que f~"TY(D) C H; é tensor com respeito a Hy. Isso contradiz a
hipétese n > 2.
Se
D' e (Hy,v) < EM " e(Hy, D)

para algum D' C DN H, ; entdao, modificando D’ por uma isotopia somente
em uma vizinhanca regular de 0H,,_; (portanto nao alterando D'e (H,, 1)),
podemos supor que dD' = AE! '. Assim D' C H, ; se torna um disco

tensor com respeito a Hy no complemento de A e com 9D' C 90H,,_;. Pelo
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Lema 5.13 podemos supor ainda que D N H, - consiste somente de discos
essenciais, contradizendo altura minimal na escolha de D.

Portanto A é transversalmente tensa. O

Corolario 5.15. Seja f: H — H um automorfismo genérico de um cubo
com al¢as de género 2. Se A(E) for minimal entao A(E) € transversalmente

tensa.

Demonstracao. Consideremos a estrutura de alcas £ para H. Se toda 0-alca
tiver valéncia 2 ou 3 entao aplicamos a Proposicao 5.14, demonstrando o
coroldrio. Se nao, como H tem género 2, entao A tem somente uma 0-alca
com valéncia 4 e as outras (possivelmente nenhuma) tém valéncia 2. Nesse
caso a idéia da demonstracao é bem representada no quadro unidimensional:
consideramos o grafo I' = ['(£), que terd um vértice com valéncia 4.
Utilizando a fungao altura em H; — Hy, temos os grafos I'; duais a f(£)N Hy.
Ao subirmos nos niveis ¢ da funcao altura, I'; muda por dobras. A primeira
dobra devera ocorrer no vértice de valéncia 4 (dobras em vértices de valéncia
2 nao ocorrem por incompressibilidade). Gostariamos de argumentar que
a dobra elimina o vértice de valéncia 4 introduzindo dois de valéncia 3,
reduzindo o problema ao caso anterior. Mas pode ser o caso de que a dobra
ocorra ao longo de um laco fechado, quando trocaria um vértice de valéncia
4 por outro. Esse probelma pode ser solucionado por subdivisao das arestas
de I (i.e., introduzindo vértices de valéncia 2).

Daremos a demonstracao mais detalhada (e precisa) no quadro bidi-
mensional.

A condicao de que uma 0-alca tenha valéncia 4 implica, em género 2,
que &£ consiste de apenas duas classes de isotopia de discos. Queremos que
cada uma dessas classes contenha ao menos dois discos de £ (no quadro dual
isso significa que queremos que todo lasso em I" localmente mergulhado passe
por ao menos um vértice de valéncia 2). Isso pode ser facilmente conseguido
por uma sequéncia de subdivisoes.

Pelo Teorema 2.28 f(£) — Hy é incompressivel em H — Hy. Temos,
entao, uma funcao altura em H; — ffg, com respeito a qual podemos supor
que f(&) estd em posicao de Morse tendo somente selas como pontos criticos,
estes em alturas distintas (vide [40] e Proposicao 2.36). Seja ¢ entre os dois
primeiros valores criticos. Entao & = H;N f(£) é um sistema de discos para

H, tal que

L (A(&), (&) = (A(E), u(€)),

2. (&), v(&)) = (E),v(E)) e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716035/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9716035/CA

Automorfismos genéricos de cubos com alcas 128

3. ME) = AE).

Afirmamos que & contém trés classes de isotopia de discos distintas.
Para ver esse fato, identificamos H; com H, pela estrutura de produto e
notamos que & é obtida de f(£)N Hy trocando dois discos por outro obtido
pela soma conexa dos seus bordos (uma “band sum”). Essa soma conexa
deve ser realizada ao longo de um arco no complemento dos discos, uma 0-
alca. Se tal 0-alga tivesse valéncia 2 entao a soma conexa uniria dois discos
paralelos, contradizendo incompressibilidade em H; — I—OIO. Logo o arco deve
estar contido na 0-alca com valéncia 4. Mas a soma conexa dos bordos
de dois disco em uma 0-alca com valéncia maior que 3 produz um disco
em uma nova classe de istopia. Finalmente, como escolhemos £ tendo ao
menos dois discos em cada classe de isotopia, segue que uma inica soma
conexa preserva ao menos um disco em cada classe original. Isso prova que
&, tem trés classes de discos distintas, portanto suas respectivas 0-alcas tém
valéncia 3 ou 2. Isso demonstra que A(&;) é transversalmente tensa entao,

portanto, esse também é o caso de A(E). O

Observagao. Na demonstracao, comecamos dando uma idéia do argumento
no quadro unidimensional e seguimos com uma versao mais detalhada no
quadro bidimensional. H4 um outro ponto de vista informativo: se o leitor
estiver familiarizado como espago de discos de H (veja a observacao apos a
Proposigao 2.36), a idéia da prova é bem simples, conforme esbocaremos a
seguir. O espaco de discos projetivisado PD(H) de um cubo com alcas H
de género 2 tem dimensao 3. Como A N H; determina um sistema completo
de discos para qualquer valor ¢t que nao seja critico (Proposition 2.36), tal
sistema contém ao menos duas classes de isotopia de discos. Isso significa
que o caminho em PD(H) correspondendo a A nunca passa pelo 0-esqueleto
de PD(H). Mas tal caminho nao pode ficar restrito a um tnico 1-simplexo.
Deve, portanto, interceptar o interior de algum 2-simplexo de PD(H), o
que corresponde a trés classes distintas de discos. O argumento e finalizado

como na demonstracao acima.

5.2
Comparacao de fatores de crescimento.

Em [40] se pergunta se existe alguma relagao entre o fator de cresci-
mento minimo \,,;, de um automorfismo genérico f: H — H e o fator de

crescimento Ay do automorfismo pseudo-Anosov df = f|sy. Nessa se¢ao
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mostramos que tensao transversal implica que \,,;, < Ay, respondendo par-
cialmente a pergunta.

Como ja fizemos anteriormente vamos privilegiar f~! em vez de f.
Aqui também isso serd natural: tensao transversal é realizada minimizando
a intersecao de A com a laminagao unidimensional (2, v), que é aproximada
por (f*”(HO), )\*”19). E relevante também mencionar que o fator de cresci-
mento de 9f~! é igual ao de Jf. Seja entdao g = f~!, que é um automorfismo
contrator. Segue que [, g"(Hp) determina © = w(Q2).

Seja' =T'(.A) o grafo associado & estrutura de al¢as de H. Comegamos

com um lema de valor totalmente técnico mas natural.

Lema 5.16. Seja N(OH) C H wma vizinhancga produto regular do bordo

OH. Existe uma isotopia ambiente levando I' a um grafo horizontal G C

N(0H).

Demonstracao. Consideremos a estrutura de alcas de Hy. Separamos cada
0-alca V em dois usando um disco Dy, propriamente mergulhado em 1%
contendo I'NV. Pedimos ainda que Dy também separe os discos de AV onde
as 1l-algas sao adicionadas em dois (é claro que tal disco existe). Daremos
uma estrutura de produto V ~ D, x [—1, 1] identificando Dy, com Dy, x {0}.
Denotaremos as metades de V separadas por Dy, por V, = Dy x [0,1] e
V_ =Dy x [-1,0].

Faremos construcao similar em cada 1-alca, buscando extender a
decomposicao das 0-alcas. Seja é uma 1l-alga, ligando as 0-alcas VeV
(nao necessariamente distintas). Vamos escolher uma faixa by ~ I x [
propriamente mergulhada em é contendo I' N é. Pedimos também que
be NV = Dy N e e que essa intersecao bs N Dy seja suave. Dando um
estrutura de produto é ~ b; x [—1,1], pedimos, ainda, que as fibras dos
produtos coincidam em é NV e preservem a orientacio do intervalo, i.e.
é, = é x [0,1] intercepta ¢ NV em V, e, similarmente, é_ = é x [—1, 0]
intercepta € N V em V_. Isso claramente pode ser realizado torcendo uma

faixa padrao em é (veja Figura 5.12).

59

\

/
=
- S

Figura 5.12: A faixa b; chegando sendo colada aos discos Dy,.

/TN
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Seja S a unido de todas essas superficies Dy, e b;. Entao I' C §
e a estrutura de produto nas alcas determina uma estrutura de produto
Hy ~ S x I. Podemos estender esse produto, um pouco além de H, na
dire¢do vertical, obtendo S x I' (onde I C I'). Finalmente, usamos uma
isotopia ambiente com suporte em S x I' para levar I verticalmente a um
grafico I'" € 0Hy. Mantemos I'' e esquecemos o resto da construcao.

Consideramos a estrutura de produto em H — }oIO e a ajustamos
para coincidir com a estrutura de produto da vizinhanga N(0H) de 0H.
Agora, simplesmente aplicamos uma isotopia ambiente que leve 0H, em
uma superficie horizontal F' C N(0H). Segue que I’ é levado em um grafo
G CF. O

! e definimos g = g|sz. Vamos usar \y para

Lembramos que g = f~
denotar o fator de crescimento do automorfismo pseudo-Anosov dg.

Para o proximo lema, introduzimos a nocao para grafos andloga a um
sistema de pesos em H,. Dado um grafo I' C H com ¢ arestas e um vetor
w = (wy,...,w,), onde w; > 0 e algum w; > 0, temos um par (I', w), que
denominamos um grafo ponderado. O vetor w é chamado de um sistema
de pesos em I'. Dada uma superficie interceptando I' em suas arestas e

transversalmente, definimos a interse¢ao ponderada por

Se(lw)= Z IS N el - w;.

1<i<q

Se (I, w) for um grafo ponderado e h: I' — I" for um homeomorfismo, entao
h induz um sistema de pesos em I que denotaremos pelo mesmo vetor w,

determinando o grafo ponderado (I, w).

Lema 5.17. Seja D um disco propriamente mergulhado e essencial em
H. Para qualquer sistema de pesos w em I' ha uma sequéncia de grafos
ponderados n — (G™, w), isotopicos a (g™(I'), w) por uma isotopia ambiente
compativel com os sistemas de pesos, tal que a sequéncia de intersegoes

ponderadas n — D o (G™,w) cresce compardvel a \}. Mais precisamente,

D e (G",w)

—r > 0.
(Aa)"

Demonstracao. A idéia é, grosseiramente, a seguinte: puxamos I' para o
bordo e aplicamos ¢ varias vezes. As intersecoes de D com os iterados do

grafo crescerd, a longo prazo, com fator .
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Seja N(OH) uma vizinhanga regular do bordo com estrutura de
produto. Podemos alterar g somente em uma vizinhanca regular de N(0H)
de forma que g|n(m) seja o levantamento de dg para o produto.

Agora usamos uma isotopia ambiente para levar (I',w) a um grafo
ponderado (G,w) com G C F C N(0H), onde F é horizontal em N(0H)
(Lema 5.16).

O automorfismo g|p: F — F é, essencialmente, dg, portanto
abusamos da notagao e denotamos dg = ¢g|r. Seja entao 7 o “train-track”
estavel invariante por dg e N(7) uma vizinhanca fibrada de 7 que seja 0g-
invariante. Podemos modificar g por uma isotopia de forma que D intercepte
N(7) de forma eficiente e somente nas vizinhangas das arestas (“branches”).
Alteramos G por uma isotopia ambiente de forma que G C N(7): cada com-
ponente C' de F— N (1) é um disco, portanto escolhemos um ponto p € C—G
e projetamos G radialmente em N(7) (notamos que isso também pode ser
realizado por uma isotopia ambiente). Aprimoramos a posi¢cao de G em

N(7) de forma que:
1. os vértices de G estejam contidos na vizinhanca dos vértices de 7,

2. as arestas de G sejam transversais as fibras de N(7) nas vizinhancas

das arestas de 7.

Notamos que podemos nao conseguir realizar a propriedade 2 acima na
vizinhanga dos vértices (veja Figura 5.13). Mas isso nao serd nenhum
problema, pois D nao intercepta N(7) nessa vizinhanga. Mencionamos,
também, que as propriedades 1 e 2 podem ser realizadas por isotopias

ambiente.

I~

Figura 5.13: O grafo pode deixar de ser transversal as fibras de N(7) perto de
um vértice.

Agora usamos G C N (1) para dar um sistema de pesos z em 7 (como
grafo) da seguinte forma: seja «; uma fibra de N(7) transversal a uma aresta
e; de 7. O peso z; em e; serd a intersecao ponderada a; e (G, w), que estd
bem definido (no sentido em que nao depende da escolha do arco transversal

«;) pela posicao de G transversal as fibras da vizinhanca de e;.
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Pela Og-invariancia de N(7), os grafos ¢"(G) gozam das mesmas
propriedades 1 e 2 que G, donde podemos definir um sistema de pesos

n

— n n { .
" = (z},...,27) em 7 de forma andloga:

Isso nos dé um train-track ponderado (7,2™) que podemos usar para achar

a intersegao ponderada do disco fixo D com ¢"(G):
De (¢"(G),w) =D e (1,2").

Mas (7,2") = ¢g"(r, z°), implicando que z™ deve convergir, projetivamente,
para um autovetor de Perron-Frobenius da matriz de incidéncia da arestas

de 7, que tem Ay autovalor. Resumindo:

Olhando para trds na demonstracao, verificamos que (I',w) é levado a
(G, w) por uma composi¢ao de isotopias ambiente, o que, portanto, se aplica
também a (¢"(I"), w) em relagao a (¢"(G), w), completando a demonstragao.

O

Proposicao 5.18. Se f: H — H for um automorfismo genérico e A\ =

AE) > Ng entao A(E) € transversalmente frouza.

Demonstragao. Seja (T, ) o grafo associado a estrutura de algas de Hy com
o respectivo autovetor © como sistema de pesos. Se fixamos um disco F; dual

a uma l-alca de Hy entao
Eie (g"(I'),0) = \"1j. (5-4)

Mas o Lema 5.17 obtém grafos ponderados (G™, ) isot6picos a (¢™(T'), )

satisfazendo
Ei L4 (Gn, I))
—— = r>0.
(Ao)"
Como A(€) > Ay entdo
E; e (G", 1)
— 0,
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donde ha um N tal que

E;e (GN,D) N ]
e < 1. (5-5)
De (5-4) e (5-5) segue
E; e (GN,0) < E;e (g™ (D), 0). (5-6)

Usaremos a desigualdade (5-6) acima para achar um disco tensor com
respeito a Hy.

Inicialmente voltamos para a direcao expansora, considerando o au-
tomorfismo original f = g~'. Se aplicamos f" ao objetos envolvidos na
desigualdade (5-6), obtemos

FU(E) o (FY(GY), ) < [N (E;) o (T, 2). (5-7)

Agora vemos Hy como uma vizinhanca de I' e notamos que f™(E;) N Hy

consiste de discos duais as 1-alcas e que
FY(E;) o (Ho, ) = fY(E;) o (T, ). (5-8)

A situagao é similar para fV(GY): ha uma vizinhanca H' de f¥(G") cuja
estrutura de algas vindo de (fV(G"), ) herda o sistema de pesos, de onde

obtemos (H', ) satisfazendo
fYU(E:) o (H' 0) = fY(E;) o (fY(GY), D). (5-9)
Combinando (5-8) e (5-9) com (5-7) segue diretamente que:
fY(E) e (H', D) < fN(E;) o (Hp, 7). (5-10)

Lembramos agora que I' é isotopico a G donde H, é isotopico a H' por
uma isotopia ambiente. Seja h: H — H isotopico a identidade idy tal que
h(Hy) = H' e notemos que o sistema de pesos © nas 1-algas de H' determina
o mesmo par (H', ) que tinhamos anteriormente, induzido por (f(GV), D).
Agora usamos h para construir um disco tensor transversal: aplicando h~!
a fN(E;) e H', concluimos da desigualdade (5-10):

(b o fN(E;)) o (Ho, ) < fN(E;) @ (Hp, D).

Completamos a demonstracao modificando o disco D = h™! o fN(E;) por
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uma isotopia perto do bordo (portanto sem alterar sua intersegao com Hy)
de forma que D C A donde vemos, pela desigualdade acima, que D é disco

tensor com respeito a Hy. [
Corolério 5.19. Se A(E) for transversalmente tensa entdo A(E) < Ap.

Corolario 5.20. O fator de crescimento minimal de um automorfismo
genérico f: H — H de um cubo com alcas de género 2 é menor que ou

igual ao fator de crescimento do automorfismo pseudo-Anosov Of = f|an.

Demonstracdo. Usamos o Corolario 5.19 e o Corolério 5.15. 0
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