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Preliminares

Neste Cap��tulo revemos brevemente algumas de�ni�c~oes e resultados de

diferentes �areas sobre as quais fundamentamos este trabalho. Naturalmente,

estas apresenta�c~oes ser~ao superf��ciais. Em cada se�c~ao sugerimos algumas

referências, que devem ser usadas caso nossa exposi�c~ao se mostre muito

limitada.

2.1

Variedades de dimens~ao três.

Para a teoria cl�assica de variedades de dimens~ao três (ou 3-variedades)

sugerimos primeiramente [22, 19, 48] ou ent~ao [5, 36, 24]. Nessa se�c~ao

discutiremos brevemente conven�c~oes e nota�c~oes que adotaremos ao longo

da disserta�c~ao.
�E uma fato cl�assico em teoria de variedades de dimens~ao três que as

categorias diferenci�avel, PL (\piecewise linear") e topol�ogica s~ao equiva-

lentes, no sentido em que resultados em uma categoria têm an�alogo direto

na outra (ver por exemplo [22] ou [42]). Esse resultado deriva dos trabalhos

de Moise (vide [36]) e Bing (vide [5]), Munkres [38] e Whitehead [50], ainda

nos anos 60. Em geral vamos privilegiar a categoria diferenci�avel mas o

leitor deve ter em mente que, com respaldo do fato acima, nos permitiremos

violar diferenciabilidade em alguns momentos. Similarmente, podemos fazer

uso de terminologias t��picas das v�arias categorias, como vizinhan�ca regular

ou vizinhan�ca tubular, posi�c~ao geral ou transversalidade.

Assim, dado uma variedade de dimens~ao três M e uma subvariedade

A �M denotaremos por N(A) sua vizinhan�ca regular (vizinhan�ca tubular).

As variedades de dimens~ao três que consideraremos ser~ao todas ori-

ent�aveis. Superf��cies, por�em, podem ser orient�aveis ou n~ao. A n~ao ser quando

explicitamente indicado, por disco entenderemos a bola fechada de dimens~ao

dois e por bola entenderemos a bola fechada de dimens~ao 3.
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Dado um espa�co topol�ogico X qualquer (tipicamente uma variedade

ou subvariedade) entenderemos por jXj o n�umero de componentes conexas

por caminhos de X. Denotaremos por �X o interior de X e por X seu fecho.

Uma 3-variedade M �e dita irredut��vel se toda esfera S2 ! M mergu-

lhada for o bordo de uma bola de dimens~ao três em M .

Seja S uma superf��cie compacta e M uma 3-variedade. Dizemos que

S est�a propriamente mergulhada em M se existir um mergulho ' : S ! M

tal que '�1(@M) = @S e ' seja transversal �a @M . Se S n~ao for compacta

pedimos tamb�em que '�1(K) � S seja compacto para qualquer compacto

K � M . Representaremos um tal mergulho pr�oprio por ' : (S; @S) !

(M; @M) e, nessas condi�c~oes, podemos identi�car S com '(S). Em verdade,

ser�a comum identi�car uma superf��cie ou curva com sua imagem por um

mergulho ou imers~ao em uma 3-variedade M .

Seja S � M uma superf��cie propriamente mergulhada em uma

variedade orient�avel M =M3. Dizemos que S tem dois lados se seu �brado

normal for trivial. Se S � @M for orient�avel ent~ao S sempre tem dois lados.

Observa�c~ao. Em uma variedade orient�avel uma superf��cie mergulhada tem

dois lados se e somente se �e orient�avel.

Diremos que uma superf��cie mergulhada S � M �e paralela ao bordo

(ou bordo-paralela ou mesmo @-paralela) se

{ S � @M ou

{ S for propriamente mergulhada e existir S � I !M tal que

1. S � I !M seja um mergulho no interior de S � I,

2. S � f0g = S seja um mergulho,

3. S � f1g [ (@S � I) � @M seja um mergulho.

Um disco propriamente mergulhado �e dito essencial se n~ao for paralelo

ao bordo.

Suponhamos que M seja irredut��vel e seja S uma superf��cie propria-

mente mergulhada em M com dois lados. Diremos que S �e compress��vel se

algum dos seguintes for verdade:

1. S for uma esfera S2,

2. se S for um disco bordo-paralelo ou

3. se existir um disco D �M tal que @D � S n~ao �e contr�atil em S.
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Se S n~ao for compress��vel ent~ao �e dita incompress��vel. Um disco D como em

3 acima �e dito um disco compressor. Um disco mergulhado com @D � @S

�e dito um candidato a disco compressor.

Observa�c~ao. Alertamos o leitor quanto �a hip�otese de que M �e irredut��vel e

que S tem dois lados na de�ni�c~ao acima. Em geral a literatura apresenta

de�ni�c~oes mais gerais de compressibilidade e incompressibilidade. No caso

de M ser irredut��vel e de S ter dois lados geralmente essas de�ni�c~oes

coincidem com a que demos acima [22, 19, 24]. Dado que as 3-variedades

que consideraremos ser~ao irredut��veis e orient�aveis e que as superf��cies ser~ao

tipicamente orient�aveis, optamos por nossa vers~ao em nome da simplicidade.

Por exemplo, um disco propriamente mergulhado em M �e essencial se

e somente se for um disco compressor de @M .

O seguinte teorema d�a uma caracteriza�c~ao de superf��cies incom-

press��veis a partir da inclus~ao de seu grupo fundamental na variedade am-

biente:

Teorema 2.1. Uma superf��cie conexa S � M com dois lados, S 6= D2, S2

�e incompress��vel se e somente se a inclus~ao �1(S) ! �1(M) for injetora.

Se S = D2 ent~ao S �e incompress��vel se e somente se S n~ao for @-paralela.

Um meio-disco �e um terno (�; �; �) onde � �e um disco e �, � � @�

s~ao arcos fechados conexos tais que � [ � = @� e � \ � = @� = @�.

Seja S uma superf��cie propriamente mergulhada com @S 6= ;. Dizemos

que S �e incompress��vel ao bordo (ou bordo-incompress��vel ou mesmo @-

incompress��vel) se para todo meio-disco mergulhado em M com � \ S = �

e � \ @M = � existir um meio-disco (�0; �0; � 0) tal que �0 � S, �0 = �,

� 0 � @S. Caso contr�ario �e dita compress��vel ao bordo (ou bordo-compress��vel,

@-compress��vel). Nesse caso o meio-disco �e dito compressor ou bordo, ou

bordo-compressor ou mesmo @-compressor.

Agora de�nimos o que entenderemos por uma 1-al�ca de dimens~ao

três: consideremos h = I � D2, onde I �e o intervalo e D2 �e o disco.

Dizemos que h �e uma 1-al�ca. Tipicamente usaremos 1-al�cas para construir

3-variedades com bordo a partir de outra. Essa constru�c~ao �e feita da seguinte

forma: seja M uma 3-variedade tal que @M 6= ; e consideremos um

mergulho  : (f0; 1g � D2) ! @M . Consideramos a uni~ao disjunta h tM

e passamos ao quociente por  , obtendo M 0. Tal M 0 n~ao �e suave em @M 0

portanto completamos a opera�c~ao suavizando o bordo. Dizemos que M 0

assim construida �e obtida de M por adi�c~ao de uma 1-al�ca. Podemos repetir

esse processo e nos referir �a adi�c~ao de 1-al�cas. Como lidaremos somente
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com 3-variedades orient�aveis, assumiremos que  �e escolhida de forma que

a adi�c~ao de uma 1-al�ca produza uma variedade orient�avel.

Similarmente podemos nos referir �a uma bola de dimens~ao 3 como

uma 0-al�ca. O processo an�alogo de adicionar uma 0-al�ca consiste apenas de

se tomar a uni~ao disjunta.

As variedades de dimens~ao 3 mais importante nessa disserta�c~ao ser~ao

os cubos com al�cas.

De�ni�c~ao 2.2. Um cubo com al�cas (handlebody) H �e uma 3-variedade

(orient�avel) homeomorfa a uma bola de dimens~ao 3 com um certo n�umero

�nito g � 1 de 1-al�cas adicionadas. Alternativamente, H pode ser visto

como uma vizinhan�ca regular de um grafo mergulhado em R3 cujo grupo

fundamental �e Fg, o grupo livre em g geradores. Dizemos que g �e o gênero

de H.

Observa�c~ao. A literatura em inglês, em geral, de�ne cube with handles ad-

mitindo variedades n~ao orient�aveis enquanto por handlebody se entende um

\cube with handles" orient�avel. Desconhecemos na literatura em português

qualquer tradi�c~ao na de�ni�c~ao desses objetos. Optamos, portanto, por nos

referir a um \handlebody" como um cubo com al�cas pela id�eia geom�etrica

que sugere, ressaltando que estamos supondo orientabilidade.

Seja M uma variedade (aqui de dimens~ao 2 ou 3). Um automor�smo

de M �e um difeomor�smo (ou homeomor�smo, dependendo da categoria)

f : M !M . Dizemos que dois automor�smos f0, f1 s~ao isot�opicos se existir

uma homotopia F : M � I ! M tal que F (p; 0) = f0(p), F (p; 1) = f1(p)

e cujas aplica�c~oes p 7! F (p; t) s~ao difeomor�smos para todo t 2 I. �E

claro que isotopias determinam uma rela�c~ao de equivalência no grupo dos

automor�smos de M , cujo quociente �e denominado o grupo das classes

de mapeamento de M , denotado por MCG(M). Similarmente, se M for

orient�avel, denotamos por MCG+(M) o grupo das classes que preservam

orienta�c~ao.

O objetivo desse trabalho �e entender melhor certos elementos do

grupo das classes de mapeamento de um cubo com al�cas, os automor�smos

gen�ericos (De�ni�c~ao 2.17).

2.2

Lamina�c~oes.

Lamina�c~oes, introduzidas em dimens~ao 2 por Thurston para evitar

as singularidades das folhea�c~oes invariantes por um automor�smo pseudo-
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Anosov de uma superf��cie, se tornaram ferramentas muito bem sucedidas

no estudo de variedades de dimens~ao 3, objetos de extensa pesquisa. Nessa

disserta�c~ao as lamina�c~oes aparecem em um contexto bem semelhante ao pro-

posto originalmente: automor�smos gen�ericos de cubos com al�cas, analoga-

mente aos automor�smos pseudo-Anosov de superf��cies (De�ni�c~ao 2.12),

têm a propriedade de preservar duas lamina�c~oes com medida transversais,

agindo nas medidas como produto por escalares rec��procos (Teorema 2.28).

Nessa se�c~ao damos as de�ni�c~oes b�asicas de lamina�c~ao e lamina�c~ao

com medida invariante por holonomia (seguindo [37]). Para mais detalhes

sugerimos [37, 40, 14] em dimens~ao 3 e [7, 9] em dimens~ao 2.

De�ni�c~ao 2.3. Uma lamina�c~ao � de dimens~ao k = 1, 2 em uma variedade

orient�avel M de dimens~ao n = 2, 3, onde n > k, �e uma folhea�c~ao de

dimens~ao k de um subconjunto fechado de M .

Mais precisamente, suponha que � � M �e um subconjunto fechado

e sejam P = P k � Rk uma bola aberta de dimens~ao k, T � P n�k um

espa�co topol�ogico localmente compacto e V um aberto de �. Dizemos que

um homeomor�smo ' : P �T ! V �e uma carta laminada de � (ou somente

carta de �). Dizemos que cada imagem '(P �ftg) � V , t 2 T �e uma placa

da carta.

Uma carta 'i : Pi � Ti ! Vi �e uma sub-carta de 'j : Pj � Tj ! Vj se

1. Vi � Vj,

2. existir uma aplica�c~ao cont��nua g = gij : Ti ! Tj (chamada aplica�c~ao

de transi�c~ao) que seja homeomorphismo em sua imagem,

3. existir uma aplica�c~ao cont��nua h = hij : Pi � Ti ! Pj tal que

hjPi�ftg seja um homeomor�smo em sua imagem para cada t 2 Ti

e satisfazendo, para cada (p; t) 2 Pi � Ti, 'j

�
h(p; t); g(t)

�
= 'i(p; t).

Um atlas laminador A = f'i : Pi � Ti ! Vi g de � �e uma cole�c~ao de

cartas laminadas cobrindo � (i.e., � �
S

i Vi) tais que, se x 2 Vi \ Vj, ent~ao

existe sub-carta 'k 2 A comum a 'i e 'j (donde Vk � Vi \ Vj) e tal que

x 2 Vk.

Dizemos que � �e uma lamina�c~ao se estiver munida de um atlas

laminador.

Se P � � for uma placa de uma carta ent~ao P �e dita uma placa de

�. A uni~ao de todos os abertos de todas as placas de � determina uma

topologia em �, cujas componentes conexas s~ao chamadas folhas.

Para essa disserta�c~ao s~ao de particular relevância lamina�c~oes de di-

mens~oes 1 e 2 em variedades de dimens~ao 3 e o leitor deve ter isso em
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mente ao longo dessa se�c~ao. Por�em n~ao ignoraremos as lamina�c~oes de di-

mens~ao 1 em superf��cies: tais lamina�c~oes s~ao mais simples, sendo �uteis para

iluminar id�eias sobre lamina�c~oes em 3-variedades; as lamina�c~oes que consi-

deraremos em cubos com al�cas, invariantes por um automor�smo gen�erico,

s~ao an�alogas �as lamina�c~oes invariantes por um automor�smo pseudo-Anosov

de superf��cies, estas bem entendidas, de forma que �e natural tê-las em mente

em nosso estudo; al�em disso elas ser~ao diretamente necess�arias em alguns

de nosso argumentos e constru�c~oes (por exemplo, Lema 5.17). �E, portanto,

relevante considerar lamina�c~oes em superf��cies.

Exemplo 2.4. Qualquer folhea�c~ao �e uma lamina�c~ao.

A rec��proca n~ao �e verdadeira. Frequentemente lamina�c~oes interes-

santes têm interior vazio.

Exemplo 2.5. Consideremos S uma superf��cie hiperb�olica e seja � uma

uni~ao �nita de curvas simples (sem auto-interse�c~ao) fechadas disjuntas. Tal

� �e uma lamina�c~ao. Em particular uma uni~ao �nita de geod�esicas simples,

fechadas e disjuntas dois-a-dois �e uma lamina�c~ao de S de dimens~ao 1.

Exemplo 2.6. Seja M uma variedade de dimens~ao 3. O an�alogo da

constru�c~ao do Exemplo 2.5 acima �e considerar � uma uni~ao �nita de

superf��cies fechadas mergulhadas e disjuntas dois a dois.

Dizemos que uma folha L de � �e isolada se existe uma vizinhan�ca

N(L) interceptando � somente em L. Nas lamina�c~ao dos dois exemplos

acima todas as folhas s~ao isoladas. Lamina�c~oes mais interessantes e gerais

n~ao têm essa propriedade.

Exemplo 2.7. A superf��cie S do Exemplo 2.5 admite lamina�c~oes mais

interessantes. Consideremos 
 uma geod�esica simples aberta (homeomorfa �a

R). Tal geod�esica pode n~ao ser um subconjunto fechado (se, por exemplo, S

for fechada ent~ao 
 n~ao �e fechada). Nesse caso seu fecho � �e uma lamina�c~ao

cujas folhas s~ao todas geod�esicas. Se p 2 (� � 
) ent~ao toda vizinhan�ca

su�ciente pequena de p intercepta 
, e portanto �, em uma in�nidade de

componentes. Em particular a folha L 2 � passando por p n~ao �e isolada.

Uma lamina�c~ao cujas folhas s~ao geod�esicas �e dita geod�esica.

Se � tem codimens~ao 1 podemos querer identi�car quais folhas que

deixam de ser isoladas por um lado somente: consideremos uma vizinhan�ca

pequena V de um ponto p na folha L. A folha separa V em duas. Se alguma

dessas metades n~ao interceptar � dizemos que L �e uma folha de bordo de �.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716035/CA



Automor�smos gen�ericos de cubos com al�cas 26

Observa�c~ao. A escolha da de�ni�c~ao de folha de bordo se deve �a seguinte

constru�c~ao. Dada uma variedade S de codimens~ao 1 em M �e frequente

precisarmos considerar \M � S a variedade obtida deM cortando-se ao longo

de S, homeomorfa �aM �N(S), onde N(S) �e uma vizinhan�ca tubular de S.

Mais precisamente de�nimos \M � S como o completamento de M �S com

a seguinte m�etrica herdada de uma m�etrica Riemanniana emM : a distância

entre dois pontos de M � S �e o ��n�mo dos comprimentos (na m�etrica de

M) de todos os caminhos em M � S os ligando. Similarmente, se � �e uma

lamina�c~ao, de�nimos \M � � como o tal completamento de M ��. H�a uma

imers~ao natural \M � � ! M . A de�ni�c~ao de folha de bordo se justi�ca

porque tais folhas s~ao exatamente as folhas de � que est~ao na imagem

dessa imers~ao, cuja imagem inversa est�a contida no bordo de \M � � (no

caso @M = ; ent~ao essa imagem inversa �e exatamente @(\M � �)).

Exemplo 2.8. Voltamos �a lamina�c~ao geod�esica do Exemplo 2.7. Se 
 n~ao

for isolada ent~ao � n~ao tem folhas isoladas, por�em �e claro que � tem folhas

de bordo (como toda lamina�c~ao de codimens~ao 1 com interior vazio). Se �

for um arco transversal �a � ent~ao � \ � �e um conjunto de Cantor em �.

Observa�c~ao. A t��tulo de mera curiosidade notamos aqui que o conjunto de

Cantor mencionado acima pouco se assemelha metricamente ao conjunto

de Cantor padr~ao, construido pela remo�c~ao sucessiva do intervalo m�edio.

Para tais lamina�c~oes geod�esicas o tamanho dos intervalos complementares

cai com velocidade maior [7].

Exemplo 2.9. Do Exemplo 2.8 podemos construir exemplos em dimens~ao

3 por suspens~ao. Se M = S� S1 ent~ao �0 = �� S1 �e uma lamina�c~ao de M

com a mesma propriedade de que arcos transversais a interceptam em um

conjunto de Cantor.

Lembramos que, no contexto do estudo de automor�smos gen�ericos de

cubos com al�cas, lamina�c~oes aparecem munidas de uma medida invariante

transversal, o que de�niremos a seguir.

Fixamos um atlas laminador A = f'i : Pi � Ti ! Vi g de � na

variedade M3 e supomos que todo Ti �e um conjunto de Borel. Para tornar

a nota�c~ao mais leve, identi�camos Pi � Ti e Vi � � por 'i. Podemos ent~ao

considerar a proje�c~ao pi : Vi ! Ti. Dizemos que � � Vi �e um transversal local

de � se pij� for injetiva. Se, al�em disso, pi(�) for de Borel ent~ao � �e dito um

transversal local de Borel. Nosso interesse �e utilizar transversais locais para

estudar a interse�c~ao T \ � de uma subvariedade T de M de codimens~ao k

que seja transversal a � (i.e., transversal �as folhas de �). �E claro que, nesse

caso, T \ Vi consiste de uma uni~ao de transversais locais.
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De�ni�c~ao 2.10. Uma medida � invariante transversal a � (ou somente

uma medida em �) �e uma fun�c~ao associando, a cada carta 'i, uma medida

de Borel positiva �i no conjunto Ti que seja invariante pelas aplica�c~oes de

transi�c~ao (i.e., se Vi � Vj e T � Ti, ent~ao �i(T ) = �j(g(T ))).

Se � � Vi � � for um transversal local de Borel, abusamos da nota�c~ao

e de�nimos:

�(�) = �i(�);

que est�a bem de�nido (pela invariância das medidas �i).

Se T for uma sub-variedade de M de codimens~ao k transversal a �,

de�nimos �(T ) a partir dos transversais locais de Borel por �-aditividade.

Denotamos a lamina�c~ao �, munida com a medida invariante transver-

sal �, por (�; �).

Observa�c~ao. Se T for transversal a �, uma forma alternativa de representar

�(T ) ser�a

T � (�; �) = �(T ):

Essa nota�c~ao tem a vantagem de enfatizar que � �e uma estrutura em �.

No Cap��tulo 5 vamos comparar medidas em objetos diferentes, quando ser�a

especialmente interessante usar a nota�c~ao T � (�; �), que enfatiza o objeto

com medida sendo considerado.

Exemplo 2.11. Voltamos ao Exemplo 2.5 e denominamos 
1; : : : ; 
m as

componentes de �. Um vetor positivo (w1; : : : ; wm), wi > 0 de�ne uma

medida transversal � em � da seguinte forma: se � for uma curva compacta

transversal a � ent~ao

�(�) =
mX
i=1

wi � j� \ 
ij:

onde j� \ 
ij �e a cardinalidade da interse�c~ao.

De�ni�c~ao 2.12. Um automor�smo f : S ! S de uma superf��cie S �e

dito pseudo-Anosov se existirem duas lamina�c~oes geod�esicas sem folhas

isoladas (como no Exemplo 2.8) com medida transversal (�s; �s) e (�u; �u)

satisfazendo:

1. �s e �u s~ao f -invariantes;

2. �s e �u s~ao transversais;
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3. para algum real � > 1:

f(�s; �s) =(�s; ��s)

f(�u; �u) =(�u; ��1�u):

As lamina�c~oes (�s; �s) e (�u; �u) s~ao respectivamente chamadas de lam-

ina�c~ao est�avel e lamina�c~ao inst�avel de f e � �e chamado seu fator de cresci-

mento.

As lamina�c~oes est�avel e inst�avel de um automor�smo pseudo-Anosov

têm as propriedades da lamina�c~ao � descrita no Exemplo 2.8 acima.

Exemplo 2.13. Se � for a lamina�c~ao est�avel de uma automor�smo pseudo-

Anosovf : S ! S ent~ao suspens~ao permite a constru�c~ao de uma lamina�c~ao

mais interessante do que a do Exemplo 2.9 acima. Seja M o espa�co total

de um �brado sobre S1 com �bra S e monodromia f (i.e. M �e o mapping

torus de f , obtido de S � I identi�cando cada ponto (x; 1) 2 S � f1g com

(f(x); 0) 2 S � f0g). Agora � �e suspendida para uma lamina�c~ao �0 cuja

holonomia n~ao �e trivial.

Observa�c~ao. Mencionamos que a lamina�c~ao �0 do Exemplo 2.13 acima �e

uma lamina�c~ao essencial em M (ver [14]).

2.3

Automor�smos pseudo-Anosov.

Na Se�c~ao 2.2 de�nimos automor�smos pseudo-Anosov de superf��cies

(De�ni�c~ao 2.12). Considerando que a de�ni�c~ao de automor�smo gen�erico de

um cubo com al�cas (De�ni�c~ao 2.17) depende da sua restri�c~ao ao bordo

ser pseudo-Anosov, �e importante saber obter automor�smos com essa

propriedade.

Usaremos tor�c~oes de Dehn (\Dehn twists"), de�nidas logo a seguir,

para construir automor�smos de superf��cies. Lembramos que uma curva

simples fechada 
 em uma superf��cie S �e essencial se nenhuma componente

de \S � 
 for dos seguintes tipos:

{ um disco,

{ um disco menos um ponto,

{ um anel que se retrai a uma componente de @S.

Similarmente um arco � mergulhado �e essencial se � \ @S = @� e se � n~ao

for paralelo ao bordo (i.e., � n~ao �e isot�opico rel @� a um arco �0 � @S).
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De�ni�c~ao 2.14. Seja S uma superf��cie orient�avel e 
 uma curva essencial

em S. Uma tor�c~ao de Dehn ao longo de 
 �e um automor�smo T : S ! S

cujo suporte �e uma vizinhan�ca regular N(
) de 
 (i.e., T restrito �a S�N(
)

�e a identidade).

Consideremos a tor�c~ao T restrita �a vizinhan�ca N = N(
). �E claro que

T j@N �e a identidade. Se damos uma estrutura de produto N = S1 � I

�a N �e f�acil ver que T jN �e isot�opico, m�odulo @N , a um automor�smo

Tk : S
1 � I ! S1 � I, k 2 Z dado por

(x; t) 7! (x+ 2k� � t; t):

Consideremos S orientada pela inclus~ao S1� I = N ! S. Diremos que T �e

a tor�c~ao de Dehn para a direita ao longo de 
 se k = 1, i.e. T jN = T1.

Denotamos T por T+

 . Similarmente, dizemos que T �e a tor�c~ao para a

esquerda se k = �1, denotado por T�
 .
�E um fato bem conhecido que tor�c~oes de Dehn em uma superf��cie

orient�avel e fechada S geram MCG+(S) (ver[27]).

Uma forma conveniente de se construir automor�smos pseudo-Anosov

como composi�c~ao de tor�c~oes de Dehn �e dada pelo Teorema 2.15 abaixo [41].

Revemos algumas de�ni�c~oes relevantes para se entender seu enunciado.

Um sistema de curvas fechadas em S �e uma uni~ao �nita de curvas

simples, fechadas e essenciais, disjuntas dois a dois e sem componentes

paralelas. Duas curvas simples, fechadas e essenciais 
, 
0 em uma superf��cie

S se interceptam de forma e�ciente se forem transversais e, para U = 
[
0,

nenhuma componente C de \S � U for um d��gono (C �e um d��gono se for um

disco topol�ogico e @C contiver exatamente dois pontos duplos, i.e., pontos

de \S � U que projetam para 
 \
0). Dois sistemas de curvas fechadas em S

se interceptam de forma e�ciente se toda curva de um sistema interceptar

cada curva do outro de forma e�ciente. Uma uni~ao U de curvas fechadas

transversais dois a dois preenche S se as componentes de \S � U forem todas

de algum dos tipos topol�ogicos:

{ um disco;

{ um disco menos um ponto;

{ um anel que se retrai a uma componente de @S.

Teorema 2.15 (Penner, [41]). Sejam C, D dois sistemas de curvas

simples fechadas (sem componentes paralelas) em uma superf��cie orientada

S tal que �(S) < 0. Suponhamos que C e D se interceptem de forma e�ciente

e que C [ D preencha S. Seja f : S ! S uma composi�c~ao de tor�c~oes de
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Dehn para a direita ao longo de curvas de C e para a esquerda ao longo de

curvas de D. Se ao menos uma tor�c~ao ao longo de cada curva aparecer na

composi�c~ao ent~ao f �e isot�opico �a um automor�smo pseudo-Anosov.

Observa�c~ao. Munidos de um automor�smo pseudo-Anosov, podemos achar

seu fator de crescimento e uma \train-track" invariante com medida (ver

[41, 3]) aplicando um algor��tmo de Bestvina e Handel [3] (tal algoritmo j�a foi

implementado em um programa para computador com pequenas limita�c~oes

por P. Brinkmann [8]). Em verdade o algor��tmo �e ainda mais poderoso, pois

decide se um dado automor�smo �e pseudo-Anosov ou n~ao.

2.4

Automor�smos de cubos com al�cas.

A referência b�asica para essa se�c~ao �e [40].

Considere um cubo com al�cas H. O objetivo dessa disserta�c~ao �e enten-

der melhor elementos deMCG(H) que sejam gen�ericos, cuja De�ni�c~ao 2.17

daremos mais abaixo, seguindo [40]. Para isso precisamos da seguinte

de�ni�c~ao:

De�ni�c~ao 2.16. Um produto com al�cas �e um par (Q;U) onde Q �e uma

3-variedade com bordo construida a partir da superf��cie compacta U (n~ao

necessariamente conexa) da seguinte forma: seM �e a uni~ao disjunta de U�I

com um n�umero �nito de bolas B , adicionamos 1-al�cas �a U � f1g [ @B,

obtendo Q. Seguindo [40] aceitamos que U tenha bordo ou n~ao mas n~ao

pode conter esferas. Identi�camos U com U �f0g � @Q, que denominamos

o bordo interno de (Q;U), denotado por @iQ. De forma complementar o

bordo externo de Q, denotado por @eQ, �e o fecho de @Q�@iQ. Se Q = U�I

ent~ao (Q;U) �e dito trivial.

Podemos abusar da nota�c~ao e nos referir a Q como um produto com

al�cas.

A de�ni�c~ao de automor�smo gen�erico abaixo depende da

De�ni�c~ao 2.12 de automor�smo pseudo-Anosov de uma superf��cie.

De�ni�c~ao 2.17. Seja f : H ! H um automor�smo do cubo com al�casH tal

que a restri�c~ao @f = f j@H seja isot�opica a um automor�smo pseudo-Anosov

de @H. Se (Q;U), com Q � H for um produto com al�cas f -invariante a

menos de isotopia (i.e., f(Q;U) �e isot�opico a (Q;U)) que n~ao seja trivial

e cujo @eQ = @H ent~ao dizemos que U = @iQ �e uma superf��cie redutora

fechada de f e que f �e redut��vel.
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Se @f for isot�opica a um automor�smo pseudo-Anosov e f n~ao admitir

superf��cies redutoras fechadas ent~ao dizemos que a classe f em MCG(H) �e

gen�erica. Se a classe de f for gen�erica dizemos que f �e gen�erico.

Lembramos que, pela de�ni�c~ao de produto com al�cas, @iQ n~ao pode

ter esferas S2 como componentes, donde esferas n~ao podem ser superf��cies

redutoras fechadas.

Observa�c~ao. A de�ni�c~ao de redut��vel dada em 2.17 acima coincide com a

de�ni�c~ao dada originalmente em [40] somente se supomos que @f �e pseudo-

Anosov. No Teorema 2.18 abaixo, a referência a automor�smos redut��veis

inclui, mas n~ao se restringe a, aqueles de�nidos acima (vide [40] para a

de�ni�c~ao geral).

No caso de @f ser pseudo-Anosov, �e relevante a seguinte observa�c~ao:

se Q for f -invariante a menos de isotopia ent~ao f �e isot�opico a um au-

tomor�smo que preserva Q (ver [40]), portanto um elemento redut��vel de

MCG(H) (cuja restri�c~ao ao bordo @f �e pseudo-Anosov) tem um represen-

tante que �e legitimamente redut��vel.

O Teorema 2.18 [40] abaixo d�a uma classi�ca�c~ao, a menos de isotopia,

de automor�smos de cubos com al�cas.

Teorema 2.18. (Oertel) SejaH um handlebody. Um elemento deMCG(H)

�e de um dos seguintes tipos:

1. redut��vel,

2. peri�odico ou

3. gen�erico.

Por peri�odico deve-se entender que o elemento tem ordem �nita. A

de�ni�c~ao de redut��vel �e mais complicada (ver [40]).

A classi�ca�c~ao acima deve ser comparada com o seguinte Teorema

([47]):

Teorema 2.19. (Thurston) Seja S uma superf��cie tal que �(S) � 0. Ent~ao

um automor�smo de S �e isot�opico a um automor�smo g : S ! S que �e

1. redut��vel,

2. peri�odico ou

3. pseudo-Anosov.
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No caso de g ser redut��vel existe um sistema de curvas redutor R canônico

preservado por g. Se S 0 �e a superf��cie obtida de S cortando-se ao longo

desse sistema ent~ao alguma potência gn mant�em cada componente de S 0

invariante. Tal gn �e isot�opico a um automor�smo bgn cuja restri�c~ao a cada

componente �e peri�odica ou pseudo-Anosov.

De�nimos automor�smo pseudo-Anosov na De�ni�c~ao 2.12. O auto-

mor�smo �e redut��vel se n~ao for (isot�opico a um automor�smo) peri�odico e

preservar um sistema de curvas simples fechadas (i.e., uma uni~ao �nita e

n~ao vazia de curvas simples, fechadas, essenciais, disjuntas dois a dois e sem

componentes paralelas). Tal sistema de curvas �e dito um sistema de curvas

redutor.

Observa�c~ao. �E relevante mencionar que o Teorema 2.19 escolhe um bom

representante em sua classe de isotopia, enquanto o Teorema 2.18 se limita

�a classes em MCG(H). Essa diferen�ca se deve, principalmente, a ainda n~ao

termos, no caso de cubos com al�cas, um representante canônico (em algum

sentido raso�avel) para uma classe gen�erica.

Na Se�c~ao 2.3 descrevemos tor�c~oes de Dehn ao longo de uma curva em

uma superf��cie S (De�ni�c~ao 2.14), usados para gerar automor�smos de S.

H�a duas generaliza�c~oes naturais para cubos com al�cas.

De�ni�c~ao 2.20. Seja H um cubo com al�cas e T : H ! H um automor�smo

de T . Seja D um disco essencial emH. Dizemos que T �e uma tor�c~ao de Dehn

ao longo de D se o suporte de T for uma vizinhan�ca regular N(D) de D

(i.e., se T for a identidade em H �N(D)). Similarmente, se A for um anel

incompress��vel em H ent~ao dizemos que T �e uma tor�c~ao de Dehn ao longo

de A se o suporte de T for uma vizinhan�ca regular de A.

Na necessidade de caracterizar uma tor�c~ao ao longo de um disco ou

anel o faremos descrevendo sua restri�c~ao ao bordo. Suponhamos que T seja

uma tor�c~ao ao longo de um disco D. �E f�acil ver que @T = T j@H �e uma tor�c~ao

de Dehn ao longo de @D. Se @T for a tor�c~ao para a direita ao longo de @D

ent~ao dizemos que T �e a tor�c~ao para a direita ao longo de D. Similarmente

dizemos que T �e a tor�c~ao para a esquerda ao longo de D se @T for a tor�c~ao

para a esquerda.

No caso de T ser uma tor�c~ao ao longo de um anel A ent~ao �e claro que

@T �e uma composi�c~ao de tor�c~oes ao longo de duas curvas, as componentes

de @A � @H. Essas tor�c~oes ser~ao em dire�c~oes opostas em cada curva. Al�em

disso @T restringe �a vizinhan�ca regular de uma das componentes 
1 � @A

como uma potência n da tor�c~ao para a direita se e somente se restringir �a
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vizinhan�ca da outra componente como a mesma potência n da tor�c~ao para

a esquerda.

2.5

Matrizes n~ao negativas.

Uma matriz A = (Aij) �e dita n~ao negativa se Aij 2 R e Aij � 0. Uma

matriz n~ao negativa A �e dita irredut��vel se para todo i, j existir n tal que

(An)ij > 0.

A teoria de Perron-Frobenius descreve v�arias propriedades interes-

santes de matrizes n~ao negativas, em especial matrizes irredut��veis. A

seguir enunciamos alguns desses resultados, cujas demonstra�c~oes podem ser

achadas em v�arias referências. Alguns desses resultados s~ao apresentados

e demonstrados brevemente em [40, Se�c~ao 10] e [29, Apêndice]. Outras re-

ferências, com exposi�c~oes mais completas e detalhadas, s~ao [35, 43, 1]. O

resultado mais fundamental do qual precisamos �e o pr�oximo teorema.

Teorema 2.21. Uma matriz quadrada A n~ao negativa e irredut��vel tem um

autovalor � > 0 que realiza o raio espectral de A i.e., se �0 �e autovalor de

A ent~ao j�0j � �. Al�em disso A tem um autovetor v positivo (i.e., todas

suas coordenadas s~ao estritamente positivas), �unico a menos produto por

um escalar, cujo respectivo autovalor �e �.

Nas condi�c~oes do teorema acima dizemos que � �e o autovalor de

Perron-Frobênius de A (ou mesmo somente o autovalor de A), denotado por

�(A). Similarmente nos referimos �a v como o autovetor de Perron-Frobênius

de A ou somente o autovetor de A.

Em rela�c~ao ao autovalor, o Teorema 2.21 pode ser estendido por

continuidade para qualquer matriz n~ao negativa: matrizes irredut��veis s~ao

densas nas n~ao negativas e o raio espectral �e cont��nuo. O respectivo

autovetor n~ao negativo, entretanto, n~ao necessariamente �e positivo e n~ao

precisa ser �unico.

No caso de A ser irredut��vel o seguinte lema d�a algumas caracteriza�c~oes

de �(A). Antes de�nimos

Xn = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Rn j x 6= 0; xi � 0 g :

Lema 2.22. Se A for uma matriz n � n n~ao negativa e irredut��vel seu

autovalor � = �(A) satisfaz:
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1.

� = inf
x2Xn

�
max
xi 6=0

�
(Ax)i
xi

��
;

2.

� = sup
x2Xn

�
min
xi 6=0

�
(Ax)i
xi

��
;

3. se x 2 Xn, k for su�cientemente grande e A n~ao for uma matriz de

permuta�c~ao:

� = lim
k!1

(Ak+1x)i
(Akx)i

:

A seguinte proposi�c~ao, natural dado o lema acima, determina um

crit�erio para se detectar redu�c~ao do autovetor de Perron-Frobenius.

Proposi�c~ao 2.23. Sejam A uma matriz n� n n~ao negativa e irredut��vel e

x 2 Xn. Se

(Ax)i � �xi; para todo i

ent~ao �(A) � � e xi > 0. Se al�em disso (Ax)i < �xi para algum i ent~ao

�(A) < �.

Uma matriz A �e dita inteira se Aij 2 Z.

Proposi�c~ao 2.24. Se A �e uma matriz n~ao negativa, irredut��vel e inteira

ent~ao �(A) � 1. Al�em disso �(A) = 1 se e somente se A for uma matriz de

permuta�c~ao transitiva.

Lema 2.25. Seja An o conjunto das matrizes quadradas n~ao negativas,

irredut��veis e inteiras de tamanho menor que ou igual a n � n. Ent~ao o

conjunto f�(A) j A 2 Ang �e bem ordenado.

2.6

Automor�smos de grupos livres.

As referências principais para essa se�c~ao s~ao [2, 3].

Seja Fn o grupo livre em n geradores. Seja Aut(Fn) o grupo de

isomor�smos de Fn em si mesmo e consideremos o quociente Out(Fn) obtido

de Aut(Fn) identi�cando automor�smos conjugados.

Seja O 2 Out(Fn) e suponha que haja fatores livres pr�oprios

G1; : : : ; Gk de Fn tais que G1�� � ��Gk �e um fator livre de Fn (possivelmente

G1�� � ��Gk = Fn). Se O permutar transitivamente as classes de conjuga�c~ao

desses Gi ent~ao ele �e dito redut��vel (no sentido de Bestvina-Handel [2]).

Caso n~ao existam tais fatores G1; : : : ; Gk, O �e dito irredut��vel. Podemos
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dizer que um automor�smo de Fn �e redut��vel ou irredut��vel se sua classe for

respectivamente redut��vel ou irredut��vel.

Seja X um espa�co topol�ogico conexo por caminhos e consideremos

MCG(X). �E bem claro que a cada elemento de MCG(X) temos associado

outro de Out(�1(X)). Em [2] o espa�co X �e um grafo (portanto �1(X) �e livre)

e essa associa�c~ao permite que se extraia informa�c~ao sobre elementos de um

espa�co usando elementos do outro. Em [3] isso �e feito no caso de X ser uma

superf��cie com bordo. Em ambos os casos a distin�c~ao entre automor�smos

redut��veis e irredut��veis de grupos livres �e de total relevância.

Teorema 2.26. Seja S uma superf��cie compacta cujo bordo n~ao �e vazio e

�(S) < 0. Um automor�smo f : S ! S �e pseudo-Anosov se e somente se

a classe (em Out(�1(S))) do homomorphismo induzido f� : �1(S) ! �1(S)

for irredut��vel e f permutar transitivamente as componentes de @S. Se @S

tiver somente uma componente ent~ao f �e pseudo-Anosov se e somente se

(a classe de) fn� for irredut��vel (em Out(�1(S))) para todo n 2 N.

Seja � : � ! � uma equivalência de homotopia de um grafo e

suponhamos que � leve v�ertices em v�ertices e que a restri�c~ao de � ao interior

�e de qualquer aresta e � � seja localmente injetiva (o que pode ser realizado

por homotopia). �A � associamos umamatriz de incidênciaM cujas entradas

mij contam quantas vezes a imagem da aresta ej cruza a aresta ei (i.e.,

mij = j��1(ei) \ ejj). Tal M �e uma matriz inteira n~ao negativa e dizemos

que seu raio espectral � �e o fator de crescimento de �. Dizemos que � �e de

tipo train-track se as restri�c~oes �nj�e de qualquer potência �n de � ao interior

de qualquer aresta e � � for localmente injetiva.

Teorema 2.27. Se O 2 Aut(Fn) for irredut��vel ent~ao existe � : �! � um

automor�smo do tipo train-track de um grafo � tal que �� : �1(�) ! �1(�)

pertence �a classe O. Em verdade basta que a matriz de incidência de � seja

irredut��vel e que seu fator de crescimento seja minimal para garantir que �

�e de tipo train track. Al�em disso, se tal fator de crescimento for 1 ent~ao �

�e peri�odico.

2.7

Automor�smos gen�ericos de cubos com al�cas.

Nessa se�c~ao apresentamos brevemente os progressos de [40] no estudo

de automor�smos gen�ericos de cubos com al�cas.

Podemos ver a teoria de Nielsen-Thurston, resumida aqui no Teo-

rema 2.19, da seguinte forma: seja S uma superf��cie, �(S) < 0 e f : S ! S
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um automor�smo. Se f n~ao for isot�opico a nenhum automor�smo peri�odico

ou redut��vel ent~ao podem ser achadas lamina�c~oes com medida como na

De�ni�c~ao 2.12. Esse �e exatamente o caso dos automor�smos gen�ericos: estes

s~ao, essencialmente, de�nidos por exclus~ao e, para eles, vale o teorema a

seguir [40]. No seu enunciado H0 � H se refere a um cubo com al�cas

\concêntrico" com H i.e., H � �H0 �e um produto @H � I.

Teorema 2.28. (Oertel) Seja f : H ! H um automor�smo gen�erico de

um cubo com al�cas. Ent~ao existem uma lamina�c~ao bidimensional de �H

com medida transversal (�; �) e f̂ isot�opico a f tais que f̂(�; �) = (�; ��)

para algum � > 1. Al�em disso, podemos supor que a lamina�c~ao � goza das

seguintes propriedades:

1. Cada folha L de � �e um disco aberto;

2. � preenche H0 i.e., as componentes de H0 � � s~ao contr�ateis;

3. (propriedade de incompressibilidade) para cada folha L de � o com-

plemento L� �H0 �e incompress��vel em �H � �H0;

4. � [ @H �e fechado em H.

H�a, tamb�em, uma lamina�c~ao unidimensional com medida transversal (
; �)

e uma fun�c~ao ! : 
 ! �H0 transversal �a � tal que f̂ Æ !(
; �) = !(
; �=�).

Tal ! �e um mergulho em !�1(N(�)) para alguma vizinhan�ca N(�) de �.

A igualdade f̂ Æ !(
; �) = !(
; �=�) deve ser lida signi�cando que h�a um

isomor�smo h : (
; �)! (
; �=�) tal que f̂ Æ ! = ! Æ h.

Uma boa parte de [40] �e dedicada �a constru�c~ao de tais lamina�c~oes e

o leitor deve recorrer ao artigo no caso de qualquer d�uvida. Por outro lado

esses objetos ser~ao de extrema importância para este trabalho de forma

que resumiremos aqui sua constru�c~ao. Nossa apresenta�c~ao ser�a levemente

diferente da original de forma que o leitor pode se bene�ciar de ambos

os textos. Em geral nos limitaremos a dar os enunciados dos resultados

relevantes, omitindo as demonstra�c~oes, contidas em [40].

Um automor�smo f : H ! H �e dito expansor com respeito ao cubo

com al�cas concêntrico H0 � H se f restrito ao produto H � �H0 = @H � I

(identi�cando @H com @H � f1g) for um produto, crescente na vertical.

Mais precisamente, f j@H�I = (f j@H�f1g)� g, onde g : I ! I tem um �unico

ponto �xo 1 2 I, sendo estritamente crescente no resto do intervalo. �E

bem claro que todo automor�smo de H �e isot�opico a um que �e expansor.

Analogamente, podemos falar de automor�smos contratores, como f�1.
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Suporemos, de agora em diante, que f �e expansor. De�nimos Hn =

fn(H0) para toda potência f
n de f . No momento, vamos considerar somente

potências positivas, mas adiantamos que faz sentido considerar Hn para

n < 0. Notamos que H � �Hn tem estrutura de produto compat��vel com a

original em H � �H0.

Seja E = fE0; : : : ; Eqg uma cole�c~ao de discos compressores para @H0

propriamente mergulhados em H0, transversais a @H0 e disjuntos dois a

dois. Chamamos tal cole�c~ao de um sistema de discos em H0, que dizemos

completo se H0 � N(E) for uma uni~ao de bolas (aqui estamos abusando

da nota�c~ao e considerando E =
S

iEi). De forma semelhante, podemos nos

referir a sistemas de discos em qualquer Hi (e.g., f(E) �e um sistema de

discos em H1 = f(H0)).

Associado a um sistema completo de discos E em H0, existe um grafo

dual � = �(E) � �H0, com uma aresta ei para cada disco Ei e um v�ertice

vj para cada componente no complemento H0 � N(E). Podemos ver H0

como uma vizinhan�ca de � e considerar a retra�c~ao r : H0 ! � que colapsa

cada disco de E a um ponto no interior da respectiva aresta. Essa retra�c~ao

determina uma estrutura de al�cas para H0, decompondo o cubo com al�cas

em uma uni~ao de 0-al�cas e 1-al�cas: �xamos Vj � � uma vizinhan�ca do

v�ertice vj e de�nimos uma 0-al�ca como r�1(Vi). O fecho dos complementos

das 0-al�cas determina as 1-al�cas i.e., uma 1-al�ca �e dada por r�1(ei�V ), onde

V =
S

j Vj. Denotamos a 0-al�ca associada ao v�ertice vi de � por v̂i. De forma

semelhante, a 1-al�ca associada �a aresta ej �e denotada por êj. Nos referimos �a

tal estrutura de al�cas como A = A(E), notando que E a determina a menos

de isotopia. Podemos alterar a retra�c~ao por uma isotopia de forma que as

�bras nas 1-al�cas sejam discos. Diremos que um tal disco �e um disco dual �a

respectiva 1-al�ca. �E claro que cada disco dual �e isot�opico a algum disco de

E .

Consideramos agora f(E) \ H0, onde lembramos que f(E) � H1.

Se f(E) \ H0 consistir de discos duais �as 1-al�cas de H0 dizemos que o

sistema E �e admiss��vel. Se E for um sistema completo podemos alterar f

por uma isotopia de forma torn�a-lo admiss��vel: perturbando f por uma

isotopia podemos supor que f(E) intercepta � transversalmente e em suas

arestas, sem interceptar a vizinhan�ca dos v�ertices V . Usando esse padr~ao

de interse�c~ao, uma nova isotopia de f faz com que f(E) intercepte H0 em

discos duais �as 1-al�cas. De agora em diante supomos que E �e completo e

admiss��vel.

Observa�c~ao. Essa de�ni�c~ao de admissibilidade �e um pouco mais forte do que

a dada em [40], que exige somente que f(E)\H0 consista de discos paralelos
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aos de E . �E bem claro que nossa condi�c~ao pode ser facilmente obtida desta

por uma isotopia.

Por motivos essencialmente t�ecnicos aprimoramos um pouco mais as

propriedades de f em rela�c~ao �a estrutura de al�cas. Cada Hn ganha uma

estrutura de al�cas fn(A) por f , portanto podemos considerar f(êj) uma

1-al�ca da estrutura f(A) de H1. Para cada Ei, consideremos N(Ei) uma

vizinhan�ca fechada na 1-al�ca êi da estrutura A de H0 que seja uma uni~ao

de �bras (discos duais). Pedimos que f(êj) \ êi � N(Ei) e que as �bras de

f(êj) interceptem êi em �bras, o que pode ser realizado por uma isotopia de

f . Se A = A(E) satis�zer essas propriedades e E for admiss��vel dizemos que

A �e admiss��vel. De admissibilidade segue que as 0-al�cas de H0 e os extremos

de suas 1-al�cas est~ao contidas nas 0-al�cas de H1. Iterando f , �e f�acil ver que,

para qualquer n > 0, fn(êj) intercepta êi em �bras de N(Ei) e que as 0-

al�cas de H0 est~ao contidas nas 0-al�cas de Hn. Diremos que N(Ei) �e o centro

laminado da 1-al�ca êi ou, no quadro dual, a vizinhan�ca laminada de Ei.

O sistema E �e dito irredut��vel se para todo i, j existir um n tal que

fn(Ej) \ êi 6= ;. Similarmente, A(E) �e irredut��vel se E o for.

Proposi�c~ao 2.29. Se f for gen�erico ent~ao existe um sistema de discos

completo, admiss��vel e irredut��vel.

Se f for gen�erico e E for um sistema de discos completo e admissi��vel

que n~ao �e irredut��vel, podemos realizar a proposi�c~ao acima passando a um

subsistema E 0 � E , conforme descreveremos abaixo.

Seja R = fE0; : : : ; Ep j p < q; Ej 2 E ; g uma redu�c~ao para f , no

sentido em que se 0 � j � p < q e p < i � q ent~ao fn(Ej) \ êi = ; para

qualquer n. Consideremos o conjunto T obtido da uni~ao de

T 0 =
[

0�j�p

êj

com todas as 0-al�cas que s~ao adjacentes a T 0. Como f �e gen�erico, T �e uma

uni~ao de componentes contr�ateis. Seja E 0 o sistema E �R = fEi j p < i �

q g. Dizemos que E 0 �e obtido de E por um colapso. Mod�camos a estrutura

A(E) eliminando as 1-al�cas de T e tornando cada componente de T uma

0-al�ca, obtendo a estrutura A(E 0).

Observa�c~ao. A de�ni�c~ao de colapso, seguindo [2], �e justi�cada se considera-

mos o efeito da opera�c~ao em �: a uni~ao das arestas (fechadas) e0; : : : ; ep �e

uma uni~ao de componentes contr�ateis e a opera�c~ao colapsa cada uma dessas

componentes a um ponto.
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2.7.1

Lamina�c~ao bidimensional invariante

Supomos de agora em diante que f : H ! H �e gen�erico e que A �e

admiss��vel e irredut��vel e o usamos a seguir para de�nir uma lamina�c~ao bidi-

mensional que seja f -invariante. Lembramos que N(Ei) �e uma vizinhan�ca

fechada de Ei e de�nimos N(E) =
S
0�i�qN(Ei) e U =

S
i�0 f

i(N(E)). Seja

�n =
\

0�i�n

f i(U):

Segue imediatamente da constru�c~ao que �0 ! �1 ! : : : portanto o limite

� = lim
n!1

�n =
\
i�0

f i(U)

faz sentido. Da constru�c~ao �e imediato que � �e f -invariante. Al�em disso

�n\H0 �e uma uni~ao de discos duais �as 1-al�cas e �e f�acil ver que �n+1\H0 �e

obtido de �n \H0 por remo�c~ao de um conjunto aberto de discos duais, de

forma que �\H0 �e um conjunto de Cantor de tais discos. Em verdade isso

�e verdade para qualquer � \Hi, donde � �e uma lamina�c~ao bidimensional.

Como a constru�c~ao de � depende fortemente de A(E) pode ser conveniente

denot�a-la por �(A) ou �(E) (dependendo de querermos enfatizar a estrutura

de al�cas ou o sistema de discos).

Para uma escolha apropriada de A, a lamina�c~ao �(A) que constru-

imos acima �e exatamente aquela �a qual o Teorema 2.28 se refere. A seguir

descrevemos como se constr�oi a medida transversal �a lamina�c~ao e depois o

processo que modi�ca A de forma que � goze da propriedade de incompres-

sibilidade.

Dado um espa�co topol�ogico X, lembramos que jXj denota o n�umero

de componentes conexas por caminhos de X. Se A for admiss��vel, podemos

considerar aij = jf(Ej) \ eij, de�nindo uma matriz n~ao negativa inteira

A = A(A), que chamamos de a matriz de incidência de A com respeito a

f . O sistema admiss��vel A �e irredut��vel se e somente se A for irredut��vel i.e.,

para quaisquer i, j existe potência n de A tal que (An)ij > 0 (ver Se�c~ao 2.5).

Pelo Teorema 2.24 o raio espectral de A �e um autovalor � = �(A) > 1 e o

autovetor u = u(A) = (u1; : : : ; uq) associado pode ser tomado de forma que

ui > 0. Usaremos u para construir a medida transversal.

Podemos associar, a cada N(Ei), uma largura, a coordenada ui de u.

Isso d�a uma medida �0 transversal �a folhea�c~ao F0 de N(E) por discos duais.

Similarmente podemos associar a cada fn(N(Ei)) a largura ui � ��n, dando
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uma medida �n �a folhe�c~ao Fn de f
n(N(E)). Se � �e um arco transversal �a �

e @� \ � = ;) ent~ao de�nimos a medida � em � como sendo

�(�) = lim
n!1

�n(�):

Essa de�ni�c~ao faz sentido: primeiro observamos que, para n su�cientemente

grande, � �e transversal �a Fn; �e tamb�em verdade que o limite existe pois,

para n su�cientemente grande, �n(�) �e constante (por u ser autovetor). �E

simples veri�car que � satisfaz invariancia por holonomia donde, de fato,

(�; �) consiste de uma lamina�c~ao com medida transversal. �E claro, tamb�em,

que f(�; �) = (�; ��). Dizemos que �(A) �e o fator de crescimento de f com

respeito �a A.

A lamina�c~ao � construida acima n~ao necessariamente �e aquela do

Teorema 2.28 porque suas folhas podem ser compress��veis em H � �H0.

Em [40] s~ao desenvolvidas opera�c~oes em A para modi�car uma lamina�c~ao

que n~ao satisfaz a condi�c~ao de incompressibilidade e se obter uma que a

satisfa�ca. Essas opera�c~oes s~ao de�nidas em termos da superf��cie rami�cada

B = B(E) associada �a E , que de�niremos mais adiante na se�c~ao. Aqui,

por�em, descreveremos as mesmas opera�c~oes em termos da estrutura de al�cas

A. De qualquer forma, a superf��cie rami�cada �e um objeto interessante e

tem suas vantagens, portanto daremos uma constru�c~ao para B(E) e faremos

liga�c~oes entre as duas abordagens ao longo do texto.

Passamos �a descri�c~ao das opera�c~oes.

Se �� �H0 for compress��vel em H� �H0 ent~ao um disco compressor est�a

contido em algum Hn, donde segue que fn(Ei) � �H0 �e compress��vel para

algum i. Seja D um disco compressor para fn(Ei). Podemos mudar Ei e

supor que D \ fn(E) = @D � fn(Ei). Seja D
0 � fn(Ei) tal que @D

0 = @D.

Ent~ao D[D0 bordam uma bola em Hn logo s~ao isot�opicos em Hn. Se n = 1

ent~ao podemos modi�car f por uma isotopia que leve D0 em D e ajustar a

estrutura de al�cas de forma apropriada. Essa opera�c~ao �e chamada de desvio

(em [40], uma diversion).

Lema 2.30. Se A �e admiss��vel e irredut��vel ent~ao um desvio (possivelmente

seguida de um colapso) produz um sistema A0 admiss��vel e irredut��vel tal que

�(A0) < �(A).

Como todas as constru�c~oes s~ao equivariantes �e necess�ario que as

modi�ca�c~oes em A e f tamb�em o sejam. Se o disco compressor D * H1

ent~ao n~ao podemos realizar um desvio por causa da obstru�c~ao imposta por

equivariância. Nesse caso, modi�camos A e f sem aumentar � buscando

um sistema cuja respectiva lamina�c~ao seja compressi��vel em H1 � �H0. Tal
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sistema estar�a sujeito a um desvio, que, quando realizada, reduzir�a �. A

seguir de�niremos as opera�c~oes que s~ao usadas para modi�car A e f .

Seja f(vj) uma 0-al�ca deH1 e suponha queN(Ei)\f(vj) 6= ;. Podemos

acrescentar uma 0-al�ca contida em N(Ei)\ f(vj) �a A separando a 1-al�ca ei

em duas novas e0i, e
00
i . Essa opera�c~ao �e denominada subdivis~ao (splitting em

[40]).

Lema 2.31. Uma subdivis~ao de um sistema A admiss��vel e irredut��vel

produz um novo sistema A0 admiss��vel e irredut��vel tal que �(A0) = �(A).

Seja (�; �; �) um meio-disco (ver Se�c~ao 2.1 para de�ni�c~ao) e suponha-

mos que � seja mergulhado em H1��H0 de forma que � � f(Ei) para algum

i, e � � @H0. Sejam Ea, Eb os dois discos de E cujas vizinhan�cas laminadas

N(Ea), N(Eb) cont�em @� = @�. Suponhamos que f(E) intercepte essas viz-

inhan�cas em somente um disco em cada uma e que Ea, Eb sejam discos de

E distintos. De�niremos uma dobra (em [40], um down-move) ao longo de �

da seguinte forma: se modi�camos f por uma isotopia cujo efeito seja levar

o arco � ao longo de � at�e passar um pouco de � vemos que f(Ei) deixa

de interceptar H0 em discos duais �as 1-al�cas ea, eb, passando a intercept�a-lo

em um novo disco Eab que �e uma soma conexa ao longo do bordo de Ea com

Eb. Eliminamos os discos Ea, Eb e introduzimos Eab. Completamos fazendo

os ajustes necess�arios na estrutura de al�cas.

Observa�c~ao. A exigência de que f(E) intercepte cadaN(Ea),N(Eb) somente

uma vez n~ao �e muito forte, podendo ser facilmente realizada por subdivis~ao.

Lema 2.32. Uma dobra de um sistema A admiss��vel e irredut��vel produz

um novo sistema A0 admiss��vel e irredut��vel tal que �(A0) = �(A).

A seguir de�nimos a opera�c~ao inversa �a dobra.

Suponhamos que (�; �; �) seja um meio-disco mergulhado em H1��H0

tal que � � f(Ei) para algum i e � � @H1. Nesse caso os dois pontos

@� = @� est~ao contidos na vizinhan�ca laminada N(Ec) do mesmo disco de

E . Suponhamos que f(E)\N(Ec) contenha somente um disco. Se alteramos

f por uma isotopia que leve � ao longo de K at�e passar um pouco al�em

de � ent~ao f(Ei) deixa de interceptar H0 em um disco paralelo �a Ec,

interceptando em dois novos discos Ea, Eb. Obtemos um novo sistema de

discos E 0 de E eliminando Ec e acrescentando Ea, Eb. Depois de feitos os

ajustes necess�arios na estrutura de al�cas dizemos que E 0 �e obtida de E por

uma separa�c~ao (em [40], um up-move).

Lema 2.33. Uma separa�c~ao de um sistema A admiss��vel e irredut��vel

produz um novo sistema A0 admiss��vel e irredut��vel tal que �(A0) = �(A).
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Finalmente, de�nimos a �ultima opera�c~ao, visando eliminar 0-al�cas de

valência 2. Essa opera�c~ao n~ao esta claramente de�nida em [40], embora ela

seja usada em uma vers~ao equivalente do Lema 2.34 abaixo.

Suponhamos que a 0-al�ca v da estrutura A em H0 tenha valência 2

i.e., o respectivo v�ertice v em � tem valência 2. Sejam ei, ej as arestas

incidentes �a v. Se o gênero de H �e g � 2 ent~ao i 6= j, embora os discos duais

�a ei e ej sejam paralelos. Consideremos u(E) = (u0 : : : ; uq) e suponhamos,

sem perda de generalidade, que uj � ui. Uma elimina�c~ao de valência 2 �e

de�nida da seguinte forma: modi�camos f por uma isotopia de forma que

todas as interse�c~oes f(E) \ ei sejam levadas a interceptar ej, respeitando

admissibilidade. Finalmente removemos ei e v de A, obtendo uma estrutura

A0.

Lema 2.34. Se A �e admiss��vel e irredut��vel ent~ao a estrutura A0 obtida de A

por uma elimina�c~ao de valência 2 �e admiss��vel e irredut��vel e �(A0) � �(A).

Observa�c~ao. Tem-se a desigualdade estrita �(A0) < �(A) se e somente se

uj < ui.

A contru�c~ao da lamina�c~ao bidimensional com a propriedade de incom-

pressibilidade depende fundamentalmente do seguinte lema:

Lema 2.35. Se �(A) n~ao gozar da propriedade de incompressibilidade

ent~ao existe uma estrutura A0 tal que �(A0) �e compress��vel em H1 � �H0

satisfazendo �(A0) = �(A).

A constru�c~ao da lamina�c~ao com a propriedade de incompressibilidade

�e �nalizada da seguinte forma. Suponhamos que �(A0) n~ao goze da pro-

priedade de incompressibilidade. O Lema 2.35 produz A0 atrav�es de uma

sequência de dobras, separa�c~oes e subdivis~oes. Como h�a um disco compres-

sor para �(A0)� �H0 em H1 � �H0, podemos realizar um desvio e obter uma

nova estrutura A1 tal que �(A1) < �(A0). Pelo Lema 2.34, podemos su-

por que toda 0-al�ca de A1 tem valência maior que ou igual a três. Nesse

caso, o n�umero de 1-al�cas �e limitado (por um n�umero que depende somente

do gênero de H), logo o tamanho da matriz de incidência M(A1) �e limi-

tado. Se �(A1) n~ao satis�zer a condi�c~ao de incompressibilidade, repetimos

o argumento. Esse processo p�ara: caso contr�ario teriamos uma sequência

�0 > �1 > : : : estritamente decrescente de autovalores de Perron-Frobenius

de matrizes n~ao-negativas e inteiras e de tamanho limitado, contradizendo

o Lema 2.25. Segue que, em algum momento, o processo produz uma lam-

ina�c~ao satisfazendo a condi�c~ao de incompressibilidade.
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Do mesmo argumento explorando a boa-ordem nos poss��veis auto-

valores para �(A), vemos que faz sentido falar em um fator de crescimento

minimal para f . Podemos nos referir a tal fator como o fator de crescimento

de f .

A estrutura de produto em �H � �H0 ' @H � R+ pode ser ajustada,

preservando as �bras de forma que @Hn = fn(@H0) = @H � fng. Fixamos

essa estrutura e de�nimos uma fun�c~ao altura em h : �H � �H0 ! R+ por

proje�c~ao. Podemos, ent~ao, de�nir Ht para t � 0 como sendo h�1([0; t])[H0,

estendendo a de�ni�c~ao hn = fn(H0).

Proposi�c~ao 2.36. A lamina�c~ao bidimensional descrita no Teorema 2.28

pode ser modi�cada por uma isotopia, de forma que suas folhas �quem

em posi�c~ao de Morse com respeito �a fun�c~ao altura. Isso pode ser feito de

tal forma que os pontos cr��ticos dessa fun�c~ao (em uma folha) sejam todos

selas. Nesse caso, se t � 0 n~ao for valor cr��tico, ent~ao �t = � \Ht �e uma

lamina�c~ao cujas folhas s~ao isot�opicas a discos de um sistema Et, completo

em Ht, admiss��vel e irredut��vel. Todo disco de Et est�a representado em �t e,

se �t �e a medida em �t herdada de (�; �), ent~ao a medida uti induzida por

�t no disco Eti 2 Et determina um autovetor ut cujo autovalor associado �e

o mesmo � associado �a u.

Observa�c~ao. Usando a proposi�c~ao acima, pode-se ver (�; �) como um

caminho no espa�co de discos de H, onde o parâmetro �e dado pela altura.

Para uma de�ni�c~ao do espa�co de discos damos como referência [34]. Esse

espa�co pode ser visto como uma vers~ao com pesos do complexo de discos,

como de�nido em [27].

2.7.2

Superf��cie rami�cada.

Finalmente construimos a superf��cie ami�cada B = B(A).

Podemos considerar cada f i(N(E)) como uma vizinhan�ca �brada de

f(E), o intervalo como �bra. Relembramos que

U =
[
i�0

f i(N(E));

donde U pode ser visto como sendo �brado por I. Se consideramos o

quociente p : U ! B no espa�co dessas �bras �e f�acil ver que B �e uma

superf��cie rami�cada que mergulha B
�
�! U de forma transversal �as �bras,

fazendo de U uma vizinhan�ca �brada de �(B). Identi�camos B com �(B) e
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de�nimos N(B) = U . �E bem claro que � � N(B), interceptando todas

as �bras de forma transversal, portanto B conduz � completamente. A

medida � em � induz uma medida em B, que denotamos por (B; �). �E

claro que (B; �) satisfaz a switch condition. Um nul�ogono para B �e um

disco D propriamente mergulhado em H � �N(B) tal que @D � @hN(B).

Um nul�ogono �e dito essencial se @D n~ao bordar um disco em @hN(B) e �e

dito inessencial caso contr�ario.

Observa�c~ao. Em geral por nul�ogono estamos deixando impl��cito que �e

essencial. Em caso de ambiguidade seremos expl��citos.

Um meio-disco (�; �; �) �e um mon�ogono para B se � for mergulhado

em �H � �N(B) e � � @hN(B), � � @vN(B). Compressibilidade de � pode

ser detectada pela presen�ca de nul�ogonos e mon�ogonos para B:

Lema 2.37. Se B(E) n~ao contiver nenhum nul�ogono essencial ent~ao n~ao

cont�em nenhum mon�ogono.

Proposi�c~ao 2.38. As folhas de �(E)� �H0 s~ao incompress��veis em H � �H0

se e somente se B(E) n~ao contiver nenhum nul�ogono essencial.

2.7.3

Lamina�c~ao unidimensional invariante.

A constru�c~ao da lamina�c~ao unidmensional (
; �), descrita no Teo-

rema 2.28, �e feita cuidadosamente em [40] (se�c~ao 8), e sua abordagem �e

baseada na estrutura de al�cas que decrevemos acima. O leitor deve recorrer

ao artigo original para maiores detalhes.

Aprimoramos a escolha de f e A um pouco mais. Relembramos que

Hn = fn(H0), onde est�a de�nida uma retra�c~ao rn : Hn ! fn(�). Fixada

uma m�etrica em H, modi�camos f de forma que as �bras r�1n (p) sobre

p 2 fn(�) tenham diâmetro indo para 0 quando n! �1, o que claramente

pode ser realizado.

Consideramos

� =
\
r�0

f rH0:

Tal � �e quase uma lamina�c~ao unidimensional: se ê for uma 1-al�ca de A em

H0 ent~ao ê \ � �e uma lamina�c~ao (de fato a contru�c~ao de ! : 
 ! �H0 ser�a

feita de forma que ê\!(
) = ê\�). Se v̂ for uma 0-al�ca de H0 ent~ao v̂\�

cont�em um conjunto singular

S =
\
r�0

f r(
[
i

v̂i);
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onde
S

i v̂i �e o conjunto das 0-al�cas deH0. Vemos, ent~ao, que S �e um conjunto

�nito de pontos e que, em H0� S, �� S �e uma lamina�c~ao unidimensional.

Esse conjunto S �e a obstru�c~ao para se ter uma lamina�c~ao em H0. A solu�c~ao

porposta por [40] �e de se contruir uma lamina�c~ao 
 abstrata e uma aplica�c~ao

! : 
! �H0 tal que !(
) = � e ! sendo mergulho em 
� !�1(S).

Para obter (
; �) construiremos uma train-track com medida (�; �) sa-

tisfazendo a switch condition, donde conduzir�a uma lamina�c~ao com medida,

que ser�a (
; �). Come�camos a constru�c~ao considerando o grafo �(E) dual

�a E e a retra�c~ao r0 : H0 ! � associada �a A(E). Removemos de � uma viz-

inhan�ca V do v�ertice v e os segmentos restantes ser~ao denominados por �i,

um para cada aresta ei de �. Completamos � acrescentando ramos ligando

os ramos �i e �j se, para algum r < 0, uma 1-al�ca f r(ek) de f
r(H0) for de ei

para ej i.e., se uma componente de f r(ek) \ v (onde v �e a respectiva 0-al�ca

de H0) tiver um extremo em cada ei, ej. Fazendo isso para todo v�ertice de

�, obtemos � .

Existe um mergulho  : � ! H0 tal que r0 Æ  (�i) = ei e com

r0 Æ  colapsando os outros ramos para os respectivos v�ertices. O train-

track f�1 Æ (�) �e conduzido por � se nos permitimos alterar f�1 Æ (�) por

uma homotopia (em geral uma condu�c~ao deve ser realizada por isotopias).

Seja g : � ! � essa aplica�c~ao. Isso produz uma matriz de incidência para

os ramos de � . Se restringimos essa matriz para os ramos �i associados �as

arestas de �, temos exatamente a transposta da matriz de incidênciaM(A),

portanto tem o mesmo autovalor de Perron-Frobenius � = �(A).

Seja x = (x0; : : : ; xq) um autovetor da matriz de incidência. Para cada

s damos pesos xi=(�
s) aos ramos �i, o push-forward por g

s induz pesos �s nos

ramos de � . Por constru�c~ao, s 7! �s �e constante nos ramos �i. Estendemos

esse propriedade para os outros ramos considerando

� = lim
s!1

�s:

Tais limites convergem para um sistema de pesos satisfazendo a switch

condition, dando uma train-track com medida (�; �). Al�em disso, a condu�c~ao

de g(�; �) por � satisfaz

: : :
g
�!
�
�;
�

�2

�
g
�!
�
�;
�

�

�
g
�! (�; �) :

Nessas condi�c~oes � conduz completamente uma lamina�c~ao com medida

(
; �), obtida por limite inverso. Fica claro, portanto, que h = g�1 de-
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termina o isomor�smo ao qual se refere o Teorema 2.28:

h(�; �) =
�
�;
�

�

�
:

De�nimos ! : 
 ! �H0 da seguinte forma: um ponto do limite inverso


 �e uma sequência fysg onde g(ys) = ys�1. As fun�c~oes �k : 
 ! � dadas

por �k(fysg) = yk s~ao cont��nuas. Seja  k : � ! H�k de�nida por f�k Æ  .

De�nimos

!(fysg) = lim
k!1

 k(yk);

completando a constru�c~ao descrita pelo Teorema 2.28.
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