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Resumo

Gomes Dias dos Santos, Mariana; de Queiroz Lima, Roberta. Es-
tratégias de aproximacgoes analiticas hierarquicas de prob-
lemas nao lineares: métodos de perturbacao. Rio de Janeiro,
2019. 70p. Dissertagao de Mestrado — Departamento de Engenharia
Mecénica , Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.
Problemas dindmicos governados por problemas de valor inicial (PVI)

nao lineares, em geral, despertam grande interesse da comunidade cientifica.
O conhecimento da solucao desses PVI facilita o entendimento das carac-
teristicas dindmicas do problema. Porém, infelizmente, muitos dos PVI de
interesse nao tém solucao conhecida. Nesse caso, uma alternativa é o cal-
culo de aproximacoes para a solucao. Métodos numéricos e analiticos sao
eficientes nessa tarefa e podem fornecer aproximacoes com a precisao dese-
jada. Os métodos numeéricos foram muito desenvolvidos nos ultimos anos e
amplamente aplicados em problemas de diversas areas da engenharia. Pa-
cotes computacionais de facil utilizacao foram criados e hoje fazem parte
dos mais tradicionais programas de simulacdo numérica. Entretanto, as
aproximacoes numéricas tém uma desvantagem em relagao as aproximagoes
analiticas. Elas nao permitem o entendimento de como a solug¢ao depende
dos parametros do problema. Visto isso, esta dissertacao foca na analise e
implementacgao de técnicas analiticas denominadas métodos de perturbacao.
Foram estudados os métodos de Lindstedt-Poincaré e de multiplas escalas de
tempo. As metodologias foram aplicadas em um PVI envolvendo a equacgao
de Duffing ndo amortecida. Programas em algebra simbdlica foram desen-
volvidos com objetivo de calcular aproximacoes analiticas hierarquicas para
a solucao desse problema. Foi feita uma analise paramétrica, ou seja, estudo
de como as condigoes iniciais e os valores de parametros influem nas aprox-
imacoes. Além disso, as aproximacoes analiticas obtidas foram compara-
das com aproximagoes numéricas calculadas através do método do Runge-
Kutta. O método de multiplas escalas de tempo também foi aplicado em
um PVTI que representa a dinamica de um sistema massa-mola-amortecedor
com atrito seco. Devido ao atrito, a resposta do sistema pode ser caracter-
izada em duas fases alternadas, a fase de stick e a fase de slip, compondo
um fendémeno chamado stick-slip. Verificou-se que as aproximagoes obtidas
para resposta do sistema pelo método de multiplas escalas de tempo tém

boa acuracia na representacao da dinamica do stick-slip.

Palavras-chave

métodos de perturbacdo; aproximagoes analiticas; equacao de Duff-

ing;  stick-slip; algebra simbdlica;
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Abstract

Gomes Dias dos Santos, Mariana; de Queiroz Lima, Roberta (Advi-
sor). Strategies of hierarchical analytical approximations of
non-linear problems: perturbation methods. Rio de Janeiro,
2019. 70p. Dissertacao de mestrado — Departamento de Engenharia
Mecénica , Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.
Dynamical problems governed by non-linear initial value problems

(IVP), in general, are of great interest of the scientific community. The
knowledge of the solution of these IVPs facilitates the understanding of the
dynamic characteristics of the problem. However, unfortunately, many of
the IVPs of interest does not present a known solution. In this case, an
alternative is to calculate approximations for the solution. Numerical and
analytical methods are efficient in this assignment and can provide approxi-
mations with the desired precision. Numerical methods have been developed
over the last years and have been widely applied to dynamical problems in
various engineering areas. Computational packages, easy to use, were cre-
ated and today are part of the most traditional numerical simulation pro-
grams. However, numerical approximations have a disadvantage in relation
to analytical approaches. They do not allow the understanding of how the
solution depends on the problem parameters. Given this, this dissertation
focuses on the analysis and implementation of analytical techniques called
perturbation methods. The Lindstedt-Poincaré method and multiple time
scales method were studied. The methodologies were applied in an IVP in-
volving the non-damped Duffing equation. Symbolic algebra programs were
developed with the purpose of calculating hierarchical analytical approxima-
tions to the solution of this problem. A parametric analysis was performed,
in other words, a study of how the approximations are influenced by initial
conditions and parameter values. In addition, the analytical approximations
obtained were compared with numerical approximations calculated using
the Runge-Kutta method. The multiple scales method was also applied in a
IVP that represents the dynamics of a mass-spring-damper oscillator with
dry friction. Due to friction, the system response can be characterized in
two alternating phases, the stick phase and the slip phase, composing a phe-
nomenon called stick-slip. It was verified that the approximations obtained
for system response by the multiple scales method represent the stick-slip

dynamics with good accuracy.

Keywords

perturbation method;  analytical approximation;  Duffing equation;

stick-slip;  symbolic algebra;
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1
Introducao

Problemas dinamicos, em geral, sdo governados por problemas de valor
inicial (PVI) compostos por equagoes diferenciais ordinarias (EDO) e condigoes
iniciais. Equacoes diferenciais ordinarias sao equagbdes que envolvem uma
funcdo desconhecida e suas derivadas que, por sua vez, sao dependentes de
apenas uma variavel independente. No caso de sistemas mecanicos, é muito
comum a fungdo ter como varidavel independente o tempo ¢. O nimero de
condicOes iniciais necessarias para resolver um PVI de uma EDO deve ser
igual a ordem da maior derivada presente na EDO do problema.

No passado, por simplicidade, muitos sistemas dindmicos eram modela-
dos por PVI lineares, apesar de terem natureza nao linear [33; 44]. Com o
passar do tempo, esse tipo de simplificagdo tornou-se inadequada. Verificou-se
que os modelos lineares eram muito limitados e incapazes de representar com
acuracia a dinamica de sistemas nao lineares. Assim, modelos nao lineares
passaram a ser frequentemente usados para garantir uma melhor representa-
¢ao da dindmica dos sistemas [7; 14; 38; 44; 48]. Um exemplo cldssico de PVI
frequentemente encontrado na literatura, sao os PVI que envolvem a equacao
de Duffing [15; 18; 19; 21; 34; 49]. Essa equagao apresenta nao linearidade ci-
bica e é usada para modelar a dindmica de diversos sistemas. Na engenharia, a
equacao de Duffing pode ser usada para modelar a dinamica, por exemplo, de
osciladores com mola cubica e sistemas mecanico-magnéticos com uma haste
oscilando entre dois imas. Nesses sistemas, a nao linearidade ¢é introduzida de-
vido ao acoplamento entre as partes mecanica e magnética. Na area da satde,
a equagao aparece na modelagem da disseminagao de doengas [1].

Uma vez que nao linearidades sao consideradas na modelagem de sis-
temas, os PVI que representam a dindmica passam a ser nao lineares. Esses
PVI, em sua maioria, nao tém solugao analitica conhecida. Vale ressaltar que o
conhecimento das solugoes teria grande utilidade, uma vez que permitiria um
estudo de performance do sistema, o que poderia auxiliar no desenvolvimento
de técnicas de controle. Como alternativa, pode-se calcular aproximacoes para
as solugoes desses PVI nao lineares. Os métodos mais populares para esses
célculos sao os analiticos [17; 31; 37; 43] e os numéricos [2; 5; 6; 42].

Métodos numéricos e analiticos sdo eficientes nessa tarefa e podem
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Capitulo 1. Introducio 11

fornecer aproximagoes com a precisao desejada. Os métodos numéricos foram
muito desenvolvidos nos tltimos anos e amplamente aplicados em problemas
de diversas areas da engenharia. Pacotes computacionais de facil utilizacao
foram criados e hoje fazem parte dos mais tradicionais programas de simulagao
numérica. Entretanto, as aproximagoes numéricas tém uma desvantagem em
relacdo as aproximagoes analiticas, ndo permitem o entendimento de como a
solugao depende dos parametros do problema. Visto isso, esta dissertacao foca
na analise e implementacao de técnicas analiticas denominadas métodos de
perturbagao.

Os métodos de perturbagao permitem calcular aproximagoes analiticas
hierarquicas para solugoes de PVI, que envolvem um parametro positivo de
valor pequeno, ¢ << 1, chamado parametro de perturbacdo. Os métodos
assumem como solu¢do do PVI uma série uniforme infinita em poténcias de e,
que deve ser truncada de acordo com a ordem de aproximacao desejada. De
modo genérico, apds o truncamento, os métodos de perturbagao decompoem
o PVI nao linear original em um numéro finito de PVTI lineares com solugao
analitica conhecida.

Conforme explicado anteriormente, uma das vantagens de se obter apro-
ximagoes analiticas para PVI nao lineares é que as aproximagoes permitem o
entendimento de como a solucao depende dos parametros do problema. Esse
tipo de andlise é muito importante no estudo de sistemas dinamicos e é cha-
mado de andlise paramétrica. Segundo Pasquetti [34], os fenémenos causados
pela nao linearidade sdo mais faceis de serem identificados através de uma
analise paramétrica. Esse tipo de analise, quando realizada por métodos nu-
méricos, tém alto custo computacional e temporal, visto que para cada valor
de pardmetro é necessario fazer uma integracdo numérica [34]. O artigo [29]
fez uma analise paramétrica de um PVI nao linear estocastico. Estudou-se a
influéncia de dois pardmetros na dinamica, um deles assumia quarenta valores
diferentes e o outro, oito valores diferentes, totalizando 320 combinagoes a se-
rem analisadas. Como o artigo considera incertezas e objetivava construir um
modelo estatistico, para cada combinac¢ao dos parametros, era necessario fazer
uma simula¢ao de Monte Carlo. Em cada simulacdo de Monte Carlo, o PVI
deveria ser integrado 2 mil vezes, totalizando 640.000 integragoes numéricas.
Para realizar todas essas integracoes de forma sequencial, seriam necessarios
dois anos e meio. Como alternativa, foi usada a estratégia de paralelizacao.
As integragoes foram divididas em dezesseis computadores, reduzindo o tempo
de simulagao para cinquenta e cinco dias. Observe que, mesmo com a parale-
lizacao, o custo computacional continuou alto e demandou quase dois meses.

Em [29] se, ao invés de integracdo numérica, aproximagoes analiticas tives-
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sem sido utilizadas para fazer a andlise paramétrica, provavelmente o tempo
computacional gasto teria sido muito menor. Por exemplo, dispondo de uma
expressao analitica, para a solugao de um problema deterministico, ao invés de
integrar a EDO para cada valor de parametro, seria necessario apenas fazer a

substituicao de valores. Uma tarefa bem menos custosa.

1.1
Métodos numéricos

Os primeiros trabalhos em métodos numéricos foram feitos por Isaac
Newton e Leibniz [5]. Porém somente no século XVII, Lehonard Euler deduziu
o processo iterativo chamado de método de Euler, que permite determinar uma
aproximacao para solucao de um PVI para determinado valor do parametro
independente. Posteriormente, surgiu o método de Euler modificado. Mais
tarde, dois matematicos alemaes, Carl Runge em 1895 e Martin Wihelm Kutta
em 1901, aprimoraram os métodos de Euler, criando o método conhecido como
Runge-Kutta. Esse ultimo método ¢ duas ordens de grandeza mais preciso que
o método de Euler modificado e trés ordens de grandeza mais preciso que o
de Euler [5]. Em Polking [35], também ¢é encontrado uma comparagao entre
os erros dos métodos citados, sendo que o método de Runge-Kutta é o que
apresenta menor erro.

Em geral, para a implementagao de métodos numéricos de integracao de
um PVI, é necessario que seja feita uma discretizacao do parametro indepen-
dente do problema. Em problemas dindmicos, esse parametro é usualmente o
tempo. A aproximagdo numérica é calculada apenas para alguns valores de
parametro independente. No francés ha uma palavra que descreve bem essa
passagem de um dominio continuo para um discreto. E a palavra "numérisa-
tion", [40]. Considere, por exemplo, que deseja-se aproximar a solugao de um
PVI através de um método numérico no intervalo [0, 7] do pardmetro inde-
pendente. Sera necessario entao discretizar o intervalo, como sugerido na fig.
1.1.

0 T
t, t t, e ty

Figura 1.1: Discretizacao do tempo

Segundo Atkinson [2] e Savi [42], o0 método de Runge-Kutta é um dos

métodos numéricos mais populares por aliar simplicidade de implementacao
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e precisao. Ele serd utilizado como referéncia para validar as aproximacgoes
analiticas calculadas nesta dissertagdo. Esse método foi escolhido devido a
simplicidade de uso e pela precisao obtida. Além, do método ja estar imple-
mentado no software MATLAB, sendo apenas necessario indicar a equacao a
ser aproximada, as condigoes iniciais e o intervalo de tempo em que se deseja
integrar. Em geral, Runge-Kutta é um método de passo tnico. A previsao em
t; é calculada com base apenas na informacao do seu passo imediatamente

anterior [2; 5.

1.2
Métodos analiticos de perturbacao

Os métodos de perturbacao sao ferramentas que permitem o calculo de
aproximacoes para solucoes de PVI que envolvem um parametro pequeno,
denominado de e. Como s6 é possivel aplicar o método com a presenca desse
parametro, quando o problema nao possui um parametro suficientemente
pequeno que possa ser usado como o parametro de perturbacao, usa-se o
artificio de introduzir o parametro € temporariamente e, ao final, faz-se e = 1,
voltando assim para o problema inicial [4]. Recomenda-se introduzir ¢ no PVI
de forma que, ao considerar € = 0, a equacao se torne linear e tenha solucao
analitica conhecida [18; 30; 43].

Existem dois tipos de problemas de perturbacao, os regulares e os
singulares. Eles se diferenciam pela interferéncia do parametro de perturbacao
na solucao do problema. Nas perturbacoes regulares, a solugdo do problema
é pouco afetada se o valor do parametro de perturbacao for suficientemente
pequeno. Ja nas perturbacoes singulares, mesmo para valores muito pequenos
de €, as solugbes sofrerdo os efeitos do pardmetro de perturbacao. Em [3; 18;
37; 43] encontra-se exemplos e uma explicagao detalhada sobre perturbagoes
regulares e singulares. Para Awad [3], as duas singularidades mais comuns sao
as de camada limite e as seculares.

Segundo Marinca et al. [30], o precursor dos métodos de perturbacao
foi Poisson, no inicio do século XIX, sendo o primeiro a aplica-lo formalmente
sem nenhuma justificativa tedrica. No entanto, o método resultou em satisfato-
rias aproximacoes, sendo aplicado especialmente em mecanica celeste. Nessas
aproximacoes surgiram termos com coeficientes de ¢, t2, ..., que cresciam indefi-
nidamente com o tempo, denominados por termos seculares. Lindstedt (1882)
desenvolveu uma técnica para evitar o aparecimento desses termos. Como a
frequéncia do sistema é fungao de sua amplitude [34; 44], Lindstedt escreveu a
frequéncia do sistema em uma série de poténcias do parametro de perturbacao.

Poincaré provou que a expansao proposta por Lindstedt era assintdtica, [34].
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No final daquele mesmo século, Lindstedt e Poincaré contribuiram majoritari-
amente para os métodos de perturbacao, elaborando os fundamentos teéricos
e possibilitando sua aplicagdo em diversos problemas de sistemas mecénicos
[30; 41]. O método de Lindstedt-Poincaré (MLP) é uma técnica iterativa que
aproxima a solucdo de um PVI por uma expansao uniforme. Os termos de
expansao sao periodicos e a expansao é capaz de aproximar muito bem a so-
lugado de um PVI com baixa nao linearidade [12; 30]. A estratégia do método
é através do parametro do perturbacao, transformar o PVI nao linear original
em um numero finito de PVI lineares que possuem soluc¢ao linear. Esses PVI
lineares devem ser resolvidos sequencialmente. A cada iteragao deve-se resolver
um PVI linear e eliminar os termos seculares presentes na solucao, de forma a
garantir uma aproximacao periédica.

Existem sistemas que apresentam caracteristicas com escala de tempo di-
ferentes como, por exemplo, um sistema massa-mola-amortecedor. Na resposta
desse tipo de sistema, a oscilagao e o decaimento da amplitude de oscilacao
acontecem em tempos diferentes. Outros exemplos sao sistemas caracteriza-
dos por uma dindmica com periodos rapidos e lentos (fast-slow systems). Esse
tipo de dindmica, em geral, ndo é bem caracterizada pela expansao uniforme
dos métodos de perturbagao [39]. Uma alternativa, para calcular aproxima-
¢Oes para sistemas com essas singularidades, é usar o método de perturbacao
de multiplas escalas de tempo. Esse método, assim como Lindstedt-Poincaré
também é uma técnica para calcular aproximagcoes hierarquicas para solugoes
de PVI nao lineares, amplamente discutido em [15; 18; 22; 31]. Desenvolvido
por Sturrock, Frieman, Kevorkian e Nayfeh, entre os anos de 1950 e 1960, o
método de multiplas escalas de tempo (MME) é equivalente ao método de
averaging elaborado por Krylov e Bogoliubov nos anos 30 [41]. A série em po-
téncias do parametro de perturbacao também ¢é admitida como solugao para
o PVI, mas a expansao em poténcias de € deve ser funcao de duas ou mais
varidveis independentes [32], chamadas de escalas.

Apesar dos métodos de perturbacdo serem ferramentas poderosas para
aproximar a solucao de PVI, os cédlculos necessarios para a implementacao
dos métodos de perturbacao podem ser trabalhosos e muito custosos quando
realizados manualmente. Dependendo da ordem da aproximacao desejada, os
calculos podem até ser inviabilizados. Uma forma de facilitar a obtencao das
aproximacoes € utilizar, na implementacao, o método de algebra simbolica.
Essa estratégia permite que os cédlculos sejam feitos de forma automatizada,
facilitando a obtencao de aproximacoes de ordens elevadas. Nos trabalhos
[10; 11; 19; 34; 41], os autores utilizaram e ressaltaram a importancia de algebra

simbélica nos calculos de aproximagoes analiticas.
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1.3
Objetivos da dissertacao

A maioria dos problemas de valor inicial nao lineares nao tem solucao
analitica conhecida. Por esse motivo, os métodos de aproximacoes analiticas
e numéricas tornam-se ferramentas tao importantes. Esse trabalho tem como
objetivo principal apresentar de forma didatica e com exemplos os métodos
de perturbacao, Lindstedt-Poincaré e o de multiplas escalas de tempo. Os
métodos foram implementados em algebra simbodlica e aplicados em PVI que
envolvem a equagdo de Duffing e em PVI que modelam sistemas de interesses
do Laboratério de Vibragoes da PUC-Rio. Por exemplo, o PVI, que modela
a dindmica de um sistema massa-mola-amortecedor, que desliza em cima de
uma esteira, considerando a presenca de atrito seco entre a massa e a esteira,
provocando na trajetoria do sistema um fenoémeno chamado stick-slip.

Aliar os métodos de perturbagao estudados com os programas de algebra
simbélica facilitou os calculos das aproximacoes analiticas e possibilitou o
calculo de aproximacoes de ordens elevadas. Criar uma rotina simbdlica para
automatizar os calculos foi um dos objetivos desse trabalho também. O
estudo de métodos de aproximacao analitica, como os de Lindstedt-Poincaré e
multiplas escalas de tempo, é uma frente de pesquisa recente no Laboratério
de vibracoes. Por isso, o texto dessa dissertagao tem objetivo didatico para
que outros interessados possam aplicar os métodos em PVI de interesse, além
de poder usar as rotinas simbolicas ja programadas como base para novos
problemas. Ao longo do desenvolvimento da dissertagdo, foram publicados
dois artigos, um para o congresso do MECOM [10] e outro para o congresso
do DINAME [11]. Ambos os artigos tratam da importancia dos métodos de

perturbagao aliados a rotina de algebra simbdlica.

1.4
Organizacao da dissertacao

Essa dissertacao esta dividida em cinco capitulos. Na introducao foram
abordados conceitos importantes para os métodos de aproximagao, numérico
e analitico, com um breve historico e resumo.

O segundo capitulo é dedicado ao método Lindstedt-Poincaré. O método
serd descrito e exemplificado com o cdlculo de aproximagoes de diferentes
ordens para a solucao de um PVI com a equagao de Duffing. Com o objetivo
de mostrar a importancia da algebra simbdlica no calculo de aproximagoes
analiticas, foi feito uma discussao sobre o custo computacional dos céalculos.
Para avaliar a qualidade das aproximacoes, foram feitas comparagdes entre

as aproximagoes analiticas hierarquicas obtidas pelo método de Lindstedt-
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Poincaré e aproximacoes numéricas obtidas pelo método do Runge-Kutta
(tidas com referéncia para validagdo). Duas medidas de erro foram utilizadas
nas comparagoes. Foram feitas andlises de como a ordem de aproximacao, valor
do parametro de perturbacao e condig¢oes iniciais influenciam no erro e dominio
de validade das aproximacoes.

No capitulo 3 é apresentado a metodologia de multiplas escalas de tempo.
Assim como no capitulo anterior, o método foi aplicado em um PVI com a
equagao de Duffing ndo amortecida. Aproximacoes de diferentes ordens foram
calculadas usando uma rotina de algebra simbodlica. Os dominios de validade
das aproximagoes foram avaliados usando os erros previamente definidos.
No final do capitulo, as aproximacoes hierarquicas obtidas pelo método de
Lindstedt-Poincaré e multiplas escalas foram comparados.

Nos capitulos 2 e 3, os métodos de perturbacao de Lindstedt-Poincaré
e multiplas escalas foram exemplificados em um PVI, que envolve uma EDO
com nao linearidade cubica - a equagao de Duffing. Esse PVI foi escolhido por
ser simples e muito frequente na literatura. Um dos principais objetivos desses
capitulos é apresentar os métodos de forma didatica. No quarto capitulo, o
método de multiplas escalas é aplicado em um PVI muito interessante. E
um exemplo de aplicagdo do método muito diferente do que é usualmente
encontrado na literatura. O PVI escolhido descreve a dinamica de um oscilador
massa-mola-amortecedor, considerando a presenga de atrito seco. A dindmica
desse problema pode apresentar duas fases alternadas chamadas, de stick e
slip que compoem um fenémeno chamado de stick-slip. Na fase stick, tem-se
um movimento retilineo uniforme, com solu¢ao conhecida, de forma que nao
é preciso usar nenhum dos dois métodos de perturbacao. Ja na fase de slip,
o método de multiplas escalas de tempo deve ser aplicado para calcular uma
aproximacao analitica para essa fase do movimento.

No ultimo capitulo é apresentada as conclusoes do trabalho, as vantagens
e desvantagens de cada método estudado. Nos anexos estao os artigos produ-
zidos e uma descri¢ao das rotinas simbélicas programadas para os calculos das

aproximacoes usando os métodos de perturbacao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712554/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712554/CA

2
Métodos de Lindstedt-Poincaré

Considere o problema de valor inicial nao linear genérico como

B(t) +wya(t) + fa(t),x(t) =0, (2-1)
com condigoes iniciais z(0) = Ay e ©(0) = 0, sendo ¢ o tempo, = o pardmetro
de deslocamento, [ a representacio da derivada em relagio ao tempo ¢ e f
uma fungao nao linear de x e . Um PVI nao linear, em geral, nao tem solugao
analitica conhecida. Entretanto, é possivel obter aproximacoes analiticas para
a solucao desse tipo de problema através de métodos de perturbacao. Para
aplicagao dos métodos, introduz-se um parametro positivo e adimensional,
representado por €, multiplicando f. A introdugao de € transforma o problema

em um problema de perturbagao. Assim a Eq. (2-1) se transforma em

B(t) +wgx(t) +e f((t), 2(t) =0, (2-2)
e as condigoes iniciais sao mantidas. A escolha de adicionar o parametro € no
termo nao linear f, é uma estratégia indicada por muitos autores [4; 33; 37; 43].
Uma vez que, com essa escolha, ao fazer-se € = 0, a Eq. (2-2) se torna linear,
com solugao analitica conhecida. Apds o cédlculo das aproximagdes, usando o
método de perturbacao, faz-se € = 1 de forma que as aproximacoes obtidas se
tornem aproximagoes do problema original (sem o €).
Nesse capitulo, sera apresentado o método de perturbacao de Lindstedt-
Poincaré, que permite calcular aproximagoes analiticas periddicas hierarquicas
para solucao de PVI nao lineares. Uma vez que o método visa calcular

aproximacoes analiticas periddicas, um novo parametro 7 é definido como

T =uwt, (2-3)
sendo w uma frequéncia que é funcao do deslocamento inicial, Ay. Lindstedt
escreveu a frequéncia, w, em uma série de poténcias do parametro de pertur-

bagao,

CU(A[)) = wo + Ewl(Ao) -+ 62 C«.)Q(Ao) + ...+ €N wN(Ao) s (2—4)
onde wj, 5 = 1,2,3,...N sao correcoes da frequéncia wp, em funcao do

deslocamento inicial [3; 34]. Para que w apareca explicitamente na equagao
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diferencial, deve-se fazer uma mudanca de varidvel no PVI usando o parametro

7 definido na Eq. (2-3). Dessa forma, a Eq. (2-2) pode ser reescrita como

w? 2"(7) + wp &(1) + € (@ (1), 2(1)) = 0, (2-5)
onde [I' representa a derivada em relacao a 7.
A solugao suposta pelo método de Lindstedt-Poincaré é uma série uni-

forme em poténcias de € [34; 37] , escrita como

(1) = Zo(7) + €21 (T) + € Ta(7) + ... + €Y Tn(T), (2-6)
onde cada termo z;, j = 0,1,2,3,...N é uma funcao desconhecida que deve
ser determinada através da equacao governante e das condigOes iniciais. Os
termos da série tem significancia reduzida de acordo com o crescimento da
ordem de ¢, [33]. Garantindo assim que os termos de ordens altas se comportem
apenas como pequenas correcoes para os termos de ordens inferiores, e nao
domine a solugao geral, [3]. Ao assumir € = 0, a Eq. (2-2) se torna linear, e
tem solucao conhecida. Considerando essa hipdtese, o termo Ty é a solucao
da equagao linearizada, e os outros termos z; sao perturbagoes em relagao a
solugdo linearizada com significAncia reduzida conforme j aumenta, [33].

Para dar continuidade aos calculos, as Eqgs. (2-4) e (2-6) devem ser
truncadas de acordo com a ordem de aproximagao desejada e, posteriormente,
substituidas na Eq. (2-5),

(wo+ewy +Ewy+ . + N wn) (To+ ey +ETy+ ..+ N Ty)+
Wi (To + €Ty + €Ty + ... + €N Ty)+
efl(zo+exy + T+ ...+ N Ty,

(To+ex +ETy+ ... +NTy)] = 0.

(2-7)

A Eq. (2-7) deve ser expandida e os coeficientes com mesma ordem de €

agrupados,

To+wiTo+e{Z] +wizi+ f[(Zo+ 71 + ...+ Tn), @To+ 71 + ... + Ty)]}+
T+ Wi T+ fl(To + 21 + .. + IN), @o+ T + ..+ IN)]} A+
NN+ Ty + f[(Zo+ 71 + .o+ ZN), (To+T1 + ...+ Zn)]} = 0.

(2-8)

Com a equagao escrita neste formato, podemos através, do teorema fundamen-
tal da teoria de perturbagao, formar uma familia de problemas de valor inicial
lineares. O teorema fundamental da teoria de perturbagao, enunciado a seguir,

pode ser encontrado em [43].
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Teorema fundamental da teoria de perturbacgao 1 Se
So+€S1+€2S 4+ ...+ NSy~ 0, (2-9)

para um € suficientemente pequeno e se os coeficientes Sy, Si,... sdo indepen-

dentes de €, entdo

So=S =8 =..=8y=0. (2-10)

A Eq. (2-8) pode entao ser reescrita em uma familia de PVIs lineares,

Ty +wydy = 0, )
4 wit = —fl(Zo+2 +...+ zn), @0+ 71 + ... +ZN)], )
Ty +wity = —fl(To+ 21 + ... +IZn),@o+71 +...+ 2yn)], (2-11c)
Tt wiin = —f[(@o+ 71 + ...+ Tn), (To+ T + ...+ Ty)],  (2-11d)

com condigbes iniciais 7o(0) = Ao, 75(0) = 0 e 7;(0) = 7}(0) = 0 com
j=1,2,...,N.Os PVI das Egs. (2-11) devem ser resolvidos hierarquicamente,
isto é, de acordo com a poténcia de €, uma vez que os PVI referentes a ordens
elevadas de e dependem das solugdes das ordens inferiores. Dessa forma, o
PVI da Eq. (2-11a), que descreve a dindmica de um oscilador harménico nao
amortecido, deve ser o primeiro PVI a ser resolvido. E importante relembrar
que estamos interessados em aproximacgoes periddicas, por isso, em cada
iteracao, os termos que causam ressonancia devem ser eliminados e os wj
calculados. Apds calcular a solucao de todos os PVI, os termos de z; e w;
devem ser substituidos nas Egs. (2-4) e (2-6), finalizando assim o célculo da

aproximacao analitica com a ordem especificada no truncamento.

2.1
Equacao de Duffing

A metodologia de Lindstedt-Poincaré é exemplificada em um PVI que en-
volve a equagao de Duffing. Dessa forma, seré considerado como f(i(t), z(t)) =

23(t), transformando a Eq. (2-2) em

i) +wiz(t) +exd(t) =0, (2-12)
com condigoes iniciais z(0) = Ay e £(0) = 0. O pardmetro € controla a nao
linearidade. Esse PVI é frequentemente encontrado na literatura [18; 30] e
pode modelar, por exemplo, a dinamica de um sistema massa-mola com mola

cubica.
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O primeiro passo para aplicar o método de Lindstedt-Poincaré é aplicar a
mudanga de escala de tempo, de ¢ para 7, através da Eq. (2-3), transformando
a Eq. (2-12) em

W () +wiz(t) +ez?(t) = 0. (2-13)
Escolhendo-se calcular uma aproximacao de 2° ordem para o PVI, as séries em
poténcia de € supostas para a solucao e para a frequéncia devem ser truncadas

até o terceiro termo. Transformando as Egs. (2-4) e (2-6) em
T T+ er + €Ty, (2-14)

W R wy+ewr + e wy. (2-15)

As Egs. (2-14) e (2-15) devem ser substituidas na Eq. (2-13),

(.d2 (ZZ‘() —f-Efl +€2 j’g)u—l—wg(i‘o -}-Ejl +E2 i‘g) —I—G(i'o —I—GZZ‘l +€2 ZZ’Q)B = O . (2—16)

Apés expansao dos termos, os coeficientes que aparecem na Eq. (2-16) devem
ser agrupados de acordo com a ordem de e. Feito isso, pelo teorema fundamen-
tal da teoria de perturbacao, podemos igualar a zero cada grupo de coeficientes,

formando assim a seguinte familia de PVI

2 =N 2 = _

wy Ty +wi To =0, (2-17a)
W T+ Wi T = — T — 2w wy Ty (2-17Db)
01 0Tt =~ T oW1 Ty,
w%i’é%—wéig:—wfio—2w0w1i'1’—2w0w2j8—3i‘1j3, (2-17C)

com condigdes iniciais Zo(0) = Ay, 7((0) = 0 e 7;(0) = 73(0) =0, j = 1,2.
Assim, um problema de valor inicial nao linear, que nao apresentava
solucao foi transformado em trés PVI lineares com solugao analitica conhecida.
Devido a dependéncia dos PVI de ordens superior com as solugées dos PVI
de ordens inferiores, deve-se resolver as equagodes hierarquicamente. Logo, o
primeiro PVI a ser resolvido é o de ordem zero referente a Eq. (2-17a). Essa
equacao diferencial representa a dinamica de um oscilador harmonico e, de

acordo com as condigoes iniciais tem como solucao,

Zo(T) = Ap cosT. (2-18)
O préximo PVT a ser resolvido é o da Eq. (2-17b), dependente de Zg, substi-

tuindo a solugdo de o na Eq. (2-17b), tem-se
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2 =1 2 = 3 Ag Ag
Wy Ty F Wi T = <2A0w0w1 - 4) COST — ZCOSBT. (2-19)
Ao substituir os termos provenientes da solucao de xg, esses sdo tratados como
termos de forgamento para resolver a Eq. (2-19). Ao observar o lado direito da
equagao, encontra-se o termo cos 7, que resulta em 7sin 7, termo que cresce
indefinidamente com 7 e causa ressonancia. Para garantir a periodicidade da
resposta, os termos seculares devem ser eliminados. Isso significa que na Eq.

(2-19), o coeficiente de cos T deve ser igualado a zero, ou seja,

A3
2A0 Wo W1 — 340 = O, (2—20)
3 A2
=—2, 2-21
w1 8wy ( )

Com a eliminacao do termo que causa ressonancia, pode-se garantir a periodi-
cidade da solucao da Eq. (2-19) que tem solugao
3
0
32wk
As solugoes xg e T calculadas devem ser substituidas de forma que a Eq.
(2-17c¢) torna-se

(1) = (cos3T —cosT) . (2-22)

cos(37) N 3cos(T)\ (343 N 9 A3 w,
4 4 8 wi 4 wo

Wo Zo + Wy To = (

4 “’1> (2-23)

+ COS(T) (Ao wf + 2A0 Wy Wo — 4w0

B <3 AS) (5 cos(37) N cos(57) N 5008(7’)) ‘

8wl 16 16 8

Os mesmos passos usados para calcular z; devem ser feitos para resolver o PVI

da Eq. (2-23), que apresenta solugao igual a

A} <23 coswt  3cos3wt  cos 5wt)

= — 2-24
128 w§ (2-24)

ZEQ(T) 3 1 + S

Como realizado no calculo da solugao x;, os termos que causam ressonancia

foram identificados e eliminados, resultando em

21 A
- . 2.95
“2 7 956w (2:25)

Todos os termos Z; e w;, devem ser substituidos nas Eqgs. (2-14) e (2-15) para

obter-se a aproximacgao analitica de 2° ordem do PVI, ou seja, z em funcao de

7. A mesma relagao de Eq. (2-3) pode ser aplicada para voltar a aproximagao
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para o dominio do tempo t,

3

A
x(t) = Apcoswt + € 3 (cos 3wt — coswt)

205 (2-26a)
L A} <23coswt 30053wt+cos5wt
“128wf U 8 o ! R
3 21
Ag) ~ ) 2. 2-26b
o) men o (520) - (2 (2-261)

Se fosse desejado o calculo de uma aproximacao de 3° ordem, a familia

de PVI lineares aumentaria em uma equacao, transformando-se em

WE Ty +wi T =0, (2-27a)
W T+ wi T = —Tp — 2wow Ty, (2-27b)
w%ié’—i—w%@ = —w%i’o — 2w0w1j'1’ —2(,4)0&}2536/ —?)Zf'li'g, (2-270)
WETh+wi T3 =—wiT —2wow Ty — 2wy wa T) — 2w ws Ty (2-27d)

=1 = 52 =2
—2wiwe Ty — 3Tox] — 3Ty Ta -

Seguindo a mesma metodologia aplicada no calculo da aproximacgao de 2°
ordem, ou seja, a solugdo hierdrquica da familia de PVI lineares, calcula-se

a aproximacao de 32 ordem

3
0

2

A
x(t) &= Agcoswt + €35 (cos 3wt — cos wt)

“o
, A [23coswt 3cos3wt  cosbwt
+€ ) ( — + )
128 wy 8 1 8
L Al (297 cos3wt  H47coswt 3 cosdwt n cos 7wt)
6 j— j—
2048 w 8 16 1 16 ’
(2-28a)
3 A2 21 A 81 A§
Ag) ~ 270 2 0 3 . 2-28b
w( o) ““6(8%) ‘ (256w8 T\ 2008w (2-28b)

2.1.1
Custo Computacional

A obtencao de aproximagoes analiticas para a solu¢ao de PVI nao lineares
facilita o entendimento de como a solug¢ao depende dos parametros do PVI
e condicoes iniciais. Nesse sentido, métodos analiticos tém grande vantagem
em relacdo aos métodos numéricos. Por exemplo, para realizar uma analise

paramétrica em um PVTI utilizando aproximagoes numeéricas, seria necessario
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fazer inimeras integracoes do PVI. Ao passo que para fazer a analise utilizando
aproximacoes analiticas, seria necessario fazer apenas substituicoes de valores
em uma expressao analitica. Ganhando em tempo e meméria computacional.
Contudo, os célculos dessas expressoes numéricas aliadas aos softwares de
algebra simbdlica também podem resultar em altos custos computacionais.
Ao comparar as Egs. (2-17) e (2-27), pode-se verificar que para calcular
a aproximacao de maior ordem, a familia de PVI linear aumenta em uma
equacao, a qual apresenta mais termos de forcamento, consequentemente, pode
ser mais trabalhosa de ser resolvida. A Tab. 2.1 mostra a relacao entre a ordem
de aproximacao, a quantidade de equacoes na familia de PVI, quantidade de
termos de forcamento do lado direito de cada equacdo e o total de termos.
Analisando a Tab 2.1, observa-se que maior a ordem, mais equacoes devem ser

resolvidas e maior a quantidade de termos de forcamento.

Ordem da | Quantidade de equagdes | Quantidade de termos
. . - - Total
aproximacao na familia de PVI em cada equacao

0

1 2 5 2
0

2 3 2 6
4
0
2

3 4 7 13
7
0
2

4 5 4 24
7
11
0
2
4

5 6 - 39
11
15

Tabela 2.1: Relacao entre ordem da aproximacao, nimero de equagoes na
familia de PVI, niimero de termos do lado direito de cada equacao e total
de termos.

Pelos exemplos dados e pela Tab. 2.1, verifica-se que, quanto maior a
ordem da aproximagao desejada, mais trabalhoso sera seu calculo. As contas
podem ser tdo numerosas e trabalhosas de serem feitas a mao, que o esforgo

para calcula-las pode nao ser vantajoso. Com o intuito de otimizar os célculos
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analiticos e até mesmo garantir o calculo de aproximacoes de ordens superiores,
foi desenvolvido uma rotina em algebra simbélica usando o software MATLAB.
Essa rotina permite calcular aproximagoes analiticas para z(t), @(t) e w de
acordo com a ordem e condigoes iniciais escolhida pelo usuéario.
Aparentemente, o desenvolvimento de rotinas em algebra simbdlica seria
uma estratégia muito eficiente para calcular aproximacoes de ordem elevada.
Entretanto, ao calcular as aproximacoes através da rotina, verificou-se que
quanto maior a ordem calculada, mais memoria e tempo o computador
necessitava. As Figs. 2.1 e 2.2 mostram o gasto de memoria e tempo ao
rodar a rotina para diferentes ordens de aproximacao. A cada acréscimo na
ordem de aproximacao, o tempo e a memoria gastos também aumentaram,
apresentando um crescimento aparentemente exponencial. A diferenca de
tempo e memoria consumidos entre as ordens oito e nove ¢ bem maior que
a diferenca entre as ordens sete e oito, dando um indicio de que para ordens
superiores os graficos manterao a tendéncia crescente. Esse crescimento pode
representar uma limitagdo para aplicacao do método. Caso se deseje calcular
aproximacoes de ordem muito elevada, para melhorar a qualidade do resultado,
o computador utilizado para fazer os calculos pode nao ter memoria suficiente
ou demorar muito para completar a tarefa. Dessa forma, a escolha da ordem
da aproximacao nao pode ser feita de forma arbitraria. A escolha deve levar
em consideragao a precisao desejada, o tempo e memoria consumidos pelo

computador ao realizar os calculos.

300

ol-e e ®
0 5 10
Ordem da aproximacao

Figura 2.1: Tempo gasto pelo computador para calcular diferentes ordens de
aproximacao através do método de Lindstedt-Poincaré, usando um computa-
dor com configuracao de: Intel Core i5-7200U CPU @ 2.50GHz 2.71 GHz, 8
GB de RAM.
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1900

— 1800 |

MB

—1700 |

1600 b

Memoria

1500 | o ©

1400 ‘ |
0 5 10
Ordem da aproximacao

Figura 2.2: Meméria usada pelo computador para calcular diferentes ordens

de aproximagao através do método de Lindstedt-Poincaré, usando um compu-
tador com configuragao de: Intel Core i5-7200U CPU @ 2.50GHz 2.71 GHz, 8
GB de RAM.

2.1.2
Dominio de validade

Nessa secao, sera feita uma comparacao entre aproximagoes de diferentes
ordens obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré e aproximagoes numéricas
obtidas através do método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordem implementado
no software MATLAB (comando ODE45). As aproximagoes numéricas sao
consideradas como referéncia na comparagao. O objetivo é analisar a influéncia
da ordem na precisao da aproximacao.

Inicialmente, a comparacao foi feita para valores fixados dos parametros
do PVI. Escolheu-se z(0) = Ay = 0.5, wy = 1 e ¢ = 1.5. Como mencionado
anteriormente, o parametro de perturbacao € deve ter valores menores do que
1. Nesse exemplo, a escolha de um valor superior a 1 objetivou destacar a
nao linearidade do problema de forma a facilitar a visualizagdo dos resultados.
A Fig. 2.3 mostra as aproximagoes numéricas e analiticas de 1° e 52 ordem
para os valores de pardmetros escolhidos em trés diferentes intervalos de
integracao ([0, 50], [3310, 3360] e [9950, 10000]). Observando as curvas no
primeiro intervalo, verificou-se que as duas aproximacoes analiticas, de 1° e
5° ordem, praticamente estdo superpostas com a aproximacgao numérica. No
segundo intervalo, a aproximacao de 5° ordem permanece superposta com a
numérica, enquanto que a de 1° ordem comega a defasar. No terceiro intervalo,
as duas aproximagoes analiticas estdo defasadas em relacao a numeérica, apesar
da defasagem da aproximacao de 5° ordem ainda ser muito pequena em relagao
a defasagem da aproximacao de 1° ordem.

Essa comparacao mostrou que a medida que aumenta-se a ordem da aproxima-
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12 ordem

A

0 10 20 30 40 50 3310 3320 3330 3340 3350 3360

I

A

o

ANON#

52 ordem 52 ordem

0.4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
— 03] 93
Y ERY
0.4t ‘ j ] -0.4

0 10 20 30 40 50 3310 3320 3330 3340 3350 3360
t [s] t [s]

12 ordem

9950 9960 9970 9980 9990 10000
52 ordem

9950 9960 9970 9980 9980 10000
t [s)

Figura 2.3: Comparagao entre as aproximagoes numérica (azul) e analitica
(vermelha) com recortes em trés intervalos de integragdo com os seguintes
valores de parametro nao linearidade= 1.5, wg = 1, Ag = 0.5.

¢ao analitica, aumenta-se o intervalo de integragao durante o qual as aproxima-
¢oes estao quase superpostas. Dessa forma, a escolha da ordem da aproximacao
deve levar em consideracao o tamanho do intervalo em que a aproximacao sera
analisada.

Nesta dissertacgao, foram definidos dois erros para quantificar a qualidade
dos aproximacoes analiticas ao longo do intervalo de integragao. Através desses
erros, ¢ possivel determinar o que chamamos de dominio de validade das
aproximagoes. O dominio de validade é o intervalo maximo de integragao no
qual garante-se que um determinado tipo de erro (que é funcao da diferenca
entre as aproximagoes analitica e numérica) é menor do que um determinado
valor previamente definido.

Para a implementacao de métodos numéricos de integragao de um PVI,
¢ necessario que seja feita uma discretizacao do intervalo de integragao, [0, T,
para o qual sera calculado a aproximacao, Fig. 1.1. A aproximacao numérica é
calculada apenas para alguns valores do parametro independente, . O mesmo
nao ocorre com as aproximacoes analiticas. A partir da expressao analitica, é
possivel calcular-se o valor da aproximacao para qualquer valor do parametro
independente t. Visto isso, os erros definidos para quantificar a qualidade das

aproximacoes analiticas em relagdo a aproximacao numérica devem considerar
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apenas os valores das aproximacoes nos instantes t1,...,t y da discretizacao como
ilustrado na Fig. 2.4, onde x® representa a aproximacao analitica de ordem r
e " a aproximacao numeérica.

ty t t, eee ty
L L L L L ]

x'(t)  X'(E) X'ty x"(ty)
Xty () x"(ty) x"(ty)

Figura 2.4: Discretizagao do intervalo de integragao [0, 7.

O primeiro erro definido foi chamado de erro nao acumulativo. Ele é o médulo
da maxima diferenca entre as aproximagoes nos intervalos t1,...,ty para valores
fixos dos parametros, definido por

erroq (ty) = Lmax 2% (t;) — 2" ()] . (2-29)
Observe que o erro nao acumulativo é funcao do tamanho do intervalo de
integracao. Entretanto, devido a periodicidade das aproximacgoes analiticas
obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré, o erro nao acumulativo atinge
um valor maximo. Ou seja, a partir de um certo tamanho de intervalo, o erro
permanece constante. O erro maximo acontece quando, simultaneamente, uma
das duas aproximagoes (analitica ou numérica) estd no deslocamento méximo
e a outra esta no minimo, como exemplificado na Fig. 2.5. O valor do erro

maximo é igual a duas vezes o deslocamento inicial, 2A,.

0.4 — Aprox. numeérica|
— Aprox. analitica
0.2
= 0
-0.2
-0.4
290 300 310 320

Figura 2.5: Exemplo de uma situacao em que as aproximagdes numéricas e
analiticas estao com defasagem maxima de forma que o erro acumulativo seja
maximo.

Uma rotina, programada em MATLAB, foi desenvolvida para fazer o calculo
do erro nao acumulativo para diferentes ordens de aproximagao. Essa rotina

estd divida em trés partes, na primeira é calculada a aproximagao numérica
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através do método de Runge Kutta de 4° e 52 ordem, usando a funcao
ODEA45, que sera considerado como referéncia no calculo do erro. Na segunda
parte, valores dos parametros sdo atribuidos nas expressoes analiticas. Com
as duas aproximacgoes ja calculadas e avaliadas para os mesmos valores de
parametro e intervalo de tempo, na terceira parte sao calculados os erros.
Usando a rotina desenvolvida, o erro nao acumulativo foi calculado para as
aproximacoes analiticas de 1° & 6° ordem, e o resultado estd na Fig. 2.6.
Essa figura esta dividida em cinco subfiguras para uma melhor visualizacao.
Ela mostra como a ordem da aproximagao influencia no erro. A Fig. 2.6(a)
mostra o erro das aproximacgoes de 12 e 2° ordem, e é possivel verificar como
o erro entre as duas tem diferenca significativa. Enquanto a curva de 1°
ordem atinge o erro maximo igual a 1 (dado que Ay = 0.5) em 7' ~ 1000,
a aproximacao de 2° ordem tem erro aproximadamente igual a 0.1 para o
mesmo tamanho de intervalo de integragdo. Comportamentos semelhantes
acontecem se continuarmos observando as outras subfiguras, conforme a ordem
da aproximacao aumenta, menor o erro apresentado para o mesmo intervalo
de integracao.

Em geral, a forma da solugdo de um PVI nao linear é influenciada pelas
condigoes iniciais. Por isso, foi feita uma analise da influéncia do deslocamento
inicial, A, no dominio de validade das aproximagoes analiticas de ordem 1 a
6. Para esta andlise, cada aproximacao analitica foi avaliada para valores de
Ay variando entre 0.1 a 1.5 e, para cada um dos valores de Ay, a Eq. (2-12) foi
integrada numericamente. A partir das aproximagoes analiticas e numéricas, o
erro nao acumulativo foi calculado, considerou-se T' = 500. A Fig. 2.7 mostra
os resultados obtidos. Como esperado, a Fig. 2.7 mostra que com o aumento
do deslocamento inicial, a ordem da aproximacao também deve aumentar para
manter o mesmo erro. £ importante observar que o erro da aproximacao de 1°
ordem ¢é sempre igual ou maior que os outros erros obtidos com aproximagoes
de ordem maiores. Por exemplo, quando Ay = 0.5, o erro da aproximacao de
12 ordem esta em torno de 0.3, enquanto que o erro das outras aproximagoes
sao menores que 0.02. Quando Ay = 1.0, a aproximacgao de 1° e 2° ordem
apresentam erros proximos ao erro maximo, isto é, duas vezes o valor do
deslocamento inicial, mas ja os de 4°, 5° e 6° ordem os erros sdo menores
do que 0.2. Observa-se que a medida que Ay aumenta, todas as curvas tendem
a se sobrepor. Isso acontece pois conforme o valor de Ay aumenta, o erro em
T = 500 de todas as aproximagoes analiticas tende para o erro maximo que é
funcao de Aj.

O comportamento do erro nao acumulativo também foi analisado para

variacao da nao linearidade. O resultado é mostrado na Fig. 2.8, construida
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2.6(e): 52 ordem e 6° ordem

Figura 2.6: Erro nao acumulativo em fun¢do do tamanho do intervalo de
integracdo entre as aproximacoes analiticas e numéricas, considerando os
valores de nao linearidade= 0.75, wg =1 e Ay = 0.5.

de forma similar a Fig. 2.7. Observe que com o aumento do valor da nao
linearidade, a curva que representa a aproximacao de 12 ordem alcanca o valor
de erro maximo antes das outras. Esse resultado mostra novamente que o erro
de 12 ordem é sempre maior ou igual do que os outros erros de ordem superior
fixados todos os pardmetros do PVI. Nesta andlise, o valor maximo da nao
linearidade considerado ¢ 2.0, que pode ser considerado um valor alto.

Como uma forma de evitar o erro maximo que ocorre quando usamos
o erro nao acumulativo dado pela Eq. (2-29), foi considerada outra métrica,

chamada de erro acumulativo. O erro acumulativo é dado pela soma do médulo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712554/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712554/CA

Capitulo 2. Métodos de Lindstedt-Poincaré 30

= =12 ordem /
b mm =00 1 -
gl - RAI
/RN
2L |= =4%ordem 7/ ! I’I
) = =52 ordem , v / I
o 1.5 |~ =6°ordem 7 / ! ll'
= / 11
/ I
/ /
/ / / II 1
0.5 /7 p /7 77
’ 2%
= = 7 = 2
0 0.5 1 1.5
Ay

Figura 2.7: Erro nao acumulativo em fungao da condigao inicial z(0) = Ay com
nao linearidade= 0.5, wy = 1 e T" = 500.
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Figura 2.8: Erro nao acumulativo em func¢ao da nao linearidade com Ay = 0.6,
wo = 1e T = 500.

da diferenca méaxima entre as aproximacoes analiticas e numéricas durante um

intervalo de tempo [0, T'| para valores fixos dos pardmetros, dado por

Z;j)vzo maXe,<t;<t, [ (t;) — 2" (t;)]

" (2-30)

A Fig. 2.9 mostra o erro acumulativo em fung¢ao do tamanho do intervalo de

errog(ty) =

integracao [0, 7] para as primeiras seis ordem de aproximagao. Ao observar-
la, é possivel verificar que no final do intervalo, enquanto o erro obtido pela
aproximacao de 12 ordem é em torno de 0.35, o erro de 2° ordem ¢é de 0.036 e,
o de 6° ordem é menor do que 1.58 10~°. Isso mostra que o aumento da ordem

da aproximagao, aumenta o dominio de validade.
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Figura 2.9: Erro acumulativo em fun¢ao do tamanho do intervalo de integragao
considerando nao linearidade= 0.75, wg =1 e Ay = 0.5.
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Métodos de mialtiplas escalas de tempo

Como visto no capitulo anterior, o método de Lindstedt-Poincaré calcula
aproximacoes analiticas hierarquicas lineares para a solucao de PVI néao-
lineares. Entretanto, esse método nao é eficiente quando as solugoes apresentam
aperiodicidade ou movimentos com diferentes escalas de tempo. Exemplos
classicos de sistemas mecanicos cuja resposta tem aperiodicidade e multiplas
escalas de tempo sdo osciladores com amortecimento [3; 33]. Nesse tipo de
sistema ha em geral uma escala de tempo associada a oscilagao e uma outra
escala associada ao decaimento da amplitude. O método de multiplas escalas de
tempo desenvolvido por Sturrock, Frieman, Kevorkian e Nayfeh fornece uma
abordagem alternativa para calcular aproximacoes analiticas para a solugao
desse tipo de sistemas [41]. A principal caracteristica do método é a troca
da variavel ¢t por multiplas escalas de tempo. Nessa dissertacdo sera tratada
apenas a expansao derivativa, definida por Nayfeh em [31], que expande a

variavel t em uma série de poténcias de €, como

Ti=¢t para j=0,1,2,...,N. (3-1)
As ideias centrais do método de multiplas escalas de tempo serao apre-
sentada no exemplo a seguir, que auxiliard a ilustrar a metodologia e o com-

portamento das multiplas escalas.

Exemplo 1 FEste exemplo foi usado por Holmes em [13]. Considere um sis-

tema massa-mola-amortecedor cuja dinamica é dada pelo PVI linear

G(t) +eg(t) +y(t) =0, (3-2)
com condigoes iniciais y(0) = 0 e y(0) = 1. Como o sistema € linear, tem

solucao analitica conhecida

= ¥e_5t/2 sin —€2/4). -
0= (/1= /a) (33

Primeiramente serd mostrado que a solugdo desse PVI nao é bem represen-
tada por aproximacoes obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré. Para isso,
calcula-se a aprorimagdo de 1° ordem pelo método de Lindstedt-Poincaré que

¢ dado por
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y(t) = sint. (3-4)
Ao observar a Fig. 3.1, onde sao mostradas a aproximagcao calculada na Eq.
(3-4) e a solugao analitica da Eq. (3-3), pode-se concluir que a aprorimagao
de 1° ordem calculada pelo método de Lindstedt-Poincaré ndo conseque repre-
sentar o decaimento da amplitude de deslocamento do sistema, uma vez que o

método calcula somente aprorimagcoes periodicas.

o
o

Deslocamento
o

o
o1

— Aproximagao MLP
—Solucao

Figura 3.1: Comparagao entre a expansao regular dada pela Eq. (3-4) e a
solugao analitica dada pela Eq. (3-3) com € = 107,

Como uma sequnda alternativa, para aproximar a solucdo do PVI serd consi-
derado uma expansdo em poténcias de € como na Eq. (2-6), s6 que os termos
que causam ressondncia nao serdo eliminados. Esse procedimento fornece a

sequinte aprozimagcao, também de 1° ordem, para a solugio da Eq. (3-2)

y(t) ~ sint — ;et sint. (3-5)
A aproximagao calculada na Eq. (3-5) e a solu¢do analitica do PVI expresso na
Eq. (3-3) sao mostrados na Fig. 3.2. Pode-se observar que a nova aproxima¢do
representa melhor a solugao do que a calculada na Eq. (3-4). Pode-se observar
que no intervalo t € [0, 9], as duas curvas sio muito prozimas. Porém,
para t > 9, o comportamento das curvas se diferem. Enquanto a curva que
representa a aproximacdao tem amplitude crescente, a solugdo tem amplitude
decrescente. Conclui-se que a expansdao reqular também nao € bem sucedida no
calculo de aproximagoes para a solucao desse tipo de PVI.
Para aplicar o método de miltiplas escalas de tempo no cdlculo de uma
aprozimagao para a solugao do PVI expresso na Eq. (3-2) com condi¢ao inicial

y(0) =0 ey(0) = 1, primeiro deve-se definir a ordem da aproximagao desejada.
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ol — Aproximagao
——Solugao "
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{
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Figura 3.2: Comparagao entre a expansao regular dada pela Eq. 3-5 e a solugao
analitica dada pela Eq. 3-3 com € = 1071

Neste caso escolheu-se 1° ordem para que o exemplo ficasse o mais simples
possivel. Devido a escolha de calcular a aproximacao de 1° ordem, serd preciso

definir duas novas escalas de tempo. Elas sdo dadas por
Th=t, (3-6a)

T, =e€t. (3-6b)
Na expansao considerada para definir as novas escalas de tempo, observe que o
termo Ty depende de t, ou seja, dependente de Ty. Entretanto, como estratégia
para calcular as aproximacoes serd considerado que T nao depende de Ty.
FEsse € um artificio usado para simplificar as contas mas que ndo tem uma
explicagao rigorosa, é uma heuristica [39]. Para transformar a derivada em

relacao ao tempo original t em relacao as novas escalas Ty e T usa-se a regra

da cadeia
dy dly 0y dI} Oy oy dy
— = — = 3-7
a " dt 9T, dt oT, 9T, ' o1y’ (3-7)
Com segunda derivada igual
@ . dTo 823/ dTl 823/ Toe dTo 82y ¢ dTl 82y
a2 dt 917 dt OT,T, dt 0T, T, dt OT?
82y 8%y , 0%y
=— + 2 . -
oz o, T are (3-8)

Para simplificar a notagdo, as derivadas parciais serao representadas por Or; .

A solugdao proposta continuard sendo uma expansao em série de € como na Eq.
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(2-6), que truncada até o sequndo termo fica

y(To, Th) =~ yo(To, Th) + ey1 (To, Th) , (3-9)
56 que agora cada y; é funcio de Ty e Ty. Os prozimos passos sao andlogos
aos do método de Lindstedt-Poincaré. A Eq. (3-9) e suas derivadas devem ser
substituidas na Eq. (3-2),
l(?zy(To,Tﬁ 49 y(To,Th) | »y(To. Th)
oT? oIy Ty OT?

c 8y(T0,T1) 4 ay(T()aTl)
8T0 8T1

] + y(Tp, Th) = 0,

*lyo(To, Th) + eyr (T, Th))] L9 ?lyo(To, Th) + eyr (To, Th))] n
oT¢ ol T
.2 *yo(To, Th) + e y1 (To, T1)] Iy Olyo(To, Th) + ey (To, T1)] n Olyo(To, Th) + ey (To, T1)]
oT? T T,

+ yo(To, Th) + ey (1o, Th) = 0,

%y (Ty, T
[yo(azoﬂ + yo(To,Tl)l
To

¢ [3291(%, Tl) aQZJU(Tm Tl) aZ/o(Tm Tl)

+ y1(To, Tl)]

a2, aTy T T,
82y1(T0 Tl) 82y0(Tg Tl) 5’y1(Tg Tl) 5’y0(Tg Tl)
2 2 ) 9 9 9
e [ oL T, otz o T on
Py (T, Tv)  Ow(To, Th)
3 ) ) _
+ € [ an + a7, =0.

Como serd calculada uma aprorimacao de 1° ordem, so serdo considerados os

1 0s coeficientes de €2 e € foram desconsidera-

coeficientes dos termos de € e €
dos. Assim pelo teorema fundamental do método de perturbacao pode-se formar

uma familia de PVI composta por equacoes diferenciais parciais lineares

07,40 + Yo =0, (3-10a)
Ot1 + 9 = — 20, 01, Yo — Oy Yo » (3-10b)

com condigoes iniciais iquais a yo(0,0) = 31(0,0) = 0, Ir,y0(0,0) = 1,
Or,y1(0,0) + 9r,y0(0,0) = 0. Os PVI da familia devem ser solucionados de
forma hierarquica, pois o PVI de ordem superior é dependente da solugdo do
PVI de ordem inferior. Entdo, o problema da Eq. (3-10a) é o primeiro a ser

resolvido, e apresenta solucao geral
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yo(To, Th) = ao(T}) sin Ty + bo(T') cos Ty . (3-11)
Como as Egs. (3-10) sdo equagoes diferenciais parciais, os coeficientes ag
e by devem ser funcoes em relacio a Ty, ao invés de constantes como no
método de Lindstedt-Poincaré. Para definir as fungoes aog(T1) e bo(11) deve-se

considerar a proxima ordem de aproximagdo. Substituindo a solugdo yo(T1,Th)
na Fq.(3-10b) tem-se

02 yy +y1 = (26 + bo) sin Ty — (24} + ag) cos Ty, (3-12)
onde [0 representa a derivada em respeito a Ty. O lado direito da equagao
apresenta 0s termos cosTy e sinTy que geram na solugao Ty sinTy e Ty cos Ty,
respectivamente. FEsses termos crescem indefinidamente com o tempo, e devem
ser eliminados para que resultados semelhantes aos ilustrados na Fig. 3.2 nao
se repitam. Com isso ag e by devem ser escolhidos de maneira a evitar a

presenca desses termos na aprorimagdo, ou Seja
2by + by =0, (3-13a)

20l + ag=0. (3-13D)

As condigoes iniciais das Eqs. (3-13) sao definidas de acordo com as condigoes

para yo(0,0) = 0 e O3, y0(0,0) = 1, que devem ser substituida na Eq. (3-11)
Y0(0,0) = ao(0) sin0 + by(0) cos0 = 0 (3-14a)

Or,40(0,0) = ag(0) cos0 — by(0) sin0 = 1 (3-14b)
assim tem-se ag(0) = 1 e by(0) = 0. Como as Eqs. (3-13) sao lineares e tém
solugdo analitica conhecida, pode-se integra-las de acordo com as condigoes

inictas definidas para ag e by , obtendo como solugao

bo(Tg) =0 s (3—15&)
ag(Ty) =e11/2. (3-15b)

A aproximagdo de primeira ordem para o PVI da Eq. (3-2),

y(Ty, Th) ~ e /2 sin Ty . (3-16)
A Fig. 3.3 mostra a aproximacao de 1° ordem calculada pelo método de
multiplas escalas de tempo, a solugio do PVI da Eq. (3-2) e o decaimento

da amplitude que € dado por
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Decaimento = e~ 11/2 | (3-17)
Observe que no grifico as duas curvas sdo praticamente indistinguiveis. E
evidente que existem duas escalas de tempo. A escala rdapida, Ty, relacionada
com a oscilacao do sistema, e a escala lenta, Ty, relacionada com o decaimento

da amplitude.

1
< — Aproximacao

5 . —Solugao
= 0.5 = =Decaimento
5]
g
]
3 0
n
5]
A

o

(6}
| ———

[ s

Figura 3.3: Comparacao entre a aproximacgao dada pela Eq. (3-16) e a solugao
analitica dada pela Eq. (3-3) com ¢ = 107!

3.1
Equacao de Duffing

O objetivo da secao anterior do trabalho foi apresentar o método de
multiplas escalas de tempo através de um exemplo linear simples. Nessa secao,
o método serd aplicado em um PVI envolvendo a equacao de Duffing nao
amortecida, o mesmo PVI apresentado na se¢ao 2.1. A escala de tempo adotada

sera uma expansao em série de €

Ty =t, (3-18a)
Ty =et, (3-18b)
Ty =€t (3-18c)
Ty =eVt. (3-18d)

Na expansao considerada para definir as novas escalas de tempo, s6 duas va-

ridveis sao realmente independentes, t e €. As escalas T} para j = 1,..., N
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dependem das escalas anteriores. Entretanto, como estratégia para calcular as
aproximacoes, os termos 7j, j = 1,..., N serao tratados como variaveis inde-
pendentes. Esse artificio ndo tem uma explicacao rigorosa, ¢ uma heuristica, e
aparece em varias literaturas [20; 31; 41]. Note que Ty cresce na mesma pro-
porgao que t, enquanto que as escalas lentas, T}, j = 1,..., N crescem mais
lentamente do que ¢ [39]. Como as escalas sao tratadas como independentes,
a regra da cadeia é usada para transformar a derivada em relagao a t para as

novas escalas de tempos. Dessa forma

dy _dTy Oy T Oy dTy Oy dTy Oy
dt —dt 9T, dt 0T, dt 0T, =~ dt 0Ty
dy dy | o, Oy N Oy

287%+687ﬂ+68715++6 aTN,

(3-19)
que por simplificagdo de notacao sera representada por

Oy = Oy +€0ny +E0ny + ...+ €Y Oryy.

Com segunda derivada igual a

@ . dTo 82y dTl 82y Toe dTO 823/
2 dt 01¢ = dt 0Ty Ty dt 0T, T,

D%y %y 5 [ 0%y %y
29 19 )
OT? onn T \or o) T (3-20)

+ ..

A solugao proposta para o PVI também sera um série em poténcias de €, que
passa de fungao de t, y(t), para funcao de Ty, Ty, 1o, ..., T, y(To, T1, Ts..., Tn),

assim a Eq. (2-6) se torna

y(To, Ty, T27---7TN) = yO<T0> Ty, T5..., TN) + €y1(T0,T1, T2--~7TN)+

(3-21)
62 yQ(Tg,Tl,TQ...,TN> + ...+ EN yN(TO,Tl,TQ...,TN> .

Para simplificar a notagdo nas préximas contas, os argumentos da Eq. (3-21)

serao omitidos, sendo representados por

y=yotey +EY+ ...+ yy. (3-22)
Para calcular a aproximacao de 2° ordem para o PVI da Eq. (2-12) com

trés termos, as Egs. (3-19), (3-20) e (3-21) devem ser truncadas, no termo de
€2, e substituidas na Eq. (2-12)
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(Yo + eyr + € y2) P(yo + eyy + €2 y0)

+ 2¢

oT? oTy T
Lo (Pt ey +etys) Py + ey + €y (3-23)
oT? oTy T

+wy(yoteyi+ey)+e(yot+ey +e8y)’ =0,

O préximo passo é expandir a Eq. (3-23), para facilitar o agrupamento dos
coeficientes de mesma ordem de e. Vale lembrar que a aproximagao a ser
calculada é a de 2° ordem, assim os coeficientes de poténcia de € maior que 3

devem ser desconsiderados, resultando em

2 yo + w2y + €[0% 1 +wlyn + 205 On o + vl + o
3 [3%092-1—&)(2)% + 28T03T191+23T08T2y0+0%1 Yo+ 3y = 0.

Lembrando que cada termo y; é funcao das novas escalas de tempo, logo as
equagoes diferenciais presentes na familia de PVI, sao equacoes diferenciais

parciais. Usando o teorema fundamental do método de perturbagao, obtém-se

07, Yo + wy yo =0, (3-25a)
03, y1 +wa y1 = — 207, O, o — e » (3-25b)
a:QFO Y2 + UJ(Q) Yo =—2 8To aTl Yy — 2 8To aTQ Yo — 0%1 Yo — 31 yg . (3-25C)

A condigao inicial y(t = 0) = Aj passa a ser

yO(O; 07 0) = AO ) (3-26&)
¥1(0,0,0) =0, (3-26h)
y2(0,0,0) =0, (3-26¢)
e y(t = 0) = 0 passar a ser
aToyO(Oa 0, 0) =0, (3—27&)
aToyl <07 O? O) = aT1y0(07 Oa O) ) (3—27b)

aToy2<07 07 0) = aT1y1 (07 O, 0) - aTQyO(O7 07 0) . (3_27C>
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As equacoes devem ser resolvidas hierarquicamente, uma vez que, as equacoes
referentes a ordens superiores de € sdo dependentes das solugoes dos PVI de
ordens inferiores. Com o intuito de facilitar os cédlculos, a resposta das EDP
serao representados na forma exponencial, e as condi¢Oes iniciais s6 serdo
aplicadas no ultimo passo para calcular as constante de integracao. O primeiro

PVT resolvido é Eq. (3-25a), que apresenta solucao igual a

yo(To, Tl, Tg) = A(T17 TQ) Giwo To + A(Tl, TQ) G_iwo To . (3—28)
Refor¢ando que as Eqgs. (3-25) s@o equagoes diferenciais parciais, e ao invés de
A ser uma constante como para a solu¢ao da Eq. (2-17a), A deve ser fungao

de T} e Ty, assim como A, seu complexo conjugado. Substituindo a Eq. (3-28)
na Eq. (3-25b) tem-se

67%0 Y1+ Wiy = (—2iwy O A — 3 A% A) i ™o
+(2iwy O A —3AA?) emiw0To (3-29)
_ A3 eBiwoTo _ A3 o—3iwoTo
As fungdes A(T},Ty) e A(Ty,Ty) devem ser calculadas de forma a evitar a

presenca de termos seculares, dessa forma iguala-se a zero os coeficientes dos

termos e!“0To ¢ e=iw0To tendo assim
—2iwyOnA—3A*A=0, (3-30a)

2iwy0p A—3AA*=0. (3-30b)

As relagbes das Eqs. (3-30) sdo ndo lineares, entdo elas nao podem ser
solucionadas analiticamente, igual feito para o exemplo linear no inicio do
capitulo. Com os coeficientes de e?“°T0 e e~ T0 gliminados, Eq. (3-29) se

torna

8%0 Y Fwly = —A3ediwoTo A3 om3iwoTo (3-31)
com solucao igual a
AT, 1) givem . ATy, Th)?

To,11,T5) =
yl( 0,41, 2) 8(,08 8@8

e Pt to, (3-32)

Para solucionar as Eqs. (3-30), serd proposto como solugao para A(73,75) da

seguinte forma

1 .
A(Tl, TQ) = 5 CL(Tl, TQ) 61¢(T1’T2) , (3—33)
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onde a(Ty, Ty) e ¢(T1, Ty) sdo funcdes a serem determinadas e A é o complexo

conjugado de A,

_ 1 .
AT, D) = 5 a(Th, To) e o(T1.T2) (3-34)
Assim as Egs. (3-33) e (3-34) devem ser substituidas na Eq. (3-30), obtendo
. 3 . .
iwo Drae'® —wya Dy pe'® + 1 a? et g e =0. (3-35)

Para calcular a e ¢, separam-se as partes reais e imaginarias, ficando com

(9T1a =0 = a= CL(](TQ) , (3—36&)
343 34
—wadn b+ e =0 B = Ty + ¢o(Th). (3-36b)
8 8(,00

Para calcular as fungoes de ag(73) e ¢o(13), é preciso resolver a Eq. (3-25¢).
Assim as Eqgs. (3-28) e (3-32) devem ser substituidas na Eq. (3-25¢), que se
torna
15 A3 A2
a’%o Yo + Wg Yo = (8‘*}3
34 GSiwoTy | 21 AT A .
8wk 8 wi

onde c.c significa complexo conjugado. Seguindo os mesmos passos para

— 21 wo0p, A) elwoTo
(3-37)

calcular y;, devemos eliminar os termos que causam ressonancia, obtendo assim

a relagao de Op, A,

15A3 A2

— -
8wp

Como feito para resolver dp, A, substitui-se as Eqgs. (3-33) e (3-34) na Eq.

21 wWo 3T2A = (3—38)

(3-38), a parte real e a imaginaria devem ser separadas, obtendo as seguintes

equacoes
8T2a0 =0 = a()(Tg) =, (3—39&)
15a* 15 a*
0 = = 1) =—-=1T: . 3-39b
T2¢0 256@8 ¢0( 2) 2560&)8 2 +6 ( )

onde « e B sdo constantes. Assim tem-se que

2 4
o FETI— 20 Tt

AN, Tz) = 9 I (3-40)
Para finalizar o calculo da aproximacgao de 2° ordem, precisa-se calcular a
solucdo de xo. Ao eliminar os termos que causam ressonancia, a Eq. (3-37) se

torna

5 4 %
3A 5iUJ0To_|_21A A

— BiwoTo 4 ¢ 3-41
8 w? 8 w? c tec, ( )

OF, y2 + Wiy = —
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com solucgao igual

Ad - A .
To, 11, Tp) = —— e>'«oto - = drendo 4 e 3-42
Y2 (1o, 11, Tv) 64w§6 64 e +c.c ( )

Assim tem-se a aproximacao analitica de 2° ordem obtida pelo método de

multiplas escalas para o PVI envolvendo a equagao de Duffing nao amortecida,

ca’ €2l a?
y(To, T1, Tz) =« cos(wo Ty + @) + <1 _

) cos(3wo Ty + 3¢)

32 wd 32 wd
e2ab
+ 10248 cos(bwo Ty + 59), (3-43)
onde
3a? 15t
= T — =1 3-44
8wy 256w32+6’ (3-44)

as constantes a e § devem ser definidas através das condigoes iniciais.

3.2
Dominio de validade

Nesta se¢ao sera avaliada a influéncia do niimero de termos considerados
nas aproximagoes analiticas obtidas através do método de multiplas escalas,
usando o erro nao acumulativo definido na secao 2.1.2. Também serda feita
uma comparacao entre os dois métodos de perturbacao estudados, o Lindstedt-
Poincaré e o de multiplas escalas de tempo. Nessa comparacao sera avaliado o
erro nao acumulativo das aproximagoes calculadas pelos dois métodos. Similar
a rotina programada para avaliar as aproximacoes calculadas pelo método
de Lindstedt-Poincaré, foi feito uma para o método de multiplas escalas de
tempo. Essa nova rotina foi dividida em trés sub-rotinas, a primeira delas para
calcular a aproximacgdo numérica usando o método de Runge-Kutta para a
Eq. (2-12), considerada como referéncia. A segunda sub-rotina tem o objetivo
de atribuir valores aos parametros das expressoes analiticas calculadas pelo
método de multiplas escalas de tempo. Para este método as aproximagoes
foram calculadas considerando de um a trés termos. A terceira sub-rotina, é
destinada a calcular o erro nao acumulativo entre as aproximacoes numérica e
analitica. O erro calculado esta plotado na Fig. 3.4. Analisando-a, é possivel,
concluir que o aumento no nimero de termos considerado na aproximacao,
aumenta o dominio de validade. Considerando um erro maximo admitido igual
a 0.02, o dominio de validade para a aproximacdo com 1 termo, é igual a
T = 90[s]. As outras duas aproximagoes tem valor de erro menor que (.02
para 7' = 500]s].
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== ] termos I,
0.08+ = 2 termos ,,
== 3 termos s
'
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Figura 3.4: Erro nao acumulativo em fun¢do do tamanho do intervalo de
integracao [0, T'], considerando os valores de e = 0.1, wg =1 e Ay = 1.

3.2.1
Comparacao entre as aproximacoes obtidas por Lindstedt-Poincaré e
multiplas escalas

Os dois métodos de perturbacao estudados se revelaram eficientes ao
calcular aproximacoes analiticas para PVI nao lineares que nao possuem
solucao analitica conhecida. Porém, o método de multiplas escalas de tempo
apresenta uma vantagem em relacao ao Lindstedt-Poincaré. Ele consegue tratar
aperiodicidades enquanto que o método de Lindstedt-Poincaré nao consegue.
Como os dois métodos foram aplicados para calcular aproximacoes para a
solucao do mesmo PVI, pode-se entao comparar o erro nao acumulativo obtido
com cada um dos métodos para aproximacoes de mesma ordem. Para isso, foi
incluido mais duas subdivisoes na rotina em MATLAB, uma para atribuir os
mesmos valores de pardmetro nas expressoes analiticas calculadas pelo método
de Lindstedt-Poincaré, e outra para calcular seu erro nao acumulativo. Os
resultados obtidos s@o mostrados nas Figs. 3.5, 3.6 e 3.7. Observando essas
figuras, verifica-se que para todas as ordens de aproximacao, o método de
multiplas escalas de tempo apresentaram menor erro nao acumulativo do que

o método de Lindstedt-Poincaré.
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Erro nao acumulativo considerando 1 termo.

== MME
— \[L.P
0.3
0.2
[£3)
0.1r - - -
-
-
- -
0 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500
T [s]

Figura 3.5: Erro nao acumulativo em fungdo do tamanho do intervalo de
integracao [0, T, das aproximagoes analiticas com 1 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e multiplas escalas de tempo, considerando os
valores de e = 0.1, wg =1 e Ag = 1.

Erro nao acumulativo considerando 2 termos

= MME
= MLP
0.371
202t
~
017
0 - Em mem  eEs
0 100 200 300 400 500

Figura 3.6: Erro nao acumulativo em fung¢do do tamanho do intervalo de
integracao [0, T], das aproximagoes analiticas com 2 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e miltiplas escalas de tempo, considerando os
valores de e = 0.1, wg =1 e Ay = 1.
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Erro nao acumulativo considerando 3 termot

— MME
0.015 [ [=—=MLP

o 001}
—
63}
o
-
0.005 -
P
”
”
-
o= ‘
0 100 200 300 400 500
T [s]

Figura 3.7: Erro nao acumulativo em fun¢do do tamanho do intervalo de
integracao [0, T, das aproximagoes analiticas com 3 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e miltiplas escalas de tempo, considerando os
valores de e = 0.1, wg =1 e Ag = 1.
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4
Método de miuiltiplas escalas aplicado em um PVI com atrito
seco

O estudo de métodos de aproximacao analitico, ¢ uma linha de pesquisa
recente no laboratorio de Vibragoes da PUC-Rio. A nova linha complementa
as outras frentes de pesquisa ja existentes, uma vez que no Laboratério de
Vibragoes existe um grande interesse em PVI nao lineares. Neste capitulo, um
dos métodos de perturbacao apresentado nessa dissertagdo sera aplicado em
um PVI nao lineares de interesse do Laboratério de Vibragoes, que modela a
dindmica de um sistema com atrito seco. Serao calculadas aproximagoes para
a dindmica de um sistema massa-mola-amortecedor que desliza em cima de
uma esteira considerando a presenca de atrito seco entre a massa e a esteira. O
método utilizado para os calculos da aproximacao sera o de miultiplas escalas
de tempo, uma vez que o sistema apresenta amortecimento. Esse sistema foi
escolhido por apresentar uma dindamica muito interessante devido ao atrito
seco. Ele aparece em diversos livros da literatura [8; 9; 13; 16].

O contato entre dois corpos com superficeis rugosas podem gerar uma
forca de atrito seco. A existéncia do atrito seco pode causar na dinamica dos
corpos em contato um fendmeno muito interessante chamado stick-slip, que
desperta interesse de muitos pesquisadores e é objeto de estudo em varios
artigos encontrados na literatura [25; 27; 36; 45; 46; 47; 50]. Esse fendmeno
gerado pela forca de atrito seco pode fazer com que a dindmica de um sistema
seja dividida em duas fases alternadas, uma denominada de stick e a outra de
slip. Na fase de stick, a velocidade relativa entre os corpos em contato é igual
a zero, e na fase slip, a velocidade tem valor diferente de zero [23].

Em geral, os PVI que modelam a dindmica de sistemas com atrito
seco e stick-slip ndo tém solugdo analitica conhecida. E comum encontrar na
literatura trabalhos que aplicam métodos numéricos de integragao para obter
aproximacoes para esse tipo de problema. Entretanto, a nao linearidade e a
transicado abrupta entre as fases de stick e slip dificultam bastante o processo
de integracao. Dessa forma, a aplicacao do método de multiplas escalas, uma
técnica analitica, representa uma alternativa para o tratamento desse tipo
de PVI. O uso da técnica pode levar a uma significativa reducao do custo

computacional empregado para a obtencao das aproximacoes. Vale ressaltar
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que essa reducao seria muito importante para o estudo de sistemas com
atrito seco considerando incertezas [23; 24; 26; 28]. Facilitaria, por exemplo,
a construcao de modelos estatisticos e andlises paramétricas. Uma observagao
importante é que na literatura, pode-se encontrar trabalhos que fazem esse
tipo de andlise de sistemas com atrito seco utilizando técnicas numéricas para

calcular aproximagoes para a dindmica dos sistemas com stick-slip [29)].

4.1
Descricao do sistema

Considere um sistema massa-mola-amortecedor que desliza em cima de
uma esteira com velocidade constante v, como ilustrado na Fig. 4.1. A massa
do sistema é modelada como uma particula de massa m, e considera-se a

existéncia do atrito seco entre a massa m e a esteira.

y(®)
|—->

=0

Figura 4.1: Sistema massa-mola-amortecedor com atrito seco.

A dindmica do sistema esquematizado na Fig. 4.1 é descrito pelo PVI

mi(t) +eByt) +ky(t) = fult), (4-1)
com condigao de deslocamento inicial igual a y(0) = A e de velocidade igual a
y(0) = B. Sendo y a posigao da massa m , 5 o coeficiente de amortecimento,
k a constante da mola, € o pardmetro de perturbacao, f,; a forca de atrito que
existe entre a massa e a esteira e IV um maultiplo da velocidade relativa entre

elas. A forga de atrito é modelada como

fa(V) = ;)CLV (V2 —=3) + fasign(V) quando V #0, (4-2)
onde V = (ev—e€7), a e fqsdo constantes positivas. Na Fig. 4.2 temos o modelo
de atrito seco em funcao do multiplo da velocidade relativa, V. Observando a
Fig. 4.2, verifica-se que quando V' = 0, a forca de atrito pode assumir qualquer
valor no intervalo [— f., f.], ja para valores de V' # 0, a forga de atrito é descrita
pela Eq. (4-2).

A resposta de um sistema com atrito seco pode ser composta por 2 fatores

de movimento, a fase de stick e a fase de slip. Essas fases se alternam com
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1 e
fr] I
«S0
e fd
_1 r 7fc
-2 -1 0 1 2
V

Figura 4.2: Modelo da forga de atrito da Eq. (4-2), considerando a = 0.1 e
fa=0.5.

uma transicdo abrupta e compoem um fendmeno chamado stick-slip. Para o
sistema esquematizado na Fig. 4.1, a fase de stick é caracterizada pelo valor da
velocidade relativa entre massa e esteira ser igual a 0, e pelo valor da forga de
atrito estar entre — f. e f.. Durante a fase de stick, para determinar o valor que
a forga de atrito tem em cada instante, faz-se um balanco de forgas através da
Eq. (4-1). Como ja mencionado nessa fase, a velocidade da massa m ¢é igual a
da esteira, ¥ = v, ou seja, a massa tem velocidade constante e aceleracao igual

a zero, § = 0. Aplicando essas 2 condigoes na Eq. (4-1) obtém-se

eBv+ky(t) = fa, (4-3)
Observe que ao longo da fase de stick, a forca de atrito varia de acordo com
a Eq. (4-3). Para uma velocidade da esteira positiva, a posicio da massa,
y, crescera e consequentemente f,; aumentard também. Esse crescimento
acontecera até f,; atingir o valor f.. Nesse instante, a fase de stick termina
e uma fase de slip se inicia. A seguir sera explicado como determinar em qual
fase de movimento o sistema se encontrar (stick ou slip) a partir da configuragao
da fase do sistema (posicao e velocidade). Na fase de stick, tem-se que y = v.

Lembrando que a forga de atrito esta no intervalo
_fe < fat < f€7 (4_4)

—fe < eBv+ky(t) < fe, (4-5)
diminuindo o termo € v em todos os lados da desigualdade e dividindo eles

por k, obtém-se

_fe 7{65'0 fe _kfﬁv" (4—6)

Uma caracteristica importante das fases de stick e slip é que elas ndo podem

<y(t) <

ter duracao nula, ou seja, nao sdo instantaneas. Dessa forma, quando a posi¢ao

e velocidade do sistema satisfazem 7 = v e M <yt) < w durante
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um intervalo de tempo nao nulo, considera-se que o sistema esta em stick. Caso
contrério, considera-se que estd em slip. A Fig. 4.3 mostra a sequéncia de fases

de stick e slip na resposta do sistema, comecando por uma fase de stick:

— o numero de intervalos nos quais acontecem a fase stick é representado

por st;

— o0 nimero de intervalos nos quais acontecem a fase slip é representado

por sl;

— o instante que comeca cada fase de stick é representado por d; com i

podendo assumir valores de 1...st;

— o instante que comega cada fase de slip é representado por [; com i

podendo assumir valores de 1...sl;

— a duracao de cada fase de stick é representada por D; com ¢ podendo

assumir valores de 1...st;

— a duracgao de cada fase de slip é representada por L; com ¢ podendo

assumir valores de 1...sl.

D, L, D, L, D, L,
Imm Il slip K2 stick lz sip | - 'st stick'sl slip'
0 Lod, L, dy dy Iy T

Figura 4.3: Fases de stick e slip.

Observando a Eq. (4-3), verifica-se que a equagao da dindmica durante a fase
de stick vira uma equacgao algébrica e a massa tem um movimento retilineo

uniforme. Durante a fase de stick tem-se

y(t) =Desly + vt, teD;, j=1,..,st, (4-7)
onde Desly representa a posicdo da massa no inicio de cada fase de stick.
Durante a fase de slip, o PVI que representa a dindmica do sistema nao tem
solugao analitica conhecida. Dessa forma, para cada uma das fases de slip,
aproximacoes para a solucao do PVI serao calculadas através do método de

multiplas escalas de tempo.
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4.2
Calculo de aproximacoes analiticas para as fases de slip

O primeiro passo para calcular aproximagoes analiticas para as fases
de slip é escolher a ordem da aproximacao desejada e definir a expansao da
variavel t. Para calcular uma aproximacao de 1° ordem, sera definido Ty =t e
T, = et. A regra da cadeia deve ser utilizada no calculo da primeira e segunda

derivadas. Tem-se assim

dy 0Ty oy  OTv Oy oy y

ay _ _ 4-8
ait ot oT, "ot o1, o1y “omy’ (4-8)
@ B dTO 82y dTl 82y Toe dTO 82y ¢ dTl 82y
a2 dt 913 dt OT,T, dt o1, T, dt OT?
%y %y 2 0%y
=2 42 . 4
oz o, T ¢ are (4-9)

Considera-se a expansao uniforme em termos de ¢ mostrada na Eq. (3-21)
como solugdo do PVI néo linear expresso na Eq. (4-1) durante a fase slip. A

expansao ¢ truncada no termo de primeira ordem

y(To, Th) =~ yo(To, Tr) + eyi(To, Th) - (4-10)
Aplicando as Egs. (4-8), (4-9) e (4-10) na Eq. (4-1) tem-se

O*(yo + €yn) 2632(yo+6y1) 2 O*(yo + €yr)
oT? T, T} OT?
I(yo + €y1) O(yo + €y1)

+ep [ T, + € T, 1 + klyo+eyi] =

1 <€U_€ [5(y0+6y1) +€8(yo+ey1)D3
3

JTy 0Ty

1 Ayo + €y1) (Yo + €y1)
33a<ev e[ a7, +€ aT, + fa.

(4-11)

Na Eq. (4-11) omitiu-se o termo sign(V') a titulo de simplifica¢ao. O préximo
passo a ser feito é expandir a Eq. (4-11) e agrupar os coeficientes de acordo

com as poténcias de €
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Yo 1 %o Yo
m e TRt elm o T2 an o T Pan, TR
323/0 82% oy Yo
2
p
+e [maTIQ + maTOT1+68T0+68T1
a2y1 oy
3 Y91 _ -
te lm 1z P an (4-12)
Los[ 0w om _ _ow _ ,om]
3 T T o1y oTy

ar,  or, or, - on| "
Como esta sendo calculada uma aproximacao de 12 ordem, s6 serdao conside-

0 ¢ €!. Os coeficientes correspondentes a po-

rados os coeficientes dos termos €
téncias de € iguais ou maiores de 2 devem ser desconsiderados, transformando

Eq. (4-12) em

%o 0y, %Yo Yo
k 2 k =
m T2 + kyo+ € [m T2 + m@TOTl + B@To + ki -
1(JL —3ev+3 4o + f
3 ¢ ‘o1, a:

Sera usado a mesma simplificacdo de notacao usada no capitulo 3, ou seja,
Oy = Or,y + €0py. De acordo com o teorema fundamental da teoria de

perturbacao, a familia de PVI com EDP lineares é formada

moF, yo +kyo = fa, (4-14a)
m@%o U1 + ky1 = -2 (9T0 (9T1 Yo — ﬁﬁTo Yo —+ CLaTO Yo —av. (4—14b)

Lembrando que com a aplicacao das escalas de tempo, as equacgoes diferenciais
passam a ser parciais, e as constantes de integracdo passam a ser fungoes.

Resolvendo a Eq. (4-14a), tem-se

yo(Tp, T1) = Cy(Ty) eVEmToilm o 0y (Ty) ¢~ VEmToi/m ];d . (4-15)
Para definir as fun¢oes C1(T7) e Cy(T7) é preciso resolver o préximo PVI da

familia. Para isso a solugao de yo(7o,771) deve ser substituida na Eq. (4-14b)
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Vk vk vk .
mmiaTlcl —ﬁ mmzcl ta mm101] e\/WTo’L/m

ma%oyl +ky = [—2

Vk VEk Vk .
[2 mmiaT102+6 mm@'C'Q—a mlCQ] e—JWToz/m‘

m

(4-16)

Ao eliminar os coeficientes dos termos que causam ressonancia, encontra-se
uma relagado para C1(7T1) e Co(T)) que deverd ser resolvida para calcular a

solucao dessas funcoes. Essa relagao é encontrada igualando os coeficientes dos
VkmToi/m e 6—\/k’mT0i/m

termos e a zero,
VE VE VE
oY o - e a0 =0, (4-17)
m m m
VE VE VE
o VI i Co+ 8 Y iy — a Y 0y = 0 (4-18)

As Eqs. (4-17) e (4-18) sao equagoes diferenciais ordindrias lineares e tém
solucao analitica conhecida. Assim, pode-se resolve-las analiticamente e apre-

sentam solucao igual a
Cl(Tl) = eTl(a_ﬂ)/Q s (4—19)

CQ(T1> = (9 eTl(a_ﬁ)/Q s (4—20)
onde a; e ap sao constantes de integragao que serao determinadas de acordo
com as condigoes iniciais. Com as fungdes C1(T}) e Co(T)) determinadas, a

aproximacao de 1° ordem para cada fase de slip pode ser escrita como

y(To,T1) ~ oy eTl(a—B)/Q e\/ﬁToi/m + eTl(a—ﬂ)/Q e—mTOi/m + fd- (4_21)

Voltando a Eq. (4-21) para dominio original ¢

y(t) ~ g 6et(a—ﬂ)/Q ex/kmti/m + 6et(a—ﬁ)/? 6—\/kmti/m + fd~ (4_22)

Aplicando a Lei de Euler na Eq. (4-22) para passar da notacdo exponencial

para sin e cos tem-se

y(t) ~ e*'[D cos(Vkt) + E sin(Vkt)] + fa, (4-23)
onde z = e(a — B)/2, D = S — fs/ke E = [Q — 2D]/Vk, sendo S e o

deslocamento inicial e ) a velocidade inicial para cada fase de slip.
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4.3
Comparacao entre as aproximacées numérica e analitica de um PVI com
atrito seco

O fendémeno de stick-slip é composto por 2 fases de movimento que se
alternam. O movimento da massa durante a fase de stick segue um movimento
retilineo uniforme, Eq. (4-7). J& durante a fase slip, a dinamica do sistema
pode ser aproximado pela Eq. (4-23), uma aproximagao de 1° ordem obtida
pelo método de multiplas escalas de tempo. Para verificar se a solugao do PVI
do sistema com atrito seco é bem representada por um movimento que alterna
entre fases de stick e slip aproximadas pelas Eqgs. (4-7) e (4-23), fez-se uma
comparagao entre a aproximacao analitica obtida e uma aproximacao numérica
calculada através do método de Runge Kutta de 4° e 52 ordem implementado
no software MATLAB. No calculo da aproximacao numérica, foi preciso usar
o comando if else para que em cada instante fosse determinado em qual fase
de movimento a massa se encontrava, de forma a determinar o valor da forga
de atrito atuante na massa em cada instante. Assim, a cada instante deve ser
verificado se os valores de y(t) e y(t) respeitam as condigoes de stick. Para
ilustrar melhor esse comando, a Fig. 4.4 apresenta parte do algoritmo usado
para calcular a aproximacao numérica. Devido a impossibilidade numérica de
se obter V' = 0, uma das condi¢Oes necessarias para haver stick, V = 0, é
substituida pela condigdo |V| < erro relativo, onde erro relativo é definido

como um valor pequeno.

fe—€Bo

ife[v - y(t)] =< errorelatvo & w =< y(t) & y(t) =< P

Integrar Eq. (4-3)
else

Integrar Eq. (4-1)
end

Figura 4.4: Parte do algoritmo utilizado para calcular a aproximacao numérica.

Parte do algoritmo no célculo analitico é mostrado na Fig. 4.5. A cada intervalo
de stick, a condigdo inicial, Desly, da Eq. (4-7) deve ser atualizada com a tltima
posicao y(t) da fase slip imediatamente anterior. Assim, como as constantes
D e E da aproximacao da fase slip, Eq. (4-23), também devem ser calculadas
a cada transicao de fase. As Figs. 4.6, 4.7 e 4.8 mostram, respectivamente,
deslocamento, velocidade e diagrama de fases das aproximagOes numérica e

analitica para determinados valores de parametros e intervalo de integracao
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[0, 100]. As curvas sdo praticamente indistinguiveis, mostrando a qualidade da

aproximacao analitica de primeira ordem calculada.

ife[v — y(t)] =< ermorelativo & w —<y(t) & y(f) =< L:,BU

= Considerar Eq. (4-7).
= Guardar as configuragées de y(f) e y(t) para Se Q.

else

= Calcular novas constantes D e E da Eq. (4-23).
= Considerar Eq. (4-23).

= Guardar o deslocamento, y(t), para Desl,.
end

Figura 4.5: Parte do algoritmo utilizado para calcular a aproximagao analitica.

15

A

== numeérico
= analitico

0 50 100
t [s]

Figura 4.6: Deslocamentos da massa calculados através das aproximacoes
numérica e analitica considerando ¢ = 0.0001, v = 1 [m/s] , m = 1 [Kg],
k=0.1[N/m],6=1[Ns/m],a=01, fe=1|[N], fu=05[N], S=1[m]e
Q =1 [m/s].

As curvas das aproximagdo numérica e analitica nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8,
sao praticamente indistinguiveis, indicando que a aproximagao considerando
apenas um termo fornece um bom resultado neste exemplo. Além de comparar
o deslocamento, velocidade e diagrama de fase entre as aproximacoes, foi
também comparado o instante de transicao da fase stick para a fase slip. No
intervalo de simulagao de [0, 100], ocorreram 4 fases de stick completas. Os

instantes de mudanca sao mostrados na Fig. 4.9.
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== Numerico ‘

= analitico U

0 50 100
t[s]

Figura 4.7: Velocidade da massa calculados através das aproximagoes numérica
e analitica considerando € = 0.0001, v =1 [m/s] , m = 1 [Kg], k£ = 0.1 [N/m],
f=1 [NS/IH], a=01, fe=1 [N]v Ja=0.5 [N]v S=1 [m] e@=1 [m/s]

— 0 [
L
k=)
>
At
=—=nNumérico
= analitico
-2 s : :
-5 0 5 10 15
y [m]

Figura 4.8: Diagramas de fase obtidos através das aproximacdes numérica e
analitica considerando € = 0.0001, v =1 [m/s] , m = 1 [Kg], £ = 0.1 [N/m],
B=1[Ns/m],a=01,f,=1[N], o= 05N, S=1[m]eQ=1[m/s

Pontos de final da fase stick

100

80 L
o 60/ +
3
ﬁ 40+ +

20+ ® numérico|

$ + analitico
O L L L

0 1 2 3 4 5

Figura 4.9: Instantes de transicao entre a fase de stick e slip obtidas através
das aproximagoes numérica e analitica.
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Conclusoes

Nesta dissertacao, foram estudados dois métodos de perturbacio para
calcular aproximagoes analiticas hierdrquicas de PVI nao lineares que, em
geral, nao tem solucao analitica conhecida. Esses métodos representam uma
poderosa ferramenta no estudo de caracteristicas dinamicas de um problema
de valor inicial nao linear, uma vez que permitem o entendimento de como a
solucao depende dos parametros do problema. Com uma expressao analitica,
é possivel entender como os parametros influenciam a solucao da dindmica do
sistema.

No capitulo 2, foi apresentada a metodologia de Lindstedt-Poincaré, mé-
todo que permite o calculo de aproximacoes analiticas peridédicas para solugao
de problemas de valor inicial. A metodologia foi exemplificada com o calculo
da aproximacao para a solucao de um PVI envolvendo a Equagao de Duffing
com condigoes iniciais especificadas. Foram calculadas aproximacoes de diver-
sas ordens para verificar a influéncia dos parametros no dominio de validade.
Para calcular o dominio de validade foram definidos duas métricas, chamadas
de erro nao acumulativo e acumulativo. Ao analisar o dominio usando as duas
métricas, foi concluido que o crescimento da ordem da aproximacao aumenta
o dominio de validade. Quanto maior nao linearidade e maior o deslocamento
inicial, maior deve ser a ordem de aproximag¢ao para manter o mesmo dominio
de validade. Porém, calcular manualmente aproximagcoes de ordens altas pode
ser trabalhoso, devido ao aumento da familia de PVI linear e do niimero de
termos de forcamento nas equagoes, como mostrado na Tab. 2.1. Assim, foi
possivel concluir a importancia de associar o calculo de aproximacgoes analiti-
cas com programas de dlgebra simbdlica. Criando rotinas para automatizar os
calculos analiticos, permitindo obter aproximacoes de ordens mais altas.

A dindmica de sistemas que apresentam caracteristicas com diferentes
escalas de tempo, geralmente, ndo sao bem caracterizadas pela expansao
uniforme do método de Lindstedt-Poincaré. Em vista disso, no capitulo 3,
foi apresentado o método de multiplas escalas de tempo e exemplificado com o
mesmo exemplo usado no capitulo 2. O mesmo comportamento do dominio de
validade pode ser analisado para as aproximagoes de primeira a terceira ordem

calculadas com o método de multiplas escalas, ou seja, quanto maior a ordem de
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aproximagcao maior o dominio de validade. A dificuldade de trabalhar com esse
método, é que com a aplicacao das multiplas escalas, as equacoes diferenciais
ordinarias da familia de PVT linear, passam a ser equagoes diferenciais parciais,
o que pode acarretar em uma dificuldade adicional ao se usar este método.
Em contra partida, as aproximacoes calculadas pelo método de maultiplas
escalas de tempo apresentam maior dominio de validade que as aproximagoes
calculadas pelo método de Lindstedt-Poincaré, se comparadas ordem a ordem.
Essa comparacao pode ser feita pois o mesmo exemplo foi calculado usando
os dois métodos de perturbacao, e foram consideradas as mesmas condig¢oes
iniciais.

O capitulo 4, tinha o objetivo de aplicar o método de multiplas escalas
de tempo em um PVI que representa a dinamica de um sistema massa-
mola-amortecedor que desliza sobre uma esteira com velocidade constante,
considerando a presenca de atrito seco entre a massa e a esteira. A presenca
do atrito seco pode causar o fendomeno de stick-slip, que divide a dinamica
do sistema em duas fases. A fase de stick ocorre quando a velocidade relativa
entre os corpos ¢ 0 e a de slip quando a velocidade relativa ¢é diferente de 0.
A fase stick é modelada como um movimento retilineo uniforme e tem solugao
conhecida, Eq. (4-7), ji para a fase slip foi calculada a aproximagao para a
solu¢do do PVI usando o método de multiplas escalas de tempo, Eq. (4-23).
Como mostrado nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8, a aproximacao analitica tem uma boa
acuracia. As curvas que representam as aproximagoes sao quase indistinguiveis
das curvas obtidas através do método numérico de Runge Kutta. Isso mostra a
eficiéncia do método de multiplas escalas ao ser aplicado para problemas desse
tipo. Observe que trabalhar com expressoes analiticas pode ser mais vantajoso
do que trabalhar com aproximacoes numéricas. A partir de aproximacoes
analiticas, é possivel, por exemplo, fazer previsdes dos instantes em que se
iniciardo as fases de stick e slip e reduzir o custo computacional ao realizar

uma analise paramétrica.
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understand the dynamical features of a problem. Numerical methods are very efficient and provide approximations with
the precision required, if one is interested in solving a specific problem. Unfortunately, numerical approximations do
not provide the insight necessary to understand how a solution depends on the parameters of the problem. Sometimes,
perturbation methods help in the sense that they can provide an analyrical approximarion that shows how the paramerers
influence the solutions. However to solve a problem for large time intervals require high order approximations that are
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Programa em algebra simbolica para o método de Lindstedt-
Poincaré

Esta secao serd dedicada a descrever os passos necessarios para imple-

mentar a rotina em algebra simbélica usando o software MATLAB para auto-

matizar os cdlculos da aproximagao analitica através do método de Poincaré-

Lindstedt. A rotina segue os seguintes passos:

1. Definir cada parametro da equacao a qual sera calculada a aproximacao,

através do comando syms para que o MATLAB reconhega os termos
como simbdlicos. O pardmetro de deslocamento, z(t), deve ser declarado
como funcao de t para que o programa consiga reconhecer a relagao entre
eles. Neste passo, também ¢ feito a transformacao de escala de tempo de

z(t) — Z(7) com a aplicagao da Eq. (2-3).

. Definir a ordem da aproximacao desejada para criar as séries truncadas

das Eqgs. (2-4) e (2-6). Neste passo é importante ressaltar que cada item
de z; deve ser definido como funcao de 7 através do comando syms,
para que o comando diff consiga reconhecer a relagao entre eles fazer a
derivada. Esse comando recebe trés parametro, a funcao a ser derivada,
o termo o qual sera feito a derivacao e seu grau. Como a equacao de
interesse nesse caso ¢ de segundo grau, a série de x deve ser derivada

duas vezes.

. Substituir as séries de z(7) e w na equagao diferencial, usando o comando

subs, que recebe como parametro a equagao, o termo a ser substituido
e 0 novo termo. Ja feita as substitui¢oes, devemos expandir a equacao
para garantir que os termos nao estejam simplificados e conflite com a
proxima etapa de coletar os termos. Para isso usamos os comandos de
collect e coeff, ambos recebem como parametro a equagao e o termo de
interesse. O primeiro comando collect, como o proprio nome ja indica,
agrupa os coeficientes do termo desejado e retorna uma equagao. Ja o
comando coeff retorna um vetor onde cada posi¢ao esta os coeficientes do
termo desejado em ordem crescente de poténcia. Assim temos um vetor

que representa a familia de PVI lineares.
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4. Definir as condigbes iniciais para cada equacao de z;. Como estamos
trabalhando com equacgoes diferenciais de segundo grau, devemos definir
duas condic¢oes iniciais em forma de vetor, na primeira posi¢do o deslo-

camento inicial e na segunda a velocidade inicial no tempo ¢ = 0.

5. Resolver a equacao diferencial relacionada a € de acordo com as condi-
¢oes inicias definidas através do comando dsolve. Este comando resolve
analiticamente equacoes diferenciais, e recebe como parametro a equacao

diferencial e o vetor com as condigGes iniciais.

6. Substituir a solucdo das equacdes ja calculadas de ordem inferiores,

através do comando subs.

7. Eliminar os termos que podem resultar em termos ressonantes, como
sin T e cos 7. Para isso é importante garantir que todos os sin e cos nao
estejam elevados a poténcias superior a um, para garantir isso usamos as
identidades trigonométricas desses termos e substituimos na equacao com
o comando subs. Assim podemos usar novamente o comando coeff para
coletar os coeficientes dos termos ressonantes. Como este comando ele
sempre retorna os coeficientes em ordem crescente de potencias, sabemos
qual a posicao do vetor temos que acessar para calcular o termo wj.
Ao acessar a posicao correta, usamos o comando isolate, que recebe a
equacao e o termos que deve ser isolado, assim temos w; em func¢ao dos
parametros do sistema. Esses coeficientes devem ser zerados na equacao

diferencial para podermos seguir para o proximo passo.

8. Calcular a equacao diferencial x; com o comando dsolve de acordo com

as condigoes iniciais.

9. Repetir as passos 6, 7, 8 até calcular todos os termos z; e w;, para

substituir-los nas equacgoes de x e w.

10. Aplicar a relagao da Eq. (2-3) para voltar de z(7) — z(t).
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Programa em algebra simbdlica para o método de miltiplas
escalas de tempo

Para os calculos usando o método de multiplas escalas de tempo, a rotina

simbolica foi programa no software Mathematica. Essa rotina nao foi programa

em MATLAB como a rotina do método de Lindstedt-Poincaré, porque com

o método de miiltiplas escalas é preciso trabalhar com equagoes diferenciais

parciais, e 0 MATLAB nao consegue fazer a integracao simbolica desse tipo de

equacao. A rotina segue os seguintes passos:

1. Definir a variavel FqEntrada como a equacao nao linear de interesse em

funcao do tempo t a ser aproximada, e a ordem de aproximacao desejada

¢é definida na variavel Ordem.

2. Para aplicar as miltiplas escalas de tempo e a expansao proposta como

solugao para y na equagao foi feito uma funcao, nomeada de InPowers.

Essa funcao recebe a ordem da aproximacao desejada, a variavel Ordem,

EqEntrada e tem como saida uma tabela onde cada posicao é ocupada

pela equagdo linear que compdem a familia de PVI lineares. A fungao

segue os seguintes passos:

(a)

Definir as novas escalas de tempo de acordo com a Eq. (3-18),
definida na variavel arguments. Isso é feito usando o comando Tuble,
que recebe a féormula base da expansdo, €' t, e a indicacdo de que o

indice ¢ deve ser expandido do valor 0 até o valor de Ordem.

Definir a expansao proposta como solucao para o PVI nao linear na
Eq. (3-21). Para isso serd usado o comando Sum, que recebe como
entrada a féormula de cada item da expansdo, ¢ y;[argumento], e a
indicagao da variacao de ¢, do valor 0 até o definido em Ordem.
Na opc¢ao de argumento de y pode ser definido como as multiplas
escalas de tempo determinadas em escalas, colocando €' y;[escalas).

Essa expansao é definida na variavel ytemp.

Com o objetivo de simplificar a notagao, ao invés de tratar os
termos das novas escalas de tempo por €' t, serd substituido por

T[i], como por exemplo, o termo €'t passard a ser T[1]. Usando o
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mesmo comando para definir a tabela escalas, foi usado para definir
T'i], denominados como bigarguments. Com o comando Map Thread
pode-se criar uma regra que faz a associacao dos bigarguments com

os escalas, denominada por trules.

(d) A substituicao de itens em uma equac¢ao no Mathematica pode ser
feito de maneira simples usando a notagdo ”/., como por exem-
plo, EquagaoReferencia /. ArgumentosAntigos — > ArgumentosNo-
vos. Essa série de comandos quer dizer que na EquacaoReferencia
os ArgumentosAntigos serao substituidos pelos ArgumentosNovos.
Usando esse artificio os itens €’ ¢ foram substituidos por T'[i] na ex-
pansao de y. Posteriormente, a variavel ytemp com a expansao de

y deve ser substituida em EqFEntrada.

(e) Com a equagao em FEqEntrada ja escrita em termos de y; e estes
com as novas escalas de tempo como argumento, pode-se agrupar
os coeficientes de acordo com a ordem de e. Para isso, o comando
Coefficient foi usado. Ele recebe como argumento de entrada uma
equacdo e um termo de interesse, retornando os coeficientes em
ordem crescente de acordo a poténcia do termo de interesse. Assim
foi passado para o comando as argumentos de EgFEntrada e o termo
e. Cada coeficiente foi alocada em uma posigao da tabela gerada pelo

comando Table. Esta tabela é a resposta final da funcdo InPowers.

3. Depois da definicao da fungdo InPowers, ela pode ser usada igual as
fungoes pré estabelecidas pelo Mathematica. Como ja mencionado essa
funcao retorna uma tabela com as equacoes diferenciais parciais lineares,
e é importante comentar que o nimero de posi¢oes da tabela é igual ao
valor da ordem de aproximagao desejada definida em Ordem + 1. Como
por exemplo, uma aproximacao de primeira ordem tem Ordem = 1 e re-

Ve €l, que formam a familia de PVI

sulta em 2 EDP lineares, referente a €
lineares. Assim, nesse exemplo deve-se definir duas variaveis para receber
as equagoes resultantes, escrevendo-o de forma zeroordemeqn, primor-
demeqn = InPowers[EqEntrada,x,t,T,Ordem], sendo x,t argumentos da

equacao EqFEntrada e T é referente as novas multiplas escalas.

4. Seguindo a metodologia estudada no capitulo 3, as equagodes que formam
a familia de PVI lineares devem ser resolvidas hierarquicamente, entao
a primeira a ser resolvida é a zeroordemegn. Para isso usa-se o comando
DSolve, que resolve analiticamente uma equagao diferencial tanto ordi-
naria quanto parcial. Esse comando recebe como argumento de entrada

a equacao diferencial a ser resolvida, a variavel da funcao, o parametro o
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qual sera calculada a integral e as condig¢oes iniciais, retornando a solu-
¢ao da equagao. Caso nao seja passada as condigbes iniciais, em caso de
EDO a solucgao estard em fun¢ao das constantes de integracao, e em caso
de EDP, as constantes de integragdo passam a ser fungoes. Para resol-
ver zeroordemegn com o comando DSolve foi passado como argumento
de entrada a prépria equagao, a escala de tempo T'[0] que serd o para-
metro integrador, e a solugao foi denominada como zerosol. Como este
comando escreve a solucao em funcao de sin e cos, usa-se o artificio de
2.d para passar a solucao para a forma exponencial, esta notacao facilita

a manipulagao algébrica.

5. Com a solugao de zerosol calculada, ela deve ser substituida na equagao
primordemeqn, usando o artificio de 2d. Apds a substituicao, serda usado
o comando Collect para agrupar os coeficientes de acordo com o termo
exponencial, para garantir a eficiéncia desse comando é recomendado

usar o comando Fzrpand.

6. Com os coeficientes agrupados de acordo com o termo exponencial,

serd agora separado os coeficientes dos termos €70 e 770, O comando
DeleteCases recebe como argumento de entrada a equagao e o termo que
ird identificar o coeficiente a ser guardado, e o retorna. Para o comando
DeleteCases foi passado como argumento a equagdo primordemeqn e
iTo

o termo e''°, e o seu coeficiente foi retornado, sendo denominado de

solveeql

7. Com os coeficientes dos termos que geram ressonéncia ja coletados, deve-
se elimina-los da equagao primordemeqn para que ela seja resolvida.
Assim usando o artificio dado em 2.d, substitui-se os termos e?70 e e=?70

por zero na equacao. Assim, primordemegn pode ser resolvida usando o

comando DSolve, similar ao feito no passo 4, e sua solucao foi denominada

como primsol.

8. Voltando a varidvel solveeql que guarda os coeficientes de €70, esses co-
eficientes formam uma equacao diferencial, podendo seu ordinaria para
aproximacoes de primeira ordem e parcial para ordens mais elevadas.
Como a equagao tratada no PVI é nao linear a equagao da variavel sol-
veeql também é nao linear. Por isso, nao pode ser resolvida diretamente
usando o comando DSolve, para contornar essa situagao, serd proposta
uma solucdo para essa equagao diferencial igual a Eq. (3-33). Usando
o artificio 2.d a solugao proposta em Eq. (3-33) e seu conjugado sdo

substituidos em solveeql.
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9.

10.

11.

Ao fazer a substituicdo na equacao solveeql tem-se que separar a parte
real da imaginaria e resolver cada uma delas separadamente. Para
fazer essa separacao, usa-se o comando DeleteCases, guardando a parte
imaginaria na variavel imag. A parte real serd guardada na variavel real,

que sera calculada pela diminuicdo de solveeql menos o imag.
Para resolver as equagoes de imag e real, pode-se usar o comando DSolve.

Por dltimo, todas as variaveis calculadas devem ser substituidas na

expansao proposta para y, finalizando assim o calculo da aproximagao.
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