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Resumo

Gomes Dias dos Santos, Mariana; de Queiroz Lima, Roberta. Es-
tratégias de aproximações analíticas hierárquicas de prob-
lemas não lineares: métodos de perturbação. Rio de Janeiro,
2019. 70p. Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia
Mecânica , Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.
Problemas dinâmicos governados por problemas de valor inicial (PVI)

não lineares, em geral, despertam grande interesse da comunidade científica.
O conhecimento da solução desses PVI facilita o entendimento das carac-
terísticas dinâmicas do problema. Porém, infelizmente, muitos dos PVI de
interesse não têm solução conhecida. Nesse caso, uma alternativa é o cál-
culo de aproximações para a solução. Métodos numéricos e analíticos são
eficientes nessa tarefa e podem fornecer aproximações com a precisão dese-
jada. Os métodos numéricos foram muito desenvolvidos nos últimos anos e
amplamente aplicados em problemas de diversas áreas da engenharia. Pa-
cotes computacionais de fácil utilização foram criados e hoje fazem parte
dos mais tradicionais programas de simulação numérica. Entretanto, as
aproximações numéricas têm uma desvantagem em relação às aproximações
analíticas. Elas não permitem o entendimento de como a solução depende
dos parâmetros do problema. Visto isso, esta dissertação foca na análise e
implementação de técnicas analíticas denominadas métodos de perturbação.
Foram estudados os métodos de Lindstedt-Poincaré e de múltiplas escalas de
tempo. As metodologias foram aplicadas em um PVI envolvendo a equação
de Duffing não amortecida. Programas em álgebra simbólica foram desen-
volvidos com objetivo de calcular aproximações analíticas hierárquicas para
a solução desse problema. Foi feita uma análise paramétrica, ou seja, estudo
de como as condições iniciais e os valores de parâmetros influem nas aprox-
imações. Além disso, as aproximações analíticas obtidas foram compara-
das com aproximações numéricas calculadas através do método do Runge-
Kutta. O método de múltiplas escalas de tempo também foi aplicado em
um PVI que representa a dinâmica de um sistema massa-mola-amortecedor
com atrito seco. Devido ao atrito, a resposta do sistema pode ser caracter-
izada em duas fases alternadas, a fase de stick e a fase de slip, compondo
um fenômeno chamado stick-slip. Verificou-se que as aproximações obtidas
para resposta do sistema pelo método de múltiplas escalas de tempo têm
boa acurácia na representação da dinâmica do stick-slip.
Palavras-chave

métodos de perturbação; aproximações analíticas; equação de Duff-
ing; stick-slip; álgebra simbólica;
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Abstract

Gomes Dias dos Santos, Mariana; de Queiroz Lima, Roberta (Advi-
sor). Strategies of hierarchical analytical approximations of
non-linear problems: perturbation methods. Rio de Janeiro,
2019. 70p. Dissertação de mestrado – Departamento de Engenharia
Mecânica , Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.
Dynamical problems governed by non-linear initial value problems

(IVP), in general, are of great interest of the scientific community. The
knowledge of the solution of these IVPs facilitates the understanding of the
dynamic characteristics of the problem. However, unfortunately, many of
the IVPs of interest does not present a known solution. In this case, an
alternative is to calculate approximations for the solution. Numerical and
analytical methods are efficient in this assignment and can provide approxi-
mations with the desired precision. Numerical methods have been developed
over the last years and have been widely applied to dynamical problems in
various engineering areas. Computational packages, easy to use, were cre-
ated and today are part of the most traditional numerical simulation pro-
grams. However, numerical approximations have a disadvantage in relation
to analytical approaches. They do not allow the understanding of how the
solution depends on the problem parameters. Given this, this dissertation
focuses on the analysis and implementation of analytical techniques called
perturbation methods. The Lindstedt-Poincaré method and multiple time
scales method were studied. The methodologies were applied in an IVP in-
volving the non-damped Duffing equation. Symbolic algebra programs were
developed with the purpose of calculating hierarchical analytical approxima-
tions to the solution of this problem. A parametric analysis was performed,
in other words, a study of how the approximations are influenced by initial
conditions and parameter values. In addition, the analytical approximations
obtained were compared with numerical approximations calculated using
the Runge-Kutta method. The multiple scales method was also applied in a
IVP that represents the dynamics of a mass-spring-damper oscillator with
dry friction. Due to friction, the system response can be characterized in
two alternating phases, the stick phase and the slip phase, composing a phe-
nomenon called stick-slip. It was verified that the approximations obtained
for system response by the multiple scales method represent the stick-slip
dynamics with good accuracy.
Keywords

perturbation method; analytical approximation; Duffing equation;
stick-slip; symbolic algebra;
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1
Introdução

Problemas dinâmicos, em geral, são governados por problemas de valor
inicial (PVI) compostos por equações diferenciais ordinárias (EDO) e condições
iniciais. Equações diferenciais ordinárias são equações que envolvem uma
função desconhecida e suas derivadas que, por sua vez, são dependentes de
apenas uma variável independente. No caso de sistemas mecânicos, é muito
comum a função ter como variável independente o tempo t. O número de
condições iniciais necessárias para resolver um PVI de uma EDO deve ser
igual a ordem da maior derivada presente na EDO do problema.

No passado, por simplicidade, muitos sistemas dinâmicos eram modela-
dos por PVI lineares, apesar de terem natureza não linear [33; 44]. Com o
passar do tempo, esse tipo de simplificação tornou-se inadequada. Verificou-se
que os modelos lineares eram muito limitados e incapazes de representar com
acurácia a dinâmica de sistemas não lineares. Assim, modelos não lineares
passaram a ser frequentemente usados para garantir uma melhor representa-
ção da dinâmica dos sistemas [7; 14; 38; 44; 48]. Um exemplo clássico de PVI
frequentemente encontrado na literatura, são os PVI que envolvem a equação
de Duffing [15; 18; 19; 21; 34; 49]. Essa equação apresenta não linearidade cú-
bica e é usada para modelar a dinâmica de diversos sistemas. Na engenharia, a
equação de Duffing pode ser usada para modelar a dinâmica, por exemplo, de
osciladores com mola cúbica e sistemas mecânico-magnéticos com uma haste
oscilando entre dois ímãs. Nesses sistemas, a não linearidade é introduzida de-
vido ao acoplamento entre as partes mecânica e magnética. Na área da saúde,
a equação aparece na modelagem da disseminação de doenças [1].

Uma vez que não linearidades são consideradas na modelagem de sis-
temas, os PVI que representam a dinâmica passam a ser não lineares. Esses
PVI, em sua maioria, não têm solução analítica conhecida. Vale ressaltar que o
conhecimento das soluções teria grande utilidade, uma vez que permitiria um
estudo de performance do sistema, o que poderia auxiliar no desenvolvimento
de técnicas de controle. Como alternativa, pode-se calcular aproximações para
as soluções desses PVI não lineares. Os métodos mais populares para esses
cálculos são os analíticos [17; 31; 37; 43] e os numéricos [2; 5; 6; 42].

Métodos numéricos e analíticos são eficientes nessa tarefa e podem
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Capítulo 1. Introdução 11

fornecer aproximações com a precisão desejada. Os métodos numéricos foram
muito desenvolvidos nos últimos anos e amplamente aplicados em problemas
de diversas áreas da engenharia. Pacotes computacionais de fácil utilização
foram criados e hoje fazem parte dos mais tradicionais programas de simulação
numérica. Entretanto, as aproximações numéricas têm uma desvantagem em
relação às aproximações analíticas, não permitem o entendimento de como a
solução depende dos parâmetros do problema. Visto isso, esta dissertação foca
na análise e implementação de técnicas analíticas denominadas métodos de
perturbação.

Os métodos de perturbação permitem calcular aproximações analíticas
hierárquicas para soluções de PVI, que envolvem um parâmetro positivo de
valor pequeno, ε << 1, chamado parâmetro de perturbação. Os métodos
assumem como solução do PVI uma série uniforme infinita em potências de ε,
que deve ser truncada de acordo com a ordem de aproximação desejada. De
modo genérico, após o truncamento, os métodos de perturbação decompõem
o PVI não linear original em um numéro finito de PVI lineares com solução
analítica conhecida.

Conforme explicado anteriormente, uma das vantagens de se obter apro-
ximações analíticas para PVI não lineares é que as aproximações permitem o
entendimento de como a solução depende dos parâmetros do problema. Esse
tipo de análise é muito importante no estudo de sistemas dinâmicos e é cha-
mado de análise paramétrica. Segundo Pasquetti [34], os fenômenos causados
pela não linearidade são mais fáceis de serem identificados através de uma
análise paramétrica. Esse tipo de análise, quando realizada por métodos nu-
méricos, têm alto custo computacional e temporal, visto que para cada valor
de parâmetro é necessário fazer uma integração numérica [34]. O artigo [29]
fez uma análise paramétrica de um PVI não linear estocástico. Estudou-se a
influência de dois parâmetros na dinâmica, um deles assumia quarenta valores
diferentes e o outro, oito valores diferentes, totalizando 320 combinações a se-
rem analisadas. Como o artigo considera incertezas e objetivava construir um
modelo estatístico, para cada combinação dos parâmetros, era necessário fazer
uma simulação de Monte Carlo. Em cada simulação de Monte Carlo, o PVI
deveria ser integrado 2 mil vezes, totalizando 640.000 integrações numéricas.
Para realizar todas essas integrações de forma sequencial, seriam necessários
dois anos e meio. Como alternativa, foi usada a estratégia de paralelização.
As integrações foram divididas em dezesseis computadores, reduzindo o tempo
de simulação para cinquenta e cinco dias. Observe que, mesmo com a parale-
lização, o custo computacional continuou alto e demandou quase dois meses.
Em [29] se, ao invés de integração numérica, aproximações analíticas tives-
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Capítulo 1. Introdução 12

sem sido utilizadas para fazer a análise paramétrica, provavelmente o tempo
computacional gasto teria sido muito menor. Por exemplo, dispondo de uma
expressão analítica, para a solução de um problema determinístico, ao invés de
integrar a EDO para cada valor de parâmetro, seria necessário apenas fazer a
substituição de valores. Uma tarefa bem menos custosa.

1.1
Métodos numéricos

Os primeiros trabalhos em métodos numéricos foram feitos por Isaac
Newton e Leibniz [5]. Porém somente no século XVII, Lehonard Euler deduziu
o processo iterativo chamado de método de Euler, que permite determinar uma
aproximação para solução de um PVI para determinado valor do parâmetro
independente. Posteriormente, surgiu o método de Euler modificado. Mais
tarde, dois matemáticos alemães, Carl Runge em 1895 e Martin Wihelm Kutta
em 1901, aprimoraram os métodos de Euler, criando o método conhecido como
Runge-Kutta. Esse último método é duas ordens de grandeza mais preciso que
o método de Euler modificado e três ordens de grandeza mais preciso que o
de Euler [5]. Em Polking [35], também é encontrado uma comparação entre
os erros dos métodos citados, sendo que o método de Runge-Kutta é o que
apresenta menor erro.

Em geral, para a implementação de métodos numéricos de integração de
um PVI, é necessário que seja feita uma discretização do parâmetro indepen-
dente do problema. Em problemas dinâmicos, esse parâmetro é usualmente o
tempo. A aproximação numérica é calculada apenas para alguns valores de
parâmetro independente. No francês há uma palavra que descreve bem essa
passagem de um domínio contínuo para um discreto. É a palavra "numérisa-
tion", [40]. Considere, por exemplo, que deseja-se aproximar a solução de um
PVI através de um método numérico no intervalo [0, T ] do parâmetro inde-
pendente. Será necessário então discretizar o intervalo, como sugerido na fig.
1.1.

Figura 1.1: Discretização do tempo

Segundo Atkinson [2] e Savi [42], o método de Runge-Kutta é um dos
métodos numéricos mais populares por aliar simplicidade de implementação
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Capítulo 1. Introdução 13

e precisão. Ele será utilizado como referência para validar as aproximações
analíticas calculadas nesta dissertação. Esse método foi escolhido devido a
simplicidade de uso e pela precisão obtida. Além, do método já estar imple-
mentado no software MATLAB, sendo apenas necessário indicar a equação a
ser aproximada, as condições iniciais e o intervalo de tempo em que se deseja
integrar. Em geral, Runge-Kutta é um método de passo único. A previsão em
ti é calculada com base apenas na informação do seu passo imediatamente
anterior [2; 5].

1.2
Métodos analíticos de perturbação

Os métodos de perturbação são ferramentas que permitem o cálculo de
aproximações para soluções de PVI que envolvem um parâmetro pequeno,
denominado de ε. Como só é possível aplicar o método com a presença desse
parâmetro, quando o problema não possui um parâmetro suficientemente
pequeno que possa ser usado como o parâmetro de perturbação, usa-se o
artifício de introduzir o parâmetro ε temporariamente e, ao final, faz-se ε = 1,
voltando assim para o problema inicial [4]. Recomenda-se introduzir ε no PVI
de forma que, ao considerar ε = 0, a equação se torne linear e tenha solução
analítica conhecida [18; 30; 43].

Existem dois tipos de problemas de perturbação, os regulares e os
singulares. Eles se diferenciam pela interferência do parâmetro de perturbação
na solução do problema. Nas perturbações regulares, a solução do problema
é pouco afetada se o valor do parâmetro de perturbação for suficientemente
pequeno. Já nas perturbações singulares, mesmo para valores muito pequenos
de ε, as soluções sofrerão os efeitos do parâmetro de perturbação. Em [3; 18;
37; 43] encontra-se exemplos e uma explicação detalhada sobre perturbações
regulares e singulares. Para Awad [3], as duas singularidades mais comuns são
as de camada limite e as seculares.

Segundo Marinca et al. [30], o precursor dos métodos de perturbação
foi Poisson, no início do século XIX, sendo o primeiro a aplicá-lo formalmente
sem nenhuma justificativa teórica. No entanto, o método resultou em satisfató-
rias aproximações, sendo aplicado especialmente em mecânica celeste. Nessas
aproximações surgiram termos com coeficientes de t, t2, ..., que cresciam indefi-
nidamente com o tempo, denominados por termos seculares. Lindstedt (1882)
desenvolveu uma técnica para evitar o aparecimento desses termos. Como a
frequência do sistema é função de sua amplitude [34; 44], Lindstedt escreveu a
frequência do sistema em uma série de potências do parâmetro de perturbação.
Poincaré provou que a expansão proposta por Lindstedt era assintótica, [34].
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No final daquele mesmo século, Lindstedt e Poincaré contribuíram majoritari-
amente para os métodos de perturbação, elaborando os fundamentos teóricos
e possibilitando sua aplicação em diversos problemas de sistemas mecânicos
[30; 41]. O método de Lindstedt-Poincaré (MLP) é uma técnica iterativa que
aproxima a solução de um PVI por uma expansão uniforme. Os termos de
expansão são periódicos e a expansão é capaz de aproximar muito bem a so-
lução de um PVI com baixa não linearidade [12; 30]. A estratégia do método
é através do parâmetro do perturbação, transformar o PVI não linear original
em um número finito de PVI lineares que possuem solução linear. Esses PVI
lineares devem ser resolvidos sequencialmente. A cada iteração deve-se resolver
um PVI linear e eliminar os termos seculares presentes na solução, de forma a
garantir uma aproximação periódica.

Existem sistemas que apresentam características com escala de tempo di-
ferentes como, por exemplo, um sistema massa-mola-amortecedor. Na resposta
desse tipo de sistema, a oscilação e o decaimento da amplitude de oscilação
acontecem em tempos diferentes. Outros exemplos são sistemas caracteriza-
dos por uma dinâmica com períodos rápidos e lentos (fast-slow systems). Esse
tipo de dinâmica, em geral, não é bem caracterizada pela expansão uniforme
dos métodos de perturbação [39]. Uma alternativa, para calcular aproxima-
ções para sistemas com essas singularidades, é usar o método de perturbação
de múltiplas escalas de tempo. Esse método, assim como Lindstedt-Poincaré
também é uma técnica para calcular aproximações hierárquicas para soluções
de PVI não lineares, amplamente discutido em [15; 18; 22; 31]. Desenvolvido
por Sturrock, Frieman, Kevorkian e Nayfeh, entre os anos de 1950 e 1960, o
método de múltiplas escalas de tempo (MME) é equivalente ao método de
averaging elaborado por Krylov e Bogoliubov nos anos 30 [41]. A série em po-
tências do parâmetro de perturbação também é admitida como solução para
o PVI, mas a expansão em potências de ε deve ser função de duas ou mais
variáveis independentes [32], chamadas de escalas.

Apesar dos métodos de perturbação serem ferramentas poderosas para
aproximar a solução de PVI, os cálculos necessários para a implementação
dos métodos de perturbação podem ser trabalhosos e muito custosos quando
realizados manualmente. Dependendo da ordem da aproximação desejada, os
cálculos podem até ser inviabilizados. Uma forma de facilitar a obtenção das
aproximações é utilizar, na implementação, o método de álgebra simbólica.
Essa estratégia permite que os cálculos sejam feitos de forma automatizada,
facilitando a obtenção de aproximações de ordens elevadas. Nos trabalhos
[10; 11; 19; 34; 41], os autores utilizaram e ressaltaram a importância de álgebra
simbólica nos cálculos de aproximações analíticas.
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1.3
Objetivos da dissertação

A maioria dos problemas de valor inicial não lineares não tem solução
analítica conhecida. Por esse motivo, os métodos de aproximações analíticas
e numéricas tornam-se ferramentas tão importantes. Esse trabalho tem como
objetivo principal apresentar de forma didática e com exemplos os métodos
de perturbação, Lindstedt-Poincaré e o de múltiplas escalas de tempo. Os
métodos foram implementados em álgebra simbólica e aplicados em PVI que
envolvem a equação de Duffing e em PVI que modelam sistemas de interesses
do Laboratório de Vibrações da PUC-Rio. Por exemplo, o PVI, que modela
a dinâmica de um sistema massa-mola-amortecedor, que desliza em cima de
uma esteira, considerando a presença de atrito seco entre a massa e a esteira,
provocando na trajetória do sistema um fenômeno chamado stick-slip.

Aliar os métodos de perturbação estudados com os programas de álgebra
simbólica facilitou os cálculos das aproximações analíticas e possibilitou o
cálculo de aproximações de ordens elevadas. Criar uma rotina simbólica para
automatizar os cálculos foi um dos objetivos desse trabalho também. O
estudo de métodos de aproximação analítica, como os de Lindstedt-Poincaré e
múltiplas escalas de tempo, é uma frente de pesquisa recente no Laboratório
de vibrações. Por isso, o texto dessa dissertação tem objetivo didático para
que outros interessados possam aplicar os métodos em PVI de interesse, além
de poder usar as rotinas simbólicas já programadas como base para novos
problemas. Ao longo do desenvolvimento da dissertação, foram publicados
dois artigos, um para o congresso do MECOM [10] e outro para o congresso
do DINAME [11]. Ambos os artigos tratam da importância dos métodos de
perturbação aliados a rotina de álgebra simbólica.

1.4
Organização da dissertação

Essa dissertação está dividida em cinco capítulos. Na introdução foram
abordados conceitos importantes para os métodos de aproximação, numérico
e analítico, com um breve histórico e resumo.

O segundo capítulo é dedicado ao método Lindstedt-Poincaré. O método
será descrito e exemplificado com o cálculo de aproximações de diferentes
ordens para a solução de um PVI com a equação de Duffing. Com o objetivo
de mostrar a importância da álgebra simbólica no cálculo de aproximações
analíticas, foi feito uma discussão sobre o custo computacional dos cálculos.
Para avaliar a qualidade das aproximações, foram feitas comparações entre
as aproximações analíticas hierárquicas obtidas pelo método de Lindstedt-
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Poincaré e aproximações numéricas obtidas pelo método do Runge-Kutta
(tidas com referência para validação). Duas medidas de erro foram utilizadas
nas comparações. Foram feitas análises de como a ordem de aproximação, valor
do parâmetro de perturbação e condições iniciais influenciam no erro e domínio
de validade das aproximações.

No capítulo 3 é apresentado a metodologia de múltiplas escalas de tempo.
Assim como no capítulo anterior, o método foi aplicado em um PVI com a
equação de Duffing não amortecida. Aproximações de diferentes ordens foram
calculadas usando uma rotina de álgebra simbólica. Os domínios de validade
das aproximações foram avaliados usando os erros previamente definidos.
No final do capítulo, as aproximações hierárquicas obtidas pelo método de
Lindstedt-Poincaré e múltiplas escalas foram comparados.

Nos capítulos 2 e 3, os métodos de perturbação de Lindstedt-Poincaré
e múltiplas escalas foram exemplificados em um PVI, que envolve uma EDO
com não linearidade cúbica - a equação de Duffing. Esse PVI foi escolhido por
ser simples e muito frequente na literatura. Um dos principais objetivos desses
capítulos é apresentar os métodos de forma didática. No quarto capítulo, o
método de múltiplas escalas é aplicado em um PVI muito interessante. É
um exemplo de aplicação do método muito diferente do que é usualmente
encontrado na literatura. O PVI escolhido descreve a dinâmica de um oscilador
massa-mola-amortecedor, considerando a presença de atrito seco. A dinâmica
desse problema pode apresentar duas fases alternadas chamadas, de stick e
slip que compõem um fenômeno chamado de stick-slip. Na fase stick, tem-se
um movimento retilíneo uniforme, com solução conhecida, de forma que não
é preciso usar nenhum dos dois métodos de perturbação. Já na fase de slip,
o método de múltiplas escalas de tempo deve ser aplicado para calcular uma
aproximação analítica para essa fase do movimento.

No último capítulo é apresentada as conclusões do trabalho, as vantagens
e desvantagens de cada método estudado. Nos anexos estão os artigos produ-
zidos e uma descrição das rotinas simbólicas programadas para os cálculos das
aproximações usando os métodos de perturbação.
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2
Métodos de Lindstedt-Poincaré

Considere o problema de valor inicial não linear genérico como

ẍ(t) + ω2
0 x(t) + f(ẋ(t), x(t)) = 0 , (2-1)

com condições iniciais x(0) = A0 e ẋ(0) = 0, sendo t o tempo, x o parâmetro
de deslocamento, �̇ a representação da derivada em relação ao tempo t e f
uma função não linear de x e ẋ. Um PVI não linear, em geral, não tem solução
analítica conhecida. Entretanto, é possível obter aproximações analíticas para
a solução desse tipo de problema através de métodos de perturbação. Para
aplicação dos métodos, introduz-se um parâmetro positivo e adimensional,
representado por ε, multiplicando f . A introdução de ε transforma o problema
em um problema de perturbação. Assim a Eq. (2-1) se transforma em

ẍ(t) + ω2
0 x(t) + ε f(ẋ(t), x(t)) = 0 , (2-2)

e as condições iniciais são mantidas. A escolha de adicionar o parâmetro ε no
termo não linear f , é uma estratégia indicada por muitos autores [4; 33; 37; 43].
Uma vez que, com essa escolha, ao fazer-se ε = 0, a Eq. (2-2) se torna linear,
com solução analítica conhecida. Após o cálculo das aproximações, usando o
método de perturbação, faz-se ε = 1 de forma que as aproximações obtidas se
tornem aproximações do problema original (sem o ε).

Nesse capítulo, será apresentado o método de perturbação de Lindstedt-
Poincaré, que permite calcular aproximações analíticas periódicas hierárquicas
para solução de PVI não lineares. Uma vez que o método visa calcular
aproximações analíticas periódicas, um novo parâmetro τ é definido como

τ = ωt , (2-3)
sendo ω uma frequência que é função do deslocamento inicial, A0. Lindstedt
escreveu a frequência, ω, em uma série de potências do parâmetro de pertur-
bação,

ω(A0) = ω0 + ε ω1(A0) + ε2 ω2(A0) + ...+ εN ωN(A0) , (2-4)
onde ωj, j = 1, 2, 3, ...N são correções da frequência ω0, em função do
deslocamento inicial [3; 34]. Para que ω apareça explicitamente na equação
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diferencial, deve-se fazer uma mudança de variável no PVI usando o parâmetro
τ definido na Eq. (2-3). Dessa forma, a Eq. (2-2) pode ser reescrita como

ω2 x̄′′(τ) + ω2
0 x̄(τ) + ε f(x̄′(τ), x̄(τ)) = 0 , (2-5)

onde �′ representa a derivada em relação a τ .
A solução suposta pelo método de Lindstedt-Poincaré é uma série uni-

forme em potências de ε [34; 37] , escrita como

x̄(τ) = x̄0(τ) + ε x̄1(τ) + ε2 x̄2(τ) + ...+ εN x̄N(τ) , (2-6)
onde cada termo x̄j, j = 0, 1, 2, 3, ...N é uma função desconhecida que deve
ser determinada através da equação governante e das condições iniciais. Os
termos da série tem significância reduzida de acordo com o crescimento da
ordem de ε, [33]. Garantindo assim que os termos de ordens altas se comportem
apenas como pequenas correções para os termos de ordens inferiores, e não
domine a solução geral, [3]. Ao assumir ε = 0, a Eq. (2-2) se torna linear, e
tem solução conhecida. Considerando essa hipótese, o termo x̄0 é a solução
da equação linearizada, e os outros termos x̄j são perturbações em relação a
solução linearizada com significância reduzida conforme j aumenta, [33].

Para dar continuidade aos cálculos, as Eqs. (2-4) e (2-6) devem ser
truncadas de acordo com a ordem de aproximação desejada e, posteriormente,
substituídas na Eq. (2-5),

(ω0 + ε ω1 + ε2 ω2 + ...+ εN ωN)2 (x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2 + ...+ εN x̄N)′′+
ω2

0(x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2 + ...+ εN x̄N)+
ε f [(x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2 + ...+ εN x̄N)′,

(x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2 + ...+ εN x̄N)] = 0 .

(2-7)

A Eq. (2-7) deve ser expandida e os coeficientes com mesma ordem de ε

agrupados,

x̄′′0 + ω2
0 x̄0 + ε {x̄′′1 + ω2

0 x̄1 + f [(x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ... + x̄N)]}+
ε2 {x̄′′2 + ω2

0 x̄2 + f [(x̄0 + x̄1 + ... + x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)]} + ...+
εN {x̄′′N + ω2

0 x̄N + f [(x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)]} = 0 .
(2-8)

Com a equação escrita neste formato, podemos através, do teorema fundamen-
tal da teoria de perturbação, formar uma família de problemas de valor inicial
lineares. O teorema fundamental da teoria de perturbação, enunciado a seguir,
pode ser encontrado em [43].
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Teorema fundamental da teoria de perturbação 1 Se

S0 + εS1 + ε2S2 + ...+ εNSN ≈ 0 , (2-9)

para um ε suficientemente pequeno e se os coeficientes S0, S1,... são indepen-
dentes de ε, então

S0 = S1 = S2 = ... = SN = 0 . (2-10)

A Eq. (2-8) pode então ser reescrita em uma família de PVIs lineares,

x̄′′0 + ω2
0 x̄0 = 0 , (2-11a)

x̄′′1 + ω2
0 x̄1 = −f [(x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ... + x̄N)] , (2-11b)

x̄′′2 + ω2
0 x̄2 = −f [(x̄0 + x̄1 + ... + x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)] , (2-11c)

x̄′′N + ω2
0 x̄N = −f [(x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)′, (x̄0 + x̄1 + ...+ x̄N)] , (2-11d)

com condições iniciais x̄0(0) = A0, x̄′0(0) = 0 e x̄j(0) = x̄′j(0) = 0 com
j = 1, 2, ..., N . Os PVI das Eqs. (2-11) devem ser resolvidos hierarquicamente,
isto é, de acordo com a potência de ε, uma vez que os PVI referentes a ordens
elevadas de ε dependem das soluções das ordens inferiores. Dessa forma, o
PVI da Eq. (2-11a), que descreve a dinâmica de um oscilador harmônico não
amortecido, deve ser o primeiro PVI a ser resolvido. É importante relembrar
que estamos interessados em aproximações periódicas, por isso, em cada
iteração, os termos que causam ressonância devem ser eliminados e os ωj
calculados. Após calcular a solução de todos os PVI, os termos de xj e ωj
devem ser substituídos nas Eqs. (2-4) e (2-6), finalizando assim o cálculo da
aproximação analítica com a ordem especificada no truncamento.

2.1
Equação de Duffing

A metodologia de Lindstedt-Poincaré é exemplificada em um PVI que en-
volve a equação de Duffing. Dessa forma, será considerado como f(ẋ(t), x(t)) =
x3(t), transformando a Eq. (2-2) em

ẍ(t) + ω2
0 x(t) + ε x3(t) = 0 , (2-12)

com condições iniciais x(0) = A0 e ẋ(0) = 0. O parâmetro ε controla a não
linearidade. Esse PVI é frequentemente encontrado na literatura [18; 30] e
pode modelar, por exemplo, a dinâmica de um sistema massa-mola com mola
cúbica.
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O primeiro passo para aplicar o método de Lindstedt-Poincaré é aplicar a
mudança de escala de tempo, de t para τ , através da Eq. (2-3), transformando
a Eq. (2-12) em

ω2 x̄′′(t) + ω2
0 x̄(t) + ε x̄3(t) = 0 . (2-13)

Escolhendo-se calcular uma aproximação de 2º ordem para o PVI, as séries em
potência de ε supostas para a solução e para a frequência devem ser truncadas
até o terceiro termo. Transformando as Eqs. (2-4) e (2-6) em

x̄ ≈ x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2 , (2-14)

ω ≈ ω0 + ε ω1 + ε2 ω2 . (2-15)
As Eqs. (2-14) e (2-15) devem ser substituídas na Eq. (2-13),

ω2 (x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2)′′+ω2
0(x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2) + ε(x̄0 + ε x̄1 + ε2 x̄2)3 = 0 . (2-16)

Após expansão dos termos, os coeficientes que aparecem na Eq. (2-16) devem
ser agrupados de acordo com a ordem de ε. Feito isso, pelo teorema fundamen-
tal da teoria de perturbação, podemos igualar a zero cada grupo de coeficientes,
formando assim a seguinte família de PVI

ω2
0 x̄
′′
0 + ω2

0 x̄0 = 0 , (2-17a)
ω2

0 x̄
′′
1 + ω2

0 x̄1 =− x̄3
0 − 2ω0 ω1 x̄

′′
0 , (2-17b)

ω2
0 x̄
′′
2 + ω2

0 x̄2 =− ω2
1 x̄0 − 2ω0 ω1 x̄

′′
1 − 2ω0 ω2 x̄

′′
0 − 3 x̄1 x̄

2
0 , (2-17c)

com condições iniciais x̄0(0) = A0, x̄′0(0) = 0 e x̄j(0) = x̄′j(0) = 0, j = 1, 2.
Assim, um problema de valor inicial não linear, que não apresentava

solução foi transformado em três PVI lineares com solução analítica conhecida.
Devido a dependência dos PVI de ordens superior com as soluções dos PVI
de ordens inferiores, deve-se resolver as equações hierarquicamente. Logo, o
primeiro PVI a ser resolvido é o de ordem zero referente a Eq. (2-17a). Essa
equação diferencial representa a dinâmica de um oscilador harmônico e, de
acordo com as condições iniciais tem como solução,

x̄0(τ) = A0 cos τ . (2-18)
O próximo PVI a ser resolvido é o da Eq. (2-17b), dependente de x̄0, substi-
tuindo a solução de x̄0 na Eq. (2-17b), tem-se
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ω2
0 x̄
′′
1 + ω2

0 x̄1 =
(

2A0 ω0 ω1 −
3A3

0
4

)
cos τ − A3

0
4 cos 3τ . (2-19)

Ao substituir os termos provenientes da solução de x̄0, esses são tratados como
termos de forçamento para resolver a Eq. (2-19). Ao observar o lado direito da
equação, encontra-se o termo cos τ , que resulta em τ sin τ , termo que cresce
indefinidamente com τ e causa ressonância. Para garantir a periodicidade da
resposta, os termos seculares devem ser eliminados. Isso significa que na Eq.
(2-19), o coeficiente de cos τ deve ser igualado a zero, ou seja,

2A0 ω0 ω1 −
3A3

0
4 = 0 , (2-20)

ω1 = 3A2
0

8ω0
. (2-21)

Com a eliminação do termo que causa ressonância, pode-se garantir a periodi-
cidade da solução da Eq. (2-19) que tem solução

x̄1(τ) = A3
0

32ω2
0

(cos 3τ − cos τ) . (2-22)

As soluções x̄0 e x̄1 calculadas devem ser substituídas de forma que a Eq.
(2-17c) torna-se

ω0 x̄
′′
2 + ω0 x̄2 =

(
cos(3τ)

4 + 3 cos(τ)
4

)(
3A5

0
8ω2

0
+ 9A3

0 ω1

4ω0

)

+ cos(τ)
(
A0 ω

2
1 + 2A0 ω0 ω2 −

7A3
0 ω1

4ω0

)

−
(

3A5
0

8ω2
0

)(
5 cos(3τ)

16 + cos(5τ)
16 + 5 cos(τ)

8

)
.

(2-23)

Os mesmos passos usados para calcular x̄1 devem ser feitos para resolver o PVI
da Eq. (2-23), que apresenta solução igual a

x̄2(τ) = A5
0

128ω4
0

(23 cosωt
8 − 3 cos 3ωt

1 + cos 5ωt
8

)
. (2-24)

Como realizado no cálculo da solução x̄1, os termos que causam ressonância
foram identificados e eliminados, resultando em

ω2 = 21A4
0

256ω3
0
. (2-25)

Todos os termos x̄j e ωj, devem ser substituídos nas Eqs. (2-14) e (2-15) para
obter-se a aproximação analítica de 2º ordem do PVI, ou seja, x̄ em função de
τ . A mesma relação de Eq. (2-3) pode ser aplicada para voltar a aproximação
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para o domínio do tempo t,

x(t) ≈ A0 cosωt+ ε
A3

0
32ω2

0
(cos 3ωt− cosωt)

+ ε2 A5
0

128ω4
0

(23 cosωt
8 − 3 cos 3ωt

1 + cos 5ωt
8

)
,

(2-26a)

ω(A0) ≈ ω0 + ε

(
3A2

0
8ω0

)
− ε2

(
21A4

0
256ω3

0

)
. (2-26b)

Se fosse desejado o cálculo de uma aproximação de 3º ordem, a família
de PVI lineares aumentaria em uma equação, transformando-se em

ω2
0 x̄
′′
0 + ω2

0 x̄0 = 0 , (2-27a)
ω2

0 x̄
′′
1 + ω2

0 x̄1 =− x̄3
0 − 2ω0 ω1 x̄

′′
0 , (2-27b)

ω2
0 x̄
′′
2 + ω2

0 x̄2 =− ω2
1 x̄0 − 2ω0 ω1 x̄

′′
1 − 2ω0 ω2 x̄

′′
0 − 3 x̄1 x̄

2
0 , (2-27c)

ω2
0 x̄
′′
3 + ω2

0 x̄3 =− ω2
1 x̄
′′
1 − 2ω0 ω1 x̄

′′
2 − 2ω0 ω2 x̄

′′
1 − 2ω0 ω3 x̄

′′
0 (2-27d)

− 2ω1 ω2 x̄
′′
0 − 3 x̄0 x̄

2
1 − 3 x̄2

0 x̄2 .

Seguindo a mesma metodologia aplicada no cálculo da aproximação de 2º
ordem, ou seja, a solução hierárquica da família de PVI lineares, calcula-se
a aproximação de 3º ordem

x(t) ≈ A0 cosωt+ ε
A3

0
32ω2

0
(cos 3ωt− cosωt)

+ ε2 A5
0

128ω4
0

(23 cosωt
8 − 3 cos 3ωt

1 + cos 5ωt
8

)

+ ε3 A7
0

2048ω6
0

(297 cos 3ωt
8 − 547 cosωt

16 − 3 cos 5ωt
1 + cos 7ωt

16

)
,

(2-28a)

ω(A0) ≈ ω0 + ε

(
3A2

0
8ω0

)
− ε2

(
21A4

0
256ω3

0

)
+ ε3

(
81A6

0
2048ω5

0

)
. (2-28b)

2.1.1
Custo Computacional

A obtenção de aproximações analíticas para a solução de PVI não lineares
facilita o entendimento de como a solução depende dos parâmetros do PVI
e condições iniciais. Nesse sentido, métodos analíticos têm grande vantagem
em relação aos métodos numéricos. Por exemplo, para realizar uma análise
paramétrica em um PVI utilizando aproximações numéricas, seria necessário
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fazer inúmeras integrações do PVI. Ao passo que para fazer a análise utilizando
aproximações analíticas, seria necessário fazer apenas substituições de valores
em uma expressão analítica. Ganhando em tempo e memória computacional.
Contudo, os cálculos dessas expressões numéricas aliadas aos softwares de
álgebra simbólica também podem resultar em altos custos computacionais.

Ao comparar as Eqs. (2-17) e (2-27), pode-se verificar que para calcular
a aproximação de maior ordem, a família de PVI linear aumenta em uma
equação, a qual apresenta mais termos de forçamento, consequentemente, pode
ser mais trabalhosa de ser resolvida. A Tab. 2.1 mostra a relação entre a ordem
de aproximação, a quantidade de equações na família de PVI, quantidade de
termos de forçamento do lado direito de cada equação e o total de termos.
Analisando a Tab 2.1, observa-se que maior a ordem, mais equações devem ser
resolvidas e maior a quantidade de termos de forçamento.

Ordem da
aproximação

Quantidade de equações
na família de PVI

Quantidade de termos
em cada equação Total

1 2 0 22

2 3
0

62
4

3 4

0

132
4
7

4 5

0

24
2
4
7
11

5 6

0

39

2
4
7
11
15

Tabela 2.1: Relação entre ordem da aproximação, número de equações na
família de PVI, número de termos do lado direito de cada equação e total
de termos.

Pelos exemplos dados e pela Tab. 2.1, verifica-se que, quanto maior a
ordem da aproximação desejada, mais trabalhoso será seu cálculo. As contas
podem ser tão numerosas e trabalhosas de serem feitas à mão, que o esforço
para calcula-las pode não ser vantajoso. Com o intuito de otimizar os cálculos
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analíticos e até mesmo garantir o cálculo de aproximações de ordens superiores,
foi desenvolvido uma rotina em álgebra simbólica usando o software MATLAB.
Essa rotina permite calcular aproximações analíticas para x(t), ẋ(t) e ω de
acordo com a ordem e condições iniciais escolhida pelo usuário.

Aparentemente, o desenvolvimento de rotinas em álgebra simbólica seria
uma estratégia muito eficiente para calcular aproximações de ordem elevada.
Entretanto, ao calcular as aproximações através da rotina, verificou-se que
quanto maior a ordem calculada, mais memória e tempo o computador
necessitava. As Figs. 2.1 e 2.2 mostram o gasto de memória e tempo ao
rodar a rotina para diferentes ordens de aproximação. A cada acréscimo na
ordem de aproximação, o tempo e a memória gastos também aumentaram,
apresentando um crescimento aparentemente exponencial. A diferença de
tempo e memória consumidos entre as ordens oito e nove é bem maior que
a diferença entre as ordens sete e oito, dando um indício de que para ordens
superiores os gráficos manterão a tendência crescente. Esse crescimento pode
representar uma limitação para aplicação do método. Caso se deseje calcular
aproximações de ordem muito elevada, para melhorar a qualidade do resultado,
o computador utilizado para fazer os cálculos pode não ter memória suficiente
ou demorar muito para completar a tarefa. Dessa forma, a escolha da ordem
da aproximação não pode ser feita de forma arbitrária. A escolha deve levar
em consideração a precisão desejada, o tempo e memória consumidos pelo
computador ao realizar os cálculos.

0 5 10
0

100

200

300

Figura 2.1: Tempo gasto pelo computador para calcular diferentes ordens de
aproximação através do método de Lindstedt-Poincaré, usando um computa-
dor com configuração de: Intel Core i5-7200U CPU @ 2.50GHz 2.71 GHz, 8
GB de RAM.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712554/CA



Capítulo 2. Métodos de Lindstedt-Poincaré 25

0 5 10
1400

1500

1600

1700

1800

1900

M
e

m
ó

ri
a

 [
M

B
]

Figura 2.2: Memória usada pelo computador para calcular diferentes ordens
de aproximação através do método de Lindstedt-Poincaré, usando um compu-
tador com configuração de: Intel Core i5-7200U CPU @ 2.50GHz 2.71 GHz, 8
GB de RAM.

2.1.2
Domínio de validade

Nessa seção, será feita uma comparação entre aproximações de diferentes
ordens obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré e aproximações numéricas
obtidas através do método de Runge-Kutta de 4o e 5o ordem implementado
no software MATLAB (comando ODE45). As aproximações numéricas são
consideradas como referência na comparação. O objetivo é analisar a influência
da ordem na precisão da aproximação.

Inicialmente, a comparação foi feita para valores fixados dos parâmetros
do PVI. Escolheu-se x(0) = A0 = 0.5, ω0 = 1 e ε = 1.5. Como mencionado
anteriormente, o parâmetro de perturbação ε deve ter valores menores do que
1. Nesse exemplo, a escolha de um valor superior a 1 objetivou destacar a
não linearidade do problema de forma a facilitar a visualização dos resultados.
A Fig. 2.3 mostra as aproximações numéricas e analíticas de 1º e 5º ordem
para os valores de parâmetros escolhidos em três diferentes intervalos de
integração ([0, 50], [3310, 3360] e [9950, 10000]). Observando as curvas no
primeiro intervalo, verificou-se que as duas aproximações analíticas, de 1º e
5º ordem, praticamente estão superpostas com a aproximação numérica. No
segundo intervalo, a aproximação de 5º ordem permanece superposta com a
numérica, enquanto que a de 1º ordem começa a defasar. No terceiro intervalo,
as duas aproximações analíticas estão defasadas em relação à numérica, apesar
da defasagem da aproximação de 5º ordem ainda ser muito pequena em relação
a defasagem da aproximação de 1º ordem.
Essa comparação mostrou que a medida que aumenta-se a ordem da aproxima-
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Figura 2.3: Comparação entre as aproximações numérica (azul) e analítica
(vermelha) com recortes em três intervalos de integração com os seguintes
valores de parâmetro não linearidade= 1.5, ω0 = 1, A0 = 0.5.

ção analítica, aumenta-se o intervalo de integração durante o qual as aproxima-
ções estão quase superpostas. Dessa forma, a escolha da ordem da aproximação
deve levar em consideração o tamanho do intervalo em que a aproximação será
analisada.

Nesta dissertação, foram definidos dois erros para quantificar a qualidade
dos aproximações analíticas ao longo do intervalo de integração. Através desses
erros, é possível determinar o que chamamos de domínio de validade das
aproximações. O domínio de validade é o intervalo máximo de integração no
qual garante-se que um determinado tipo de erro (que é função da diferença
entre as aproximações analítica e numérica) é menor do que um determinado
valor previamente definido.

Para a implementação de métodos numéricos de integração de um PVI,
é necessário que seja feita uma discretização do intervalo de integração, [0, T ],
para o qual será calculado a aproximação, Fig. 1.1. A aproximação numérica é
calculada apenas para alguns valores do parâmetro independente, t. O mesmo
não ocorre com as aproximações analíticas. A partir da expressão analítica, é
possível calcular-se o valor da aproximação para qualquer valor do parâmetro
independente t. Visto isso, os erros definidos para quantificar a qualidade das
aproximações analíticas em relação à aproximação numérica devem considerar

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712554/CA



Capítulo 2. Métodos de Lindstedt-Poincaré 27

apenas os valores das aproximações nos instantes t1,...,tN da discretização como
ilustrado na Fig. 2.4, onde xar representa a aproximação analítica de ordem r

e xn a aproximação numérica.

Figura 2.4: Discretização do intervalo de integração [0, T ].

O primeiro erro definido foi chamado de erro não acumulativo. Ele é o módulo
da máxima diferença entre as aproximações nos intervalos t1,...,tN para valores
fixos dos parâmetros, definido por

erro1(tN) = max
t0<tj<tN

|xar(tj)− xn(tj)| . (2-29)

Observe que o erro não acumulativo é função do tamanho do intervalo de
integração. Entretanto, devido à periodicidade das aproximações analíticas
obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré, o erro não acumulativo atinge
um valor máximo. Ou seja, a partir de um certo tamanho de intervalo, o erro
permanece constante. O erro máximo acontece quando, simultaneamente, uma
das duas aproximações (analítica ou numérica) está no deslocamento máximo
e a outra está no mínimo, como exemplificado na Fig. 2.5. O valor do erro
máximo é igual a duas vezes o deslocamento inicial, 2A0.

290 300 310 320

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4 Aprox. numérica

Aprox. analítica

Figura 2.5: Exemplo de uma situação em que as aproximações numéricas e
analíticas estão com defasagem máxima de forma que o erro acumulativo seja
máximo.

Uma rotina, programada em MATLAB, foi desenvolvida para fazer o cálculo
do erro não acumulativo para diferentes ordens de aproximação. Essa rotina
está divida em três partes, na primeira é calculada a aproximação numérica
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através do método de Runge Kutta de 4º e 5º ordem, usando a função
ODE45, que será considerado como referência no cálculo do erro. Na segunda
parte, valores dos parâmetros são atribuídos nas expressões analíticas. Com
as duas aproximações já calculadas e avaliadas para os mesmos valores de
parâmetro e intervalo de tempo, na terceira parte são calculados os erros.
Usando a rotina desenvolvida, o erro não acumulativo foi calculado para as
aproximações analíticas de 1º à 6º ordem, e o resultado está na Fig. 2.6.
Essa figura está dividida em cinco subfiguras para uma melhor visualização.
Ela mostra como a ordem da aproximação influencia no erro. A Fig. 2.6(a)
mostra o erro das aproximações de 1º e 2º ordem, e é possível verificar como
o erro entre as duas tem diferença significativa. Enquanto a curva de 1º
ordem atinge o erro máximo igual a 1 (dado que A0 = 0.5) em T ≈ 1000,
a aproximação de 2º ordem tem erro aproximadamente igual a 0.1 para o
mesmo tamanho de intervalo de integração. Comportamentos semelhantes
acontecem se continuarmos observando as outras subfiguras, conforme a ordem
da aproximação aumenta, menor o erro apresentado para o mesmo intervalo
de integração.

Em geral, a forma da solução de um PVI não linear é influenciada pelas
condições iniciais. Por isso, foi feita uma análise da influência do deslocamento
inicial, A0, no domínio de validade das aproximações analíticas de ordem 1 a
6. Para esta análise, cada aproximação analítica foi avaliada para valores de
A0 variando entre 0.1 a 1.5 e, para cada um dos valores de A0, a Eq. (2-12) foi
integrada numericamente. A partir das aproximações analíticas e numéricas, o
erro não acumulativo foi calculado, considerou-se T = 500. A Fig. 2.7 mostra
os resultados obtidos. Como esperado, a Fig. 2.7 mostra que com o aumento
do deslocamento inicial, a ordem da aproximação também deve aumentar para
manter o mesmo erro. É importante observar que o erro da aproximação de 1º
ordem é sempre igual ou maior que os outros erros obtidos com aproximações
de ordem maiores. Por exemplo, quando A0 = 0.5, o erro da aproximação de
1º ordem está em torno de 0.3, enquanto que o erro das outras aproximações
são menores que 0.02. Quando A0 = 1.0, a aproximação de 1º e 2º ordem
apresentam erros próximos ao erro máximo, isto é, duas vezes o valor do
deslocamento inicial, mas já os de 4º, 5º e 6º ordem os erros são menores
do que 0.2. Observa-se que a medida que A0 aumenta, todas as curvas tendem
a se sobrepor. Isso acontece pois conforme o valor de A0 aumenta, o erro em
T = 500 de todas as aproximações analíticas tende para o erro máximo que é
função de A0.

O comportamento do erro não acumulativo também foi analisado para
variação da não linearidade. O resultado é mostrado na Fig. 2.8, construída
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2.6(c): 3º ordem e 4º ordem
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2.6(d): 4º ordem e 5º ordem
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2.6(e): 5º ordem e 6º ordem

Figura 2.6: Erro não acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração entre as aproximações analíticas e numéricas, considerando os
valores de não linearidade= 0.75, ω0 = 1 e A0 = 0.5.

de forma similar à Fig. 2.7. Observe que com o aumento do valor da não
linearidade, a curva que representa a aproximação de 1º ordem alcança o valor
de erro máximo antes das outras. Esse resultado mostra novamente que o erro
de 1º ordem é sempre maior ou igual do que os outros erros de ordem superior
fixados todos os parâmetros do PVI. Nesta análise, o valor máximo da não
linearidade considerado é 2.0, que pode ser considerado um valor alto.

Como uma forma de evitar o erro máximo que ocorre quando usamos
o erro não acumulativo dado pela Eq. (2-29), foi considerada outra métrica,
chamada de erro acumulativo. O erro acumulativo é dado pela soma do módulo
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Figura 2.7: Erro não acumulativo em função da condição inicial x(0) = A0 com
não linearidade= 0.5, ω0 = 1 e T = 500.
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Figura 2.8: Erro não acumulativo em função da não linearidade com A0 = 0.6,
ω0 = 1 e T = 500.

da diferença máxima entre as aproximações analíticas e numéricas durante um
intervalo de tempo [0, T ] para valores fixos dos parâmetros, dado por

erro2(tN) =
∑N
p=0 maxt0<tj<tp |xar(tj)− xn(tj)|

N
. (2-30)

A Fig. 2.9 mostra o erro acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração [0, T ] para as primeiras seis ordem de aproximação. Ao observar-
la, é possível verificar que no final do intervalo, enquanto o erro obtido pela
aproximação de 1º ordem é em torno de 0.35, o erro de 2º ordem é de 0.036 e,
o de 6º ordem é menor do que 1.58 10−5. Isso mostra que o aumento da ordem
da aproximação, aumenta o domínio de validade.
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Figura 2.9: Erro acumulativo em função do tamanho do intervalo de integração
considerando não linearidade= 0.75, ω0 = 1 e A0 = 0.5.
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3
Métodos de múltiplas escalas de tempo

Como visto no capítulo anterior, o método de Lindstedt-Poincaré calcula
aproximações analíticas hierárquicas lineares para a solução de PVI não-
lineares. Entretanto, esse método não é eficiente quando as soluções apresentam
aperiodicidade ou movimentos com diferentes escalas de tempo. Exemplos
clássicos de sistemas mecânicos cuja resposta tem aperiodicidade e múltiplas
escalas de tempo são osciladores com amortecimento [3; 33]. Nesse tipo de
sistema há em geral uma escala de tempo associada à oscilação e uma outra
escala associada ao decaimento da amplitude. O método de múltiplas escalas de
tempo desenvolvido por Sturrock, Frieman, Kevorkian e Nayfeh fornece uma
abordagem alternativa para calcular aproximações analíticas para a solução
desse tipo de sistemas [41]. A principal característica do método é a troca
da variável t por múltiplas escalas de tempo. Nessa dissertação será tratada
apenas a expansão derivativa, definida por Nayfeh em [31], que expande a
variável t em uma série de potências de ε, como

Tj = εj t para j = 0, 1, 2, ..., N . (3-1)
As ideias centrais do método de múltiplas escalas de tempo serão apre-

sentada no exemplo a seguir, que auxiliará a ilustrar a metodologia e o com-
portamento das múltiplas escalas.

Exemplo 1 Este exemplo foi usado por Holmes em [13]. Considere um sis-
tema massa-mola-amortecedor cuja dinâmica é dada pelo PVI linear

ÿ(t) + ε ẏ(t) + y(t) = 0 , (3-2)
com condições iniciais y(0) = 0 e ẏ(0) = 1. Como o sistema é linear, tem
solução analítica conhecida

y(t) = 1√
1− ε2/4

e−εt/2 sin(t
√

1− ε2/4) . (3-3)

Primeiramente será mostrado que a solução desse PVI não é bem represen-
tada por aproximações obtidas pelo método de Lindstedt-Poincaré. Para isso,
calcula-se a aproximação de 1º ordem pelo método de Lindstedt-Poincaré que
é dado por
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y(t) ≈ sin t . (3-4)
Ao observar a Fig. 3.1, onde são mostradas a aproximação calculada na Eq.
(3-4) e a solução analítica da Eq. (3-3), pode-se concluir que a aproximação
de 1º ordem calculada pelo método de Lindstedt-Poincaré não consegue repre-
sentar o decaimento da amplitude de deslocamento do sistema, uma vez que o
método calcula somente aproximações periódicas.

0 20 40 60

-0.5

0

0.5

Figura 3.1: Comparação entre a expansão regular dada pela Eq. (3-4) e a
solução analítica dada pela Eq. (3-3) com ε = 10−1.

Como uma segunda alternativa, para aproximar a solução do PVI será consi-
derado uma expansão em potências de ε como na Eq. (2-6), só que os termos
que causam ressonância não serão eliminados. Esse procedimento fornece a
seguinte aproximação, também de 1º ordem, para a solução da Eq. (3-2)

y(t) ≈ sin t− 1
2 ε t sin t . (3-5)

A aproximação calculada na Eq. (3-5) e a solução analítica do PVI expresso na
Eq. (3-3) são mostrados na Fig. 3.2. Pode-se observar que a nova aproximação
representa melhor a solução do que a calculada na Eq. (3-4). Pode-se observar
que no intervalo t ∈ [0, 9], as duas curvas são muito próximas. Porém,
para t > 9, o comportamento das curvas se diferem. Enquanto a curva que
representa a aproximação tem amplitude crescente, a solução tem amplitude
decrescente. Conclui-se que a expansão regular também não é bem sucedida no
cálculo de aproximações para a solução desse tipo de PVI.

Para aplicar o método de múltiplas escalas de tempo no cálculo de uma
aproximação para a solução do PVI expresso na Eq. (3-2) com condição inicial
y(0) = 0 e ẏ(0) = 1, primeiro deve-se definir a ordem da aproximação desejada.
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Figura 3.2: Comparação entre a expansão regular dada pela Eq. 3-5 e a solução
analítica dada pela Eq. 3-3 com ε = 10−1.

Neste caso escolheu-se 1º ordem para que o exemplo ficasse o mais simples
possível. Devido a escolha de calcular a aproximação de 1º ordem, será preciso
definir duas novas escalas de tempo. Elas são dadas por

T0 = t , (3-6a)

T1 = ε t . (3-6b)
Na expansão considerada para definir as novas escalas de tempo, observe que o
termo T1 depende de t, ou seja, dependente de T0. Entretanto, como estratégia
para calcular as aproximações será considerado que T1 não depende de T0.
Esse é um artifício usado para simplificar as contas mas que não tem uma
explicação rigorosa, é uma heurística [39]. Para transformar a derivada em
relação ao tempo original t em relação as novas escalas T0 e T1 usa-se a regra
da cadeia

dy

dt
= dT0

dt

∂y

∂T0
+ dT1

dt

∂y

∂T1
= ∂y

∂T0
+ ε

∂y

∂T1
, (3-7)

Com segunda derivada igual

d2y

dt2
= dT0

dt

∂2y

∂T 2
0

+ dT1

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ε

dT0

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ε

dT1

dt

∂2y

∂T 2
1

= ∂2y

∂T 2
0

+ 2 ε ∂2y

∂T0 T1
+ ε2 ∂

2y

∂T 2
1
. (3-8)

Para simplificar a notação, as derivadas parciais serão representadas por ∂Tj .
A solução proposta continuará sendo uma expansão em série de ε como na Eq.
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(2-6), que truncada até o segundo termo fica

y(T0, T1) ≈ y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1) , (3-9)
só que agora cada yj é função de T0 e T1. Os próximos passos são análogos
aos do método de Lindstedt-Poincaré. A Eq. (3-9) e suas derivadas devem ser
substituídas na Eq. (3-2),[

∂2y(T0, T1)
∂T 2

0
+ 2 ε ∂

2y(T0, T1)
∂T0 T1

+ ε2 ∂
2y(T0, T1)
∂T 2

1

]
+

ε

[
∂y(T0, T1)

∂T0
+ ∂y(T0, T1)

∂T1

]
+ y(T0, T1) = 0 ,

∂2[y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1)]
∂T 2

0
+ 2 ε ∂

2[y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1)]
∂T0 T1

+

ε2 ∂
2[y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1)]

∂T 2
1

+ ε

{
∂[y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1)]

∂T0
+ ∂[y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1)]

∂T1

}
+ y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1) = 0 ,

[
∂2y0(T0, T1)

∂2
T0

+ y0(T0, T1)
]

+ ε

[
∂2y1(T0, T1)

∂2
T0

+ 2 ∂
2y0(T0, T1)
∂T0 T1

+ ∂y0(T0, T1)
∂T0

+ y1(T0, T1)
]

+ ε2
[
2 ∂

2y1(T0, T1)
∂T0 T1

+ ∂2y0(T0, T1)
∂T 2

1
+ ∂y1(T0, T1)

∂T0
+ ∂y0(T0, T1)

∂T1

]

+ ε3
[
∂2y1(T0, T1)

∂T 2
1

+ ∂y1(T0, T1)
∂T1

]
= 0 .

Como será calculada uma aproximação de 1º ordem, só serão considerados os
coeficientes dos termos de ε0 e ε1, os coeficientes de ε2 e ε3 foram desconsidera-
dos. Assim pelo teorema fundamental do método de perturbação pode-se formar
uma família de PVI composta por equações diferenciais parciais lineares

∂2
T0y0 + y0 = 0 , (3-10a)
∂2
T0y1 + y1 =− 2 ∂T0 ∂T1 y0 − ∂T0 y0 , (3-10b)

com condições iniciais iguais a y0(0, 0) = y1(0, 0) = 0, ∂T0y0(0, 0) = 1,
∂T0y1(0, 0) + ∂T1y0(0, 0) = 0. Os PVI da família devem ser solucionados de
forma hierárquica, pois o PVI de ordem superior é dependente da solução do
PVI de ordem inferior. Então, o problema da Eq. (3-10a) é o primeiro a ser
resolvido, e apresenta solução geral
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y0(T0, T1) = a0(T1) sinT0 + b0(T1) cosT0 . (3-11)
Como as Eqs. (3-10) são equações diferenciais parciais, os coeficientes a0

e b0 devem ser funções em relação a T1, ao invés de constantes como no
método de Lindstedt-Poincaré. Para definir as funções a0(T1) e b0(T1) deve-se
considerar a próxima ordem de aproximação. Substituindo a solução y0(T1, T1)
na Eq.(3-10b) tem-se

∂2
T0y1 + y1 = (2 b′0 + b0) sinT0 − (2 a′0 + a0) cosT0 , (3-12)

onde �′ representa a derivada em respeito a T1. O lado direito da equação
apresenta os termos cosT0 e sinT0 que geram na solução T0 sinT0 e T0 cosT0,
respectivamente. Esses termos crescem indefinidamente com o tempo, e devem
ser eliminados para que resultados semelhantes aos ilustrados na Fig. 3.2 não
se repitam. Com isso a0 e b0 devem ser escolhidos de maneira a evitar a
presença desses termos na aproximação, ou seja

2 b′0 + b0 = 0 , (3-13a)

2 a′0 + a0 = 0 . (3-13b)

As condições iniciais das Eqs. (3-13) são definidas de acordo com as condições
para y0(0, 0) = 0 e ∂T0y0(0, 0) = 1, que devem ser substituída na Eq. (3-11)

y0(0, 0) = a0(0) sin 0 + b0(0) cos 0 = 0 (3-14a)

∂T0y0(0, 0) = a0(0) cos 0 − b0(0) sin 0 = 1 (3-14b)
assim tem-se a0(0) = 1 e b0(0) = 0. Como as Eqs. (3-13) são lineares e têm
solução analítica conhecida, pode-se integra-las de acordo com as condições
inicias definidas para a0 e b0 , obtendo como solução

b0(T2) =0 , (3-15a)
a0(T1) =e−T1/2 . (3-15b)

A aproximação de primeira ordem para o PVI da Eq. (3-2),

y(T0, T1) ≈ e−T1/2 sinT0 . (3-16)
A Fig. 3.3 mostra a aproximação de 1º ordem calculada pelo método de
múltiplas escalas de tempo, a solução do PVI da Eq. (3-2) e o decaimento
da amplitude que é dado por
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Decaimento = e−T1/2 . (3-17)
Observe que no gráfico as duas curvas são praticamente indistinguíveis. É
evidente que existem duas escalas de tempo. A escala rápida, T0, relacionada
com a oscilação do sistema, e a escala lenta, T1, relacionada com o decaimento
da amplitude.

0 20 40 60

-0.5

0

0.5

1

Figura 3.3: Comparação entre a aproximação dada pela Eq. (3-16) e a solução
analítica dada pela Eq. (3-3) com ε = 10−1.

3.1
Equação de Duffing

O objetivo da seção anterior do trabalho foi apresentar o método de
múltiplas escalas de tempo através de um exemplo linear simples. Nessa seção,
o método será aplicado em um PVI envolvendo a equação de Duffing não
amortecida, o mesmo PVI apresentado na seção 2.1. A escala de tempo adotada
será uma expansão em série de ε

T0 = t , (3-18a)
T1 = ε t , (3-18b)
T2 = ε2 t , (3-18c)

...
TN = εN t . (3-18d)

Na expansão considerada para definir as novas escalas de tempo, só duas va-
riáveis são realmente independentes, t e ε. As escalas Tj para j = 1, ..., N
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dependem das escalas anteriores. Entretanto, como estratégia para calcular as
aproximações, os termos Tj, j = 1, ..., N serão tratados como variáveis inde-
pendentes. Esse artifício não tem uma explicação rigorosa, é uma heurística, e
aparece em várias literaturas [20; 31; 41]. Note que T0 cresce na mesma pro-
porção que t, enquanto que as escalas lentas, Tj, j = 1, ..., N crescem mais
lentamente do que t [39]. Como as escalas são tratadas como independentes,
a regra da cadeia é usada para transformar a derivada em relação a t para as
novas escalas de tempos. Dessa forma

dy

dt
=dT0

dt

∂y

∂T0
+ dT1

dt

∂y

∂T1
+ dT2

dt

∂y

∂T2
+ ...+ dTN

dt

∂y

∂TN

= ∂y

∂T0
+ ε

∂y

∂T1
+ ε2 ∂y

∂T2
+ ...+ εN

∂y

∂TN
, (3-19)

que por simplificação de notação será representada por

∂ty = ∂T0y + ε ∂T1y + ε2 ∂T2y + ...+ εN ∂TNy .

Com segunda derivada igual a

d2y

dt2
= dT0

dt

∂2y

∂T 2
0

+ dT1

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ε

dT0

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ...

= ∂2y

∂T 2
0

+ 2 ε ∂2y

∂T0 T1
+ ε2

(
∂2y

∂T 2
1

+ ∂2y

∂T0 T1

)
+ ... . (3-20)

A solução proposta para o PVI também será um série em potências de ε, que
passa de função de t, y(t), para função de T0, T1, T2, ..., TN , y(T0, T1, T2..., TN),
assim a Eq. (2-6) se torna

y(T0, T1, T2,..., TN) = y0(T0, T1, T2..., TN) + ε y1(T0, T1, T2..., TN)+
ε2 y2(T0, T1, T2..., TN) + ...+ εN yN(T0, T1, T2..., TN) .

(3-21)

Para simplificar a notação nas próximas contas, os argumentos da Eq. (3-21)
serão omitidos, sendo representados por

y = y0 + ε y1 + ε2 y2 + ...+ εN yN . (3-22)
Para calcular a aproximação de 2º ordem para o PVI da Eq. (2-12) com

três termos, as Eqs. (3-19), (3-20) e (3-21) devem ser truncadas, no termo de
ε2, e substituídas na Eq. (2-12)
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∂2(y0 + ε y1 + ε2 y2)
∂T 2

0
+ 2 ε ∂

2(y0 + ε y1 + ε2 y2)
∂T0 T1

+ ε2
(
∂2(y0 + ε y1 + ε2 y2)

∂T 2
1

+ ∂2(y0 + ε y1 + ε2 y2)
∂T0 T1

)
+ ω2

0 (y0 + ε y1 + ε2 y2) + ε (y0 + ε y1 + ε2 y2)3 = 0 .

(3-23)

O próximo passo é expandir a Eq. (3-23), para facilitar o agrupamento dos
coeficientes de mesma ordem de ε. Vale lembrar que a aproximação a ser
calculada é a de 2º ordem, assim os coeficientes de potência de ε maior que 3
devem ser desconsiderados, resultando em

∂2
T0 y0 + ω2

0 y0 + ε [∂2
T0 y1 + ω2

0 y1 + 2 ∂T0 ∂T1 y0 + y3
0] +

ε3 [∂2
T0 y2 + ω2

0 y2 + 2 ∂T0 ∂T1 y1 + 2 ∂T0 ∂T2 y0 + ∂2
T1 y0 + 3 y1 y

2
0] = 0 .

(3-24)

Lembrando que cada termo yi é função das novas escalas de tempo, logo as
equações diferenciais presentes na família de PVI, são equações diferenciais
parciais. Usando o teorema fundamental do método de perturbação, obtêm-se

∂2
T0 y0 + ω2

0 y0 = 0 , (3-25a)
∂2
T0 y1 + ω2

0 y1 =− 2 ∂T0 ∂T1 y0 − y3
0 , (3-25b)

∂2
T0 y2 + ω2

0 y2 =− 2 ∂T0 ∂T1 y1 − 2 ∂T0 ∂T2 y0 − ∂2
T1 y0 − 3 y1 y

2
0 . (3-25c)

A condição inicial y(t = 0) = A0 passa a ser

y0(0, 0, 0) =A0 , (3-26a)
y1(0, 0, 0) = 0 , (3-26b)
y2(0, 0, 0) = 0 , (3-26c)

e ẏ(t = 0) = 0 passar a ser

∂T0y0(0, 0, 0) = 0 , (3-27a)
∂T0y1(0, 0, 0) =− ∂T1y0(0, 0, 0) , (3-27b)
∂T0y2(0, 0, 0) =− ∂T1y1(0, 0, 0) − ∂T2y0(0, 0, 0) . (3-27c)
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As equações devem ser resolvidas hierarquicamente, uma vez que, as equações
referentes a ordens superiores de ε são dependentes das soluções dos PVI de
ordens inferiores. Com o intuito de facilitar os cálculos, a resposta das EDP
serão representados na forma exponencial, e as condições iniciais só serão
aplicadas no último passo para calcular as constante de integração. O primeiro
PVI resolvido é Eq. (3-25a), que apresenta solução igual a

y0(T0, T1, T2) = A(T1, T2) ei ω0 T0 + Ā(T1, T2) e−i ω0 T0 . (3-28)
Reforçando que as Eqs. (3-25) são equações diferenciais parciais, e ao invés de
A ser uma constante como para a solução da Eq. (2-17a), A deve ser função
de T1 e T2, assim como Ā, seu complexo conjugado. Substituindo a Eq. (3-28)
na Eq. (3-25b) tem-se

∂2
T0 y1 + ω2

0 y1 = (−2 i ω0 ∂T1A− 3A2 Ā) ei ω0 T0

+(2 i ω0 ∂T1Ā− 3A Ā2) e−i ω0 T0

−A3 e3 i ω0 T0 − Ā3 e−3 i ω0 T0 .

(3-29)

As funções A(T1, T2) e Ā(T1, T2) devem ser calculadas de forma a evitar a
presença de termos seculares, dessa forma iguala-se a zero os coeficientes dos
termos ei ω0 T0 e e−i ω0 T0 , tendo assim

−2 i ω0 ∂T1A− 3A2 Ā = 0 , (3-30a)

2 i ω0 ∂T1Ā− 3A Ā2 = 0 . (3-30b)

As relações das Eqs. (3-30) são não lineares, então elas não podem ser
solucionadas analiticamente, igual feito para o exemplo linear no início do
capítulo. Com os coeficientes de ei ω0 T0 e e−i ω0 T0 eliminados, Eq. (3-29) se
torna

∂2
T0 y1 + ω2

0 y1 = −A3 e3 i ω0 T0 − Ā3 e−3 i ω0 T0 , (3-31)
com solução igual a

y1(T0, T1, T2) = A(T1, T2)3

8ω2
0

e3 i ω0 T0 + Ā(T1, T2)3

8ω2
0

e−3 i ω0 T0 . (3-32)

Para solucionar as Eqs. (3-30), será proposto como solução para A(T1, T2) da
seguinte forma

A(T1, T2) = 1
2 a(T1, T2) ei φ(T1,T2) , (3-33)
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onde a(T1, T2) e φ(T1, T2) são funções a serem determinadas e Ā é o complexo
conjugado de A,

Ā(T1, T2) = 1
2 a(T1, T2) e−i φ(T1,T2) . (3-34)

Assim as Eqs. (3-33) e (3-34) devem ser substituídas na Eq. (3-30), obtendo

i ω0 DT1a e
i φ − ω0 aDT1φ e

i φ + 3
4 a

2 e2 i φ a

2 e
−i φ = 0 . (3-35)

Para calcular a e φ, separam-se as partes reais e imaginárias, ficando com

∂T1a = 0 ⇒ a = a0(T2) , (3-36a)

−ω0 a ∂T1φ+ 3 a3

8 = 0 ⇒ φ = 3 a2

8ω0
T1 + φ0(T2) . (3-36b)

Para calcular as funções de a0(T2) e φ0(T2), é preciso resolver a Eq. (3-25c).
Assim as Eqs. (3-28) e (3-32) devem ser substituídas na Eq. (3-25c), que se
torna

∂2
T0 y2 + ω2

0 y2 =
(

15A3 Ā2

8ω2
0
− 2 i ω0∂T2A

)
ei ω0 T0

−3A5

8ω2
0
e5 i ω0 T0 + 21A4 Ā

8ω2
0

e3 i ω0 T0 + c.c ,

(3-37)

onde c.c significa complexo conjugado. Seguindo os mesmos passos para
calcular y1, devemos eliminar os termos que causam ressonância, obtendo assim
a relação de ∂T2A,

2 i ω0 ∂T2A = 15A3Ā2

8ω2
0

. (3-38)

Como feito para resolver ∂T1A, substitui-se as Eqs. (3-33) e (3-34) na Eq.
(3-38), a parte real e a imaginária devem ser separadas, obtendo as seguintes
equações

∂T2a0 = 0 ⇒ a0(T2) = α , (3-39a)

∂T2φ0 = − 15 a4

256ω3
0
⇒ φ0(T2) = − 15 a4

256ω3
0
T2 + β . (3-39b)

onde α e β são constantes. Assim tem-se que

A(T1, T2) = α

2 e
3α2
8ω0

T1− 15α4
256ω3

0
T2+β

(3-40)
Para finalizar o cálculo da aproximação de 2º ordem, precisa-se calcular a
solução de x2. Ao eliminar os termos que causam ressonância, a Eq. (3-37) se
torna

∂2
T0 y2 + ω2

0 y2 = −3A5

8ω2
0
e5 i ω0 T0 + 21A4 Ā

8ω2
0

e3 i ω0 T0 + c.c , (3-41)
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com solução igual

y2(T0, T1, T2) = A5

64ω4
0
e5 i ω0 T0 − 21A4Ā

64ω4
0
e3 i ω0 T0 + c.c . (3-42)

Assim tem-se a aproximação analítica de 2º ordem obtida pelo método de
múltiplas escalas para o PVI envolvendo a equação de Duffing não amortecida,

y(T0, T1, T2) =α cos(ω0 T0 + φ) + ε α3

32ω2
0

(
1− ε 21α2

32ω2
0

)
cos(3ω0 T0 + 3φ)

+ ε2 α5

1024ω4
0

cos(5ω0 T0 + 5φ) , (3-43)

onde

φ = 3α2

8ω0
T1 −

15α4

256ω3
0
T2 + β , (3-44)

as constantes α e β devem ser definidas através das condições iniciais.

3.2
Domínio de validade

Nesta seção será avaliada a influência do número de termos considerados
nas aproximações analíticas obtidas através do método de múltiplas escalas,
usando o erro não acumulativo definido na seção 2.1.2. Também será feita
uma comparação entre os dois métodos de perturbação estudados, o Lindstedt-
Poincaré e o de múltiplas escalas de tempo. Nessa comparação será avaliado o
erro não acumulativo das aproximações calculadas pelos dois métodos. Similar
a rotina programada para avaliar as aproximações calculadas pelo método
de Lindstedt-Poincaré, foi feito uma para o método de múltiplas escalas de
tempo. Essa nova rotina foi dividida em três sub-rotinas, a primeira delas para
calcular a aproximação numérica usando o método de Runge-Kutta para a
Eq. (2-12), considerada como referência. A segunda sub-rotina tem o objetivo
de atribuir valores aos parâmetros das expressões analíticas calculadas pelo
método de múltiplas escalas de tempo. Para este método as aproximações
foram calculadas considerando de um a três termos. A terceira sub-rotina, é
destinada a calcular o erro não acumulativo entre as aproximações numérica e
analítica. O erro calculado está plotado na Fig. 3.4. Analisando-a, é possível,
concluir que o aumento no número de termos considerado na aproximação,
aumenta o domínio de validade. Considerando um erro máximo admitido igual
a 0.02, o domínio de validade para a aproximação com 1 termo, é igual a
T = 90[s]. As outras duas aproximações tem valor de erro menor que 0.02
para T = 500[s].
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0 100 200 300 400 500
0

0.02

0.04

0.06

0.08

Figura 3.4: Erro não acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração [0, T ], considerando os valores de ε = 0.1, ω0 = 1 e A0 = 1.

3.2.1
Comparação entre as aproximações obtidas por Lindstedt-Poincaré e
múltiplas escalas

Os dois métodos de perturbação estudados se revelaram eficientes ao
calcular aproximações analíticas para PVI não lineares que não possuem
solução analítica conhecida. Porém, o método de múltiplas escalas de tempo
apresenta uma vantagem em relação ao Lindstedt-Poincaré. Ele consegue tratar
aperiodicidades enquanto que o método de Lindstedt-Poincaré não consegue.
Como os dois métodos foram aplicados para calcular aproximações para a
solução do mesmo PVI, pode-se então comparar o erro não acumulativo obtido
com cada um dos métodos para aproximações de mesma ordem. Para isso, foi
incluído mais duas subdivisões na rotina em MATLAB, uma para atribuir os
mesmos valores de parâmetro nas expressões analíticas calculadas pelo método
de Lindstedt-Poincaré, e outra para calcular seu erro não acumulativo. Os
resultados obtidos são mostrados nas Figs. 3.5, 3.6 e 3.7. Observando essas
figuras, verifica-se que para todas as ordens de aproximação, o método de
múltiplas escalas de tempo apresentaram menor erro não acumulativo do que
o método de Lindstedt-Poincaré.
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Erro não acumulativo considerando 1 termo.

Figura 3.5: Erro não acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração [0, T ], das aproximações analíticas com 1 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e múltiplas escalas de tempo, considerando os
valores de ε = 0.1, ω0 = 1 e A0 = 1.
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Erro não acumulativo considerando 2 termos.

Figura 3.6: Erro não acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração [0, T ], das aproximações analíticas com 2 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e múltiplas escalas de tempo, considerando os
valores de ε = 0.1, ω0 = 1 e A0 = 1.
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0 100 200 300 400 500

0

0.005

0.01
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Erro não acumulativo considerando 3 termos.

Figura 3.7: Erro não acumulativo em função do tamanho do intervalo de
integração [0, T ], das aproximações analíticas com 3 termo calculadas pelos
métodos de Lindstedt-Poincaré e múltiplas escalas de tempo, considerando os
valores de ε = 0.1, ω0 = 1 e A0 = 1.
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4
Método de múltiplas escalas aplicado em um PVI com atrito
seco

O estudo de métodos de aproximação analítico, é uma linha de pesquisa
recente no laboratório de Vibrações da PUC-Rio. A nova linha complementa
as outras frentes de pesquisa já existentes, uma vez que no Laboratório de
Vibrações existe um grande interesse em PVI não lineares. Neste capítulo, um
dos métodos de perturbação apresentado nessa dissertação será aplicado em
um PVI não lineares de interesse do Laboratório de Vibrações, que modela a
dinâmica de um sistema com atrito seco. Serão calculadas aproximações para
a dinâmica de um sistema massa-mola-amortecedor que desliza em cima de
uma esteira considerando a presença de atrito seco entre a massa e a esteira. O
método utilizado para os cálculos da aproximação será o de múltiplas escalas
de tempo, uma vez que o sistema apresenta amortecimento. Esse sistema foi
escolhido por apresentar uma dinâmica muito interessante devido ao atrito
seco. Ele aparece em diversos livros da literatura [8; 9; 13; 16].

O contato entre dois corpos com superfíceis rugosas podem gerar uma
força de atrito seco. A existência do atrito seco pode causar na dinâmica dos
corpos em contato um fenômeno muito interessante chamado stick-slip, que
desperta interesse de muitos pesquisadores e é objeto de estudo em vários
artigos encontrados na literatura [25; 27; 36; 45; 46; 47; 50]. Esse fenômeno
gerado pela força de atrito seco pode fazer com que a dinâmica de um sistema
seja dividida em duas fases alternadas, uma denominada de stick e a outra de
slip. Na fase de stick, a velocidade relativa entre os corpos em contato é igual
a zero, e na fase slip, a velocidade tem valor diferente de zero [23].

Em geral, os PVI que modelam a dinâmica de sistemas com atrito
seco e stick-slip não têm solução analítica conhecida. É comum encontrar na
literatura trabalhos que aplicam métodos numéricos de integração para obter
aproximações para esse tipo de problema. Entretanto, a não linearidade e a
transição abrupta entre as fases de stick e slip dificultam bastante o processo
de integração. Dessa forma, a aplicação do método de múltiplas escalas, uma
técnica analítica, representa uma alternativa para o tratamento desse tipo
de PVI. O uso da técnica pode levar a uma significativa redução do custo
computacional empregado para a obtenção das aproximações. Vale ressaltar
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que essa redução seria muito importante para o estudo de sistemas com
atrito seco considerando incertezas [23; 24; 26; 28]. Facilitaria, por exemplo,
a construção de modelos estatísticos e análises paramétricas. Uma observação
importante é que na literatura, pode-se encontrar trabalhos que fazem esse
tipo de análise de sistemas com atrito seco utilizando técnicas numéricas para
calcular aproximações para a dinâmica dos sistemas com stick-slip [29].

4.1
Descrição do sistema

Considere um sistema massa-mola-amortecedor que desliza em cima de
uma esteira com velocidade constante v, como ilustrado na Fig. 4.1. A massa
do sistema é modelada como uma partícula de massa m, e considera-se a
existência do atrito seco entre a massa m e a esteira.

Figura 4.1: Sistema massa-mola-amortecedor com atrito seco.

A dinâmica do sistema esquematizado na Fig. 4.1 é descrito pelo PVI

m ÿ(t) + ε β ẏ(t) + k y(t) = fat(t) , (4-1)
com condição de deslocamento inicial igual a y(0) = A e de velocidade igual a
ẏ(0) = B. Sendo y a posição da massa m , β o coeficiente de amortecimento,
k a constante da mola, ε o parâmetro de perturbação, fat a força de atrito que
existe entre a massa e a esteira e V um múltiplo da velocidade relativa entre
elas. A força de atrito é modelada como

fat(V ) = 1
3 a V (V 2 − 3) + fd sign(V ) quando V 6= 0 , (4-2)

onde V = (ε v−ε ẏ), a e fd são constantes positivas. Na Fig. 4.2 temos o modelo
de atrito seco em função do múltiplo da velocidade relativa, V . Observando a
Fig. 4.2, verifica-se que quando V = 0, a força de atrito pode assumir qualquer
valor no intervalo [−fe, fe], já para valores de V 6= 0, a força de atrito é descrita
pela Eq. (4-2).

A resposta de um sistema com atrito seco pode ser composta por 2 fatores
de movimento, a fase de stick e a fase de slip. Essas fases se alternam com
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Figura 4.2: Modelo da força de atrito da Eq. (4-2), considerando a = 0.1 e
fd = 0.5.

uma transição abrupta e compõem um fenômeno chamado stick-slip. Para o
sistema esquematizado na Fig. 4.1, a fase de stick é caracterizada pelo valor da
velocidade relativa entre massa e esteira ser igual a 0, e pelo valor da força de
atrito estar entre −fe e fe. Durante a fase de stick, para determinar o valor que
a força de atrito tem em cada instante, faz-se um balanço de forças através da
Eq. (4-1). Como já mencionado nessa fase, a velocidade da massa m é igual a
da esteira, ẏ = v, ou seja, a massa tem velocidade constante e aceleração igual
a zero, ÿ = 0. Aplicando essas 2 condições na Eq. (4-1) obtêm-se

ε β v + k y(t) = fat , (4-3)
Observe que ao longo da fase de stick, a força de atrito varia de acordo com
a Eq. (4-3). Para uma velocidade da esteira positiva, a posição da massa,
y, crescerá e consequentemente fat aumentará também. Esse crescimento
acontecerá até fat atingir o valor fe. Nesse instante, a fase de stick termina
e uma fase de slip se inicia. A seguir será explicado como determinar em qual
fase de movimento o sistema se encontrar (stick ou slip) a partir da configuração
da fase do sistema (posição e velocidade). Na fase de stick, tem-se que ẏ = v.
Lembrando que a força de atrito está no intervalo

−fe 6 fat 6 fe , (4-4)

−fe 6 ε β v + k y(t) 6 fe , (4-5)
diminuindo o termo ε β v em todos os lados da desigualdade e dividindo eles
por k, obtêm-se

−fe − ε β v

k
6 y(t) 6 fe − ε β v,

k
. (4-6)

Uma característica importante das fases de stick e slip é que elas não podem
ter duração nula, ou seja, não são instantâneas. Dessa forma, quando a posição
e velocidade do sistema satisfazem ẏ = v e −fe− ε β v

k
6 y(t) 6 fe− ε β v,

k
durante
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um intervalo de tempo não nulo, considera-se que o sistema está em stick. Caso
contrário, considera-se que está em slip. A Fig. 4.3 mostra a sequência de fases
de stick e slip na resposta do sistema, começando por uma fase de stick:

– o número de intervalos nos quais acontecem a fase stick é representado
por st;

– o número de intervalos nos quais acontecem a fase slip é representado
por sl;

– o instante que começa cada fase de stick é representado por di com i

podendo assumir valores de 1...st;

– o instante que começa cada fase de slip é representado por li com i

podendo assumir valores de 1...sl;

– a duração de cada fase de stick é representada por Di com i podendo
assumir valores de 1...st;

– a duração de cada fase de slip é representada por Li com i podendo
assumir valores de 1...sl.

Figura 4.3: Fases de stick e slip.

Observando a Eq. (4-3), verifica-se que a equação da dinâmica durante a fase
de stick vira uma equação algébrica e a massa tem um movimento retilíneo
uniforme. Durante a fase de stick tem-se

y(t) = Desl0 + v t , t ∈ Dj, j = 1, ..., st , (4-7)
onde Desl0 representa a posição da massa no início de cada fase de stick.
Durante a fase de slip, o PVI que representa a dinâmica do sistema não tem
solução analítica conhecida. Dessa forma, para cada uma das fases de slip,
aproximações para a solução do PVI serão calculadas através do método de
múltiplas escalas de tempo.
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4.2
Cálculo de aproximações analíticas para as fases de slip

O primeiro passo para calcular aproximações analíticas para as fases
de slip é escolher a ordem da aproximação desejada e definir a expansão da
variável t. Para calcular uma aproximação de 1º ordem, será definido T0 = t e
T1 = ε t. A regra da cadeia deve ser utilizada no cálculo da primeira e segunda
derivadas. Tem-se assim

dy

dt
= ∂T0

∂t

∂y

∂T0
+ ∂T1

∂t

∂y

∂T1
= ∂y

∂T0
+ ε

∂y

∂T1
, (4-8)

d2y

dt2
= dT0

dt

∂2y

∂T 2
0

+ dT1

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ε

dT0

dt

∂2y

∂T0 T1
+ ε

dT1

dt

∂2y

∂T 2
1

= ∂2y

∂T 2
0

+ 2 ε ∂2y

∂T0 T1
+ ε2 ∂

2y

∂T 2
1
. (4-9)

Considera-se a expansão uniforme em termos de ε mostrada na Eq. (3-21)
como solução do PVI não linear expresso na Eq. (4-1) durante a fase slip. A
expansão é truncada no termo de primeira ordem

y(T0, T1) ≈ y0(T0, T1) + ε y1(T0, T1) . (4-10)
Aplicando as Eqs. (4-8), (4-9) e (4-10) na Eq. (4-1) tem-se

m

[
∂2(y0 + ε y1)

∂T 2
0

+ 2 ε ∂
2(y0 + ε y1)
∂T0 T1

+ ε2 ∂
2(y0 + ε y1)
∂T 2

1

]

+ ε β

[
∂(y0 + ε y1)

∂T0
+ ε

∂(y0 + ε y1)
∂T1

]
+ k [y0 + ε y1] =

1
3 a

(
ε v − ε

[
∂(y0 + ε y1)

∂T0
+ ε

∂(y0 + ε y1)
∂T1

])3

− 3 1
3 a

(
ε v − ε

[
∂(y0 + ε y1)

∂T0
+ ε

∂(y0 + ε y1)
∂T1

])
+ fd .

(4-11)

Na Eq. (4-11) omitiu-se o termo sign(V ) a título de simplificação. O próximo
passo a ser feito é expandir a Eq. (4-11) e agrupar os coeficientes de acordo
com as potências de ε
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m
∂2y0

∂T 2
0

+ k y0 + ε

[
m
∂2y1

∂T 2
0

+ 2m ∂2y0

∂T0 T1
+ β

∂y0

∂T0
+ k y1

]

+ ε2
[
m
∂2y0

∂T 2
1

+ 2m ∂2y1

∂T0 T1
+ β

∂y1

∂T0
+ β

∂y0

∂T1

]

+ ε3
[
m
∂2y1

∂T 2
1

+ β
∂y1

∂T1

]
=

1
3 a ε

3
[
v − ∂y0

∂T0
− ε

∂y1

∂T0
− ε

∂y0

∂T1
− ε2 ∂y1

∂T1

]3

− a ε
[
v − ∂y0

∂T0
− ε

∂y1

∂T0
− ε

∂y0

∂T1
− ε2 ∂y1

∂T1

]
+ fd .

(4-12)

Como está sendo calculada uma aproximação de 1º ordem, só serão conside-
rados os coeficientes dos termos ε0 e ε1. Os coeficientes correspondentes a po-
tências de ε iguais ou maiores de 2 devem ser desconsiderados, transformando
Eq. (4-12) em

m
∂2y0

∂T 2
0

+ k y0 + ε

[
m
∂2y1

∂T 2
0

+ 2m ∂2y0

∂T0 T1
+ β

∂y0

∂T0
+ k y1

]
=

1
3 a

[
−3 ε v + 3 ε ∂y0

∂T0

]
+ fd .

(4-13)

Será usado a mesma simplificação de notação usada no capítulo 3, ou seja,
∂ty = ∂T0y + ε ∂T1y. De acordo com o teorema fundamental da teoria de
perturbação, a família de PVI com EDP lineares é formada

m∂2
T0 y0 + k y0 = fd , (4-14a)

m∂2
T0 y1 + k y1 = −2 ∂T0 ∂T1 y0 − β ∂T0 y0 + a ∂T0 y0 − a v . (4-14b)

Lembrando que com a aplicação das escalas de tempo, as equações diferenciais
passam a ser parciais, e as constantes de integração passam a ser funções.
Resolvendo a Eq. (4-14a), tem-se

y0(T0, T1) = C1(T1) e
√
kmT0 i/m + C2(T1) e−

√
kmT0 i/m + fd

k
. (4-15)

Para definir as funções C1(T1) e C2(T1) é preciso resolver o próximo PVI da
família. Para isso a solução de y0(T0, T1) deve ser substituída na Eq. (4-14b)
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m∂2
T0 y1 + k y1 =

[
−2
√
km

m
i ∂T1C1 − β

√
km

m
iC1 + a

√
km

m
iC1

]
e
√
kmT0 i/m

[
2
√
km

m
i ∂T1C2 + β

√
km

m
iC2 − a

√
km

m
iC2

]
e−
√
kmT0 i/m .

(4-16)

Ao eliminar os coeficientes dos termos que causam ressonância, encontra-se
uma relação para C1(T1) e C2(T1) que deverá ser resolvida para calcular a
solução dessas funções. Essa relação é encontrada igualando os coeficientes dos
termos e

√
kmT0 i/m e e−

√
kmT0 i/m a zero,

−2
√
km

m
i ∂T1C1 − β

√
km

m
iC1 + a

√
km

m
iC1 = 0 , (4-17)

2
√
km

m
i ∂T1C2 + β

√
km

m
iC2 − a

√
km

m
iC2 = 0 . (4-18)

As Eqs. (4-17) e (4-18) são equações diferenciais ordinárias lineares e têm
solução analítica conhecida. Assim, pode-se resolve-las analiticamente e apre-
sentam solução igual a

C1(T1) = α1 e
T1(a−β)/2 , (4-19)

C2(T1) = α2 e
T1(a−β)/2 , (4-20)

onde α1 e α2 são constantes de integração que serão determinadas de acordo
com as condições iniciais. Com as funções C1(T1) e C2(T1) determinadas, a
aproximação de 1º ordem para cada fase de slip pode ser escrita como

y(T0, T1) ≈ α1 e
T1(a−β)/2 e

√
kmT0 i/m + α2 e

T1(a−β)/2 e−
√
kmT0 i/m + fd . (4-21)

Voltando a Eq. (4-21) para domínio original t

y(t) ≈ α1 e
ε t (a−β)/2 e

√
km t i/m + α2 e

ε t (a−β)/2 e−
√
km t i/m + fd . (4-22)

Aplicando a Lei de Euler na Eq. (4-22) para passar da notação exponencial
para sin e cos tem-se

y(t) ≈ ez t [D cos(
√
k t) + E sin(

√
k t)] + fd , (4-23)

onde z = ε (a − β)/2, D = S − fd/k e E = [Q − z D]/
√
k, sendo S e o

deslocamento inicial e Q a velocidade inicial para cada fase de slip.
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4.3
Comparação entre as aproximações numérica e analítica de um PVI com
atrito seco

O fenômeno de stick-slip é composto por 2 fases de movimento que se
alternam. O movimento da massa durante a fase de stick segue um movimento
retilíneo uniforme, Eq. (4-7). Já durante a fase slip, a dinãmica do sistema
pode ser aproximado pela Eq. (4-23), uma aproximação de 1º ordem obtida
pelo método de múltiplas escalas de tempo. Para verificar se a solução do PVI
do sistema com atrito seco é bem representada por um movimento que alterna
entre fases de stick e slip aproximadas pelas Eqs. (4-7) e (4-23), fez-se uma
comparação entre a aproximação analítica obtida e uma aproximação numérica
calculada através do método de Runge Kutta de 4º e 5º ordem implementado
no software MATLAB. No cálculo da aproximação numérica, foi preciso usar
o comando if else para que em cada instante fosse determinado em qual fase
de movimento a massa se encontrava, de forma a determinar o valor da força
de atrito atuante na massa em cada instante. Assim, a cada instante deve ser
verificado se os valores de y(t) e ẏ(t) respeitam as condições de stick. Para
ilustrar melhor esse comando, a Fig. 4.4 apresenta parte do algoritmo usado
para calcular a aproximação numérica. Devido a impossibilidade numérica de
se obter V = 0, uma das condições necessárias para haver stick, V = 0, é
substituída pela condição |V | 6 erro relativo, onde erro relativo é definido
como um valor pequeno.

Figura 4.4: Parte do algoritmo utilizado para calcular a aproximação numérica.

Parte do algoritmo no cálculo analítico é mostrado na Fig. 4.5. A cada intervalo
de stick, a condição inicial,Desl0, da Eq. (4-7) deve ser atualizada com a última
posição y(t) da fase slip imediatamente anterior. Assim, como as constantes
D e E da aproximação da fase slip, Eq. (4-23), também devem ser calculadas
a cada transição de fase. As Figs. 4.6, 4.7 e 4.8 mostram, respectivamente,
deslocamento, velocidade e diagrama de fases das aproximações numérica e
analítica para determinados valores de parâmetros e intervalo de integração
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[0, 100]. As curvas são praticamente indistinguíveis, mostrando a qualidade da
aproximação analítica de primeira ordem calculada.

Figura 4.5: Parte do algoritmo utilizado para calcular a aproximação analítica.

0 50 100
-5

0

5

10

15

numérico

analítico

Figura 4.6: Deslocamentos da massa calculados através das aproximações
numérica e analítica considerando ε = 0.0001, v = 1 [m/s] , m = 1 [Kg],
k = 0.1 [N/m], β = 1 [Ns/m] , a = 0.1, fe = 1 [N], fd = 0.5 [N], S = 1 [m] e
Q = 1 [m/s].

As curvas das aproximação numérica e analítica nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8,
são praticamente indistinguíveis, indicando que a aproximação considerando
apenas um termo fornece um bom resultado neste exemplo. Além de comparar
o deslocamento, velocidade e diagrama de fase entre as aproximações, foi
também comparado o instante de transição da fase stick para a fase slip. No
intervalo de simulação de [0, 100], ocorreram 4 fases de stick completas. Os
instantes de mudança são mostrados na Fig. 4.9.
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Figura 4.7: Velocidade da massa calculados através das aproximações numérica
e analítica considerando ε = 0.0001, v = 1 [m/s] , m = 1 [Kg], k = 0.1 [N/m],
β = 1 [Ns/m], a = 0.1, fe = 1 [N], fd = 0.5 [N], S = 1 [m] e Q = 1 [m/s].
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Figura 4.8: Diagramas de fase obtidos através das aproximações numérica e
analítica considerando ε = 0.0001, v = 1 [m/s] , m = 1 [Kg], k = 0.1 [N/m],
β = 1 [Ns/m], a = 0.1, fe = 1 [N], fd = 0.5 [N], S = 1 [m] e Q = 1 [m/s].
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Figura 4.9: Instantes de transição entre a fase de stick e slip obtidas através
das aproximações numérica e analítica.
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5
Conclusões

Nesta dissertação, foram estudados dois métodos de perturbação para
calcular aproximações analíticas hierárquicas de PVI não lineares que, em
geral, não tem solução analítica conhecida. Esses métodos representam uma
poderosa ferramenta no estudo de características dinâmicas de um problema
de valor inicial não linear, uma vez que permitem o entendimento de como a
solução depende dos parâmetros do problema. Com uma expressão analítica,
é possível entender como os parâmetros influenciam a solução da dinâmica do
sistema.

No capítulo 2, foi apresentada a metodologia de Lindstedt-Poincaré, mé-
todo que permite o cálculo de aproximações analíticas periódicas para solução
de problemas de valor inicial. A metodologia foi exemplificada com o cálculo
da aproximação para a solução de um PVI envolvendo a Equação de Duffing
com condições iniciais especificadas. Foram calculadas aproximações de diver-
sas ordens para verificar a influência dos parâmetros no domínio de validade.
Para calcular o domínio de validade foram definidos duas métricas, chamadas
de erro não acumulativo e acumulativo. Ao analisar o domínio usando as duas
métricas, foi concluído que o crescimento da ordem da aproximação aumenta
o domínio de validade. Quanto maior não linearidade e maior o deslocamento
inicial, maior deve ser a ordem de aproximação para manter o mesmo domínio
de validade. Porém, calcular manualmente aproximações de ordens altas pode
ser trabalhoso, devido ao aumento da família de PVI linear e do número de
termos de forçamento nas equações, como mostrado na Tab. 2.1. Assim, foi
possível concluir a importância de associar o cálculo de aproximações analíti-
cas com programas de álgebra simbólica. Criando rotinas para automatizar os
cálculos analíticos, permitindo obter aproximações de ordens mais altas.

A dinâmica de sistemas que apresentam características com diferentes
escalas de tempo, geralmente, não são bem caracterizadas pela expansão
uniforme do método de Lindstedt-Poincaré. Em vista disso, no capítulo 3,
foi apresentado o método de múltiplas escalas de tempo e exemplificado com o
mesmo exemplo usado no capítulo 2. O mesmo comportamento do domínio de
validade pode ser analisado para as aproximações de primeira a terceira ordem
calculadas com o método de múltiplas escalas, ou seja, quanto maior a ordem de
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aproximação maior o domínio de validade. A dificuldade de trabalhar com esse
método, é que com a aplicação das múltiplas escalas, as equações diferenciais
ordinárias da familia de PVI linear, passam a ser equações diferenciais parciais,
o que pode acarretar em uma dificuldade adicional ao se usar este método.
Em contra partida, as aproximações calculadas pelo método de múltiplas
escalas de tempo apresentam maior domínio de validade que as aproximações
calculadas pelo método de Lindstedt-Poincaré, se comparadas ordem a ordem.
Essa comparação pode ser feita pois o mesmo exemplo foi calculado usando
os dois métodos de perturbação, e foram consideradas as mesmas condições
iniciais.

O capítulo 4, tinha o objetivo de aplicar o método de múltiplas escalas
de tempo em um PVI que representa a dinâmica de um sistema massa-
mola-amortecedor que desliza sobre uma esteira com velocidade constante,
considerando a presença de atrito seco entre a massa e a esteira. A presença
do atrito seco pode causar o fenômeno de stick-slip, que divide a dinâmica
do sistema em duas fases. A fase de stick ocorre quando a velocidade relativa
entre os corpos é 0 e a de slip quando a velocidade relativa é diferente de 0.
A fase stick é modelada como um movimento retilíneo uniforme e tem solução
conhecida, Eq. (4-7), já para a fase slip foi calculada a aproximação para a
solução do PVI usando o método de múltiplas escalas de tempo, Eq. (4-23).
Como mostrado nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8, a aproximação analítica tem uma boa
acurácia. As curvas que representam as aproximações são quase indistinguíveis
das curvas obtidas através do método numérico de Runge Kutta. Isso mostra a
eficiência do método de múltiplas escalas ao ser aplicado para problemas desse
tipo. Observe que trabalhar com expressões analíticas pode ser mais vantajoso
do que trabalhar com aproximações numéricas. A partir de aproximações
analíticas, é possível, por exemplo, fazer previsões dos instantes em que se
iniciarão as fases de stick e slip e reduzir o custo computacional ao realizar
uma análise paramétrica.
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B
Programa em álgebra simbólica para o método de Lindstedt-
Poincaré

Esta seção será dedicada a descrever os passos necessários para imple-
mentar a rotina em álgebra simbólica usando o software MATLAB para auto-
matizar os cálculos da aproximação analítica através do método de Poincaré-
Lindstedt. A rotina segue os seguintes passos:

1. Definir cada parâmetro da equação a qual será calculada a aproximação,
através do comando syms para que o MATLAB reconheça os termos
como simbólicos. O parâmetro de deslocamento, x(t), deve ser declarado
como função de t para que o programa consiga reconhecer a relação entre
eles. Neste passo, também é feito a transformação de escala de tempo de
x(t)→ x̄(τ) com a aplicação da Eq. (2-3).

2. Definir a ordem da aproximação desejada para criar as séries truncadas
das Eqs. (2-4) e (2-6). Neste passo é importante ressaltar que cada item
de xi deve ser definido como função de τ através do comando syms,
para que o comando diff consiga reconhecer a relação entre eles fazer a
derivada. Esse comando recebe três parâmetro, a função a ser derivada,
o termo o qual será feito a derivação e seu grau. Como a equação de
interesse nesse caso é de segundo grau, a série de x deve ser derivada
duas vezes.

3. Substituir as séries de x(τ) e ω na equação diferencial, usando o comando
subs, que recebe como parâmetro a equação, o termo a ser substituído
e o novo termo. Já feita as substituições, devemos expandir a equação
para garantir que os termos não estejam simplificados e conflite com a
próxima etapa de coletar os termos. Para isso usamos os comandos de
collect e coeff, ambos recebem como parâmetro a equação e o termo de
interesse. O primeiro comando collect, como o próprio nome já indica,
agrupa os coeficientes do termo desejado e retorna uma equação. Já o
comando coeff retorna um vetor onde cada posição está os coeficientes do
termo desejado em ordem crescente de potência. Assim temos um vetor
que representa a família de PVI lineares.
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4. Definir as condições iniciais para cada equação de xi. Como estamos
trabalhando com equações diferenciais de segundo grau, devemos definir
duas condições iniciais em forma de vetor, na primeira posição o deslo-
camento inicial e na segunda a velocidade inicial no tempo t = 0.

5. Resolver a equação diferencial relacionada a ε0 de acordo com as condi-
ções inicias definidas através do comando dsolve. Este comando resolve
analiticamente equações diferenciais, e recebe como parâmetro a equação
diferencial e o vetor com as condições iniciais.

6. Substituir a solução das equações já calculadas de ordem inferiores,
através do comando subs.

7. Eliminar os termos que podem resultar em termos ressonantes, como
sin τ e cos τ . Para isso é importante garantir que todos os sin e cos não
estejam elevados a potências superior a um, para garantir isso usamos as
identidades trigonométricas desses termos e substituímos na equação com
o comando subs. Assim podemos usar novamente o comando coeff para
coletar os coeficientes dos termos ressonantes. Como este comando ele
sempre retorna os coeficientes em ordem crescente de potencias, sabemos
qual a posição do vetor temos que acessar para calcular o termo ωi.
Ao acessar a posição correta, usamos o comando isolate, que recebe a
equação e o termos que deve ser isolado, assim temos ωi em função dos
parâmetros do sistema. Esses coeficientes devem ser zerados na equação
diferencial para podermos seguir para o próximo passo.

8. Calcular a equação diferencial xi com o comando dsolve de acordo com
as condições iniciais.

9. Repetir as passos 6, 7, 8 até calcular todos os termos xi e ωi, para
substituir-los nas equações de x e ω.

10. Aplicar a relação da Eq. (2-3) para voltar de x̄(τ)→ x(t).
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C
Programa em álgebra simbólica para o método de múltiplas
escalas de tempo

Para os cálculos usando o método de múltiplas escalas de tempo, a rotina
simbólica foi programa no software Mathematica. Essa rotina não foi programa
em MATLAB como a rotina do método de Lindstedt-Poincaré, porque com
o método de múltiplas escalas é preciso trabalhar com equações diferenciais
parciais, e o MATLAB não consegue fazer a integração simbólica desse tipo de
equação. A rotina segue os seguintes passos:

1. Definir a variável EqEntrada como a equação não linear de interesse em
função do tempo t a ser aproximada, e a ordem de aproximação desejada
é definida na variável Ordem.

2. Para aplicar as múltiplas escalas de tempo e a expansão proposta como
solução para y na equação foi feito uma função, nomeada de InPowers.
Essa função recebe a ordem da aproximação desejada, a variável Ordem,
EqEntrada e tem como saída uma tabela onde cada posição é ocupada
pela equação linear que compõem a família de PVI lineares. A função
segue os seguintes passos:

(a) Definir as novas escalas de tempo de acordo com a Eq. (3-18),
definida na variável arguments. Isso é feito usando o comando Table,
que recebe a fórmula base da expansão, εi t, e a indicação de que o
índice i deve ser expandido do valor 0 até o valor de Ordem.

(b) Definir a expansão proposta como solução para o PVI não linear na
Eq. (3-21). Para isso será usado o comando Sum, que recebe como
entrada a fórmula de cada item da expansão, εi yi[argumento], e a
indicação da variação de i, do valor 0 até o definido em Ordem.
Na opção de argumento de y pode ser definido como as múltiplas
escalas de tempo determinadas em escalas, colocando εi yi[escalas].
Essa expansão é definida na variável ytemp.

(c) Com o objetivo de simplificar a notação, ao invés de tratar os
termos das novas escalas de tempo por εi t, será substituído por
T [i], como por exemplo, o termo ε1 t passará a ser T [1]. Usando o
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mesmo comando para definir a tabela escalas, foi usado para definir
T [i], denominados como bigarguments. Com o comando MapThread
pode-se criar uma regra que faz a associação dos bigarguments com
os escalas, denominada por trules.

(d) A substituição de itens em uma equação no Mathematica pode ser
feito de maneira simples usando a notação ”/.”, como por exem-
plo, EquaçãoReferencia /. ArgumentosAntigos − > ArgumentosNo-
vos. Essa série de comandos quer dizer que na EquaçãoReferencia
os ArgumentosAntigos serão substituídos pelos ArgumentosNovos.
Usando esse artifício os itens εi t foram substituídos por T [i] na ex-
pansão de y. Posteriormente, a variável ytemp com a expansão de
y deve ser substituída em EqEntrada.

(e) Com a equação em EqEntrada já escrita em termos de yi e estes
com as novas escalas de tempo como argumento, pode-se agrupar
os coeficientes de acordo com a ordem de ε. Para isso, o comando
Coefficient foi usado. Ele recebe como argumento de entrada uma
equação e um termo de interesse, retornando os coeficientes em
ordem crescente de acordo a potência do termo de interesse. Assim
foi passado para o comando as argumentos de EqEntrada e o termo
ε. Cada coeficiente foi alocada em uma posição da tabela gerada pelo
comando Table. Esta tabela é a resposta final da função InPowers.

3. Depois da definição da função InPowers, ela pode ser usada igual as
funções pré estabelecidas pelo Mathematica. Como já mencionado essa
função retorna uma tabela com as equações diferenciais parciais lineares,
e é importante comentar que o número de posições da tabela é igual ao
valor da ordem de aproximação desejada definida em Ordem + 1. Como
por exemplo, uma aproximação de primeira ordem tem Ordem = 1 e re-
sulta em 2 EDP lineares, referente a ε0 e ε1, que formam a família de PVI
lineares. Assim, nesse exemplo deve-se definir duas variáveis para receber
as equações resultantes, escrevendo-o de forma zeroordemeqn, primor-
demeqn = InPowers[EqEntrada,x,t,T,Ordem], sendo x,t argumentos da
equação EqEntrada e T é referente as novas múltiplas escalas.

4. Seguindo a metodologia estudada no capítulo 3, as equações que formam
a família de PVI lineares devem ser resolvidas hierarquicamente, então
a primeira a ser resolvida é a zeroordemeqn. Para isso usa-se o comando
DSolve, que resolve analiticamente uma equação diferencial tanto ordi-
nária quanto parcial. Esse comando recebe como argumento de entrada
a equação diferencial a ser resolvida, a variável da função, o parâmetro o
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qual será calculada a integral e as condições iniciais, retornando a solu-
ção da equação. Caso não seja passada as condições iniciais, em caso de
EDO a solução estará em função das constantes de integração, e em caso
de EDP, as constantes de integração passam a ser funções. Para resol-
ver zeroordemeqn com o comando DSolve foi passado como argumento
de entrada a própria equação, a escala de tempo T [0] que será o parâ-
metro integrador, e a solução foi denominada como zerosol. Como este
comando escreve a solução em função de sin e cos, usa-se o artifício de
2.d para passar a solução para a forma exponencial, está notação facilita
a manipulação algébrica.

5. Com a solução de zerosol calculada, ela deve ser substituída na equação
primordemeqn, usando o artifício de 2d. Após a substituição, será usado
o comando Collect para agrupar os coeficientes de acordo com o termo
exponencial, para garantir a eficiência desse comando é recomendado
usar o comando Expand.

6. Com os coeficientes agrupados de acordo com o termo exponencial,
será agora separado os coeficientes dos termos ei T0 e e−i T0 . O comando
DeleteCases recebe como argumento de entrada a equação e o termo que
irá identificar o coeficiente a ser guardado, e o retorna. Para o comando
DeleteCases foi passado como argumento a equação primordemeqn e
o termo ei T0 , e o seu coeficiente foi retornado, sendo denominado de
solveeq1

7. Com os coeficientes dos termos que geram ressonância já coletados, deve-
se elimina-los da equação primordemeqn para que ela seja resolvida.
Assim usando o artificio dado em 2.d, substitui-se os termos ei T0 e e−i T0

por zero na equação. Assim, primordemeqn pode ser resolvida usando o
comando DSolve, similar ao feito no passo 4, e sua solução foi denominada
como primsol.

8. Voltando a variável solveeq1 que guarda os coeficientes de ei T0 , esses co-
eficientes formam uma equação diferencial, podendo seu ordinária para
aproximações de primeira ordem e parcial para ordens mais elevadas.
Como a equação tratada no PVI é não linear a equação da variável sol-
veeq1 também é não linear. Por isso, não pode ser resolvida diretamente
usando o comando DSolve, para contornar essa situação, será proposta
uma solução para essa equação diferencial igual a Eq. (3-33). Usando
o artifício 2.d a solução proposta em Eq. (3-33) e seu conjugado são
substituídos em solveeq1.
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9. Ao fazer a substituição na equação solveeq1 tem-se que separar a parte
real da imaginária e resolver cada uma delas separadamente. Para
fazer essa separação, usa-se o comando DeleteCases, guardando a parte
imaginária na variável imag. A parte real será guardada na variável real,
que será calculada pela diminuição de solveeq1 menos o imag.

10. Para resolver as equações de imag e real, pode-se usar o comando DSolve.

11. Por último, todas as variáveis calculadas devem ser substituídas na
expansão proposta para y, finalizando assim o cálculo da aproximação.
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