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Apêndice A 
Cálculo Analítico das Integrais INT1(x) a INT12(x) 

Neste apêndice serão apresentados os resultados das integrais envolvendo 

funções trigonométricas, que surgem da determinação dos elementos aij e bij, 

indicadas no Capítulo 3. 

As funções FSS, FCC, FSX e FCX, utilizadas nas soluções das integrais 

INT1(x) a INT12(x), são dadas por: 

 

( ) ( ) ( ) dyysenysen,,FSS ∫=
δ

βαδβα
0

                               (A.1a) 

( ) ( ) ( ) dyycosycos,,FCC ∫=
δ

βαδβα
0

                              (A.1b) 

( ) ( ) dyyseny,,FSX ∫=
δ

α βδβα
0

                                       (A.1c) 

( ) ( ) dyycosy,,FCX ∫=
δ

α βδβα
0

                                       (A.1d) 

 

Abaixo seguem os resultados das integrais INT1(x) a INT12(x), onde: 

( )
γγ

1

0
0 1




















−=

a
xbxfb . 

 

( )
( )

∫ 













=

xfb

dy
b
yncos

b
yncosxINT

0

21
1 22

ππ  

 

- Caso 021 == nn  

( ) 11 =xINT                                                                                                        (A.2a) 
 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        67 

 

- Caso 021 ≠= nn  

( )
( )

























+=

b
yn

xf
b
ynsen

xxINT
b

2
4

2
2

2 1

1

1 π

π

                                                               (A.2b) 

 

- Caso 21 nn ≠  

( )
( ) ( )







 +















 +

+






 −















 −

=

b
yn

b
yn

xf
b
yn

b
yn

sen

b
yn

b
yn

xf
b
yn

b
yn

sen
xINT

bb

22
2

22

22
2

22

21

21

21

21

1 ππ

ππ

ππ

ππ

             (A.2c) 

 

 

( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsenxINT

xfb

∫ 













=

0

21
2 22

ππ  

 

- Caso 021 == nn  

( ) 02 =xINT                                                                                                      (A.3a) 
 

- Caso 021 ≠= nn  

( )
( )

























−=

b
yn

xf
b
ynsen

xxINT
b

2
4

2
2

2 1

1

2 π

π

                                                                (A.3b) 

 

- Caso 21 nn ≠  

( )
( ) ( )







 +















 +

−






 −















 −

=

b
yn

b
yn

xf
b
yn

b
ynsen

b
yn

b
yn

xf
b
yn

b
ynsen

xINT
bb

22
2

22

22
2

22
21

21

21

21

2 ππ

ππ

ππ

ππ

               (A.3c) 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        68 

 

( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsen

b
y

a
xxINT

xfb

∫ 


























−








+








=

0

21

2

00
3 22

1 ππ
γγ

 

 

- Caso 21 nn =  

( ) ( ) −


















−








+








= xf,

b
yn,

b
ynFSS

b
y

a
xxINT b22

1 21

2

00
3

ππ
γγ

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )



















































−

−
+








+

+



















































−

−
+




















−








−

+−

+−

b
yn

xf,
b
yn,FSX

xf
b

b
yn

xf,
b
yn,FSX

xf
ba

x
b

b

b

2
4

2
212

122
1

2
4

2
21

12
112

1

1
1212

0

1

1
11

000

π

π
γ

γ

π

π
γ

γ
γ

γγ

γγγ

 

(A.4a) 
 

- Caso 21 nn ≠  

( ) ( ) −


















−








+








= xf,

b
yn,

b
ynFSS

b
y

a
xxINT b22

1 21

2

00
3

ππ
γγ

 

( ) ( )
+


































 +







 +−

−






 −







 −−





















−








−

−

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

ba
x

b

bb

22
2

22
1

22
2

22
1

112
21

21

21

211

000 ππ

ππ
γ

ππ

ππ
γ

γ
γγ

( ) ( )


































 +







 +−

−






 −







 −−









+

−

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b

bb

22
2

22
12

22
2

22
12

1
21

21

21

2112

0 ππ

ππ
γ

ππ

ππ
γγ

 

(A.4b) 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        69 

 

( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsen

b
y

a
xxINT

xfb

∫ 


























−








+








=

0

21

00
4 22

1 ππ
γγ

 

 

- Caso 21 nn =  

( ) ( )

( ) ( ) 





















−

+







+

+


















−








=

+

xf,,
b
ynFCXxf

b

xf,
b
yn,

b
ynFSS

a
xxINT

b

b

γ
π

γ

ππ

γγ

γ

2
2

12
1

22
1

1
1

0

21

0
4

                                  (A.5a) 

 

- Caso 21 nn ≠  

( ) ( )

( ) ( ) 













 +−






 −








+

+


















−








=

xf,,
b
yn

b
ynFCXxf,,

b
yn

b
ynFCX

b

xf,
b
yn,

b
ynFSS

a
xxINT

bb

b

γ
ππ

γ
ππ

ππ

γ

γ

22222
1

22
1

2121

0

21

0
4

 

(A.5b) 

 

 

( ) ( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsen

b
y

a
xxINTxINT

xfb

∫ 


























−








+








==

0

21

00
45 22

1 ππ
γγ

        (A.6) 

 

 

( ) ( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsenxINTxINT

xfb

∫ 













==

0

21
26 22

ππ                                            (A.7) 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        70 

 

( )
( )

dy
b
yncos

b
yncos

b
y

a
xxINT

xfb

∫ 


























−








+








=

0

21

2

00
7 22

1 ππ
γγ

 

 

- Caso 21 nn =  

( ) ( ) −


















−








+








= xf,

b
yn,

b
ynFCC

b
y

a
xxINT b22

1 21

2

00
7

ππ
γγ

 

( )
( )

( )
+



















































−

+
+




















−








−

+−

b
yn

xf,
b
yn,FSX

xf
ba

x
b

b
b

2
4

2
21

12
112

1

1
11

000 π

π
γ

γ
γ γγγ

 

( )
( )

( )



















































−

+
+








+

+−

b
yn

xf,
b
yn,FSX

xf
b

b
b

2
4

2
212

122
1

1

1
1212

0 π

π
γ

γ

γγ

 

(A.8a) 
 

- Caso 21 nn ≠  

( ) ( ) −


















−








+








= xf,

b
yn,

b
ynFCC

b
y

a
xxINT b22

1 21

2

00
7

ππ
γγ

 

( ) ( )

( ) ( )


































 +







 +−

+






 −







 −−









+

+


































 +







 +−

+






 −







 −−





















−








−

−

−

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

b
yn

b
yn

xf,
b
yn

b
yn,FSX

ba
x

b

bb

bb

22
2

22
12

22
2

22
12

1

22
2

22
1

22
2

22
1

112

21

21

21

2112

0

21

21

21

211

000

ππ

ππ
γ

ππ

ππ
γ

ππ

ππ
γ

ππ

ππ
γ

γ

γ

γγ

 

(A.8b) 
 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        71 

 

( )
( )

dy
b
ynsen

b
yncos

b
y

a
x

b
yxINT

xfb

∫ 


























−








+
















=

−

0

21

00

1

0
8 22

1 ππ
γγγ

 

 

Caso 21 nn =  

( ) ( )

( ) 





















−








+

+





















−




















−








=

−

−

xf,
b
yn,FSX

b

xf,
b
yn,FSX

ba
xxINT

b

b

2
12

2
1

2
21

2
11

1

12

0

1

1

00
8

π
γ

π
γ

γ

γγ

                      (A.9a) 

 

Caso 21 nn ≠  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 













 +−+






 −−








+

+













 +−+






 −−




















−








=

−

−

xf,
b
yn

b
yn,FSXxf,

b
yn

b
yn,FSX

b

xf,
b
yn

b
yn,FSXxf,

b
yn

b
yn,FSX

ba
xxINT

bb

bb

22
12

22
12

2
1

22
1

22
1

2
11

1212

12

0

1212

1

00
8

ππ
γ

ππ
γ

ππ
γ

ππ
γ

γ

γγ

 

(A.9b) 

 

 

( )
( )

dy
b
yncos

b
ynsen

b
y

a
x

b
yxINT

xfb

∫ 


























−








+
















=

−

0

21

00

1

0
9 22

1 ππ
γγγ

 

 

Caso 21 nn =  

( ) ( )

( ) 





















−








+

+





















−




















−








=

−

−

xf,
b
yn,FSX

b

xf,
b
yn,FSX

ba
xxINT

b

b

2
212

2
1

2
21

2
11

1

12

0

1

1

00
9

π
γ

π
γ

γ

γγ

                    (A.10a) 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA



Apêndice A                                                                                                                        72 

 

Caso 21 nn ≠ : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 













 +−+






 −−








+

+













 +−+






 −−




















−








=

−

−

xf,
b
yn

b
yn,FSXxf,

b
yn

b
yn,FSX

b

xf,
b
yn

b
yn,FSXxf,

b
yn

b
yn,FSX

ba
xxINT

bb

bb

22
12

22
12

2
1

22
1

22
1

2
11

2121

12

0

2121

1

00
9

ππ
γ

ππ
γ

ππ
γ

ππ
γ

γ

γγ

 

(A.10a) 
 

 

( )
( )

dy
b
ynsen

b
ynsen

b
yxINT

xfb

∫ 























=

−

0

21

22

0
10 22

ππ
γ

 

 

Caso 21 nn =  

( ) ( ) ( ) 





















−−

−







=

−

xf,
b
yn,FCXxf

b
xINT b

b

2
222

122
1 1

12

0
10

π
γ

γ

γγ

 

(A.11a) 
 

Caso 21 nn ≠  

( ) ( ) ( ) 













 +−−






 −−








= xf,

b
yn

b
yn,FCXxf,

b
yn

b
yn,FCX

b
xINT bb 22

22
22

22
2
1 2121

0
10

ππ
γ

ππ
γ

γ

 

(A.11b) 
 

 

( ) ( )
( )

∫ 













==

xfb

dy
b
yncos

b
yncosxINTxINT

0

21
111 22

ππ                                         (A.12) 

 

 

( ) ( )
( )

∫ 


























−








+








==

xfb

dy
b
ynsen

b
ynsen

b
y

a
xxINTxINT

0

21

2

00
312 22

1 ππ
γγ

     (A.13) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124855/CA




