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Conceitos basicos de filtragem digital multitaxa

3.1
Introducgao

Filtragem digital multitaxa ¢ um tipo de processamento de sinais em que sao
utilizados certos operadores que alteram a taxa de amostragem do sinal digital, a
partir da remocao ou adi¢do de amostras na seqiiéncia de entrada original. Os
principais operadores multitaxa sdo os decimadores e os expansores, que operam
em conjunto com filtros digitais, formando as estruturas de filtragem digital
multitaxa. Estas estruturas se combinam e formam bancos de filtros digitais
[11,12].

Este capitulo introduz os conceitos basicos da filtragem digital multitaxa e
apresenta identidades e equivaléncias utilizadas para melhorar a eficiéncia do
processo. Também serda mostrado como podem ser projetados os bancos de filtros
de reconstrucdo perfeita do tipo arvore bindria utilizados neste trabalho. Sao
apresentados exemplos com o objetivo de ilustrar o processo de divisdo em sub-

bandas seguido de reconstrucdo perfeita do sinal.

3.2
Filtros digitais

Filtros analdgicos passivos convencionais, usualmente sdo entendidos como
combinagdes de resistores, capacitores e indutores em um circuito elétrico,
permitindo atuacdo seletiva, seja no tempo ou em frequéncia, buscando selecionar
informacao no sinal tratado. Os filtros digitais sdo representados por equagdes
discretas que aplicadas a um sinal digital de entrada x(n), geram uma saida y(n),
de acordo com a Figura (3.1), com freqiiéncias dentro de certa faixa selecionada.
Eles podem ser do tipo FIR (finite impulse response), ou IIR (infinite impulse

response), conforme sera mostrado nas Secoes 3.2.1 € 3.2.2.
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x(n) @ ¥t "

Figura (3.1) — Filtro digital

3.21
Estrutura basica de filtros digitais FIR

Um filtro digital linear e causal FIR de tamanho N ¢ caracterizado pela
funcdo de transferéncia representada pela Eq. (3.1), que é um polindmio em z',

de ordem N-1.

N-1
H(z) = Y h(k)z ™" (3.1)
k=0

No dominio do tempo, a relagdo entrada-saida dos filtros FIR ¢ descrita pelo

somatorio convolucao
N-1
y(m) =Y hk)x(n-k). (3.2)
k=0

O diagrama de blocos da Figura (3.2) e a Eq. (3.3) representam um filtro

FIR de terceira ordem.

y(n) =h(0).x(n) + h(l).x(n —1) + h(2).x(n —2) + h(3).x(n - 3) (3.3)
x () R x(_n—l]lb i x lgn—E}b = X (_n—3]l
h{l1) h(1) h(Z) h(3)
+ + ﬂn}:&

Figura (3.2)— Exemplo de estrutura de filtros digitais FIR de terceira ordem.
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3.2.2
Estrutura basica de filtros digitais IIR

Um filtro digital linear IIR de ordem N-1 ¢ caracterizado pela fungdo de
transferéncia representada na Eq. (3.4), sendo uma razao entre dois polindmios em

z-', ambos de grau N-1.

N-1
> pk)z "

H(z) == (3.4)

1+ d(k)z ™
k=1

No dominio do tempo, a relagcdo entrada-saida de um filtro IIR de terceira

ordem ¢ representada pela Eq. (3.5) e pela Figura (3.3).

y(n) = p(0).x(n) + p()x(n—1) + p(2).x(n —2) + p(3).x(n —3) —d(l).y(n —1) (3.5)
—d(2).y(n—-2)—-d(3).y(n-3)

x (1) Pl ¥in)
I S T
z-1 z7l

p(1) -d(l)
xin-17 1 + +  ¥i(n-1)
v "
z-1 zl
Pi2) -d(2)
X (n-2) 1 + + L ¥ (n-2)
v "
z-1 zl
| P(3) -d(3) |
x (n-3) —{ <Ja— yi(n-3)

Figura (3.3) — Exemplo de estrutura nao canénica de filtros digitais IIR de terceira ordem
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3.3
O decimador

A Figura (3.4) apresenta o bloco operador decimador, também chamado de

“Down-Sampler” ou redutor da taxa de amostragem.

win) x(n) YD (n)
Hiz) | L —

Figura (3.4) — Bloco operador decimador por M antecedido por filtro.

Para uma seqiiéncia de entrada representada pelo vetor x(n), a seqiiéncia de

saida ¢ representada pelo vetor yp(n), de acordo com a Eq. (3.6),

yp(n) =x(Mn), (3.6)

onde, M ¢ um numero inteiro. Apenas as amostras de x(n) em que n ¢ multiplo de
M sd3o utilizadas pelo decimador, conforme mostrado na Figura (3.5). Por

exemplo, se um conjunto de amostras for decimado por 2, a saida yp(n) serd
gerada apenas com os valores de x(n) para n par, ou n impar. Assim, yp(n) terd a

metade do nimero de amostras da seqiiéncia original, ou seja, a taxa de
amostragem fica reduzida a metade. A Figura (3.5) ilustra o efeito, no dominio do

tempo, da aplicacdo do operador decimador a uma certa seqiiéncia x(n).

- _12 . T T " :}I(ﬂ:‘
-1 0 1 2
e T ! R b-FD(n:I

raa—
=

Figura (3.5) — Demonstracao de decimagéo no dominio do tempo, M=2.
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Conforme mostrado nas Figuras (3.6) e (3.7), o espectro do sinal no dominio
da freqiiéncia se alarga apds a decimacdo, podendo ocorrer superposicdo ou
“aliasing”. Este fenomeno ocorre quando o espectro do sinal original ¢ maior que
/M. Quando ocorre a superposi¢do, informagdes do sinal sdo perdidas, o que
pode impossibilitar a sua reconstru¢do. Assim, o bloco operador decimador ¢
usualmente antecedido por filtro chamado de “anti-aliasing”, para garantir que ndo
ocorra superposi¢cdo. Em geral, estes filtros sdo passa-baixa, com ganho unitério e
freqliéncia de corte em /M. As Figuras (3.6) e (3.7) ilustram o efeito, no dominio

da freqiiéncia, da aplicacdo do operador decimador a uma certa seqiiéncia.

™™
1
T I 1 I T T I T I 1 b
211 n I o I 211 w
2 2
[p™)|
1
g t T f W f t .y f i f =
-2.11 11 1T II IT 211 W
2 2

Figura (3.6) — llustracdo de decimacao no dominio da frequéncia (sem a ocorréncia de

superposi¢ao ou “aliasing”), M=2.
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-3IT S50 -2IT .30 Tl
2 2
superposicio ou "aliasing”

[\Jll:l"

Figura (3.7) — llustracdo de decimacao no dominio da frequéncia (com a ocorréncia de

superposi¢ao ou “aliasing”), M=3.

34
O expansor ou interpolador

A Figura (3.8) apresenta o bloco operador expansor, também chamado de

“Up-Sampler” ou operador que aumenta a taxa de amostragem.

(n) ¥ wit)
- P £® F(z) —a

Figura (3.8) — Bloco expansor por L seguido de filtro seletivo.

Para uma seqiiéncia de entrada x(n), a saida sera:

x(n/L),.n=0,+L,£2.L....

n)= , 3.7
Ye @) {0,...n¢0,iL,i2.L,... G-

onde L ¢ um nimero inteiro. O expansor produzird na saida uma réplica de x(n),
se n ¢ multiplo de L, caso contrario a saida gerada possui valor zero, conforme
mostrado na Figura (3.9). Um filtro passa baixa normalmente ¢ utilizado depois
do expansor. A Figura (3.9) ilustra o efeito, no dominio do tempo, da aplicagdo do

operador expansor a uma certa seqiiéncia.
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a1 ! [ - o

3

see D . . T . l . T . :..YE(H)
1 2 2 4 5 &

[y

Figura (3.9) — Demonstracéo do expansor no dominio do tempo, L=2

A Figura (3.10) ilustra o efeito, no dominio da freqiiéncia, da aplicagdo do

operador expansor a uma certa seqiiéncia.

e ™™

" : ! : T : : Y i 1 I >
211 n 1 o o 211 w
2 2
5 ™))
T : T : T T = T : T D
2Tl [T 1T s IT 211 w
2 2

Figura (3.10) — llustragao do expansor no dominio da freqiéncia, L=2

Como pode ser observado na Figura (3.10), o expansor gera um espectro de
freqiiéncia com imagens replicadas do espectro original. Um filtro passa-baixa
com ganho L e freqiiéncia de corte em m/L normalmente ¢ utilizado apos o
expansor para eliminar estas imagens, de maneira que o sinal volte a ter o mesmo

espectro original, apenas com taxa de amostragem L vezes maior.
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3.5
Equivaléncias e Identidades nobres

A Figura (3.11) apresenta algumas equivaléncias, ou identidades simples,
utilizadas na representacdo por diagramas de blocos de sistemas multitaxa. Cada
uma das equivaléncias abaixo ¢ valida também para expansores substituindo os

decimadores mostrados na Figura (3.11).

s xl{n}—wm
M =
X9 (1)
xy (5) —=) 1
pli i— = " n
dim) din} Y

Figura (3.11) — Equivaléncias ou identidades simples utilizadas em sistemas multitaxa.

A Figura (3.12) apresenta identidades nobres muito utilizadas na
representacdo por diagramas de blocos e na implementacdo otimizada de sistemas
multitaxa. A primeira identidade representa a alteragdo na ordem de um filtro, que
se localiza ap6s um decimador, quando a sua posicao ¢ trocada e ele passa a estar
a frente do decimador. A segunda identidade representa a altera¢do na ordem de
um filtro, que se localiza antes de um expansor, quando a sua posi¢do € trocada e

ele passa para depois do expansor.
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x(n) ¥ (n) X (1) ¥, (1)
— B M HGE— = —plCEM ) ) M —

¥, (1) = %(n)

x (1) Yaln) x (1) ¥,
—D G A L — = —p L P Giz Ly —

¥y (n) = ¥y (1)

Figura (3.12) — Identidades nobres utilizadas em sistemas multitaxa

3.6
Bancos de filtros digitais

Um banco de filtros digitais ¢ uma estrutura formada por filtros digitais
passa-banda que possuem uma entrada e/ou uma saida em comum, conforme
mostrado na Figura (3.13). A Figura (3.13)(a) representa um banco de filtros de
analise e a Figura (3.13)(b) um banco de filtros de sintese. O banco de filtros de
analise ¢ utilizado para a decomposi¢ao do sinal de entrada em varias sub-bandas
de freqiiéncia, isto ¢, a banda de freqiiéncias original ¢ subdividida em vérias
partes. O banco de filtros de sintese combina os sinais das varias sub-bandas em
um unico sinal, reconstruindo a banda de freqiiéncias original. Portanto, a
filtragem multitaxa €, neste caso, composta por duas etapas. Primeiramente,
utiliza-se um banco de analise para dividir o sinal de entrada em outros, com taxa
de amostragem mais baixa, cada qual representando uma faixa de freqiiéncia do
sinal original. Em seguida, a reconstrucao ¢ feita através do banco de sintese, que

recompoOe o sinal.

Vi (n) ¥ ¥
X0 o Hy@ e >
Vl(n] %1(11]
1 Hi@ — —H Fy@
V@ Vi@ |
—me_](Z:l—b — FL_-II:Z:I

Figura (3.13) — (a) Banco de filtros de analise; (b) Banco de filtros de sintese.
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A Figura (3.14) mostra o processo completo de filtragem por banco de

filtros digitais multitaxa, utilizando uma estrutura do tipo arvore bindria.

Xp (n) ¥ (n) Wo (o) ¥p (o & (1)
DI (2 2 ) 2 3 Fyle)

x{n)

b H (P 2 P2 F @
Hw o Vm wm

¥1 ()
Banco de anahse Banco de sintese

Figura (3.14) — Representagao de filtragem multitaxa por arvore binaria.

Cada ramo da arvore binaria mostrada na Figura (3.14) pode ser novamente
subdividido em sub-bandas de freqiiéncia, em quantos niveis forem necessarios. O
problema associado a utilizagdo de bancos de filtros digitais ¢ que o sinal
reconstruido fica atrasado em relagdo ao sinal de entrada. O atraso ¢ tanto maior
quanto maior for a ordem dos filtros utilizados e as subdivisdes (niveis) da arvore
binaria mostrada na Figura (3.14). Isto ¢ um problema que deve ser considerado
no projeto do simulador. Devem ser utilizados filtros de ordem pequena, e niveis
de subdivisdes tais que o simulador em sub-bandas gere atrasos compativeis com
os atrasos dos equipamentos simulados.

Uma forma interessante ¢ muito utilizada de se reduzir o esforgo
computacional do banco de filtros ¢ a Representacao Polifasica [11,12,17], cuja
estrutura com duas sub-bandas ¢ mostrada na Figura (3.15). Como pode ser
observado, de acordo com as identidades nobres o decimador ¢ alocado para o
inicio do processo e o expansor para o final, diminuindo a ordem dos filtros
utilizados e em conseqiiéncia o numero de operagcdes matematicas de adigdes e

multiplicagdes por unidade de tempo.

x(m)
|2 —E (2

Rg (z)

z—]

J2 —Eq (@

R (@

Figura (3.15) - Representacao por componentes polifasicos.
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3.7
Bancos de filtros de reconstrugao perfeita

Nesta secdo serd mostrado como se executa um projeto de um banco de
filtros de reconstrugdo perfeita [11,12,18], a partir de um filtro passa baixa Hy(z).
Considere o filtro passa-baixa FIR de terceira ordem e coeficientes ag a;, a; € a3
representado pela Eq. (3.8), onde z’ representa o valor da amostra atual, z' o valor
da amostra um instante anterior, 7% 0 valor da amostra dois instantes atras e z° o
valor da amostra trés instantes atrds. Assim, observa-se que a ordem do filtro
indica quantas amostras anteriores sdo utilizadas no processo de filtragem e que

z"' corresponde a um atraso.

Ho(Z) = ao.ZO +al.Z_1 +32.Z_2 +a3.Z_3 (38)

O vetor de entrada x(n) mostrado a seguir, contém os valores das amostras
que serdo filtradas a cada instante de tempo, isto é, cada coluna do vetor
corresponde a um determinado instante de tempo. Neste exemplo, cada valor do

vetor de entrada ¢ representado por uma letra do alfabeto.

x(n)=[ABCDEFGH..]

O banco de filtros de reconstrucdo perfeita ¢ projetado com estrutura do tipo
arvore binaria, conforme mostrado na Figura (3.14). Os demais filtros que formam
o banco (H;(z), Fo(z) e Fi(z)) devem ser escolhidos a partir de Hy(z), de maneira a
atender a certas condigdes, que possibilitam a reconstrugdo perfeita do sinal de
entrada x(n). A fungao flip ¢ definida abaixo e sua fun¢do € inverter a seqiiéncia, o
primeiro coeficiente passa a ser o Ultimo e o ultimo passa a ser o primeiro, isto &,
ela transforma a seqliéncia em um espelho da original. As condigdes de

reconstrugao perfeita, utilizadas na escolha dos filtros sdo descritas a seguir.

hy(n) = [ap a; 2y a3]; (3.9)

ho(n) =[ap -a1 2 -a3]; (3.10)
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hy(n) = - flip(hg(n)) = [a3-a; a; -a]; (3.11)
fo(n) = flip(ho(n))= [a3 a; a; ag]; (3.12)
fi(n) = flip(hy1(n))= [-ao a; -a; a3]. (3.13)

Assim, no ramo de baixa freqiiéncia, o sinal de entrada x(n) ¢ filtrado por
Hy(z), de acordo com a Eq. (3.9), obtendo-se x¢(n), que ¢ a seguir decimado por

M=2, obtendo-se vy(n).

[a,.A

ag.B+a;.A
ag.C+a;.B+a, A
ag.D+a;.C+a, B+as A
xg(n)=|ay.E+a;D+a,.C+az.B
ag.F+a; E+a, D+a;.C
ap.G+a;.F+a, E+az;.D
ag.H+a,.G+a, F+a3.E

_ao.A

aO.C+a1.B+a2.A
vo(n)=|ag.E+a;D+a,.C+a;.B
aO.G++al.F+a2.E+a3.D

Neste ponto do processo, a taxa de amostragem ¢ reduzida a metade da
taxa original, isto ¢, trabalha-se com a metade do nimero de pontos. A seguir,
vo(n) ¢ interpolado com L=2, obtendo-se wy(n), que passa pelo filtro F(z), cujos

coeficientes sdo mostrados na Eq. (3.12), gerando yo(n).
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ag.A

0

ag.C+a;.B+a,. A

0
wo(n)=|ay.E+a;.D+a, C+a;.B
0
ag.G+a; . F+a, E+a;.D
0

as.ag.A

a,.ag.A

azayC+aza;.B+aja, A+ajajA

az.aO.C—i-az.al.B—i-azz.A + aoz.A

yo(n)=|azaj.E+aza;.D+ a3.a2.C+a32.B +a.a,.C +a12.B +aj.a.A
a,ag.E+aya;.D+ a22.C+ ayaz;.B+ aoz.C +aga;.B+aga, A
az.ag.G+aza;.F+aza,E+ a32.D +aj.ag.E+ alz.D +a;a,C+aj.a3.B

az.ao.G +az.al.F+ a22.E + 32.33.D +3.02.E + ao.al.D“r‘ ao.az.c + ao.aS.B

No ramo de alta freqiiéncia, ¢ seguido o mesmo procedimento, isto €, o
sinal de entrada x(n) ¢ filtrado pelo passa-alta H;(z), cujos coeficientes sdo
mostrados na Eq. (3.11), obtendo-se xy(n), que é a seguir decimado por M=2,
obtendo-se vyi(n). A seguir, vi(n) ¢ interpolado com L=2, obtendo-se wj(n), que
passa pelo filtro Fi(z), cujos coeficientes sdo mostrados na Eq. (3.13), gerando
yi(n).

O sinal reconstruido, X(n), ¢ a soma dos sinais contidos nos ramos de baixa

e de alta freqiliéncia, de acordo com a Eq. (3.14).

X(n) =y (n)+y;(n) (3.14)

O resultado obtido é representado pela matriz X(n) representada a seguir.
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0
(al.a3 +az.ao).A
(aj.a3+ajy.a;).B
2 2 2 2) A
(al.a3 +a2.a0).C+(a0 +al +az +a3 )
X(n) =| (a;.a3 +az.a0).D+(aoz +312 —i—az2 +a32).B
(ajay3+ajzap)E+(aja; +a2.a0).A+(a02 +a12 +a22 +a32).C

2

(31.3.3 +32.ao).F+(al.a3 +32.ao).B+(aoz +alz +3.2 +a32)D

a;.a, +ar.ay)G+(a;.a;+a-.a .C+a2+a2+az+a2.E
143 2-d¢ 1-943 2-d¢ 0 1 2 3

Os valores dos coeficientes dos filtros devem ser escolhidos de modo que
(aj.aztay.ap) tenha valor nulo e (a02+ a;>+ >+ a32) seja aproximadamente igual a
um ou igual a um nimero chamado de fator de escala, que multiplica ou divide o
vetor de saida no final do processo de filtragem. Assim a seqiiéncia de entrada (A,
B,C,D, E, F, G, H, ...) é reconstruida perfeitamente, apenas com alguns instantes
de atraso, de acordo com a ordem dos filtros escolhidos. No exemplo
apresentado, a seqiiéncia de entrada foi reconstruida com 3 atrasos, pois foram
utilizados filtros de terceira ordem e um unico nivel de decomposi¢do. Qualquer
banco de filtros digitais, se projetado de maneira a atender as condigdes

apresentadas acima, ¢ de reconstrugdo perfeita.

3.8
Exemplos de bancos de filtros

Nos exemplos apresentados a seguir, foram utilizados bancos com filtros
digitais de terceira ordem, do tipo Doubechies 2 [19] e estruturas do tipo arvore
binaria, conforme descrito na Se¢ao 3.6.

No primeiro exemplo, um sinal de entrada x(n), composto por um somatorio
de sinais senoidais contendo vérias freqiiéncias diferentes, ¢ filtrado pelo banco de

reconstrucao perfeita, gerando o vetor de saida X(n). No grafico mostrado na
Figura (3.16), sao plotados os valores de x(n) e X(n). Observa-se que X(n)é

idéntico a x(n), porém 3 instantes de tempo atrasado. A Figura (3.17) mostra uma
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ampliacao da regido marcada na Figura (3.16), indicando o atraso de um sinal em

relacao ao outro.

U A |

0oz 004 006 008 0.1 012 014 016
t(s)

Figura (3.16) —Sinal de entrada x(n) e sinal reconstruido X(n)

Amplitude (pou)

x(n)
04r i(n)

03 1

0.2F .

Amplitude (pou)

01F 1

Figura (3.17) — Atraso do sinal reconstruido X(n) em relagéo ao sinal de entrada x(n)

No grafico mostrado na Figura (3.18), X(n) ¢ adiantado 3 instantes de tempo

e plotado sobre x(n). Observa-se que os dois sinais sdo realmente idénticos e se
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superpoem completamente. Também na Figura (3.18) ¢ mostrado o erro obtido no

processo (erro = x(n)- X(n)), que é quase nulo (da ordem de 10-4).

x(n)
4 X(n)
BETG

Doz 004 006 008 0.1 01z 014 016

t (=)

Figura (3.18) — Superposigéo dos sinais x(n), X(n)e erro

A Figura (3.19), apresentada a seguir, mostra um sinal senoidal, s(n), com
freqiiéncia 60 Hz e freqiiéncia de amostragem igual a 1076 Hz. Neste exemplo, o
sinal s(n) ¢ filtrado pelo mesmo banco de reconstru¢do perfeita do exemplo

anterior, gerando um sinal de saida $(n), idéntico ao sinal de entrada s(n), porém

atrasado 3 instantes de tempo, conforme ja era esperado.
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Figura (3.19) — Exemplo de filtragem por banco de reconstrugéo perfeita.

3.9
Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos da filtragem digital
multitaxa, seus operadores basicos, os decimadores e expansores e algumas
equivaléncias e identidades nobres utilizadas para melhorar a eficiéncia do
processo de filtragem. Foi mostrado como pode ser projetado um banco de filtros
de reconstrucao perfeita do tipo arvore binaria e apresentados exemplos de divisao

em sub-bandas seguido de reconstru¢do perfeita do sinal.
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