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Formulacao

Considera-se uma trelica espacial de forma piramidal com n barras iguais,
com n > 3, dispostas conforme ilustra a Figura 5. Na configuragcdo inicial
indeformada, a altura da pirimide é dada por H e o raio do circulo que
circunscreve os pontos da base é dado por B. O nd central encontra-se no topo e
as n barras que definem os lados da piramide sdo igualmente espacadas de modo
que os nds da base formem um poligono regular de n vértices circunscritos pelo

circulo de raio B.

Figura 5 — Treliga piramidal com n barras na configuragcdo indeformada.

Assim, o comprimento de cada barra da trelica é:
L =VHZ + B2 (2.1)
Admite-se que o nd superior esteja sujeito a uma carga de intensidade Aq,
onde 1 € um fator de carga que multiplica um vetor de carga de referéncia q, a

saber:

P=2q=21p, py,pZ]T = A[prcosﬁp,prsean,pz]T, (2.2)
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onde T representa transposto.

Por defini¢do, na trelica em questdo, o nd superior encontra-se livre para
deslocar e os nos localizados na base estdo fixos, ou seja, suas posi¢oes
permanecem as mesmas apOs a aplicagdo do carregamento, conforme mostra a

Figura 6.

b
5
>

Figura 6 — Trelica piramidal com n barras na configuracao deformada.

Na presente formulagdo € considerado o sistema de coordenadas Cartesiano
{0, x, vy, z}, assim como um sistema de coordenadas cilindrico {0, r, 8, z}, os quais

estdo relacionados por:

[r,0,z]" = [\/m, arctan(y/x),Z]T. (2.3)
Desta forma, na configuracdo indeformada da treli¢a, tem-se para o no
superior as seguintes coordenadas:
X, =1[XY,Z]T =[0,0,H]". (2.4)
Ja para os nés da base, na configuragdo indeformada da trelica, as
coordenadas sdao dadas por:
X; =[X;,Y;,Z]]" = [BcosH;,Bsend,;,0]",i =1,2,...,n, 2.5)
onde:

9, = 2n'T, i=12..,n (2.6)
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Apds a aplicacdo da carga no né superior, analisando a configuracdo
deformada da trelica, Figura 6, tem-se que os nds da base, por estarem fixos,
permanecem com as mesmas coordenadas, ou seja:

xi=X;,i=12,..,n. 2.7

Ja o no superior, este livre para deslocar, assume a seguinte posicao:

xs = [x,y,2]7 = [rcosf,rsend, z]" = X, +u. (2.8)

Com isso, tem-se, pela diferenca entre as posi¢des final e inicial do né

superior, o vetor deslocamento:
u=[uv,w]" =x,— X, =[rcosf,rsenf,z — H|". (2.9)

As coordenadas cilindricas r, 6 e z s@o, aqui, tomadas como as coordenadas
Lagrangianas do sistema.

Como medida de deformacao e tensdo nas barras, adota-se, para facilitar a
andlise, o tensor de Green-Lagrange e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff para as

tensdes. Portanto, a deformacao especifica axial de cada barra é dada por:

e (2.10)

i =2
onde /;, comprimento final da barra, € dado por:
12 =(xs—x)T(xs —x;) =72 —2rBcos(8 — ;) + B> +z%,i=1,2,..,n. (2.11)
Assim, considerando-se que o material da barra € eldstico e linear, tem-se
que a tens@o normal é:
o =E¢,i=12,..,n, (2.12)
e a energia interna de deformacdo é:
W, = %EAle?, i=12,..,n (2.13)
A energia interna de deformacdo do sistema € obtida através da soma das
contribuicdes de cada barra da trelica. Entdo, considerando-se que todas as barras
tem a mesma rigidez de membrana EA, tem-se:

w(r,6,z) —ZW =—EALZ 8L3 [(r? + z% — H?)? + 2B*r?] ) 14)
2.

=W(r, z).
Observa-se que a Eq. (2.14) independe de 8. Isto se deve a simetria da
estrutura.
Ja a energia potencial gravitacional devida ao carregamento é dada por:

V(A;1,0,2) = —Aq"u = —A(pyrcosd + pyrsent + p,z) + Ap,H. (2.15)
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Assim, com as parcelas de energia interna de deformagao e do carregamento
tem-se a energia potencial total da trelica:

nA;r,0,z) = W(r,0,z) + V(A;1,0,z). (2.16)

Considerando, agora, que cada barra da trelica tem uma massa total m e que

esta massa estd concentrada nos nés da trelica (m/2 em cada nd), tem-se que a

massa total correspondente ao né superior € igual a (nm/2). Portanto, a

contribuicao das barras da treli¢a para energia cinética do sistema €:

T =22 (2% +y% +22), (2.17)
onde:
x=17cos@—rsenb 0,y =71senf +rcosb 0,z =1, (2.18)
obtendo-se:
T = % [(r cosf —rsenb 9)2 + (1'” senf +rcos 6 9)2 + ZZ], (2.19)
T = %(r'z +726% +22). (2.20)

Enfim, em posse das parcelas de energia potencial total e energia cinética, é
possivel escrever as equacOes de movimento para as trés direcdes do sistema
cilindrico. A seguir apresenta-se o processo de obtencao e adimensionaliza¢do das

equacdes nas direcdes 1, 6 e z.

2.1
Equacdoes de movimento

As equacdes de movimento em termos da coordenada generalizada gq; sdo
obtidas através da seguinte equacao diferencial:
oun _

a oy _am , aam
FTETR + g, — < (2.21)

Derivando os termos da equacdo em relagao a coordenada r, tem-se:
R EA
%(r -76%) + Z?r(rz + 22 — H? + B?) — 2p,cos(6 — 6,,) = Q. (2.22)
Derivando os termos da equagdo em relagdo a coordenada 6, tem-se:
%(27’7’"9 +7120) + rap.sen(6 — 6,) = Q. (2.23)

Por fim, derivando os termos da equagdo em relacio a coordenada z, tem-se:

nm .. nEA

i+ z(r!+z*—H*) — Ap, = Q. (2.24)

Adotando-se os seguintes parametros adimensionais:

EAH?

- _ = Apy
Z=Z/H’r=r/H’6=B/H’w(2)=m’ Tszt’Prz 24p

wZHnm’
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ZAPr
w3FHnm’

lez
Hnm

Q __ 20

Hnm

20 -
Q0 === P =

w§T?H?>nm

Q —
Qr_ s Pp = —5——

Hnm

obtém-se o sistema de equagdes de movimento na forma adimensional:

e — 70, + (72 + 22 — 14 6%) — Prcos(6 — 6,) = Q,. (2.25)
B0 + 2220, + Pysen(8 — 6,) = Q. (2.26)
Z_,‘L"L' + Z_(Fz + Z_z - 1) - pz = éz' (227)

Por fim muda-se a origem do sistema para o né superior da trelica e
considera-se o deslocamento positivo para baixo, facilitando a andlise e
interpretacdo dos resultados, adotando a relagao:

Z=w-—1. (2.28)

Abaixo sdo mostradas as equacdes de movimento ndo lineares com a

transformacao realizada na Eq. (2.28):

o — 70, + (72 + w? — 2w + §%) — Prcos(6 — 6,) = Q,. (2.29)
27, = =

6 + %9,, + Pgsen(6 — 6,) = Q,. (2.30)

W + (W3 = 3w? + 2w + wi? —72) — B, = Q,. (2.31)

As equagdes de movimento acima tém como referéncia a configuracao
original indeformada do sistema. Para transferir a origem para uma posi¢ao de
equilibrio, calcula-se para um dado nivel de carregamento estdtico as trés raizes
w; relativas as duas posicoes de equilibrio estdvel e a uma posi¢cdao de equilibrio

N

instdvel, a menor raiz corresponde a posi¢do de equilibrio pré-critica cuja
estabilidade se deseja preservar.
Desta forma, para que as equagdes de movimento tenham como origem uma
dada posi¢do de equilibrio w;, faz-se a transferéncia da origem para um ponto i,
ou seja:
wy = w(t) + w;. (2.32)
Entdo, substituindo a Eq. (2.32) nas equacgdes de movimento, tem-se:
Tor — 70, + T + wi? + 2ww + w? — 2w; — 2w + 62) — P.cos(6 — 6,,)
- Q..
6cc + 220 + Posen(8 — 6,) = Qp. (2.34)

(2.33)

W +w(3w? — 6w; + 2 +72) + w2(@Bw; — 3) + w3 = Q,. (2.35)
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