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Esta tese se concentrou no desenvolvimento de um procedimento de 

previsão de carga horária de curto prazo (um dia à frente) através de árvore de 

decisão. Este procedimento divide-se em três etapas: a classificação do perfil em 

PU (por redes neurais), a discriminação/previsão do perfil em PU (por árvore de 

classificação) e a previsão da demanda média (por árvore de regressão). Neste 

procedimento de previsão foram empregados os dados de carga e as temperaturas 

passadas. 

Através da classificação dos dados de carga, empregando redes neurais, 

foram identificados nove grupos de curvas típicas: Dia Útil-Típico de verão 1, Dia 

Útil-Típico de verão 2, Sábado-Típico de verão, Domingo-Típico de Verão, Dia 

Útil-Típico de inverno 1, Dia Útil-Típico de inverno 2, Dia Útil-Típico de inverno 

3, Sábado-Típico de inverno e Domingo-Típico de inverno. Os dias relativos aos 

feriados e aos feriados pontes foram classificados, respectivamente, como 

domingo e sábado. 

Empregou-se a informação de tipos de perfis típicos na árvore de 

classificação, além de razões das médias de carga da madrugada e da noite e das 

temperaturas máximas e mínimas do dia anterior, para discriminar os perfis em 

PU dos dias previstos. 

Após a discriminação do perfil em PU para o dia previsto, empregou-se esta 

informação como entrada da árvore de regressão para prever a demanda média 

deste dia e por fim, compor a carga horária prevista através da previsão de perfil e 

previsão de demanda média. 

Durante a análise dos resultados, observou-se que o modelo proposto 

apresentou um melhor desempenho, quando comparado com o modelo proposto 

por Lourenço (1998) e o modelo proposto por Sobral (1999). No entanto, sua 

principal vantagem é empregar como informação meteorológica, temperatura 

mínima e máxima passada e não prevista como os demais modelos de previsão de 
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carga. Isto representa um benefício para as concessionárias, já que na realidade 

brasileira as concessionárias não apresentam previsões de temperatura horária. 

Por fim, mas não menos importante, ressalta a necessidade de uma maior 

atenção à aquisição, qualidade e consistência dos dados a serem empregados na 

previsão, por parte das empresas do setor elétrico. Pois uma previsão acurada 

depende tanto da qualidade dos dados quanto do modelo proposto. 

 

6.1. 
Trabalhos Futuros 

Uma possibilidade de trabalho futuro seria a busca de um melhor 

classificador, já que o algoritmo utilizado nesta tese foi o Mapa Auto-Organizável 

de Kohonen, que originalmente não foi proposto para problemas de classificação. 

Na mesma linha de identificação de grupos, temos a questão do grupo 

“Típico de Inverno 1” merecer uma árvore de decisão específica. Esta árvore 

identificaria dois grupos: Transição do verão para inverno e Transição do inverno 

para verão. 

O efeito do classificador conduz, naturalmente, a existência de modelos 

distintos para cada grupo identificado. No entanto, a árvore de regressão foi 

treinada com todos os dias do ano de 1997, ou seja, matriz de dados 365x 24. 

Inicialmente, tentou-se treinar a árvore de regressão para cada grupo de curva de 

carga, mas caímos no problema de parada obrigatória da árvore logo nos 

primeiros níveis, devido à limitação do número de observações. Algumas soluções 

possíveis para driblar esta situação serão mencionadas a seguir. 

“As árvores de regressão são simplesmente árvores de decisão aplicadas à 

análise de séries temporais, logo qualquer sistema que aprende árvores de 

decisão com regressões lineares nas folhas podem ser usados para 

construir uma árvore de regressão” (Meek, Chickering e Heckerman). 

A citação, mencionada anteriormente, abre perspectivas para futuros 

trabalhos, como por exemplo: aplicação de regressão bayesiana ou regressão 

ponderada, já que estes tipos de regressão nada mais são que uma extensão da 

regressão linear. A regressão bayesiana poderia considerar a priori informação do 

grupo da curva de carga. A regressão ponderada atribuíria um peso maior para o 

grupo de curva de carga, por exemplo.  
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Uma outra possibilidade seria tratar dados categóricos, através de regressão 

categórica, já que os grupos poderiam ser encarados como variáveis categóricas. 

Tais possibilidades de métodos alternativos de regressão podem retratar 

melhor a peculiaridade de cada grupo e levar a uma maior precisão nas previsões 

e, conseqüentemente, diminuição dos erros. 

Uma outra linha de pesquisa seria a escolha da variável decisória na árvore 

de regressão. Ao invés de rodar todo o procedimento de busca da variável de 

entrada a ser explorada (pois realizamos este procedimento para todas as variáveis 

de entrada no TS-TARX), poderíamos escolher a variável de entrada a ser 

explorada através de alguma medida de entropia. Isto nos levaria a uma 

diminuição no tempo computacional, já que este tempo é pouco penalizado pelo 

número de observações dentro da amostra, devido ao método de regressão 

recursiva e muito penalizado pela quantidade de variáveis de entrada a serem 

exploradas. 

Uma outra melhora no desempenho computacional do procedimento do TS-

TARX seria o emprego da Regressão “Stepwise” ao invés do Teste Simultâneo 

para os Coeficientes de Regressão na escolha do Modelo Reduzido (Neter, 1974). 

A regressão “Stepwise” foi desenvolvida para economizar esforço computacional, 

pois não requer o cálculo de todas as regressões possíveis como no Teste 

Simultâneo para os Coeficientes de Regressão.  

Por fim, na árvore de regressão, além dos perfis das 24 horas como variáveis 

de entrada, poderíamos empregar, também, temperaturas. 
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ANEXO I - LIGHT Serviços de Eletricidade S.A 

A LIGHT é uma empresa de distribuição e geração de energia e sua área de 

concessão abrange 31 municípios no estado do Rio de Janeiro, incluindo a capital. 

A LIGHT tem 19,05% de participação do mercado de distribuição no Sistema 

Nacional de Energia (Aneel - Fevereiro/2002) e que corresponde à 75% deste 

mercado no estado do Rio de Janeiro. Atualmente, produz em suas usinas cerca de 

14% do total da energia que distribui e o restante provém de Furnas e Itaipu; até 

2003 pretende-se dobrar sua capacidade de geração própria (Relatório Anual 

Light/2001). 

 

 

 
Figura 14 - Área de concessão da Light e Balanço Energético 

 

Para descrever as características da série de cargas da concessionária em 

questão, usaremos uma série de cargas horárias da cidade do Rio de Janeiro entre 

os anos de 1995 e 1998. Deve-se mencionar que, a maior parte dessas 
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características é particularidade da série apresentada, por isso deve-se realizar o 

mesmo tipo de análise para série de cargas de outras concessionárias e captar suas 

peculiaridades. 

A seguir, tem-se a demanda média diária para os anos de 1995, 1996, 1997 

e 1998. Cada quadrante da Figura 15, separada por linhas pontilhadas, representa 

os respectivos  anos. 

 

Figura 15 - Carga Média Diária 

 

As séries de cargas elétricas são sempre bastante complexas, por exibirem 

vários níveis de sazonalidade superpostos. Há primeiramente um ciclo sazonal 

anual como pode ser visto na figura anterior. 

No Rio de Janeiro, as cargas são mais altas nos primeiros meses do ano 

(meses mais quentes - “Verão”) e mais baixas nos meses do meio de ano (meses 

mais frios - “Inverno”). Este padrão, que pode ser visualizado melhor na figura a 

seguir, se explica pelo uso intenso de aparelhos de ar condicionado nos meses 

mais quentes. 

Verifica-se, também, na Figura 16 um ciclo semanal que varia ao longo do 

ano. Nesta figura, observa-se que, os dias de segunda e dias úteis (terça-feira até 
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sexta-feira) têm perfis bastante parecidos entre si, diferenciando apenas pela 

madrugada (a madrugada da segunda-feira é mais baixa). No entanto, finais de 

semana (sábado e domingo) são diferentes. Uma outra característica relevante é 

que, os perfis semanais são diferentes para “Inverno” e “Verão”. 

 

Figura 16 - Perfis da Curva de Carga 

Um outro fator que merece destaque, é o horário de ponta ao longo do ano 

que pode ser observado na figura abaixo. Meses como Abril, Maio, Junho, Julho, 

Agosto, Setembro e Outubro apresentam, basicamente, um horário de ponta. No 

entanto, meses como: Janeiro, Fevereiro, Março, Novembro e Dezembro 

apresentam dois horários de ponta.  

Moda => 15:00

Hora

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Frequência da Hora de Carga Máxima
Janeiro

40
35
30
25
20
15
10
5
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Julho

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

100

80

60

40

20

0

 
 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916940/CA



Anexos  77 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Fevereiro

Moda => 15:00
Hora

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

40
35
30
25
20
15
10
5
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Agosto

Moda => 19:00
Hora

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

80
70
60
50
40
30
20
10
0

 
Frequência da Hora de Carga Máxima

Março

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

45
40
35
30
25
20
15
10
5
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Setembro

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

80
70
60
50
40
30
20
10
0

 
Frequência da Hora de Carga Máxima

Abril

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Outubro

Moda => 21:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

40

30

20

10

0

 
Frequência da Hora de Carga Máxima

Maio

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

120

100

80

60

40

20
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Novembro

Moda => 21:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

40

30

20

10

0

 
Frequência da Hora de Carga Máxima

Junho

Moda => 19:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

140

120

100
80

60
40

20
0

 

Frequência da Hora de Carga Máxima
Dezembro

Moda => 23:00

2321191715131197531

Fr
eq

uê
nc

ia

Hora

30

25

20

15

10

5
0

 
 

Figura 17 - Freqüência dos Horários de Ponta ao Longo dos Meses 
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A todos estes padrões sazonais se acrescenta uma tendência de 

crescimento: a carga tem crescido regularmente, desde o início da estabilização 

econômica trazida pelo Plano Real em 1994. Este crescimento pode ser visto nos 

gráficos a seguir. É conveniente destacar que, durante o período de racionamento 

a carga sofreu um decréscimo (este fato, apesar de não ilustrado neste trabalho, é 

conhecido no setor elétrico). 
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Figura 18 - Evolução das cargas ao Longo dos Anos 

 

Por fim, a complexidade da série de cargas elétricas, a qual se acrescenta 

ainda o efeito de variáveis exógenas (primordialmente, a temperatura), torna mais 

difícil o problema de previsão de carga. 
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ANEXO II - Por que ordenar a matriz de dados por variável decisória 
em ordem ascendente e ordem descendente? 

 

Para responder essa questão, será empregado o exemplo a seguir. 

Vamos supor: 

x1 e x2 : duas variáveis independentes 

número de observações: 10 (tamanho total da amostra) 

Convém lembrar que, numa árvore binária tem-se: 

Se xk ≤ aj (Regime esquerdo) 

Se xk > aj (Regime direito) 

onde 

xk é a k-ésima variável independente (responsável pela divisão da amostra em 

duas partes) 

aj é o j-ésimo valor ordenado de xk (indicará onde será feita a divisão da 

amostra) 

 
Tabela 10 - Ordenação ascendente de xk 

Regime Esquerdo  Regime Direito 

Valor ordenado 

 de x1 (*) 

x1 x2  Valor ordenado 

 de x1
(*) 

x1 x2 

a1 x1,1 x1,2  a4 x4,1 x4,2

a2 x2,1 x2,2  a5 x5,1 x5,2

a3 x3,1 x3,2  a6 x6,1 x6,2

a4 x4,1 x4,2  a7 x7,1 x7,2

a5 x5,1 x5,2  a8 x8,1 x8,2

a6 x6,1 x6,2  a9 x9,1 x9,2

a7 x7,1 x7,2  a10 x10,1 x10,2

a8 x8,1 x8,2     

a9 x9,1 x9,2     

a10 x10,1 x10,2     
(*) x1 é a variável decisória neste exemplo. 
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Então: 

Iteração 1: 

 

Regime esquerdo: Se x1 ≤ a3 realiza Mínimos Quadrados para obter EQMEsquerdo 

 

  Constante x1 x2     

  1 x1,1 x1,2   y1  

Xesquerdo=  1 x2,1 x2,2  Y = y2  

  1 x3,1 x3,2   y3  

 

 

Regime direito: Se x1 > a3 realiza Mínimos Quadrados para obter EQMDireito 

 

  Constante x1 x2    

  1 x4,1 x4,2   y4 

  1 x5,1 x5,2   y5 

Xdireito=   1 x6,1 x6,2  Y = y6 

  1 x7,1 x7,2   y7 

  1 x8,1 x8,2   y8 

  1 x9,1 x9,2   y9 

  1 x10,1 x10,2   y10 

 

 

 

Iteração 2: 

 

Regime esquerdo: Se x1 ≤  a4 realiza Mínimos Quadrados Recursivos para obter 

EQMEsquerdo 

  Constante x1 x2    

   1 x1,1 x1,2   y1 

Xesquerdo=  1 x2,1 x2,2  Y = y2 

  1 x3,1 x3,2   y3 

  1 x4,1 x4,2   y4 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916940/CA



Anexos  82 

Regime direito: Se x1 > a4 realiza Mínimos Quadrados Recursivos Inverso 

(retirada de observação) para obter EQMDireiro  

 

  Constante x1 x2   

  1 x5,1 x5,2  y5 

Xdireito=  1 x6,1 x6,2  y6 

  1 x7,1 x7,2 Y = y7 

  1 x8,1 x8,2  y8 

  1 x9,1 x9,2  y9 

  1 x10,1 x10,2  y10

 

Faz-se o procedimento análogo para as iterações 3, 4 e 5. 

 

Para obtenção do “regime direito”, observa-se que, ao invés de começar com uma 

amostra pequena e ir adicionando dados um a um até completar a matriz, o 

procedimento inverso começa com a matriz quase completa e vai retirando os 

dados um a um. Foi verificado que o custo computacional da inversão dos 

Mínimos Quadrados Recursivos ficaria muito alto, e além disso, existiria a 

necessidade de começar com a matriz quase inteira, o que significaria ter que 

varrer toda a matriz para calcular a regressão inicial. Logo, se temos que varrer a 

matriz inteira, então podemos utilizar exatamente o mesmo procedimento anterior 

de regressão recursiva, porém começando do final para o início da matriz, o que 

equivale a fazer uma ordenação descendente da variável a ser explorada. Vide no 

próximo exemplo - Ordenação ascendente e descendente de xk que é a melhor 

solução computacional. 
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Tabela 11 - Ordenação ascendente e descendente de xk  

Regime Esquerdo  Regime Direito 

Valor ordenado 

de x1 (*)
 

x1 x2  Valor ordenado 

de x1 (*)
 

x1 x2 

a1 x1,1 x1,2  a10 x1,1 x1,2

a2 x2,1 x2,2  a9 x2,1 X2,2

a3 x3,1 x3,2  a8 x3,1 x3,2

a4 x4,1 x4,2  a7 x4,1 x4,2

a5 x5,1 x5,2  a6 x5,1 x5,2

a6 x6,1 x6,2  a5 x6,1 x6,2

a7 x7,1 x7,2  a4 x7,1 x7,2

a8 x8,1 x8,2  a3 x8,1 x8,2

a9 x9,1 x9,2  a2 x9,1 x9,2

a10 x10,1 x10,2  a1 x10,1 x10,2

(*) x1 é a variável decisória neste exemplo. 

 

Dessa forma, utiliza-se Mínimos Quadrados Recursivos para obter EQM do 

regime esquerdo e o EQM do regime direito. 

Lembrando que, no momento da combinação do EQMEsquerdo e o EQMDireito para 

obtenção do EQMTotal, a 1a iteração do EQMEsquerdo corresponde a última iteração 

do EQMDireito, e assim por diante. Logo, no caso do exemplo, combina-se: 

 

Iteração 1 do EQMEsquerdo com Iteração 5 do EQMDireito 

Iteração 2 do EQMEsquerdo com Iteração 4 do EQMDireito 

Iteração 3 do EQMEsquerdo com Iteração 3 do EQMDireito 

Iteração 4 do EQMEsquerdo com Iteração 2 do EQMDireito 

Iteração 5 do EQMEsquerdo com Iteração 1 do EQMDireito 
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ANEXO III - Redes Neurais 

O nome desta metodologia revela sua motivação inicial: realizar tarefas 

complexas que o cérebro executa com elevada efetividade (reconhecimento de 

padrão, percepção e controle motor, por exemplo) através da simulação de seu 

funcionamento. A primeira tentativa de modelagem matemática do funcionamento 

de um neurônio deve-se a William James (1890). 

Apenas no início do desenvolvimento das redes neurais a motivação 

fisiológica desempenhou um papel relevante. Atualmente, a pesquisa neste campo 

do conhecimento não está mais atrelada as peculiaridades do funcionamento do 

cérebro como um todo ou do neurônio mais especificamente. 

Redes neurais são sistemas constituídos por unidades de processamento 

denominados neurônios. Estes, por sua vez, são conectados por pesos sinápticos 

ou apenas pesos.  

A figura 3.1 mostra um exemplo de rede “Feedforward” (propagação direta) 

com 3 camadas: entrada, escondida e saída. Ela está incorporando informações 

através do vetor Xk=[X1k X2k]T para produzir como resultado Y1. O peso Wd,c 

conecta o neurônio d ao neurônio c da camada imediatamente posterior. Ressalta-

se que numa rede “Feedforward” os neurônios não têm realimentação. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 19 - Rede “Feedforward” (Propagação Direta) 

 

A maior vantagem de usar uma rede neural é a capacidade de resolver 

problemas sem a necessidade de definição de listas de regras ou de modelos 

Y1 

X1k 

X2k 

W1,1 

W2,1 

Wc,1 

W1,1

W1,c 
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explícitos. Isto possibilita tratar de situações onde é difícil criar modelos 

adequados da realidade ou situações com freqüentes mudanças no ambiente. 

Esta metodologia pode ser aplicada em áreas diversas, entre elas: 

reconhecimento de padrões, classificação de padrões, controle e previsão. Esta 

última tem mais efeito conjugada com outras técnicas, por exemplo: Métodos 

Estatísticos. 

Define-se como arquitetura da rede o conjunto das seguintes informações: 

número de camadas, número e disposições dos neurônios e função de ativação 

utilizada. A arquitetura é função do tipo de rede empregada e do problema em 

questão.  

Dentre os tipos de redes neurais tem-se: redes em camada totalmente 

conectadas, redes em camada parcialmente conectadas (normalmente não é usada, 

pois precisa de um motivo muito forte), redes em malhas (as entradas são ligadas 

nas malhas, por exemplo: Kohonen) e redes de Hopfield, entre outras. 

A rede neural opera em duas fases: treinamento (‘in sample”) e testes “off 

sample”, quando se pretende atingir a generalização. Na primeira fase, a rede 

retira do ambiente o conhecimento. Na segunda, a qualidade da primeira fase é 

posta em cheque, para que, agora sim, possa ser utilizada para os fins desejados 

(projeção, classificação, segmentação, etc). 

Destaca-se que a rede aprende o ambiente através de um processo iterativo 

de modificação dos pesos de interligação. O tipo de aprendizado é determinado 

pelo modo com que se promove a adaptação dos parâmetros e isso pode ser feito 

de dois modos: 

- Aprendizado Supervisionado: usa-se um conjunto de pares, entrada e saída, 

previamente conhecidos que representam a realidade. 

Neste aprendizado escolhe-se um conjunto de pares, entrada-saída, 

conhecidos que representam o ambiente (conjunto de treinamento) e calcula-

se o erro na saída da rede com relação a saída desejada, com isto os pesos são 

modificados para minimizar a diferença.  

O algoritmo mais freqüentemente empregado no aprendizado supervisionado 

de redes neurais é conhecido como Retropropagação do Erro 

(“Backpropagation”). 
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- Aprendizado Não Supervisionado: não se usa um conjunto de exemplos 

previamente conhecidos. Uma medida da qualidade da representação do 

ambiente pela rede é estabelecida e os parâmetros são modificados de modo a 

otimizar esta medida. 

No aprendizado não supervisionado, não se usa um conjunto de exemplos 

previamente conhecidos. Neste caso, uma medida da qualidade da 

representação do ambiente pela rede é estabelecida e os parâmetros são 

modificados de modo a otimizar esta medida. 

Para implementar um esquema de aprendizado não supervisionado, pode-se 

usar uma regra de competição. Uma primeira camada recebe os dados 

enquanto as unidades de uma segunda camada disputam o privilégio de 

responder aos estímulos.  

Na classificação com aprendizado não supervisionado nenhum conhecimento 

é disponível a priori sobre a qual classe pertence determinada entrada ou 

vetor de atributos. Ao contrário, as características intrínsecas dos padrões são 

detectadas e a história do treinamento é usada para auxiliar a rede na 

identificação das classes e possíveis fronteiras entre elas. As classes são 

então, encontradas pela similaridade contida nos dados. A definição 

matemática de similaridade, neste contexto, pode ser interpretada como 

proximidade. Assim, medida de distância pode ser encarada como medida de 

dessimilaridade. Em outras palavras, quanto mais distantes estão dois 

elementos, menos parecidos são. 

No campo do treinamento não supervisionado, será dado o maior destaque 

para o Mapa Auto-Organizável de Kohonen, já que este tipo de rede foi 

empregado neste trabalho. Define-se como auto-organizáveis os algoritmos 

de treinamento não supervisionado, onde os pesos adaptam-se durante o 

processo. 

O mapa auto-organizável representa uma estrutura de não realimentação dos 

neurônios. Esta rede tem uma camada de entrada e uma outra camada que 

consiste de neurônios organizados em linhas e colunas (idéia de malha). A 

seguir tem-se o diagrama esquemático para este tipo de rede. 
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Figura 20 - Arquitetura de um Mapa Auto-Organizável vista no plano 

 

O algoritmo de aprendizado trata o conjunto de vetores de pesos como 

variáveis a serem “aprendidas”, ou seja, cada neurônio no espaço de saída 

corresponde a um vetor-peso que pode ser visto como um protótipo de 

características do espaço original. Portanto, todo protótipo tem sua 

dimensionalidade igual a dos elementos de entrada. 

 

A seguir tem-se uma breve descrição do algoritmo de Kohonen: 

 

Passo 1: Escolhe-se de modo aleatório os pesos iniciais Wj(0) para cada 

neurônio j=1, 2, ..., N tal que Wj(0) ≠ Wi (0) ∀ j ≠ i. 
 

Passo 2: Apresenta-se um vetor de entrada x a rede. 
 

Passo 3: Acha-se o neurônio vencedor i(x) tal que: 

j
j

W)n(xmin arg  )x(i −=   j=1, 2, ..., N 

O neurônio vencedor correspondente ao vetor de pesos que está mais 

próximo do vetor de entrada corrente.  

 

Passo 4: Atualiza-se os pesos (protótipos) de acordo com: 





 Λ∈η+

=+
contrário Caso                                     )n(W

 (n) j          (n)]W- [x(n) (n) W
  )1n(W

j

)x(ijj
j  
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Os parâmetros η(n) e Λ(n) podem variar ao longo do treinamento. O 

parâmetro de aprendizado η(n), tipicamente, deve começar com valores 

perto de 1 e decair gradualmente até atingir 0.1 por volta da milésima 

iteração. Posteriormente, η(n) deve ser mantido em valores pequenos, 

próximos a 0.01, por muitas iterações para que seja feito o ajuste fino. O 

parâmetro de vizinhança Λ(n) deve começar atingindo todos os neurônios da 

rede e gradualmente diminuir a vizinhança para incluir muito poucos 

vizinhos na fase de ajuste. 

 

Passo 5: Interromper o processo quando a rede atingir estabilização, ou seja, 

quando não forem detectadas alterações significativas nos protótipos. 
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ANEXO IV - Cálculo de Regressão por Mínimos Quadrados 
Recursivos 

Se o estimador de β num modelo de regressão linear das k observações é 

calculado, o mesmo pode ser atualizado a cada observação subseqüente que é 

adicionada ao conjunto de dados. 

Este procedimento evita a sucessiva inversão de matriz e a sucessiva 

multiplicação de grandes matrizes de dados. Com este método, conseguimos 

calcular o resultado de todas as regressões necessárias, com um custo 

computacional pouco maior do que o cálculo de apenas uma regressão. 

Considerando o estimador de β calculado baseado nas t primeiras 

observações 

( ) t
'
t

1
t

'
tt YX XX

−
=β  

e nas t-1 primeiras observações 

( ) 1t
'

1t
1

1t
'

1t1t YXXX −−
−

−−− =β  

Para realizar a regressão é necessário calcular a matriz de covariância 

inversa. Podemos calcular o valor desta matriz para as primeiras observações da 

seguinte forma: 

( ) 1
1t

'
1t1t XXP

−
−−− =  

 Seja, então, a nova observação x da forma { }1r21 x,,x,xx += L , onde r é o 

número de variáveis independentes, e D uma variável auxiliar tal que 
'

1t xxP0.1D −+=  

O estimador βt para as t primeiras observações é atualizado, uma vez que a 

nova observação se encontra disponível, da seguinte forma: 

( )
D

xyxP 1tt
'

1t
1tt

−−
−

β−
+β=β  

D
xPxPPP 1t

'
1t

1tt
−−

− −=  

As duas equações acima atualizam, respectivamente, os β’s e a matriz de 

covariância invertida, segundo o lema de inversão de matrizes, para a nova 

observação, sem precisar calcular novamente a matriz de covariância nem invertê-

la. Assim segue-se iterativamente até o final da amostra. Ao final, têm-se os β’s 
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estimados, assim como os resíduos da regressão, pois os resíduos são definidos 

como: 

D
aê

xya

t
t

1t
'

tt

=

β−= −
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