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Analise da Estabilidade - Modelo de Cabos

A Figura 4.1a apresenta um modelo com dois cabos presos a uma barra
rigida de comprimento L, representando uma torre numa configuracdo perfeita
(vertical), enquanto na Figura 4.1b apresenta-se a torre numa configuracdo
perturbada. A Unica diferenca deste para os modelos anteriores é o trabalho
produzido pelas cargas externas. As forcas dos cabos, que agem sobre a barra,
sao consideradas como cargas externas.

(@) (b)

Figura 4.1: Torre estaiada. Modelo com cabos inextensiveis: (a) configuragao

fundamental de equilibrio; (b) configuracéo perturbada (perturbacgéo - rotacéo q ).

4.1.1.
Variag&o da energia devida a mudanca de configuracdo dos cabos

Ao aplicar-se uma rotacao infinitesimal dq sobre a barra na posigdo inicial,

tomada como positiva no sentido horario, as projecSes s, e s, dos cabos

mudam de valor, implicando em alteraces nas forcas T, e T, que os cabos

exercem sobre a barra. Como o cabo é considerado inextensivel, ndo ha energia
interna de deformacd@o. Durante uma pequena rotagdo, o trabalho devido as
forcas T, e T,, para um cabo genérico i tem-se

dWi =T, (C])dXi +Tyi(q)dyi 4.1
onde dx; e dy; sé@o as derivadas das fungdes que definem a posi¢do do ponto

de fixagdo do cabo a barra segundo as direcdes xe y. A origem do sistema de
referéncia de cada cabo € o ponto de fixagao do cabo na base.
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Para os cabos cuja projecdo horizontal aumenta durante uma rotacdo dq,
a derivada dx é dado por
dx; = g,Lcosqdq 4.2)
Se a projecao horizontal diminui, dx é dado por
dx; =-g;Lcosqdq (4.3)
Como a projecao vertical sempre diminui, dy é dado sempre por
dy; =-glLsencdqg (4.4)
O trabalho externo devido as cargas concentradas e as forcas dos cabos
atuantes sobre a barra, em uma configuragéo final q, é dado pela equagéo

n<6/2 q‘ ae q\
DW = 3 9,L T @)cosa)da - Q oL Y, (@)cosa)da -
i=1 0 nc/2+1 0

. (4.5)

r P
& 9Ll (@)sena [dq + § PG senq + py senq

i=1 0 i=2
onde nc é o nimero de cabos.

As funcbes T,(q) e T,(q) ndo sdo conhecidas analiticamente, ja que

representam as componentes da for¢ca no cabo que s&o obtidas numericamente
para cada configuracéo da catenaria.

Considerando uma rotacdo g positiva, o primeiro termo da equacao (4.5)
representa o trabalho realizado pelas componentes horizontais das forgcas nos
cabos a esquerda da torre (figura 4.1b) e o segundo termo representa o trabalho
das componentes horizontais nos cabos que estdo a direita da torre. Como
observado no Capitulo 2, o primeiro termo sempre é maior que o segundo, ja
que a componente horizontal da forca cresce com o0 aumento da projecéo
horizontal do cabo e decresce com o decréscimo dessa projecdo. O terceiro

termo representa o trabalho das componentes verticais de todos os cabos.

4.1.2.
Equacéo do caminho pés-critico de equilibrio

Considere o caso geral em que a torre esta submetida ao peso proprio, a
varias cargas concentradas e sustentada por diversos cabos. Derivando Dp em

relacdo a coordenada generalizada q, temse para uma carga de referénciaP; :
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1 84 /2 nc nc

 =———Ca 9T, (@cosq- g gT@)cosq- g 9T, (@)senq
Glsenq i=1 i=nc/2+1 i=1
- é_ Pin senq - pysenqj
i=2 a

Para tracar o caminho pés-critico neste caso, incrementa-se a perturbagéo
g em pequenos valores a partir de q =0 e, para cada valor de g, encontram-se

as forcas que os cabos exercem sobre a barra e obtém-se o P, necessario para

atender o equilibrio.

4.1.3.
Andlise da carga critica

A carga critica € obtida diretamente da equacdo (4.6) fazendo-se a
perturbacdo g tender a zero. Na determinacéo das configuracbes 6timas para a
carga critica, foram feitas duas andlises: (a) variando a inclinacdo com o
comprimento do cabo mantido constante, e (b) variando simultaneamente a

inclinacdo e o comprimento do cabo (cabo preso ao solo em um ponto fixo).

4.1.3.1.
Comprimento do cabo constante

Para facilitar a andlise paramétrica, o comprimento do cabo, s, é dado,
como mostrado no Capitulo 2, por s = f1/sx2 + sy2 , onde f € sempre maior que 1

2 2

y_ €0 comprimento do segmento de reta que liga os pontos A e B, de

fixacdo do cabo, tendo inclinacdo a, como ilustrado na Figura 4.2.

X
“ ™ B

Sy

Figura 4.2: Inclinacéo e projecbes da reta que une os pontos de fixagdo do cabo.

A Figura 4.3 apresenta a varia¢8o da carga critica de uma torre sustentada
por dois cabos, a medida em que varia-se a inclinacéo, a, do segmento de reta
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gque une os pontos de fixacdo dos cabos. O comprimento do cabo e do segmento
A-B foram mantidos constantes e variou-se em cada caso a inclinacdo a. O
modelo apresentado possui uma barra, cujo peso foi desprezado, e cabos com

10m comprimento e peso w =718IN/m. A torre tem L=10m. Na Figura 4.3a

tem-se f=1,05, enquanto na Figura 4.3b, temse f=1,001 (cabo muito mais tenso).

2.5 1000 —
E TN p=0; f=1,05; p=0; f=1,001;
. s=10m; L=10m; 1 A~ s=10m; L=10m;
| N w=71,81N/m 800 - w=71,81N/m
1.5 i
g 14 Z 600
o Q
o - L T
E =
G 0.5 5}
o o 400—
0 J
1 200 —|
0.5
B o I I e e e L I o
5 10 1520 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 5 10 1520 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
a[q all
(@) f=1,05 (b) f=1,001

Figura 4.3: Variagdo da carga critica em funcéo da inclinacéo a.

No caso exibido na Figura 4.3a, em que o0 cabo estda em uma configuracao
de catenaria completa, a maxima carga critica para 0 modelo de cabos é obtida
com uma inclinacdo de trinta graus. Pode-se notar que as inclinagdes maiores
gue setenta graus levam a cargas criticas negativas. Isto significa que, para
manter o equilibrio na posicdo fundamental, € necesséaria uma forca atuando de
baixo para cima. Em 4.3b, com o cabo bem mais tenso, a carga critica maxima
ocorre para a=39°. Deve-se observar que ha uma grande diferenca no valor da
carga critica em ambos os casos, mostrando a grande influéncia que tem a

protensdo inicial no cabo, que é intimamente ligada a geometria do mesmo,

sobre a carga critica da estrutura.

4.1.3.2.
Influéncia do comprimento do cabo na carga critica

Um aspecto interessante a considerar € a influéncia do comprimento do
cabo na carga critica. Para isto, mantém-se fixo o0 ponto de ancoragem no solo e
varia-se a posicdo em que o mesmo é fixado a torre, mantendo-se constante o
fator de protensédo f. Espera-se que o maximo ndo ocorra mais nas posicdes ja
encontradas, ja que um cabo mais longo é também mais pesado e o angulo que

o cabo faz com a torre também varia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115535/CA

69

Na Figura 4.4, mostra-se a valacdo da carga critica da torre estaiada em
funcdo da inclinacdo, a, e do comprimento do cabo, s, mantendo-se constante o
ponto de fixacdo ao solo. Na Figura 4.4a témse os resultados para f=1,05,
enquanto na Figura 4.4b, tem-se os resultados para f=1,001. A maxima carga
critica foi obtida com uma inclinacdo de aproximadamente quarenta e nove graus
para o caso (a) e cinquenta e cinco para o caso (b). Novamente observa-se a
grande influéncia da protenséo inicial no cabo sobre a carga critica da torre.
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Figura 4.4: Variagao da carga critica em fungdo da inclinagdo e do comprimento do cabo.

Ao comparar as Figuras 4.3 e 4.4 para cada valor de f, percebe-se que a
primeira apresenta valores bem mais elevados para a carga critica, isto porque o
comprimento do cabo, para a maioria das inclinacBes, é maior na andlise
apresentada na Figura 4.3. A influéncia do comprimento do cabo pode ser
melhor observada na se¢éo seguinte.

4.1.3.3.
Influéncia do peso e comprimento do cabo

A Figura 4.5a gresenta a variagado da carga critica em fungdo da secao
transversal do cabo, para um cabo com uma inclinagéo constante de sessenta
graus (a=60°). As secbes adotadas foram retiradas da Figura 2.7. A Figura 4.5b
apresenta a variagdo da carga critica quando o comprimento do cabo € variavel,
mantendo-se constantes a inclinagéo, o fator de protensdo f e o peso do cabo.
Pode-se perceber que, quanto mais pesado e mais comprido for o cabo, maior
sera a carga critica, isto porque 0 momento restaurador, devido aos cabos, é

maior.
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Figura 4.5: (a) Variacéo da carga critica em fungao do peso do cabo. (b) variacdo da

carga critica em fungdo do comprimento cabo.

4.1.3.4.
Influéncia do fator de protenséo f

A Figura 4.6 apresenta a variacao da carga critica para um modelo de dois
cabos. Os pontos de fixacdo dos cabos sdo mantidos constantes, apenas varia-
se 0 comprimento do cabo, através do fator de protensdo f. Nota-se que, a
medida que f aumenta, o cabo se torna mais longo, diminuindo paulatinamente a
carga critica da torre que tende assintoticamente a zero. A medida que o cabo se
torna mais longo neste caso, diminui a sua forca sobre a coluna e o angulo entre
esta forca e a torre, diminuindo assim as forgas de restauracéo do equilibrio face

a uma perturbacéo q.

30
p=0; L=10m;
w=71,81N/m

P critico [kN]

Figura 4.6: Variagao da carga critica em fungéo do pré-tensionamento.
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4.1.4.
Andlise do caminho pdés-critico de equilibrio

Novamente o estudo é realizado em um modelo com apenas dois cabos, ja
que o comportamento apresentado fornece uma boa previsdo para modelos com

mais cabos e diminui 0 nUmero de variaveis na analise paramétrica.
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Figura 4.7: Caminhos pés-criticos de equilibrio para diferentes inclinagdes.

A Figura 4.7 exibe o caminho pds-critico de equilibrio (eq. (4.6)), no caso
em que ha somente uma carga axial P, localizada no topo de uma coluna de
10m altura, sustentada por dois cabos, para quatro valores diferentes de a. Os
pontos assinalados indicam em cada caso onde uma das catenarias passa de
completa a incompleta, ou vice-versa. Verifica-se que em todos os casos a
estrutura apresenta uma bifurcagdo simétrica estavel. Entretanto a curvatura
inicial do caminho pés-critico € quase nula, tal como acontece na coluna de
Euler. Nota-se que, ap6s a rotagdo de alguns graus, h4 um crescimento

consideravel da rigidez efetiva associada ao caminho pés-critico. Isto se explica
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pelo crescimento acentuado da forca no cabo que alonga. Como pode-se
observar na Figura 4.12, mais adiante, a forca no cabo, dada pela equacdo da
catenaria, cresce inicialmente a uma taxa pequena a medida que o cabo alonga,
mas, a partir de um determinado valor de alongamento, depois que a catenaria
se torna incompleta, a forca de tragdo no cabo passa a crescer a uma taxa cada

vez maior, tendendo a infinito.

4.1.4.1.
Estabilidade do caminho pés-critico

A Figura 4.7 exibe caminhos poés-criticos para determinadas inclinacées
gue seguramente seriam instaveis, caso fossem usadas molas lineares no lugar
dos cabos. Acreditava-se que os cabos também apresentariam este
comportamento para determinadas configuraces, porém em todas as analises
aqui realizadas a curvatura inicial do caminho pés-critico foi sempre positiva.

Entretanto, em alguns @sos, a carga critica pode chegar a zero ou se
tornar negativa, o que ndo é certamente desejavel. A Figura 4.8 exibe para cada
valor de f os valores limites do angulo a para o qual a carga critica se torna nula.
Portanto valores entre as duas curvas, correspondem a configuracbes que
possuem carga critica positiva e caminho pos-critico estavel. As duas curvas
correspondem exatamente aos pontos onde a torre perde o equilibrio em virtude

somente das forgcas exercidas pelos cabos sobre a mesma.
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Figura 4.8: Curvas limite para o qual o sistema apresenta caminhos pds -criticos estaveis

com carga critica positiva.

Para a obtencdo dos valores apresentados na Figura 4.8, foi desprezado o

peso proprio da torre. Pela equacdo (4.6), a consideracdo do peso proprio
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diminui a regido de equilibrio estavel, deslocando a curva superior para baixo e a
inferior para cima.

Os casos que ndo estdo situados entre as duas curvas da Figura 4.8,
apresentam cargas criticas negativas. O momento de tombamento, causado por
algumas componentes das forcas dos cabos € maior que 0 momento

estabilizador.

4.1.4.2.
Afrouxamento de cabos e estabilidade

Na configuracdo inicial perfeita, g =0, os cabos de ambos os lados tém as
mesmas caracteristicas e exercem sobre a coluna as mesmas componentes de
forca horizontal e vertical. Quando uma perturbagcdo € imposta ao sistema, os
cabos de um lado esticam e os do outro lado afrouxam, as componentes das
forcas se modificam, gerando um desequilibrio nos momentos em torno da base.
Verifica-se que este momento tende a trazer a estrutura para a configuracao
original de equilibrio. Isto permite haver um incremento para a carga externa, a
fim de atender o equilibrio, o que explica a existéncia de uma bifurcacéo
simétrica estavel.

A Figura 4.9 exibe o caminho pos-critico de um modelo com 2 cabos,
impondo uma perturbacdo positiva, para duas hipéteses: (a-c) considerando-se
os dois cabos; e (d-f) o mesmo caminho, s6 que desprezando o cabo que sofre
um afrouxamento durante o incremento da perturbacdo, ou seja, apenas o cabo
esquerdo é mantido. Comparando-se as partes (a) com (d), (b) com (e) e (c) com
(f, pode-se verificar que, na presenga de um Unico cabo, ndo h& mais equilibrio
na posicéo vertical. Se a coluna tomba na dire¢do do cabo, ndo é possivel haver
equilibrio com cargas positivas (para baixo). Se a coluna tomba no sentido
oposto, podem existir duas configuragdes de equilibrio, uma instavel, associada
a um pequeno valor de g, e outra estavel, associada a un angulo maior, ver
Figura.4.9g. Este estudo permite prever o que ocorre quando ha em um acidente
ou colapso de um dos cabos. Dependendo das imperfei¢cOes iniciais, ou a torre
cai ou so alcanca o equilibrio para uma configuragcdo bem afastada da original.

Em uma estrutura com mais de dois cabos, o colapso de um deles sempre
leva a uma mudanca brusca na configuracdo de equilibrio, podendo inclusive
causar o colapso de toda a estrutura. Também, qualquer assimetria no sistema
de cabos tem 0 mesmo efeito de uma imperfeicao inicial.
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Figura 4.9 (a-f) Caminhos de equilibrio considerando dois ou somente um cabo. (g)

andlise qualitativa do equilibrio.

4.1.5.
Caminhos de equilibrio considerando imperfei¢des iniciais

Considerando o modelo imperfeito exibido na Figura 4.10, em que a barra

estd em uma configuragdo inicial com uma rotagdo q,, sujeita a uma carga

lateral g, e a cargas axiais P excéntricas, o caminho de equilibrio € dado por

1 asg/? o o
P, = g;T,;@)cosq - gT,;@)cosq - g 9T,;@)senq
" G(senq +e, cosq) é.a:l i:n§2+l iaz-l g

4.7

Y 1 Y
- a PG(senq +e; cosq)- pysenq - EqLcosq T
a

i=2
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Figura 4.10: Modelo imperfeito.

Quando a torre esti inicialmente em uma configuracdo ndo perturbada,
como na Figura 4.10a, significa que existe uma assimetria no sistema de cabos,
por exemplo, comprimentos diferentes. A Figura 4.11 apresenta o caminho pos-
critico estando o modelo com imperfeicdes iniciais para dois diferentes valores
de a (40° e 70°). Neste caso os cabos possuem comprimentos ligeiramente

diferentes (s;=10,1m e s,=10m).

30— 12—
s1=10,1m; p=0;
s2=10m; f=1,01;
4 g w = 71,81N/m;
a=70°%
20— 8-
g g |
2 o
10— 2
s1=10,1m; p=0;
dJ|s2=10m; f=1,01; 4
w=71,81N/m;
a=40°;
oT—T—T T T T T ] o — T T fF— 17—
3 2 1 o 1 2 3 -4 2 o) 2 4
qrel ql°]

@) (b)

Figura 4.11: modelo com cabos com comprimentos diferentes

Pode-se observar que o comportamento é tipico de um sistema imperfeito,
apresentando um caminho nao linear de equilibrio onde as rotagfes crescem em
uma taxa maior na vizinhanca da carga critica e um caminho complementar de
equilibrio.

A inclusdo da carga lateral g e da excentricidade das cargas axiais,
provocardao o mesmo efeito do exibido na Figura 4.11, como ja visto no estudo

do modelo de molas.
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4.2.
Representacéo de cabos por molas ndo-lineares

Em muitos trabalhos sobre o projeto de torres estaiadas recomenda-se
modelar os cabos como molas lineares [14]. Em alguns trabalhos de pesquisa
(ver, por exemplo, referéncia [10]), os cabos sdo modelados como molas nao-
lineares, facilitando assim o estudo analitico do modelo nao-linear. O Unico
problema é encontrar as constantes de molas adequadas para representar cada
cabo.

Se para um determinado cabo, faz-se q variar em pequenos incrementos,
de zero até 5°, por exemplo, para cada valor de g obtémse um valor diferente
para a forca T do cabo que atua no ponto de fixacdo do cabo a barra. O conjunto
de pontos obtido corresponde a uma curva que pode ser representada por um
polinbmio com coeficientes ajustados, por exemplo, através do método dos
minimos quadrados.

Para um dado angulo de rotacdo q pode-se obter o correspondente
alongamento DI da hipotenusa do tridngulo cujos catetos sdo as projecfes
horizontal e vertical do cabo (equacgbes (3.8) e (3.9)), isto é, o segmento de reta
gque passa pelos pontos de fixacdo do cabo ao solo e do cabo a coluna. Assim,
se ao invés de cabos, forem consideradas molas conectadas a barra, onde a
forca em cada mola ira variar segundo um polindmio determinado a partir da
curva T versus DI, os modelos de cabos e molas deverdo ser praticamente

equivalentes.

4.2.1.
Funcdes que representam a variagéo da forga do cabo

A forca no cabo agindo sobre a torre é substituida pelo polindmio
T, =3y +a,Dl, +a2I]q2 +a3Dq3 (4.8)
A forca T, do cabo € conhecida para cada Dl,, que por sua vez €

determinado em fungdo da perturbacdo q, restando os coeficientes como
incognitas.
O método dos minimos quadrados [15], usado para determinar os

coeficientes de (4.8), consiste na resolucdo do sistema
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Os dados da curva T, versus DI sdo manipulados de forma a garantir um

comportamento igual na tracdo e compressédo para a equacao (4.8), dessa forma

o coeficiente a, acaba se anulando.

Fazendo F, =a,, k; =a, € k, =a,, a forga na mola € dada pela equagéo

F =F, +kD +k, D’ (4.10)
Fazendo a integral da equacdo (4.10), obtémse a energia interna de
deformacéao para o modelo de molas

U =Fyl, + 2kl + kDl (4.12)

Neste trabalho, na determinagdo das constantes de mola, variou-se a
perturbacdo de zero até 10° em pequenos incrementos. Nos casos em que nao
foi possivel resolver a catenaria até a perturbacéo de 10°, os dados que foram
levados em conta na hora de calcular as constantes foram aqueles referentes ao
intervalo de perturbacdo de zero até a metade do valor de perturbacdo que
desse origem a uma configuragdo em que ndo era possivel resolver a catenaria.
Isto resultou na determinacdo de constantes que representam melhor o cabo,
quando comparadas com as determinadas a partir de um intervalo iniciado em
zero e que vai até a perturbacdo que causa uma configuracdo em que nao é
possivel resolver a catenaria.

A Figura 4.12 apresenta uma comparagéo entre a curva T, versus Dl, »

obtida pela catenaria e a mola naolinear dada pela equacgéo (4.8), para varias
inclinagdes e dois niveis de pré-tensionamento.

Pode-se perceber que a aproximacdo por molas apresenta bons
resultados, porém, quando o cabo estd numa configuragdo muito esticado a sua

forca tende para infinito, enquanto que a da mola permanece bem inferior.
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Figura 4.12: Comparacéo entre a forca dada pela catenaria e a equagéo (4.8) com as

constantes determinadas pelo método dos minimos quadrados.
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