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Analise da Estabilidade — Modelo de Molas

Apresenta-se neste capitulo, a analise estatica da estabilidade de torres
estaiadas, sendo os estais modelados como molas lineares, molas bi-lineares e
molas nao-lineares. No proximo capitulo apresenta-se a analise da estabilidade
considerando o modelo de cabos (equacédo da catenaria). A carga critica e 0s
caminhos de equilibrio para a estrutura perfeita e imperfeita sdo obtidos a partir
da expressdo da energia potencial total, usando-se o principio da energia
potencial minima. Uma apresentacéo clara da aplicacdo de métodos de energia
para a andlise da estabilidade de estruturas pode ser encontrada, por exemplo,
em Croll e Walker [13] e Thompson e Hunt [14]. Usando-se essas equacdes, faz-
se uma analise paramétrica da influéncia dos parametros geomeétricos e fisicos,
bem como das imperfeicdes de carga e geometria na carga critica e nos

caminhos de equilibrio.

3.1.
Modelo de molas lineares

(a) (b)

Figura 3.1: Modelo de molas: (a) configuracao inicial. (b) configuragdo perturbada.

A Figura 3.1 apresenta uma barra rigida de comprimento L presa a duas
molas e sujeita a dois tipos de carregamentos, carga axial P, disposta a uma
altura H do apoio da barra, e uma outra carga axial p devida ao peso proprio,
situada no centro de gravidade, y, da barra. Cada mola tem uma inclinagdo a e

esta fixada a barra a uma distancia h do apoio da mesma. Na Figura 3.1 mostra-

se a geometria da torre e o carregamento. Na Fig. 3.1a, apresenta-se a torre na
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configuracdo fundamental de equilibrio cuja estabilidade se deseja analisar e, na

Fig. 3.1b, a estrutura sujeita a uma perturbacéo cinematicamente admissivel, .

3.1.1.
Energia Potencial total

A variacdo da energia potencial total, Dp, entre as duas configuracbes
exibidas na Figura 3.1, é dada por

Dp =DU - DW (3.1)

onde DU é a variacdo da energia interna de deformacdo e DW € a variacdo do

trabalho das cargas externas. Estas parcelas de energia sdo apresentadas a

sequir.

3.1.2.
Energia interna de deformagéo

A forca que age em uma mola linear é dada por
F=k,D (3.2)
onde k, é a constante de mola e DI é o seu alongamento.

A energia interna de deformacdo armazenada em uma mola devida a um
alongamento DI é dada por

k
U :71D2 (3.3)

Considerando que o alongamento DI da mola pode ser a soma de um
alongamento inicial DI,, com a mola pré-tensionada em =0, mais o
alongamento causado durante a rotacdo g da barra, DI,, pode-se escrever D
como:

DI =D, +Dl, (3.4)

Inserindo (3.4) em (3.2) e fazendo DI, =0 e F =F,, determina-se D,

F
DI, =-2%
0 K, (3.5)
e a forca na mola pode ser reescrita como
F=F +k0, (3.6)

Substituindo DI, em (3.4) e inserindo este resultado em (3.3), a energia

interna de deformacao na posigcéo perturbada toma a forma
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_1R° 1, o2
_Ek_l +F,Dl, +§k1D|q (3.7)
Assim, a forca na mola e a energia interna de deformacgdo ja levam em

conta a forga de um possivel pré-tensionamento, F, .

Na formulacdo apresentada a seguir e usada nos programas
computacionais desenvolvidos, considera-se um numero arbitrario de molas e
cargas concentradas.

A variacdo do comprimento de uma mola i devida a rotacéo q € dada por

2 o}

0 1 =
+senq= +cos’q - +1. 3.8
g\/t i q tana,’ = (38)

onde se considera que o angulo g é positivo no sentido apresentado na Figura
3.1b e g relaciona a posic¢éo, h, de fixagdo da mola na barra com o comprimento
dabarra, L, g =h/L (Figura 3.1a).

O valor de DI, para as molas a direita da torre, que encurtam com um q

positivo, é

7 o
- — - senq = +cos’ +1. 3.9
qg q4- tana;° - (39

3.1.3.
Trabalho das forgas externas

A variacdo do trabalho das forcas externas, DW, produzido pelas cargas

externas concentradas, Pi, e a carga devida ao peso proprio, p, durante uma
rotacdo g da barra é dada por:
np
DW = pyL(L- cosq)+Q P.GL(L- cosq) (3.10)
i=1
onde:
np é o nimero de cargas concentradas ao longo da coluna;
G relaciona a posicdo de aplicagdo da carga com o comprimento L da
barra (G=H/L), como indicado na Figura 3.1a;
y relaciona o centro de gravidade y, da barra, com o comprimento L

(y=y/L);
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3.1.4.
Equacgéo do caminho pés-critico de equilibrio

Derivando a expressao da energia potencial total (Eq. (3.1)) em relacdo a
coordenada generalizada ¢, obtémse a equacdo ndo-linear de equilibrio do

caminho pés-critico. Isolando a carga concentrada P, , tem-se:

am 2 O np
Plz;(f igel—i+FOiD i +lkﬁD| 221 a P,G senq
Gsenqg §iZ; dg §2 k, a2 = B (3.11)
- py senq)

onde nm € o nimero de molas.

A equacdo do caminho poés-critico de equilibrio pode ser escrita em uma
forma adimensional. Considere o caso mostrado na Figura 3.1, em que as Unicas
cargas concentradas sdo P e o peso proprio p, e que ha apenas duas molas.
Substituindo o alongamento correspondente a cada mola (equagdes (3.8) e

(3.9)) em (3.11), o caminho pds-critico, escrito em uma forma adimensional, é

dado por
_ cosq éa 88 1 ) 1 9+
P1L — 0 =
senq g g\/tanal2 +2tana, seng +1 Jtana,’ - 2tana, senq +1
& 41+2cosa;sena;senq-1  1- 2cosa;sena,senq - 1 09 (3.12)
1 s
gsenap/tanal2 +2tana,senq +1 senaﬂ/tanal2 - 2tana,senq + 15~
- Xp
sendo:
PG
| py =2 3.13a
KL (3.13a)
X, = % (3.13b)
Foi0:
Xo =—— 3.13c
L (3.13¢)
X, =0, (3.13d)

Para se chegar a equacéo (3.12), considerou-se que as duas molas sédo
idénticas, como acontece usualmente nas aplicacdes praticas, simplificando

assim as equacoes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115535/CA

38

3.1.5.
Andlise da carga critica

O valor de | , obtido no limite quando g tende a zero é dado por

| oo =2c0sa,>(x,- X, S€Na, ) - X (3.14)

Pcri p

Verifica-se que o parametro de carga critica, |,, , dado pela equacdo

(3.14), é funcdo dos parametros adimensionais x,, %, X, € a,. Tem-se pois

p
que a funcdo carga critica descreve uma superficie no espaco quadri-
dimensional.

Para ilustrar como a carga critica € influenciada por essas variaveis, a
Figura 3.2 apresenta algumas variagdes do parametro de carga critica, | pgg,

com essas variaveis, onde, em cada caso, 0s parametros mantidos constantes
assumem valores na faixa daqueles encontrados em aplicagBes praticas. Na Fig.

3.2a e 3.2b varia-se a, para dois valores distintos de x,, e quatro combinagdes
de a, e x,. Na Fig. 3.2c varia-se x, para alguns valores diferentes de a, e x,,
considerando x,=0, e na Fig. 3.2d varia-se x, para diferentes valores de a, e
X, (X,=0). Verifica-se nas Figuras (a) e (b) que |, decresce de forma ndo
linear a medida que a, cresce, sendo mais afetado pela variagdo do ponto de
fixagdo do cabo (x,) que pela protenséo do mesmo (x, ). Quando o peso proprio
da torre € pequeno (x, » 0), a carga critica € sempre positiva, independente do
valor de a,. Entretanto, quando o peso préprio € uma parcela consideravel da
carga critica, existe um valor a, limite a partir do qual a carga critica se torna

negativa. Com relagdo ao parametro de protensdo das molas, verifica-se que a

carga critica decresce linearmente com x,, mas que, dentro dos limites praticos,
este valor tem pouca influéncia sobre |, ;. Finaimente, verifica-se em (d) que
| peri Cresce linearmente com x,, sendo a taxa de crescimento bastante

influenciada por a,. Estas conclusdes séo confirmadas através da andlise das

derivadas de | ,,; com relac&o aos seus parametros de controle.
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Figura 3.2: Variac¢&o do parametro de carga critica em fungéo dos parametros

adimensionais.

Derivando a equagéo (3.14) com relagao as suas variaveis, obtém-se

MWoei - 2cosa,’ sena, (3.15)
0
T” Pcri —
2cosa; (3.16)
1
T” Pcri
L Peri, 3.17
oy (3.17)
ﬂ_% Peii = 2cosa,(2x, sena,” - 2x,sena, - X,cosa,”) (3.18)
a'l

A partir destas derivadas, que podem ser consideradas como parametros

de sensibilidade do parametro de carga critica com relagdo a seus parametros

de controle, verifica-se que, como esperado, | .., decresce linearmente com o

aumento do peso proprio da coluna (eq. (3.17)) e de forma néo-linear com o
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aumento da protensdo, dependendo neste caso apenas do valor da inclinagéo

da mola a, (eq. (3.15)). Para cada valor de a,, a relagéo entre |, € x, €
linear. Verifica-se também que a derivada com relagéo a x, € sempre maior ou
igual a zero, dependendo apenas de a,, sendo que em a, =0°, possui seu valor
maximo, neste caso tem-se as molas na posi¢céo horizontal a uma altura g,. O
sinal da derivada indica que um incremento no valor de x, sempre resulta em
um aumento da carga critica, e que x, tem seu efeito reduzido a medida que o
angulo a, cresce, sendo nulo em a;=90° (mola vertical). Cabe ressaltar que a,
e x, Sdo os parametros geomeétricos que definem a geometria da mola em sua
configuragéo fundamental. Ja a derivada de | ., com relagdo a a, depende dos

diversos parédmetros de controle. Estas observacdes estdo de acordo com o0s
gréficos mostrados na Figura 3.2.

Derivando novamente (3.18) em relagdo a x, e a x, conclui-se que um
incremento em x, faz com que a derivada |l /fa, cresca somente para
a, >35,26°. Um incremento em x, fara com que 9l .., /fa, sempre diminua de
valor. O valor de 1l /fa, € sempre negativo se X, e x, forem positivos,
indicando que ao aumentar-se a;, mantendo-se 0S outros parametros

constantes, esta-se diminuindo a carga critica.

Com base nestas conclusfes, pode-se supor que a maxima carga critica
ocorre para a, =0, x, =1, X, =0 e X, =0. Uma situacao ideal que nao coincide
com a maioria das torres encontradas na pratica.

Um estudo da maximizagdo da equacdo (3.14), utlizando o software
LINGO, versao 8.0, indicou estas mesmas coordenadas para o ponto de maximo
da funcéo carga critica.

3.1.5.1.
Valor limite do parametro de protensao x,

Verifica-se que x, diminui a carga critica da torre. Fazendo 1., =0 na
equacdo (3.14), chega-se ao seguinte valor ma ximo para x,

Xl
Xojim ——————— .
0lim sen . (3 19)

Escrevendo (3.19) em termos das variaveis dimensionais, concluise que o
valor maximo para a carga de pré -tensionamento é
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— glle
Fouim = ~——— .
i = o (3.20)

Se F, for igual a (3.20), a carga critica € zero e a torre perde a

estabilidade exclusivamente em virtude da protensdo dos estais. Note que

gL /sena, € o comprimento da mola apds receber o alongamento causado pela
forca F,,, isto quer dizer que € impossivel aplicar uma carga maior que (3.20).
Sendo F,; menor que (3.20), tem-se valores positivos para a carga critica, como

desejado. Assim, ao se projetar a torre, deve-se ter cuidado com a protenséo

dos estais, para que isto ndo prejudique a capacidade de carga da torre.
A equacdo (3.20) torna ainda mais evidente como as variaveis

dimensionais influenciam na carga critica. Aumentando g,, k; e L e diminuindo
a,, estd-se aumentando este valor limite da carga de pré-tensionamento,

consequentemente esti-se aumentando a carga critica da torre estaiada.

3.1.5.2.
Andlise da carga critica a partir da equacéo na forma dimensional

Ha uma relagdo entre g, e a, que ainda nado foi considerada na analise
anterior. Se o comprimento do cabo é mantido constante ou se o cabo esta
preso a um ponto fixo no solo, quando varia-se a, acaba-se variando também
g,. A diminuicdo de a, é benéfica para a carga critica, porém isto diminui g,,
gue também influencia a carga critica (quanto maior for g,, maior sera a carga

critica, como visto anteriormente).

Trabalhando com a equacdo na forma original, isto €, com a equacao
(3.11), esta relacao pode ser melhor compreendida.

A derivada da carga critica em relagdo a g, € dada por

1P, _cosa,’
o T1(4Lklgl - 2F, sena,) (3.21)

Considerando o comprimento da nmola constante durante uma mudanca na
inclinacdo da mesma, a, € relacionado com g, através de

gk

a, =arcsen (3.22)

Se o projecéo horizontal da mola for mantida constante, a, € dado por

9t

X

a, = arctan (3.23)
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onde s é o comprimento da mola e s, , a sua projecao horizontal.

Fazendo o comprimento s, da mola na equagéo (3.22), ser igual a b vezes
o comprimento da barra (s =bL) e substituindo (3.22) em (3.21), conclui-se que
se F,, for maior que k,bL, a derivada da carga critica em relagéo a g, é
negativa e consequente um aumento em g, diminui a carga critica. Para
Fo. <k;bL, um aumento em g,, embora também aumente a,, faz com que a
carga critica aumente. Nota-se que k,bL é exatamente o valor dado em (3.20),
entdo qualquer incremento em g, aumenta o valor da carga critica.

Considerando o caso da equacgédo (3.23), em que 0 cabo esta preso a um
ponto fixo no solo, s, € tomado igual a b vezes o comprimento da barra.

(s, =bL). Substituindo (3.23) em (3.21), conclui-se que se F,, for maior que

kitb® 3b?+g’

F =
b?+g,’ b?

0llimg,

(3.24)

um aumento em g, diminui a carga critica. Para F,; menor, uma aumento em g,

faz com que a carga critica aumente.

3.1.5.3.
Consideracao de varias cargas axiais

Quando o problema tiver varias cargas concentradas P, deve-se diminuir
da equacéo (3.12), os valores de | ,; dados por

_RG

P L (3.25)

tendo portanto, 0 mesmo efeito do peso proprio.

3.1.6.
Caminho poés-critico de equilibrio

A Figura 3.3 exibe o caminho pds-critico (equacéo (3.12)) em funcéo da
perturbacdo q, para diferentes valores de a,. Para facilitar a comparagéo das

curvas e em particular da curvatura inicial em cada caso, tem-se no eixo vertical

adiferenca (1 - | pgi)-
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Figura 3.3: Caminho pos -critico para diferentes valores da inclinagdo da mola.
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Verifica-se que a bifurcacdo pode ser simétrica estavel ou instavel,

dependendo dos parametros da estrutura. Somente as configuracdes exibidas

nas partes (b) e (c) possuem um caminho poés-critico estavel, isto €, a medida

gue aumenta-se a perturbacdo q, o sistema é capaz de suportar mais carga.

Como nas outras duas configuracdes, o caminho resultou instavel, uma analise

da estabilidade do caminho pds-critico em funcdo da variacdo dos parametros

a,, X,, X, € X, € necessaria.
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3.1.6.1.
Andlise da estabilidade do caminho pés-critico

O que ir4 dizer se um caminho pos-critico é estavel ou ndo € o sinal da
segunda derivada da variagdo da energia potencial com relacdo a q ao longo do
caminho n&o-linear de equilibrio. Da teoria de maximo e minimo de fungées,

tem-se que se

2
dd:)f >0 (3.26)
o equilibrio sera estavel, e se
2
dd(?f <0 (3.27)

0 equilibrio serainstavel.

Caso se deseje estudar apenas 0 comportamento inicial do caminho pos-
critico, pode-se, para sistemas com controle de carga, substituir este critério,
pela analise do sinal da curvatura inicial (critério de Koiter) [13].

Calculando a segunda derivada da equacdo (3.12) em relacdo a q e

fazendo o limite quando g tende a zero, obtémse a equacao
b =2cosa,’(x, sena,(1- 5sena’cosa’) - x(1- 5sena’ cosa,’)) (3.28)
que define a curvatura inicial do caminho pds-critico, sendo esta funcdo de a,,
Xo € X;-
A Figura 3.4 mostra a derivada da curvatura inicial, b, em relagéo a x, e
X, . Verifica-se que ambas se anulam nos mesmos pontos. A derivada com
relagdoa x, € negativa dentro do intervalo 317° £a, £ 583°. Para este mesmo
intervalo, a derivada da curvatura inicial em relagdo x; € positiva. Isto quer dizer
gue estando dentro deste intervalo, um acréscimo em x, aumenta o valor da

curvatura inicial, conseqiientemente aumentando a estabilidade do sistema, o
mesmo acontece se diminuirmos x, dentro deste intervalo.
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Figura 3.4: Derivada da curvatura inicial com relagéo a X, € X; .

Fazendo a curvatura inicial igual a zero, chega-se novamente a um valor

limite para x,. Se x, for menor que x,/sena,, a curvatura hicial € positiva
dentro do intervalo mencionado. Entéo, para o equilibrio ser estavel, a, devera
estar dentro deste intervalo. Se x, for maior que x,/sena, a curvatura inicial €
positiva somente fora do intervalo, porém este valor de x, leva a uma carga

critica negativa, como visto anteriormente.
Desta forma, conclui-se que o intervalo onde a bifurcacdo simétrica é
estavel € em 317° £a, £583°. Para inclinagdes de mola igual a 31,7° ou 58,3°

a curvatura inicial € sempre nula.
Na auséncia de pré-tensionamento, a inclinacdo com a maxima curvatura
inicial para este exemplo € aproximadamente em 42,5°. x, e a diminui¢éo de x,

provocam uma pequena reducéo neste valor.
A Figura 3.5 exibe o caminho pés-critico para as situagdes que estao muito
préximas da fronteira do intervalo estavel. Se fossem tomados os valores exatos

gue definem o intervalo, o caminho pdés-critico inicial seria praticamente uma

reta, como acontece com a coluna de Euler.
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Figura 3.5: caminhos pos -criticos na fronteira de estabilidade.

3.1.7.
Modelos Bi-lineares

E usual na literatura, modelaremse os estais da torre como molas bi-
lineares que resistem de forma diferenciada aos esforcos de tracdo e
compressao. Dentre estes modelos, 0 mais usado € aquele que considera que
as molas s sdo capazes de resistir a esfor¢os de tracdo. O objetivo deste item é
analisar o efeito deste modelo constitutivo no comportamento da torre. Este
modelo serve também para entender o0 que acontece quando ha a ruptura de um
dado estai.

Considere que inicialmente existe uma Unica mola, localizada no lado
esquerdo da torre e capaz de resistir a esforcos de tracdo e compressao, como

ilustra a Figura 3.6.
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Figura 3.6: Torre com apenas uma mola

O caminho pos-critico desta estrutura, considerando X, =x, =0,x, =1 e

a, = 45°, é mostrado na Figura 3.7, onde se verifica que, neste caso, a estrutura

apresenta uma bifurcacdo assimétrica, apresentando um comportamento pos-
critico estavel quando a mola estd comprimida e instavel quando a mola esta
tracionada. Ao se acrescentar uma segunda mola do lado direito, idéntica a
primeira, o efeito simultdneo das duas molas ndo s6 duplica o valor da carga
critica, como também torna o caminho pds-critico simétrico e estavel. Esta
mudanga de comportamento pode ser facilmente entendida analisando-se a
Figura (3.7). Verifica-se que ao se dar uma perturbacdo g, a forca de
compressdo da mola a direita € bem maior que a forca de tracdo da mola a
esquerda (encurtamento maior que alongamento), 0 mesmo acontecendo com o
braco de alavanca do momento com relagdo a base da coluna. Pode-se assim
concluir que o momento restaurador da mola comprimida é bem maior que

aguele gerado pela mola tracionada.

Xp=0;X0=0
X1=1;a1=45°
1mola
—&—— 2 molas

©
o
(=]
o
w
o
o
w
o
(=2}
o
©
o

arel
Figura 3.7: Caminhos de equilibrio para o modelo com apenas uma mola e duas molas.
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Figura 3.8: Reacdes das molas sobre a torre e seus respectivos bracos de alavanca.

Ao se considerar o modelo constitutivo de mola que reage somente a
tragdo, obtém-se para o caminho pds-critico dois ramos instaveis com elevada
sensibilidade a imperfeicbes, como mostra a Figura 3.9 para molas sem

protenséo inicial (x, =0). Ao se considerar que as molas estdo protendidas,
(curva para x, =01 na Figura 3.9), temse inicialmente para o caminho pds-

critico um pequeno trecho estavel com pequena curvatura inicial, sendo este
trecho acompanhado de um ramo altamente instavel quando a forca de tracéo

em uma das molas se anula.

Xp =0; X1 =1; -
a1l = 4567
—e—x0=0 |o.4
x0=0,1

Figura 3.9: Caminhos de equilibrio considerando que as molas resistem somente a

esforgos de tragéo.

Estes resultados servem também para explicar o que acontece com o
caminho pos-critico quando, por algum motivo, uma das molas sofre um colapso,
criando uma mudanca brusca nas forcas que agem sobre a torre. Na Figura

3.10a mostra-se 0 que acontece quando ocorre o colapso de uma mola
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tracionada (no caso, para melhor visualizar os resultados, quando a rotacédo
atinge 30). Verifica-se que ha uma perda repentina da capacidade de carga da
torre, mas a mola restante que esta comprimida faz com que a capacidade de
carga volte a crescer com 0 aumento da rotacdo . Se, ao contrario, ocorrer o
colapso da mola comprimida, ha um decréscimo repentino da capacidade de
carga da estrutura, relativamente maior que no caso anterior, e o caminho pés-
critico apoés este ponto se torna instavel (Figura 3.10b).

157 1.1 7
1[fp=0x1=1% Xp =0, I By

al =45 X0 =0; X1=1; 4

a1 =45°; 09

X0 =0 0.8 —

© o ©
o o N
1

°
S
P I I A |

© ©
Now

o
N
1

Figura 3.10: Rompimento de estais: (a) rompe-se a mola tracionada. (b) rompe-se a mola

comprimida.

Observa-se que, se em uma estrutura ocorrerem problemas com algum
estai, isto introduz uma assimetria nas forcas que agem sobre a torre,

provocando mudancas importantes no comportamento estrutural.

3.1.8.
Caminhos de equilibrio considerando imperfei¢cdes iniciais

(b)

Figura 3.11: Modelo imperfeito
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Considerando o modelo imperfeito (Figura 3.11), estando a barra na sua

configuragéo inicial com uma rotagéo q,, Sujeita a uma carga lateral g, e a

cargas axiais P excéntricas, o caminho néo-linear de equilibrio é dado por

agm 2 o}
_ 1 ¢y 4 &k b +lkp 22t
G(senq +e, cosq) §iZ; dg §2 K, @2 a

P, =

2 (3.29)
nc .
- 4 P.G(senq +e, cosq)- py senq - %qLcosqg
)

i=2
A variacdo do comprimento da mola devida a rotacdo g é dada, para as

molas do lado esquerdo da barra e do lado direito, respectivamente, por

x .2 .2 0

_ ¢l 1 0 2 e 1 Q 2 . T

D, =g.L +sengxz +cosq - +senq,x= +cCo0s -
qi gi é\/gtanai q - q Jgtana do - Qo o (3308.)

o i 2 :
& .2 .2 0
D, =g &L seng +cos?q - |2 - senq, 2 +cos?qq 3.30b
qi gi g gtanai qB q tanai QOB QO: ( . )
@

3.1.8.1.
Influéncia da imperfeicdo geométrica - q,

A influéncia da perturbacéo inicial no caminho de equilibrio é apresentada
na Figura 3.12, em que a carga lateral e a excentricidade sdo nulas. A presenga
de uma imperfeicéo inicial faz com que o ponto de bifurcacdo desapareca e o
caminho nao-linear de equilibrio da estrutura imperfeita passe a ser ligeiramente
inferior ao do caminho poés-critico da estrutura imperfeita, tendendo
assintoticamente a este a medida que crescem as rotacdes.

(! a1=30°;
60 — 1] q0=0
H 60 — | q0=057°
i 0} —4— q0=573

40 —\f ;¢fll
e )

20 —

P[N]

ar-1l qrel
. @ . O .
Figura 3.12: Caminho de equilibrio do modelo perfeito e com dois niveis de imperfeicdo

inicial.
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Nas Figuras 3.12a e 3.12b, o0 modelo apresentado tem uma Unica carga
axial, aplicada na extremidade de uma barra de 10m de comprimento. As molas

N

estdo conectadas a extremidade superior da barra, com uma forca de pré-

tensionamento de 1IN, F,, =1N, e constante de mola, k; =3N/m.

3.1.8.2.
Influéncia da excentricidade do carregamento - e,

A presenca de uma excentricidade do carregamento tem o mesmo efeito
de uma perturbacéo inicial q,, como mostra a Figura 3.13, para dois valores

diferentes da excentricidade.

60—

'|

403 / II
]

xl

20—

PIN]

7 el=0
el=0,01
—<€—el1=0,05
o7 —

-90 -60 -30 0 30 60 90
are]
Figura 3.13: Caminhos de equilibrio do modelo perfeito e com dois niveis de
excentricidade.
3.1.8.3.

Influéncia da carga lateral - q

A presenca de uma carga lateral também provoca os mesmos efeitos de
uma imperfeicao inicial, conforme exibido na Figura 3.14. Novamente toma-se o
mesmo modelo apresentado anteriormente, considerando um Unico tipo de
imperfeicdo, a carga lateral. Cabe lembrar que em muitas prescricdes de projeto
o vento é modelado como uma carga lateral uniforme.
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70 'S
!
!

i
60 — |I

PIN]

10 — q=0
—q=0,IN/m
—6—q=1,0N/m
0 — T T T T 11 11
-90 -60 -30 0 30 60 90

qrel
Figura 3.14: Caminho de equilibrio do modelo perfeito e com dois niveis de

carregamento lateral.

3.1.9.
Influéncia do aumento no nimero de estais

Apresenta-se uma andlise de um modelo com 4 molas, para saber se as
conclusdes tiradas do modelo com apenas duas molas podem ser
generalizadas.

A Figura 3.15 exibe um modelo com 4 molas, onde os dados relativos a
cada mola estdo indicados.

ka

az

Figura 3.15: Modelo com 4 molas.

Cada par de molas adicionado ao problema acaba inserindo novas

variaveis, relativas a geometria e rigidez de cada mola. Cabe ressaltar que,
como ocorre em aplicagBes praticas, considera-se que cada par de molas

simétricas em relagdo ao eixo da torre possui as mesmas caracteristicas.
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3.1.9.1.
Andlise da carga critica de um modelo de 4 molas

Analisando o problema na forma dimensional, as derivadas da equacado do

caminho pos-critico em relagéo a F,, e a k; permanecem inalteradas, ja as

derivadas em relagéo a Fy, e a k, sdo

P, cosa,? sena
1J“:lcrl - _2g2 é- 2 (3313.)
02
P, 2 cosa,?
ﬂﬂklc” =29 5 2 (3.32b)
2

mudando apenas o indice referente a mola.

Como pode ser observado, a derivada de P, em relagéo a a, ndo muda

Pieri :
de valor quando varia-se a,, assim I Pror =0. A mesma coisa acontece com
fla,fa,
i 3 ﬂzplcri
derivada de P,; em relagdo a a, quando mudase a,, m:o. Isto quer
112

dizer que o valor de a, que provoca uma carga critica maxima, hndepende do
valor de a, e de todas as variaveis que estao relacionadas as outras molas, o
mesmo acontece com a, em relacdo as variaveis das outras molas.

De forma analoga ao caso anterior, onde havia apenas duas molas, o valor

de a, que gera um maximo para a carga critica € zero. Assim o ponto de
méximo é dado pela seguinte combinacdo de valores: g,, g,, L, k, e k,
méximos, p, ¥, Fy,Fe , @, € a, minimos. Na andlise paramétrica realizada no

LINGO chegou-se aos mesmos resultados.
A Figura 3.16a exibe a variagdo ch carga critica em funcéo de a, e a,,

com Fy, e Fy, nulos, em (b) varia-se k, e k,. O comportamento € o mesmo do

modelo com apenas duas molas.

(b)
Figura 3.16: Variagdo da carga critica: (a) em funcgao da inclinagdo das molas e (b) em

funcéo das constantes de mola.
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3.1.9.2.
Andlise da estabilidade do caminho pés-critico de um modelo com 4
molas

As derivadas da curvatura inicial € em relagédo a F,, e k, sao idénticas as

exibidas nas Figura 3.4. Como ja comentado no caso de apenas duas molas,

valores usuais de F, e k, conduzem para o intervalo 31,7° £a, £ 583°, que, do

ponto de vista da estabilidade, € a faixa aceitavel para a inclinacdo da mola.

Do ponto de vista da carga critica, sabe-se que o melhor é uma inclinacao
menor possivel, assim se apenas algumas molas ficarem dentro do intervalo
acima, algumas outras poderéo estar fora dele, aumentando significativamente a
carga critica sem alterar muito a estabilidade do caminho pos-critico.

A Figura 3.17 exibe uma comparacdo do caminho pés-critico e da carga
critica para dois modelos de quatro molas, variando-se apenas a inclinacéo de
um par de molas. Na Fig. 3.17a todas as molas possuem inclinacdo de 45°
(molas paralelas), estando a primeira presa ao topo da torre e a segunda a 0,6L.
Nesta figura também encontram-se os dados relativos ao modelo. Em 3.17b,
analisa-se 0 mesmo problema, variando apenas a inclinacdo do segundo par de
molas, que passa a ser 22,5°, fora do intervalo acima mencionado. A carga
critica sobe cerca de 20% e o caminho pés-critico inicial permanece estavel, mas

verifica-se que neste caso apds atingir um valor maximo ele passa a ser instavel.

Em ambos os casos, as constantes de mola e a protensdo séo idénticas.

1 47.36 —
al=45°; a2=45°;

al=45°; a2=225"°

Gl=1; L=10m;
F01=1N; k1=3N/m;
39.2 o F02=1N; k2=3N/m;
p=0; gi=1; =0,6;
" T %7171
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

qlel qrel

@) (b)

Figura 3.17: Caminhos p0s-criticos para diferentes inclinagdes das molas.
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3.2.
Modelo de molas néo lineares

O estudo considerando molas nao lineares é realizado de forma analoga
ao ja desenvolvido para o0 modelo com molas lineares, a Unica diferenca € dada
pela energia interna de deformacéo, pois a variacdo do trabalho W produzido
pelas cargas externas durante uma rotacdo g da barra permanece igual

(equacdo (3.10)).

3.2.1.
Energia interna de deformagéo

Considera-se, com base no tipo de naolinearidade exibida por diversos
tipos de estais, que a for¢ca que age na mola nao linear pode ser descrita por um
termo linear mais um termo com nao-linearidade cubica, a saber

F =k,Dl +k,Di (3.33)
onde k; e k, sdo as constantes de molae DI é o alongamento da mola.
A energia interna de deformagdo armazenada em uma mola durante um

alongamento DI € entdo dada por
k2

kl 2 4

Como anteriormente, considera-se o alongamento DI da mola como sendo

DU =

a soma de um alongamento inicial Di,, mais o alongamento Di, causado

durante a rotacdo g da barra (eq. (3.4)).

Inserindo (3.4) em (3.34) e fazendo-se DI, =0 e F =F, , determina-se DI,
em fungdo de F,,, k, e k,. DI, é araiz real e positiva da equacdo abaixo,
For = kDl + k,Dl° (3.35)
e a for¢ca na mola é entdo escrita na forma:
F =Foy +kDlg +3k,Dlo°Dlg +3k,DlDl,* +k,Dly° (3.36)
Fazendo novamente DI =D, + D, € substituindo em (3.34), a variacdo da
energia interna de deformacdo assume a forma:
DU :ElleIO2 +%k2[]04 +k,Dl, +%kl[]q2 +%k2D02Dq2 +k,DIDI,® +

1 (3.37)
4
A variacdo do comprimento da mola devido a umarotacdo q é dada pelas

equacdes (3.8) e (3.9).
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3.2.2.
Equacao do caminho pés-critico de equilibrio

Novamente, ao derivar-se a equacao de energia potencial total em relacao
a coordenada generalizada q, obtémse aequacdo naclinear de equilibrio do
caminho pds-critico. Escolhendo uma carga axial como parametro variavel, e
para atender o equilibrio, esta carga € dada como

1 a&"dbul &
P. = a - a PiG senq - pysenq 3.38
' Gsenq éizl dqg L & G ) (3.38)

sendo DU determinado na equacao (3.37).

3.2.3.
Anédlise da carga critica

A carga critica para um modelo com duas molas e apenas uma carga axial,
além do peso proprio, é dada por

2
p - cosa,

cri

(2g1(senalD|01(- Ky - D|012k2)+LCOSa12 (kl +3D012k2) (3.39)

+ Lsenal2 (kl +3DI012k2))- py(cosal2 +Zsena12 +25ena12 tanalz))
Dividindo-se a equagéo acima por (k,L), obtém-se o parametro de carga

nao-dimensional, similar ao encontrado no item anterior.

3.2.3.1.
Variacdo da carga critica em relacao as constantes de mola

A derivada da carga critica em relagéo as constantes de mola, k; e k, sé@o

sempre positivas para valores de Dl,, menores que os dados respectivamente

por
gl
Dl =
0llimk1 sena, (340)
_, Oib
Dl =
01limk2 sena, (3.41)

Estes valores s&o impossiveis de acontecer fisicamente, ja que g,L/sena,

€ o comprimento da mola correspondente a posicdo ¢ =0, apos ser aplicado o

alongamento inicial Dl,,. Entdo, a carga critica sempre aumenta a medida que

k, ou k, sofrem um incremento.
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Se o alongamento inicial € zero, k, acaba desaparecendo da equacao da
carga critica, restando apenas k,; e a inclinagdo da mola, como no problema

linear.

3.2.3.2.
Variacdo da carga critica em relagéo a inclinagdo da mola

Derivando a carga critica em relacédo a a, ndo € possivel escrever uma
funcdo que determina o ponto de maximo para a, em funcéo de Dly,, k; € k,,
mas pelo sinal da variagéo da carga critica em funcéo de a, € possivel prever o

ponto de maximo.

Quando DI, for dado por

g,Lsena,

Dlogimam: = 2 (3.42)

2sena,’ - cosa,’
isto acaba anulando os termos que contém k, na equacéo da derivada da carga
critica em relacdo a a,. Quando o valor absoluto de DI, ¢é inferior a este valor,
0s termos que contém k, sdo negativos. Para Dl,, maior, 0s termos s&o
positivos.

Se DIy, € igual a

g,Lsena,

Dloyimamz =6 (3.43)

2sena,’ - cosa,’
os termos que contém k, acabam se anulando. Novamente, para Dl,, inferior a
este valor, os termos que contém k, séo negativos. Se o valor absoluto de DI,
for maior, os termos serdo positivos e, consegiientemente, uma variagdo em a,
aumenta a carga critica, j& que Dl gjjima 2 > Dlogiima ki -

Obviamente Dl,, nunca sera maior que (3.42) e (3.43), porque isto

representaria um alongamento maior que o comprimento da mola, entdo pode-se

concluir que, ao aumentar a inclinagéo da mola, a carga critica diminui.

3.2.3.2.1.
Influénciade a, e g,

Na variacdo da carga critica em relagdo a inclinacdo da mola, quando o

comprimento da mola é mantido constante ou a projecdo horizontal do
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comprimento da mola é constante, uma reducdo em g,, apesar de diminuir a,

sempre diminui a carga critica, independente dos valores de k,, k, e Dl .

3.2.33.
Variagdo da carga critica em relacdo ao alongamento inicial da mola

Analisando a derivada da carga critica em relagdo ao alongamento inicial,
Dly,, percebe-se que quanto maior for o seu valor, maior € a carga critica. Isto

deve-se a constante k,, pois, quando ela é igualada a zero, o problema volta a
ser o de uma mola linear, onde a forga inicial, F,, =k,Dl,,, reduz o valor da

carga critica. No problema néo linear, h4 um determinado valor méximo para o
alongamento inicial da mola, sendo que, ao atingir este valor, qualquer

incremento em DIy, provoca uma reducdo na carga critica. Também ha um
determinado valor para Dl,, que provoca um minimo para a carga critica, sendo
que, a partir deste valor, um incremento em Dl,, produz um aumento na carga

critica.
O valor do alongamento inicial DI, que provoca um maximo e um minimo

para a carga critica € dado respectivamente por
_ Gl

22
Dlowmax = Y IS (3.44)

sena, V sena,” 3

Dloimin = oL (3.45)
sena,
sendo Dk dado pela relacao
Dk =k, /k, (3.46)

O nivel de alongamento existente na mola na configuracdo q =0 ndo deve
ser coincidente com o alongamento dado em (3.45), pois € o valor de DI, que
provoca um minimo para a carga critica. Deve ser, de preferéncia, maior, € 0
mais proximo possivel do valor indicado em (3.44). Novamente aparece o termo
g,L/sena,, indicando que a equacdo (3.44) € impossivel fisicamente. O
alongamento inicial que provoca um minimo para a carga critica € um valor muito
pequeno, caso a relagdo, Dk, entre as constantes seja pequena. Quando Dk, for
um numero grande, o valor dado por (3.45) sera relativamente grande, indicando
gue qualquer incremento em Dl,, reduzira a carga critica.

Se a mola puder receber um alongamento inicial maior que o dado por
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(3.47)

entdo quanto maior € o alongamento inicial, maior € a carga critica.
Para uma determinada faixa de valores da expressdo sob o radical nas

equacles (3.44) e (3.45), o ponto de maximo sera sempre em DI, =0. Assim,
para que o ponto de maximo néo seja em Dl,, =0, 0 parametro g, néo pode ser

inferior a

20\/&

Q1min1 = 3L sena, (3.48)
Lembrando que g, é, no maximo, igual a 1; se Dk; em (3.47), € maior que

9L? / 4 sena,’, 0 maximo é sempre em zero (k, >>k,).
A Figura 3.18a apresenta a variagéo da carga critica para um valor de g,
igual ao dado em (3.48). Na Figura 3.18b empregou-se um valor de g, um pouco

maior.

0.00036 — 0.0008 —

L =10m; a1=45° L=10m; a1 = 45°
gL = 0,00577;, p=0;
0.00032 k1=1 N/m:;

i k2 =50 N/m3; 0.0007 —
101 =0,08165m;

gL=0,00733;p = 0;
ki=1N/m;

k2 = 50 N/m3;

101 = 0,10371m;

0.00028

N1

—' 0.0006 —

Pcri[N]

0.0005 —

0.00016 <

0.00012 T T T T T T T T ] 0.0004 T T T T T T T T 1

0 0.03 0.06 0.09 012 0.15 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.z
Dilo1 [m ] Dot [m ]

_ @ y ) N

Figura 3.18: variacdo da carga da carga critica em fung&o do deslocamento inicial para

dois valores de g, .

Na Figura 3.18b percebe-se que o ponto de maximo foi atingido quando o
deslocamento inicial se tornou maior que o comprimento inicial, conforme ja
comentado ao apresentar a equacao (3.44).

Através das analises apresentadas até aqui, e levando em conta as
limitagdes fisicas do problema, pode-se concluir que o ponto de méximo € obtido
no ponto de coordenadas: g,, L, k; € k, maximos, p, y, a, € Dly, minimos,
onde todas as coordenadas séo positivas. Estes valores foram confirmados pela

analise no LINGO. Porém, dependendo do intervalo analisado, algumas destas
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coordenadas poderdo variar. Na realidade o intervalo de andlise para a, nédo

comeca em 0 e também né&o vai até 90°.

3.2.4.

Andlise da estabilidade do caminho pés-critico de equilibrio

A Figura 3.19 exibe o caminho pés-critico (equagdo 3.39) em funcdo da

perturbacéo q , para dois valores de a, e de alongamento inicial, Dl,, .

16000 — 25 4
p=0;0=1;L=10m; p=0;01=1;L=10m;
ki = 1N/m; k2 = 10N/m3; ki = 1N/m; k2 = 10N/m3;
al= 30°; 20 al=80°;
12000 — D
01=0 Dlo1 =1
— ., 154
P~ P4
— 8000 —
o o
104
Dio1 =0
4000 Do1 =1
5
otT—T—T—TTT 7T ot+—T—T—"T—"T"T—"T"T—"T"T—"T"T
90 60  -30 o 30 60 0 90 60 30 o 30 60 0
qle] ql°]

@ ()

Figura 3.19: Caminhos pés-criticos de equilibrio para diferentes valores de a, e DIy, .

Pode-se perceber que, quando o alongamento inicial cresce, ha uma
tendéncia a diminuir a estabilidade do caminho pés-critico. Dependendo dos

valores de inclinagao e alongamento inicial, 0 caminho torna-se instavel.
A seguir faz-se a andlise da variacdo do sinal de d?Dp /dg?ao longo do

caminho pos-critico. Se o alongamento inicial € nulo, praticamente todas as
inclinacdes irdo produzir d?Dp /dq? positivo para configuracdes pos-criticas na
vizinhanga da carga critica. Ou seja, tem-se uma bifurcacdo estavel; a menos
que k, seja muito pequeno. Na Figura 3.20a exibe-se a variagdo de d?Dp /dq”?
para k, =1 e Dl,, =0. Na parte (b) tem-se novamente a variagdo da curvatura
inicial em funcéo de a, e agora k,, para k; =1 e Dl,, =0. Nas partes (c) e (d)
repete-se a andlise, com DI, =0,5m, menos de 5% do comprimento da mola,

quando a for 45°.
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0.4
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Ky O ; 'Q,:?," 0o 01 ; 0g  alkhall]
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Figura 3.20: Variagsio d 2Dp /dq ? : (a) em fungdo de k, e a, naauséncia de pré-
tensionamento; (b) em funcéo de k, e a, naauséncia de pré-tensionamento. (c) e (d)

0s casos anteriores com pré-tensionamento.

Através da figura 3.20 percebe-se que d?Dp/dg? é muito mais sensivel a
uma variacdo de k, do que a uma variagdo em k,, principalmente para
pequenas inclinaces da mola. Portanto a presenca de k, acaba aumentando

significativamente o intervalo em que ha estabilidade. Quando o alongamento
inicial € inserido, d?Dp /dg? diminui de valor, como acontecia com a curvatura
inicial quando a protenséo era considerada no caso da mola linear.

A Figura 3.21 apresenta o caminho pos-critico dividido pela carga critica,
para duas inclinacdes da mola, para diferentes valores de k, e para dois niveis

de pre-tensionamento. Pelas Figuras 3.21a e b conclui-se que o aumento em k,

acabou influenciando mais o caminho pds-critico de menor inclinagéo, o que era
esperado. Nas partes (c) e (d) aplicou-se um alongamento inicial igual a 10% do
comprimento da mola (relativo ao comprimento final). As Figuras (e) e (f)
apresentam P-Pcri para este mesmo caso e mostram que a curvatura do
caminho pos-critico da torre com a mola menos inclinada é a que cresceu mais,

com o aumento de k, .
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2.4 10 —
p = 0; Do1 =0; ] p=0; Do1 =0;
1 k1= 10N/m; k1= 10N/m;
k2= 0,1N/m3; 8— k2= 1N/m3; .
2 L=10m L=10m al = 45°
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Figura 3.21: Caminhos pos-criticos de equilibrio.

O que acontece nas Figuras 3.21c e d, é que, ao variar-se k,, a carga
critica para a configuracdo de menor inclinacdo cresce mais do que a da outra
configuracdo. Conforme foi verificado, para a configuragdo menos inclinada, a
pequena variagdo em k, quase triplicou o valor da carga critica, enquanto que

para a outra inclinagdo (mais longe de zero), 0 aumento da carga critica foi
pouco mais de 1,5 vezes.
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3.2.5.
Caminhos de equilibrio considerando imperfei¢des iniciais

Considerando o modelo imperfeito e os carregamentos, conforme mostra a
Figura 3.11, o caminho de equilibrio para o0 modelo de molas nao-lineares é dado
por

1 &J'dDU 1 &

= —-aP +e. -
' G(senq +elcosq)§ia=-1 dg L ?}2 .G (senq +e; cosq)

(3.49)
1 0]

py senq - =gL cosq+
2 @

Foi visto no modelo de molas lineares que tanto a excentricidade da carga
axial e a carga lateral atuam como imperfeicBes iniciais. O comportamento em
molas nado lineares é absolutamente igual, como mostram as Figura 3.22 e 3.23.
A Unica diferenca € que a curvatura do caminho € bem maior, devido a k, .

' |Gi=1; L=10m; 120 I Gi=1; L=10m;
_ b lei=0; at=ase, | ' |oo=o0;a1=45°;
I fki=1N; k2=3N/m; i ' I |k1=1N; k2=3N/m;
I 1q=0; p=0; gi=1; : I |g=0:p=0; gi=1;
80 — I |Do1=0,1m; | I |Doi=0,1m;
3 1l 80 < | I
—_ go=1 [ — e1=0,05 | I
Z I z / [
o I o / [
40 — " I
I 40 4 |
N |
4 | h |
0 — T 1 T 1 0 — T T 1 T T T 1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
qrel qrel

Figura 3.22: Caminhos de equilibrio: (a) imperfei¢@es iniciais; (b) excentricidade do

carregamento.

1007 , I G=1; L=10m;
90 - ; I 00=0; a1=45°;
i y | ko=1N; k1=3N/m;
80 _\, , I e1=0; p=0; gl=1;
T | Da=0,1m;
70__ g =1N/m I
. 60— I
z i I
Z. 50
o - |
40 — I
30 - !
e |
20 - I
10 —
0 r T r i r T r 1
-10 5 0 5 10

ale]
Figura 3.23: Caminhos de equilibrio com a presenca de carregamento lateral.
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3.2.6.
Influéncia de um nimero maior de molas

Como visto no modelo de molas lineares, a andlise feita com apenas duas
molas permanece valida, ndo importando o numero de molas que possa o
modelo ter, porque analisando a carga critica ou a estabilidade do caminho poés-
critico em parcelas, proveniente de cada mola, as equacdes (parcelas) serdo
independentes.

Assim, pode-se concluir que 0 ponto em que a carga critica € maxima tem
as seguintes coordenadas: g;, L, k,_,, k,, maximos, p, ¥, a, € DI, minimos,
onde i representa a mola. Se a mola tiver uma restricdo que a impeca de sofrer
um alongamento inicial maior que o dado pela equacdo (3.47) o ponto de

maximo para estas molas passa a estarem DI, =0.

A respeito da estabilidade, o ponto em que a estabilidade é maxima é em

k,; maximo e Dl € a; minimos.
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