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Método ‘fast multipole’ para uma solugao fundamental
genérica (GFMM)

Neste capitulo serd apresentada uma formulacaaicerdo FMM 2D,
introduzida por Dumont e Peixoto (2014). Esta sereida apresentada no
capitulo 3 por ser aplicavel diretamente para qualgolucdo fundamental, ao
contrdrio da formulacdo apresentada na literatugale necessita do
desenvolvimento de uma técnica de expansdo para tpd de solucéo

fundamental.

4.1.
Defini¢cbes basicas

Z-7, = diferenga entre o ponto fon# e o ponto campa ;

Z, = ponto a partir do qual se desenvolve a exparddiosolucdo
fundamental em torno do ponto campo. Também s@odintidas expansées em

torno de polos mais distantes,, k=12,..n, (onde, por definigécho =z,
sendo este 0 polo mais préximo ao ponto campo).

Z, = ponto a partir do qual se desenvolve a expaas@idorno do ponto
fonte. Também sdo introduzidas expansdes em ta&mwlbs mais distantes, ,
| =1,2,..n_ (onde, por defini(;f?lozLO =z, , sendo este 0 polo mais proximo ao

ponto fonte).

f (z— zo) representa uma solucédo fundamental genérica.
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4.2.
Expanséo da solugcao fundamental

Seja uma solugdo fundamentflz-z,) definida em termos de nimeros

complexos em um espaco 2D. A expansdo em tornondgonto z - proximo a
C

um ponto camp e distante de um ponto fongg (Figura 11) € dada por
no1 q n+1
f(z—zo)=§)a(z—zcnk) D(C')(f(zan —zo))+0(z—zcnk) (4.1)

o\ ¢ (chk - zo)
)(Q)

onde D(O)(f (zan —zo)) = f (zan —zo) e D(q)(f (chk —zo)) =
a(Zan %
A partir da notacdo introduzida por Dumont e Peix(@014), a Equacao (4.1)

pode ser escrita na forma:

n+l

f(z-2) :;fachq(z—zan )Qq (chk —zo)+O(z—zan )n+1 (4.2)

onde
fac:[%! %! }/2! %s! J (4-3)
P(Z)=[1 7 72 78 ] (4.4)
of (z) of?(z) of3(z
Q(z)=| f(2) (2) (2) (3) (4.5)
0Z 0Z 0Z
Polo préximo ao z
— Ponto campo
ponto campo ,
/
Polo préximo ao Z ng r
ponto fonte <\
/// ZLnI
Ponto fonte «— @
Z4y
Figura 11 - Esquema genérico da expansao do ponto campo Z em torno do polo z e

ek
da expanséo do ponto fonte Z, em torno de um polo Z proximo a este e distante do

ponto campo 7 .
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Na Equacao (4.2), verifica-se que as variaveigivaka aos pontos campo e
fonte tornaram-se independentes, o que sera ddegvator ao aplicar o FMM ao
BEM, conforme sera visto adiante. Vale notar querm proveniente desta

expansao esta associado a distancia entre o pamimoz e 0 polo de expanséao.

A solucdo fundamentalf (z—zo) pode ser expandida em torno de um

ponto z, préximo ao ponto fonte, e distante do ponto campo (Figura 11).
Esta expanséo envolvera apenas a pan@e(lacnk - zo), uma vez que € a unica

parcela em funcéo do ponto fonte. A expansao ¢estaela resulta em

A ([

j=0

%(ZLnI _ZO)J' D(q+j)(f (chk -2, ))+O(ZLnI —Zo)n+1 (4.6)

gue pode ser escrita ha forma:
n+l

Qq(zcnk _Zo) :Z;Lfacqpq(zl_nl _Zo)Qq+j—1(Zan _ZLnI )+O(2Lnl _Zo)m-:L (4.7)
j=

Substituindo a expansédo apresentada anteriormemtdequacao (4.2),

obtém-se:
n+l n+l
f(2-2) =2 facgRy(2-2%) 2, fac;Py (2.~ %) Qqvja (% -2 )
o= =1 (4.8)

n+l

n+1l
+0(z-%)" +0(7 - %)
Vale notar que o erro proveniente desta expansaassociado a distancia

entre o ponto campa e o ponto fontez, com os seus respectivos polos de

expansao, o que ressalta a importancia dos pdiaeessproximos aos pontos que

sao expandidos para ele.
E de extrema importancia notar que o ve@diz) é o tnico que depende da
solucao fundamentalf (z—zo), sendo facilmente obtido através de derivacao,

conforme apresentado na Equacgao (4.5), mostranmmler desta formulacdo no
que diz respeito a sua generalizacéo para divprstgemas.
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4.3.
Expansdes sucessivas

Sucessivas expansdes em torno dos pontos fontagoaenvolvem apenas

a expansé&o do vetd?(Z), uma expansdo exata. Para expansdo do ponto campo

Z em torno de um novo ponlzgk , tem-se:

q
Pal2=20) = 3Gy 0w Py (27 20 Ry (2= 2 “9

=1

onde P(zck_l —ch) € avaliado com relacéo a distancia entre doisspidoniveis

consecutivos.P(z—ZCk_l) € avaliado recursivamente pela Equacéo (4.9) we q
z,.1=2,,0USeja, que este seja equivalente a expans@apbnto campo e
C Cc

seu polo mais proximcC; € uma matriz de constantes.

1 sep=1louy=1
C,; = (4.10)

Co1,j *Cq.j-1

A expansao sucessiva em torno do ponto fonte sevescomo
q
R (ZLk - Zo) = Zlcj,qﬂ—j P (ZLk—l - Zo)Pq+1—j (ZLk - ZLk—l) (4.11)
j:
onde P(sz —sz_l) € avaliado com relagéo a distancia entre doisspidoniveis

consecutivosP(z—zCk_l) € avaliado recursivamente pela Equacao (4.11qwsé
Z 1 =20, OU seja, que este seja equivalente a expansé® eponto fonte e

seu polo mais proximcC; € a matriz de constantes definida na Equacao)(4.10

4.4,
Aplicagcdo do GFMM no BEM para um problema de potenc ial

Nesta secédo sera aplicado o GFMM ao BEM para uiniggra de potencial
2D. Ao longo dos desenvolvimentos serédo explicadasantagens da aplicacéo

das expansdes apresentadas anteriormente nestéocapi
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4.4.1.
Desenvolvimento

Para um problema de potencial a matdzdo CBEM ¢€ calculada, em

coordenadas complexas, na forma:
Gy :.[ru:n(z—zo)q(z)dl'(z) (4.12)
ondeuy, (z- z,) representa a solugéo fundamental em termos daqiaie, (z)

é funcéo de interpolacéo do quone(z) € 0 contorno sobre o qual sera realizada

a integracédo. O subscritm refere-se ao né no qual esta o ponto fontefaz
referéncia ao ponto campo onde sera avaliado wefeiuma fonte unitaria no n6é
m.
Substituindo nesta equagédo a solugcéo fundamental a0 expansdes em
torno do ponto campo (4.2),
n+1
Gy =J q(_z)z facy P, (z— Z ik )Qq (chk —zo)dl'(z) (4.13)
r gzl
onde
Qq(2)=—i,,{'n(2) 25 2 } (4.14)
2 z 2 7
A partir da Equacéo (4.13), observa-se que apesdsrmos sublinhados
sdo dependentes do ponto canppoou seja, estes sdo 0s Unicos termos a serem
integrados sobre o elemento. Por tanto, os derodisnp ser retirados da integral,

resultando em:

n+l

eSS fachq(zan —Zo)éql (4.15)
g=1
com
Ga = [ Py(z-z )i (2)ar (2) (4.16)

onde o indiceq faz referéncia ao indice do somatoério apresentad&quacao
(4.13). Esta integracao esta desenvolvida na skedad

A Equacéao (4.15) mostra uma das grandes vantageaplidacdo do FMM
ao BEM. A separacao das variaveis relativas aosopartampo e fonte permite

que as integrais sejam avaliadas apenas uma vez gaala ponto campo,
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independentemente do ponto fonte, desde que estemme suficientemente
distantes uns dos outros. O critério de distareria sbordado posteriormente.
Caso sejam consideradas expansfes em torno do fooi& a Equacgéo

(4.15) passa a se apresentar como

n+l n+l
G =3, fo5 | 3, focyP (20 ~2%) Quia(za 20 ) [Ga @17)
o=l j=1
onde z e ©Zn S€ referem aos polos campo e fonte, respectivamaats altos
C

da expansao. Esta equacao é obtida pela expansﬁﬂaﬂ@(z) com relacdo ao

ponto fonte, conforme foi apresentado na Equacd). (4
Para aplicacdo do FMM no calculo da mattizz necessario a expandir a
solucdo fundamental em termos de fluxo. A expressin coordenadas

complexas, para o célculo da mattdizpara um problema de potencial,
Hot = [t (2-2)7(2)us (2)dr (2) (4.18)
ondeq,, (z-z,) representa a solugéo fundamental em termos de, flux(z) é

funcdo de interpolacdo do potencial E(z) € 0 contorno sobre o qual sera

realizada a integracdo. O subscrito refere-se ao n6 no qual esta o ponto fonte e
f ao ponto campo.

A expansao da solucdo fundamental em termos de flogle ser facilmente
obtida pela forma truncada da expansao da solugéafmental em termos de
potencial apresentada na Equacao (4.2):

au*(z—zo)”(z)

@ (27%) ==,

(4.19)

n+2

= Z; facq_qu_l(Z ~Zpn )Qq (chk - 20)
i=

Substituindo a Equacéao (4.19) na (4.18), obtém-se:

J ri?facql 1(2 an)Qq( zo)q(z)uf (z)dr(z) (4.20)

Uma vez que apenas os termos sublinhados sdo depesdlez , devendo
ser integrados ao longo do elemento, os demaisotepudem ser retirados da

integral, resultando em
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n+2

Hy = Z facy,1Qq (chk —zo) Elﬁqf (4.21)
g=2

com
Hq = fr Pq_l(z— Z )n(z)uf (z)dr (z) (4.22)
onde o indiceq faz referéncia ao indice do somatério apresented&quacao

(4.21). Esta integracao esta desenvolvida na seda

A partir da Equacéao (4.21) nota-se que, assim quem® o calculo da matriz
G, a separacao das variaveis relativas aos pontopcca fonte permite que as
integrais sejam avaliadas uma vez para cada pantpa independentemente do
ponto fonte, desde que estes estejam suficientendestintes daqueles.

Caso sejam consideradas expansdes relacionadastmofpnte, a Equacéo

(4.21) passa a se apresentar como

n+2 n+l N
Hmf = Z fva_lz faCJ P] (ZLnI - Zo)Qq+j—l(Zan - ZLnl )H qf (423)
q:2 ]:1

Na Figura 12 sdo apresentados dois esquemas. @iqaricom expansdes

em torno do ponto fonte e o segundo sem estas s3@sn

’
d
o 6
——— ParcdasH, G %
VetorP(Z) (Sucessivas expansdes do ponepes
_____ Q(z)

——— VetorP(Z) (Sucessivas expansdes do porttefo
Vetor P(Z) (Expanséo entre o ponto fonte ®ea polo mais proximi

Figura 12 - Esquema das expansdes. Cada linha representa uma parcela da expanséao.
O esquema a direita representa as expansdes considerando expansdes do ponto fonte

e o da direita ndo as considera.
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4.4.2.
Integracdo no GFMBEM

Como visto anteriormente, apenas as parcelas H serdo integradas ao
longo do contorno. Por conveniéncia, equacdes Y4 1@.22) serdo reescritas a

sequir:

Gyl :Jr P, (z-2)t (2)dr (2),

seg

Ha :Irseg Pq—l(z‘zc)ﬂ(z)uf (Z)dr(z) (4.24)

Nestas equacOesd representa a geometria do segmento a ser integeapd@essa

em coordenadas complexas na forma:
z=Ni(€)z, ondek= 1.te (4.25)
onde N, representa as funcdes de forma doknéz, representa as coordenadas

complexas do n& e os indices repetidos tém o significado de samaeaté

Na parcela relativa a matriz, u; (z) surge da interpolagdo dos potencias
u(z) ao longo do contornai(z) =u; (z)d; , tendo esta equagéo suporte local e
d; representa os valores nodais do potencial. Em usm@mesentacdo

isoparameétrica, os valores de potencial serdo septado pelas mesmas funcdes
que definem a geometria.
O vetor unitario normal ao contorno é representagin, coordenadas

complexas,

L1 1d(N(8)z) _N(é)7

onde N, representa a derivada da fungéo de forma doedd| € 0 Jacobiano que
sera cancelado com proveniente da mudanca pamdaelgparamétrica, tal que
dr =|J|dé¢.

Para integracéo da parcefa, as fun¢des de forma usuajs apresentadas

na Equacdo (4.16), serdo substituidas tpb}\(eml)/\\]\, conforme a Equacgao

(2.19).
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No contexto do GFMBEM, esta substituicdo se praaléosa, uma vez que
0 integrando apresentado na Equacao (4.24) passaiateiramente polinomial,
independentemente da ordem do elemento, o queean@opossivel ao se lidar
com elementos cubicos e quadraticos.

Com as consideracdes expostas acima, a paGel@ H passa a se

apresentar na forma:

Gar =[Py (N (€) 2c=2) N (€)]3)] ¢ 4.27)

Far = [, Poa (N (€) 2~ ) NI (€) 7 N (£)dé (4.28)

estas integracbes sao inteiramente polinomiais dependentes da solucéo
fundamental, podendo inclusive ser previamente u@das analiticamente,
caracteristica essa que sera explorada no topegudr. Nas equacdes acima, 0s
indices repetidos tém significado de somataorio.

4.4.3.
Tabelas de Integracéo

Conforme foi visto anteriormente, as integracoeses®arias para o calculo
das matrizesG e H se tornam independentes dos pontos fonte, podsedo
calculadas apenas uma vez para cada ponto cam@m dikto, as integracfes

passam a ser polinomiais, uma vez que envolvencdrasnte os vetoreB(E) e

N(¢).

Uma vez que as integracbes sao polinomiais, estssam a apresentar
solucbes analiticas, ndo necessitando do empregedgacdes numéricas, como
no caso do CBEM. A partir disto, Dumont e PeixoR®14) propuseram a

utilizacdo de tabelas de integracbes, as quaigdéem o resultado das parcelas
G e H apresentadas nas Equacdes (4.16) e (4.22). Ungueea vetorP(z) é
completamente independente da solucdo fundamesdils tabelas podem ser

utilizadas independentemente da natureza do prabdstudado.

Foram desenvolvidas tabelas de integracdo paraestem lineares,

quadraticos e cubicos integrados no inter\[a)la]. As funcdes de forma de cada

um destes elementos definidas no inter\[éll,d] . s&o
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N'=[1-¢&, ¢

NI=[28-3+1, - 4%+ &, 2°-¢]

O i i G S T St E N e £
(4.29)

onde os indice§ ( e c¢ significam linear, quadratico e cubico, respectieate,

e suas derivadas séao:

N" =[-1, 1

NY =[45-3, -&+4, -1 (4.30)

N =[_27752+185_ 11 81

11 8l _8L> 9 27>
> -+, 2]Z+36’ S, =% 9+}

A partir das Equacdes (4.27) e (4.28), pode-ser mpta 0S termos a serem
integrados séo polinbmios da diferenca entre asdeoadas nodais para o polo

mais proximo éco). Portanto sao introduzidas as variaukijs

Aj=2;-2p, comj=1.0e+ : (4.31)

i i

onde o indicej faz referencia ao n6 do elementooe refere-se a ordem do
elemento, podendo ser igual a 1, 2 ou 3 para elemkimear, cubico ou
quadratico, respectivamente. Na Figura 13 estaseptado um esquema para

facilitar a compreensao do uso da variave| exemplificado para o caso de um

elemento cubico.
Os Unicos dados de entrada necessarios para otgsultado da integracao

sdo as variaveig, . As tabelas de integracgéo iréo fornecer na forenand vetor o
resultado da integracdo das parcefase H , sendo que no caso da primeira

ainda sera necessario multiplicar este vetoM@Fﬂ).
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Figura 13 - Elemento isoparamétrico cubico e o polo de expansdo z , (Peixoto, 2014).
C
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