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Método dos elementos de contorno (BEM)

Neste capitulo sera apresentada a formulacdo dodmétonvencional
consistente dos elementos de contorno (CCBEM) (Dun&910), e do método
expedito dos elementos de contorno (EBEM) (Dumahg@lar, 2012).

2.1.
Formulacédo consistente do método convencional dos e lementos de
contorno (CCBEM) para elasticidade

O método consistente dos elementos de contorndfeserttia do meétodo
convencional de colocagao dos elementos de con{@B&M) por realizar uma
adequada consideracdo das constantes de corpo, ridguin de apresentar uma
nova proposi¢ao vantajosa para a integracdo daznfatr O desenvolvimento
apresentado a seguir esta baseado em Dumont @@lBJira (2004).

Partindo da forma forte do principio da energiaepotal total estacionaria,

tem-se a equacao

on =~ (oj;+h)dudQ+[ (o5m; -t )dyd =0 (2.1)

para um corpo linear elastico submetido a forgaso dominioQ e forgast_i no

contornor,, onde g; € o tensor de tensdes. O campo de tensOes satisfaz

0—)
equilibrio no dominio e no contorno, além de oslatesnentosu; serem

prescritos enr , ou seja

aijlj+tg:0 emQ @)
gin; =t eml, (b) (2.2)
TS eml ()

ondes; representa as componentes do vetor unitario nameéntorno segundo

as direcbes dos eixos das coordenadas, represep@adp. Também foi suposto


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321903/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1321903/CA

17

que o tensor de tensOes; € simétrico (Uji =0ij) e satisfaz a relagdo
constitutiva
Tij = Gjig Uk | (2.3)
Formulando o problema para um campo de solu¢cdemfoentaissu; , em

termos de residuos ponderados, obtemos uma equag@os restritiva que a

Equacéo (2.1)
—J‘Q(in,j +h )Jui*dQ+'[r(aji/7j —ti)duf d=0 (2.4)

Integrando-se duas vezes por partes a Equacaodglitando o teorema de

Green duas vezes e através da relagdo constiapresentada na Equacgéo (2.3),
da qual se obtérﬁfjid{j = U Ciik ﬂ,j =q(,|£-k| , Chega-se a expresséao
'[r(&f“ﬂjul)dr _J‘Q(&ji,jui ) dQ = J‘quui A +J.rti5ui d (25)
As solugbGes fundamentais em termos de tenségs) e deslocamentos

(0u’) podem ser escritas em termos de parametros aidstde forcas virtuais

B, COMO
A0 = G;jOP (2.6)
A = Uy + UG OBy (2.7)

onde u; corresponde aos’ deslocamentos de corpo rigido, cem1.n", C

sm

sdo constantes arbitrarias de corpo rigido e aénodi representa os pontos de
aplicacdo da carga e a diregdodie,, -
A fungdo Ojjm apresentada na Equagdo (2.6) pode ser normald@da
modo que, para um certo domimgque contenha P s
Jo, 7imi9Q = | T} = ~Om (2.8)
ondeg,, € o delta de Kroneckerre, € o contorno d&,. Utilizando a Equacgéo

(2.8), o segundo integrando da Equacéao (2.5) pexdessrito na forma

k(@tj“i )dQ = U9 P (2.9)
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Aplicando as Equacdes (2.6), (2.7) e a igualdgtesantada na Equacao
(2.9) a Equacao (2.5), tem-se
Up = [ 00UmdQ = [ izl + [t Sl +csm(jrtiu{sdr +jQ|qu{sdQ)(2.10)
A Equacdo (2.10) é idéntica a identidade de Soamgli exceto pelos
termos multiplicados porc,,. Tais termos sao nulos para o caso de forcas

equilibradas. No entanto, quando h& aproximacéo %0 € verdade, e 0s

resultados apresentam erros proporcionag,a[Dumont, 2010).
Usando aproximagdes nos contormgse r,, podemos escrever
U :uindn Ondeuin :dm (2.11)

§ =t (2.12)
onde d, € o vetor de deslocamentos nodajs,sdo atributos das forcas de
superficie ligados ao vetor normal a superfigie)( u,, et, séo as fungbes de
interpolacéo dey, et , respectivamente, com suporte local.

Em geral, é utilizada uma formulagcéo isoparaméteca que a geometria

do contorno é descrita pelas mesmas funcdgs que descrevem os

deslocamentos. Além disso, usam-se também as mésngé@es polinomiais para
ti; € Up-
Aplicando na identidade Somiliana, tem-se
(Jr Ujimnjuindl_ +5mn) dn = (J.I_tnuimdr)q +JQhuimdQ +Csm
+Csm (J.r t”UirSdrt| +IQhuiSdQ)

gue € a mesma expressao obtida no CBEM, excets f@loos de deslocamentos

(2.13)

de corpo rigido e que pode ser escrita de formagiaicomo

Hd=Gt+b+¢ (2.14)
onde
H :J.r O-}im/]juindr +5n-n (215)
G :'[[_tné_urmdl_ (216)
b= thqdu;*mdQ (2.17)

szcsm(jrt”tlu{sdl‘+J'QQUirSdQ) (2.18)
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O termo & corresponde aos residuos devidos a magnitude dos
deslocamentos de corpo rigido e a aproximacao hedo fundamental. Este
termo é uma das diferencas entre o método consies elementos de contorno
e a sua forma inconsistente apresentada em Brel¥8) e Trevelyan (1994).

Para integragdo da matr@ , propde-se que as fun¢des de forma usyais

apresentadas na Equacao (2.12) sejam substitwodas p

[ I oy

ey (2.19)
9]

il =

onde|J|(em|)é o valor do Jacobiano no ponto caracterizado pbscritole |J| é

o Jacobiano.

Esta substituicdo proposta por Dumont (2010) perrgile o Jacobiano

proveniente da transformagéo de coordenadas dgragéo (dF:|J|d£), seja

cancelado com o apresentado no denominador da &mugz.19). Esta
modificacao faz com que a integracdo da mdgige torne mais simples.

A partir da aplicacdo das condicbes contorno eatrdas colunas das
matrizesG e H, o sistema de equacdes apresentado na Equacdjp (bde ser
escrito na forma

Ax =y (2.20)
onde A é uma matriz corresponde a matriz de coeficientest o vetor de
incognitas a serem calculadas, e o veyoe o resultado da multiplicacdo dos

coeficientes pelas suas respectivas condicbesnderno.

2.1.1.
CBEM aplicado a um problema de potencial

A solucédo fundamental normalizada (fonte unitapaja um problema de
potencial bidimensional em meio isotropico homogééeexpressa, a menos de
uma constante, como

o_ —In(ar)
- (2.21)

u

onde Y é a distancia entre o ponto campo e font& é uma propriedade que
depende do problema. No caso de um problema degaofo de calork é a

condutividade térmica.
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O fluxo nas direcbex e Y é dado pelas equacdes

q*_ AX q*_ Ay
“omr? Y omr?

Retomando a equacao (2.14), tem-se Hué a matriz de transformacéo

(2.22)

cinemética €5 é uma matriz que transforma fluxo em potencialdeeesta, em
geral, retangular. Para elementos constantes, y@nmo, esta se apresenta na
forma quadradad et sdo os vetores correspondentes ao potencial kenam rio
contorno, respectivamente.
Para um problema de potencial, as matr@esH, da equacag2.14), séo
calculadas na forma
Gy = jr Uyt dr

) (2.23)
Hn] = _J‘r qmﬂ,ujdr +5n-!

ondeu, € g, S0 as solugdo fundamentais de problemas de faiterastradas

anteriormente nas Equacdes (2.21) e (2.22), regpewnte. O indicen se refere

ao ponto fontel e j referem-se ao ponto campad eefere-se as direcese Y.

2.2.
Método expedito dos elementos de contorno (EBEM)

O método expedito dos elementos de contorno (Duraohguilar, 2012)
combina o0 método hibrido dos elementos de cont¢bwmont, 1987) com a
formulacdo consistente do CBEM no intuito de ohiera formulagdo mais
eficiente. Este método conta basicamente comuses;6gs

e =P (2.24)
Up =d

para condi¢cbes de contorno mistas em termos decdeséntos nodaid e forcas

equivalente, ondeH é a mesma matriz apresentada na equagéo (2L1*53 a
matriz da solugéo fundamental em termos de deskat@ms nodais. Uma vez que
o vetor de forcas internap;* for resolvido a partir da Equagéo (2.24), podem se

avaliados destocamentos e tensdes em pontos istalimetamente, sem a

necessidade de se aplicar a identidade de Sonagic@mo no caso do CBEM.
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