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Resumo

Cunha, Alexandre Ashade Lassance; Pacheco, Marco Aurélio Caval-
canti. Método de solugao analitica de equagoes de autovalo-
res de operadores diferenciais por programacao genética,
com aplicacao na analise de propagacao eletromagnética
em colunas de producgao de éleo parametrizada pelo raio e
o percentual de incrustagoes. Rio de Janeiro, 2017. 135p. Tese
de Doutorado — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho apresenta uma abordagem inovadora para calcular auto-
pares de operadores diferenciais (OD), utilizando programagcao genética
(PG) e computagao simbdlica. Na literatura atual, o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF) e o Método das Diferengas Finitas (MDF) sdo os mais
utilizados. Tais métodos usam discretizacao para converter o OD em uma
matriz finita e, por isso, apresentam limitacoes como perda de acuracia e
presenca de solugoes espurias. Além disso, se o dominio do OD fosse alte-
rado, os autopares precisariam ser calculados novamente, pois a represen-
tacao matricial do operador depende dos parametros do problema. Nesse
contexto, este trabalho propoe evoluir autofungoes analiticamente usando
PG, sem discretizacdo do dominio. Com isso, é possivel incorporar parame-
tros, o que torna a solugao obtida valida para uma classe de problemas. Este
texto descreve o modelo para OD normais, aplicando conceitos de indivi-
duos multi-arvore e diferenciagao simbélica. O modelo evolui auto-fungoes
e, a partir delas, calcula os autovalores empregando a razao de Rayleigh.
Experimentos baseados em aplicagoes da Fisica mostram que a técnica pro-
posta ¢é capaz de encontrar as autofungoes analiticas com a acuracia igual
ou melhor que as técnicas numéricas supracitadas. Finalmente, a técnica
proposta é aplicada ao problema de propagacao de ondas eletromagnéticas
em pogos de petréleo em ULF e UHF. As solugoes analiticas sdo dadas em
fungao do didmetro e do percentual de incrustagoes no pogo. Os resultados
mostram que, para um conjunto suficientemente grande de valores distintos
dos parametros, a técnica apresenta tempo de execucao inferior as técnicas

classicas, mantendo a acuracia destas.

Palavras-chave
Operadores Diferenciais Lineares; Autovalores; Telemetria de pocos de

petroleo; Eletromagnetismo computacional; Solucao Analitica Paramétrica
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Abstract

Cunha, Alexandre Ashade Lassance; Pacheco, Marco Aurélio Cav-
alcanti (Advisor). Analytical solution of eigenvalue equations
by genetic programming, with application in the analysis
of electromagnetic propagation in production pipes of oil,
parameterized by the radius and the percentage of incrus-
tations. Rio de Janeiro, 2017. 135p. Tese de doutorado — Departa-
mento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

This work presents an innovative approach to calculate the eigenpairs
of linear differential operators (LDO), employing genetic programming (GP)
and symbolic computation. In the current literature, the Finite Element
Method (FEM) and the Finite Difference Method (FDM) are more com-
monly used. Such methods use discretization to convert the LDO to a finite
matrix, therefore causing loss of accuracy and presence of spurious solutions.
Additionally, if the domain of the LDO was changed, the eigenpairs would
need to be recalculated, since the matrix representation of the LDO depends
on the parameters of the problem. In this context, this work proposes to
evolve eigenfunctions analytically using GP, without domain discretization.
Hence, it is possible to incorporate the parameter, which makes a obtained
solution valid for a class of problems. This text describes the model for nor-
mal LDO, applying concepts of multi-tree individuals and symbolic differ-
entiation. The presented model evolves eigenfunctions and, then, calculates
the eigenvalues using the Rayleigh quotient. Experiments based on Physics
problems show that the proposed technique is able to find the analytical
eigenfunctions with the same accuracy of the numerical techniques men-
tioned above. Finally, the proposed technique is applied to the problem of
propagation of electromagnetic waves in oil wells in ULF and UHF. The
analytical solutions are given as a function of the diameter and percentage
of CaCOj3 in the well. The results show that, for a sufficiently large set
of distinct values of the parameters, the technique presents execution time

inferior to the FEM, while maintaining its accuracy.

Keywords

Linear Differential Operators; Eigenvalues; Oil well telemetry; Com-

putational Electromagnetism; Parametric and analytical solutions


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Sumario

1  Introducdo

2 Descricdo do Problema e Revisdo da Literatura

2.1 Formulacao Matematica de Problemas de Autovalores
2.1.1 Pré-requisitos Matematicos

2.1.1.1 Conjuntos

2.1.1.2 Espaco Métrico

2.1.1.3 Espaco Linear

2.1.1.4 Normas e Produtos Internos

2.1.1.5 Espaco de Hilbert

2.1.1.6 Ortogonalidade

2.1.1.7 Operadores Lineares

2.1.1.8 Operadores Limitados

2.1.1.9 Adjuntos de Operadores Lineares

2.1.1.10 Operadores Positivos e Negativos

2.1.2 Problemas de Autovalores de Operadores Diferenciais Lineares
2.1.2.1 Consideracdes Preliminares

2.1.2.2 Razdo de Rayleigh

2.2 Técnicas para Solucao de Problemas de Autovalores na Literatura
2.2.1 Consideracoes Iniciais

2.2.2 Meétodo das Diferencas Finitas

2.2.3 Método dos Elementos Finitos

2.3 Emprego de Programac3o Genética (PG) na Literatura

2.4 Contribuicdes Originais

3 Modelo de Solucdo de Problemas de Autovalores

3.1 Introducdo a PG Aplicada a Regressdo Simbdlica de Funcées

16

20
20
21
21
22
22
24
25
26
26
27
27
28
28
28
30
30
31
32
36
39
41

44
44


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

3.1.1 Consideracoes Iniciais 44

3.1.2 Representacao do Individuo 46
3.1.3 Geracdo de uma Populac3o Inicial 47
3.1.4 Operador de Recombinacdo 48
3.1.5 Operadores de Mutacdo 48
3.1.6 Selecdo de Individuos 49
3.1.7 Avaliacdo 49
3.1.8 Substituicdo 50
3.2 Descricdo do Modelo de Solucdo de Problemas de Autovalores 51

3.2.1 Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Nao-Negativos 51

3.2.1.1 Consideracdes Iniciais 51
3.2.1.2 Modelo de PG 52
3.2.1.3 Calculo dos Demais Autovalores 56

3.2.2 Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Nao-Positivos 58

3.2.3 Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Indefinidos 58

3.2.4 Modelo Proposto assumindo Operadores Normais 60
3.2.5 Propostas de Adaptacdes para Outros Operadores 62
3.2.6 Modelo de Solucdo Paramétrico 67
4 Estudos de Caso: Operadores Normais 69
4.1 Estudo de Caso: Operador de Laplace 69
4.1.1 Definicdo 69
4.1.2 Experimento: dominio retangular com solucado analitica 70
4.1.3 Experimento: Dominio senoidal 7
4.1.3.1 Modelagem Proposta 79
4.1.3.2 Formulacao por Método das Diferencas Finitas 81
4.1.3.3 Formulacao por Método dos Elementos Finitos 83
4.1.3.4 Resultados Comparativos 84
4.2 Oscilador Harmonico Quantico (OHQ) 89

4.3  Conclusdes do Capitulo 94


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

5 Estudos de Caso: Operadores Nao Auto-Adjuntos
5.1 Descricdo Preliminar do Problema

5.2 Formulacao Matematica

5.2.1 Premissas deste modelo

5.2.2 Deducdo do modelo eletromagnético
5.2.3 Deducdo do Problema de Autovalores
5.3 Modelo semi-analitico de solucao

5.4 Modelagem eletromagnética dos materiais
5.5 Resultados

5.5.1 Experimento nao-paramétrico

5.5.2 Experimento paramétrico

5.6  Conclusdes do Capitulo

6  Conclusdes e Trabalhos Futuros

A Produtos internos

96
96
97
97
100
104
107
111
112
114
119
124

126

135


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Lista de figuras

Figura 1- Grid de pontos utilizado pelo MDF.
Figura 2 - Dominio quadrado discretizado utilizando uma malha 6x6 de

elementos quadrados.

Figura 3 - Representagdo com uma arvore para a funcao f(x) = 2x+sen(z).

Figura 4 - Exemplo de cromossomo com k, = 3 e ks = 1. A fungdo
escalar f; é combinacao linear das arvores A;, A,, Az, enquanto que fo
é combinacao linear de A3, A4, A5 e f3 é combinacao linear de As, Ag e

Az

Figura 5- Média do melhor individuo dentre os 40 experimentos para
cada quantidade de arvores para encontrar o menor autovalor.

Figura 6 - Dominio S das fung¢oes do operador de Laplace para o estudo
de caso da secao 4.1.3. A sendide tem frequéncia k = 6.

Figura 7 - Dominio S com k£ =6, a = 1 e a = 0.1, discretizado para o
Método Das Diferengas finitas, utilizando 15 pontos por diregao (total:
15% pontos).

Figura 8 - Comparativo de acuracia entre os métodos para valores de k
variando entre 15 e 105, com passo de 10.

Figura 9 - Comparagao entre o tempo de execucao dos métodos para atin-
gir um erro menor ou igual ao um valor pré-estabelecido. O experimento

foi executado com k£ = 200.

Figura 10 - Corte de um poco.

Figura 11 - Modelo de coluna de producao com escoamento em regime
anular.

Figura 12 - Representagao de um guia de ondas dividido em 4 camadas,

sendo a ultima semi-infinita.

33

37

47

53

73

78

82

86

87

98

100

103


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Figura 13- Comparagao do tempo de 1 execugdao do método proposto
baseado em PG com Q? execucdes dos métodos cldssicos para determinar
o primeiro modo de propagacdo (m = 1) do pogo de petréleo na
frequéncia f = 0,8 GHz e 6leo do tipo “D”.

Figura 14 - Comparac¢ao do tempo de 1 execucao do método proposto
baseado em PG com Q? execucoes dos métodos classicos para determinar
o primeiro modo de propagagdo (m = 1) do pogo de petrdleo na

frequéncia f = 1 kHz e 6leo do tipo “D”.

120

122


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Lista de tabelas

Tabela 1- Modelo proposto para achar os autopares do operador de
Laplace.

Tabela 2 - Taxa de sucesso do modelo proposto para achar o menor
autopar do operador de Laplace.

Tabela 3 - Taxa de sucesso do modelo proposto para achar o 2o0. autopar
do operador de Laplace.

Tabela 4 - Quantidade de rodadas cuja pontuacao da solucao é superior
a determinado percentual para encontrar f;; (colunas).

Tabela 5 - Parametros do modelo proposto para achar os autopares do
operador de Laplace no dominio S.

Tabela 6 - Parametros utilizados pelo Método dos Elementos Finitos para
achar os autopares do operador de Laplace no dominio S.

Tabela 7 - Parametros utilizados pelo Método das Diferengas Finitas para
achar os autopares do operador de Laplace no dominio S.

Tabela 8 - Acuracia obtida resolvendo o problema paramétrico para achar
o primeiro autopar do operador de Laplace no dominio S, utilizando
k = 200.

Tabela 9 - Acuracia obtida resolvendo o problema paramétrico para achar
o segundo autopar do operador de Laplace no dominio S, utilizando
k = 200.

Tabela 10 - Modelo proposto para achar os autopares do oscilador harmo-
nico quantico.

Tabela 11 - Resultados para a primeira autofuncao do oscilador harmo-
nico quantico.

Tabela 12 - Resultados para a primeira autofuncao do oscilador harmo-

nico quantico — 4000 geracoes.

72

73

74

7

85

85

85

88

88

90

91

91


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Tabela 13 - Resultados para a primeira autofungao do OHQ — ntimero de
rodadas que convergiram com erro < 107 (células) para cada faixa de
geragoes (colunas).

Tabela 14 - Resultados para a 3a. menor autofuncao do OHQ — nimero
de rodadas que convergiram com erro < 10™* (células) para cada faixa
de geragoes (colunas).

Tabela 15 - Modelo proposto para achar o terceiro autopar do oscilador
harmonico quantico (sem utilizar fungdes de Hermite).

Tabela 16 - Resultados para a terceira autofuncdo do OHQ — niimero de
rodadas que convergiram com erro < 107 (células) para cada faixa de

geragoes (colunas), experimento sem fungoes de Hermite.

Tabela 17 - Premissas da modelagem da coluna de producao

Tabela 18 - Constantes do meio de propagagao “6leo”

Tabela 19 - Constantes dos meios de propagacao

Tabela 20 - Modelo proposto para achar os modos do pogo de petréleo.
Tabela 21- Valor de s, para os primeiros modos com k, € [0,1 —
150i; 100—107%i], frequéncia 0, 8 GHz, dleo tipo “D”, por ordem crescente
de atenuacao.

Tabela 22- Valor de k., para os primeiros modos com k, € [0,1 —
150i; 100—10~4], frequéncia 0,8 GHz, 6leo tipo “F”, por ordem crescente
de atenuacao.

Tabela 23 - Valor de k., para os primeiros modos com k, € [0,1 —
150i; 100—1074i], frequéncia 0, 8 GHz, 6leo tipo “G”, por ordem crescente
de atenuacao.

Tabela 24 - Erro de cada um dos métodos para obtencao dos modos
apresentados na tabela 21.

Tabela 25- Erro de cada um dos métodos para obtencdao dos modos

apresentados na tabela 22.

92

92

93

93

99
112
112
114

114

115

115

116

117


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Tabela 26 - Erro de cada um dos métodos para obtencdao dos modos
apresentados na tabela 23.

Tabela 27- Valor de s, para os primeiros modos com r, € [1077 —
150i; 100 — 1077], frequéncia 1 kHz, 6leo tipo “D”, por ordem crescente
de atenuacao.

Tabela 28- Valor de s, para os primeiros modos com r, € [1077 —
150i; 100 — 1077i], frequéncia 1 kHz, dleo tipo “F”, por ordem crescente
de atenuacao.

Tabela 29 - Erro de cada um dos métodos para obtencao dos modos
apresentados na tabela 27.

Tabela 30 - Erro de cada um dos métodos para obtengdo dos modos
apresentados na tabela 28.

Tabela 31 - Erros médio, maximo, minimo e desvio padrao do erro de
cada um dos métodos para obtencao do primeiro modo — problema
paramétrico para frequéncia de 0,8 GHz e éleo do tipo “D”.

Tabela 32 - Erros médio, maximo, minimo e desvio padrao do erro de
cada um dos métodos para obtencao do primeiro modo — problema
paramétrico para frequéncia de 1 kHz e 6leo do tipo “D”.

Tabela 33 - Valores numéricos da parte real dos coeficientes da equacgao
5-47. Coeficientes menores do que 10~7 foram considerados nulos para
simplificar a exibicdo na tabela. O experimento usou 6leo tipo “D” e
frequéncia de 1 kHz.

Tabela 34 - Expressao analitica dos coeficientes K,J/; da equacao 5-47. O

experimento usou 6leo tipo “D” e frequéncia de 1 kHz.

117

118

118

118

118

121

121

123

123


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Mais cedo ou mais tarde, a teoria sempre
acaba assassinada pela experiéncia.

Albert Einstein, fonte desconhecida.
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1
Introducao

Diversos problemas em fisica e matematica modelados por equagoes dife-
renciais parciais resumem-se a encontrar o conjunto de autovalores e autofun-
¢oes associadas. Alguns exemplos incluem a busca de modos de propagagdo em
guias de ondas eletromagnéticas, a busca de estados de excita¢ao em sistemas
quanticos e a determinacao de frequéncias de vibracao ressonantes em estrutu-
ras mecanicas. Em particular, a motivagao principal para o presente trabalho é
a pesquisa em telemetria sem fio de pocos de petroleo. Nesta, deseja-se estudar
como o pogo de petréleo comporta-se para propagar ondas eletromagnéticas,
considerando os modos de escoamento do 6leo (bolha ou anular), a presenga
de bifurcagoes e outras variagoes de geometria, pogos com dupla completacao,
nao-homogeneidades no 6leo, incrustagoes de carbonato de célcio (CaCOs3) e
influéncia das formagoes rochosas.

Dependendo da aplicagao, varias técnicas podem ser empregadas, dentre
elas, aquelas baseadas em elementos finitos, diferencas finitas e solu¢ao semi-
analitica das equagoes [1, 2, 3]. Tais métodos, em geral, empregam a discretiza-
¢ao no dominio do operador diferencial para converter o problema original em
um problema de encontrar autovalores de uma matriz finita, geralmente com
muitos elementos. Tais métodos sao eficazes, mas apresentam limitacoes asso-
ciadas a representacdo de um operador de dimensao infinita por uma matriz
finita, o que causa alto consumo de memoria, perda de acuracia e a presenga
de falsas soluc¢oes proximas aos autovalores exatos. Além disso, se o dominio
do operador for alterado de alguma forma, a simulacao precisa ser executada
novamente, porque a representa¢ao matricial do operador depende dos paréa-
metros do problema. Logo, aplicagoes que precisem avaliar a solucao para um
conjunto de parametros tipicamente demandam centenas ou milhares de simu-
lagoes, o que torna o processo lento. Exemplos de aplicagoes deste tipo incluem
otimizacao de parametros de sistemas fisicos e sintese de sistemas robustos sob
incertezas, como ocorre na analise de propagacao em pogos, que tem incertezas
quanto a composicao do 6leo e quanto a sua temperatura.

Este trabalho investiga uma nova abordagem na qual técnicas de compu-
tacao evolucionaria sao aplicadas para encontrar, simbolicamente, autovalores

e autofuncgoes de operadores diferenciais, geralmente vetoriais. Neste trabalho,
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Capitulo 1. Introducio 17

utiliza-se o termo operador vetorial para indicar uma transformacao linear que
atua sobre fungoes cujo contradominio é o conjunto dos niimeros complexos
n-dimensional. Para isso, o modelo proposto aplica programacao genética para
evoluir as autofungoes de maneira simbolica, reduzindo a um minimo a carga
de computacao numérica. Como resultado, esquemas de discretizacao com alto
nivel de detalhe deixam de ser necessarios e solugoes espiirias passam a ser bem
menos frequentes. Isto ocorre porque a computacgao simbélica, inerente ao mo-
delo, reduz significantemente erros de arredondamento e de truncamento du-
rante o processo. Além disso, como as autofungoes sao evoluidas em sua forma
analitica, passa a ser possivel incorporar ao processo de evolucao da funcao
parametros que representem caracteristicas do dominio. Tais parametros ti-
picamente representam didmetros, comprimentos ou outros parametros fisicos
caracteristicos da aplicagao. Consequentemente, a solucao obtida pelo modelo
proposto é valida para uma classe de problemas, diferentemente das solugoes
dadas pelas técnicas classicas mencionadas, que demandam que o dominio seja
completamente especificado. De maneira pratica, tais solugoes paramétricas
sao uteis em diversos cendarios, tais como andlises de sensibilidade, otimizagao
de parametros de sistemas e estudo de incertezas.

O presente texto apresenta o modelo completo para operadores diferen-
ciais normais, utilizando o conceito de individuos multi-arvore e empregando
algoritmos de diferenciacao e simplificagdo simbdlica. O modelo evolui as auto-
funcoes e, a partir delas, calcula os autovalores empregando a razdo de Ray-
leigh. O problema de encontrar as autofungoes ¢ definido como um problema
de minimizacao, que é resolvido utilizando programacao genética.

Este trabalho também mostra os resultados da aplicacao do modelo em
problemas classicos com diversos niveis de complexidade. Os casos apresenta-
dos sao a busca de autofungoes do operador de Laplace, o oscilador harmonico
quantico e a determinacao de modos em guias de onda estratificados. Além
disso, a presente proposta também mostra uma adaptacao do modelo para
casos particulares de operadores que nao sao normais. Como estudo de caso,
deseja-se entender, utilizando o modelo proposto, como ocorre a propagacao de
ondas eletromagnéticas em um pocgo de petrédleo, considerando diversas com-
plexidades como nao homogeneidades no meio, modos de escoamento do 6leo
e incertezas na composicao dos fluidos.

Nos proximos capitulos, este texto foca em responder as seguintes per-
guntas: (1) qual é o problema abordado e qual é a sua relevancia? (2) qual
é a contribui¢do original deste trabalho? (3) qual é o estado atual da litera-
tura relacionada? (4) qual é o modelo proposto para resolver o problema em

questao? (5) quais sao os resultados obtidos? (6) quais sdo as conclusoes desta
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pesquisa? Com o foco de responder claramente a estas perguntas, esta tese de
Doutorado esta estruturada como se segue.

O capitulo 2 destina-se a responder as questoes (1), (2) e (3). Para isso, o
capitulo apresenta uma formulagao do problema de determinacao de autopares
de operadores diferenciais com exemplos. Além disso, o capitulo apresenta
uma revisao literaria, mostrando as técnicas disponiveis. Ademais, o capitulo
também mostra como a programacao genética tém sido aplicada em problemas
semelhantes, como na solugao de equacoes diferenciais parciais completamente
especificadas por suas condi¢oes de contorno.

O capitulo 3 dedica-se a responder a pergunta (4). Para isso, ele descreve
a técnica de programacao genética e apresenta o modelo de solugao de proble-
mas de autopares de operadores diferencias. O capitulo aborda primeiramente
os operadores auto-adjuntos, pois estes apresentam propriedades interessan-
tes que sao exploradas pelo modelo, como a existéncia apenas de autovalores
reais. Posteriormente, é apresentado o modelo de solucao de problemas de au-
tovalores para operadores normais, baseando-se no modelo para operadores
auto-adjuntos. Entao, o capitulo mostra outros tipos de problemas de autova-
lores, em particular o problema de autovalores generalizado e o problema de
autovalores quadratico. Finalmente, o capitulo ainda mostra como o modelo
pode ser adaptado para outros tipos particulares de operadores que nao sao
normais, ja preparando o terreno para a aplicagao em andlise de propagacao
em pocos de oOleo.

Na sequéncia, os capitulos 4 e 5 mostram os resultados obtidos, respon-
dendo, portanto, a questao (5).

O capitulo 4 dedica-se a mostrar estudos de casos de problemas de
determinacao de autopares de operadores diferenciais vetoriais normais. O
objetivo é mostrar como a técnica se adapta a cada problema e comparar os
resultados com aqueles obtidos por técnicas classicas. Além disso, o capitulo
mostra também como os referidos problemas podem ser parametrizados, de
modo que o modelo proposto entregue uma solugao analitica e paramétrica.

O capitulo 5 dedica-se a ilustrar como o modelo proposto pode ser 1util
para prever a propagacao de ondas eletromagnéticas em pocos de petroleo.
Para tal, o capitulo explica brevemente como o po¢o pode ser visto como
um guia de ondas estratificado e formula um problema de determinagao de
autopares baseado em um operador que nao é normal. Posteriormente, o
capitulo apresenta uma solucao semi-analitica e contrasta seus resultados com
aqueles obtidos pelo modelo proposto neste trabalho. Finalmente, sao feitas
varias andlises para diversas configuragoes de poco, variando tipo de éleo, tipo

de escoamento e tipo de formagao rochosa. Os resultados sao dados em termos
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das expressoes analiticas dos campos elétricos, parametrizadas pelo didmetro
do poco e pelo percentual de incrustacao de CaCOs.

Finalmente, o capitulo 6 apresenta as conclusdes finais e propde os
proximos passos desta pesquisa. Logo, a pergunta (6) serd respondida neste

capitulo.
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2
Descricao do Problema e Revisao da Literatura

O propésito deste capitulo é responder as seguintes perguntas:

1. qual é o problema abordado pela tese?
2. Qual é o estado atual da literatura?

3. Quais sao as contribui¢des originais do presente trabalho de doutorado?

Para responder a primeira questao, este capitulo comega apresentando
a formulagdo matematica geral para o problema abordado neste trabalho.
Nas préximas sec¢oes, o capitulo define os operadores diferenciais vetoriais e
mostra o conceito de autovalores e autofungoes, também conhecidos pelo termo
autopares.

Na sequéncia, o capitulo foca em responder a segunda questao. Para isso,
o capitulo apresenta uma revisao da literatura sobre o assunto, mostrando
as técnicas que mais tém sido usadas. O capitulo apresenta as técnicas
classicas baseadas em discretizacao de dominio, mais especificamente elementos
finitos e diferencas finitas. Ademais, o capitulo também apresenta como a
programacao genética (PG) tém sido aplicada na literatura para resolver
problemas semelhantes.

Finalmente, o presente capitulo conclui respondendo a terceira questao,

isto é, resumindo quais sdo as contribuigbes originais.

2.1
Formulacao Matematica de Problemas de Autovalores

O proposito desta se¢ao é introduzir os elementos basicos de analise funci-
onal, especialmente aqueles necessarios para entender problemas de autovalores
de operadores diferenciais. Ao final desta discussao, o leitor tera entendido os
pré-requisitos basicos e entenderda formalmente qual é o problema abordado
nesta tese.

Para isso, a ideia é apresentar sucintamente conceitos béasicos de estrutu-
ras matematicas, comegando pela definicao de conjuntos e evoluindo em grau
de sofisticacao até o conceito de operadores diferenciais com dominio em um
espaco de Hilbert. Sempre que possivel, trabalhar com espaco de Hilbert é in-

teressante devido ao grande numero de abstragoes que os acompanha, como
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os conceitos de conjuntos, métricas, vetores, soma vetorial e multiplicacao por
escalar, dimensao, norma, produto interno e ortogonalidade. Como consequén-
cia, os espacos de Hilbert exibem propriedades poderosas que tipicamente sao
exploradas em aplicagoes de Fisica e Matemdtica, como o conceito de comple-
tude. Este conceito, por exemplo, permite que seja possivel representar qual-
quer elemento de um espaco de Hilbert a partir de uma combinac¢ao de outros
elementos do mesmo espago, como € o caso da série de Fourier. Todo contetido

desta segao foi resumido a partir de [4, 5, 6].

2.1.1
Pré-requisitos Matematicos

2.1.1.1
Conjuntos

Conjuntos sao colecoes de objetos distintos. Obviamente, faz parte desta
definicdio um conceito abstrato de igualdade entre elementos desta colecao.
Este texto utiliza os termos “conjunto” e “espago” como sinénimos.

Dentre os conjuntos de interesse nesse trabalho, estao o conjunto dos
numeros inteiros, Z, o conjunto dos nimeros reais, R, e o conjunto do niimeros
complexos, C. Intervalos de ntimeros reais sao representados por “[ |7, ou seja,
[a;b] é o intervalo de todos os niimeros reais entre a e b, com os extremos
incluidos. No caso de a ou b serem nimeros complexos, a notagao |[a;b]
representa o retangulo no plano complexo formado por todos os complexos
z tais que Rez € [Rea;Reb] e Imz € [Ima;Imb], onde Re(:) e Im(+)
representam, respectivamente, as partes real e imaginaria.

Nem todos os conjuntos que serao abordados aqui sao conjuntos numéri-
cos. Em particular, este trabalho utiliza também conjuntos de fungoes, como
o conjunto de todas as fun¢oes quadrado integraveis. Tais conjuntos serao in-
troduzidos no o texto quando for mais oportuno.

Finalmente, algumas operagoes sobre conjuntos sao de interesse deste

trabalho. Sdo elas:

1. interse¢io: AN B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem

simultaneamente a A e B;

2. uniao: AU B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A
ou B;

3. diferenca: A — B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a

A mas nao pertencem a B;
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4. produto cartesiano: A X B é o conjunto formado por todos os pares
ordenados (a,b), Va € Ae Vb € B.

2.1.1.2
Espaco Métrico

Espago métrico é um espago (ou conjunto) equipado de uma métrica.
Intuitivamente, uma métrica é uma funcao que transforma dois elementos
quaisquer do espago em um numero real positivo, de modo a medir o grau
de diferenca entre eles.

Formalmente, uma métrica de um espago £ é uma fungao d(x, y), definida

para todo par (z,y) € E X E que satisfaz os axiomas:
1. d(z,y) > 0.
2. d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y.
3. d(z,y) = d(y,x).
4. d(x,y) < d(z,z) + d(z,y), para todo z € E (desigualdade triangular).

Alguns exemplos de métrica incluem a funcao d(x,y) = |z — y|, definida

no conjunto dos nimeros complexos e a fun¢io f(x,y) = \/ (x—y) (x—y)

W

para vetores do espaco N-dimensional RY, onde é o produto escalar (ver

apéndice A).

2.1.1.3
Espaco Linear

Espago linear (ou vetorial) é um espago equipado de operagoes vetoriais.
Formalmente, é necessario especificar um conjunto especial, denominado corpo,
para poder definir um espaco linear. Sem entrar em detalhes técnicos, um corpo
é um conjunto que define soma e produto entre seus elementos e que garante
que os resultados destas operagoes pertencam ao corpo. Exemplos incluem o
corpo dos nimeros complexos, C, o corpo dos niimeros reais, R, e o corpo dos
nimeros inteiros, Z.

Dado o corpo C, um espaco linear L é definido como um conjunto de

elementos que satisfaz uma série de propriedades, dentre elas:

1. Presenca de uma operacao, a soma vetorial “+”, que é capaz de transfor-
mar dois elementos quaisquer de L em outro elemento de L de maneira

comutativa.

2. Presenga de um elemento nulo, 0, que satisfaz v+ 0 = v para todo v € L.
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3. Presenca de um elemento y € L para todo x € L, tal que x +y = 0.
Neste caso, utiliza-se a notagdo —z = y. Além disso, usa-se a notacao

xr — z para abreviar x 4+ (—z), z € L.

4. Se a € C, entao existe uma operacao de produto, conhecida como
produto por escalar, que transforma todo elemento v € L em um

elemento awv, que também pertence a L.

5. Existe um escalar, denotado por 1, tal que 1v = v.

Existem outros axiomas usados na definicdo de espago linear, mas uma
definicao formal completa foge ao escopo deste trabalho. E importante acres-
centar, contudo, que o elemento o, a € C, é conhecido como escalar e o
elemento v, v € L, é conhecido como vetor.

Exemplos de espacos vetoriais conhecidos sdo o RY, definido usando o
corpo dos ntimeros reais, e o CV, definido utilizando o corpo dos ndmeros
complexos. Neste trabalho, a menos que seja especificado o contrario, estaremos
trabalhando sempre com o corpo dos niimeros complexos e, portanto, todos os
escalares sao complexos.

Espacos lineares sao tteis para definir o conceito de independéncia linear.

Formalmente, os k vetores vq,vq,v3,...,v; sa0 linearmente independentes se
o Gnico conjunto de escalares (g, qq,...,q) capaz de fazer ayv; + agvg +
azv3 + ...+ =0 tem a; = ay = ag = ... = a; = 0. Se uma colecao de

vetores nao for linearmente independente, entao diz-se que ela é linearmente
dependente.

A partir da defini¢ao de independéncia linear, define-se a dimensao de um
espaco vetorial. Basicamente, um espaco linear L ¢ dito N-dimensional, ou tem
N dimensoes, se existem N elementos de L que sao linearmente independentes,
enquanto que N + 1 elementos sdo sempre linearmente dependentes. O espago
linear RY | por exemplo, é N dimensional, pois é possivel selecionar no maximo
N vetores linearmente independentes do RY.

Em alguns espacos, sempre seréd possivel acrescentar um novo elemento a
um conjunto finito de vetores linearmente independentes. Consequentemente,
nao existe nimero maximo de vetores linearmente independentes e, por isso,
diz-se que tal espaco tem dimensdo infinita. Um exemplo é o conjunto de todas
as fungoes quadrado integraveis de suporte compacto.

Por fim, uma base para um espago linear L de dimensao n é qualquer
conjunto de n vetores linearmente independentes de L. As bases tem uma
propriedade muito importante: qualquer vetor de L pode ser escrito como uma
combinacgao linear dos vetores da base. Existem conceitos equivalentes para

espacos de dimensao infinita, que serao abordados mais a frente neste texto.
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2.1.1.4
Normas e Produtos Internos

Normas sao fungoes semelhantes as métricas, mas elas necessitam de um
espaco linear para serem definidas e, além disso, tém apenas 1 argumento, em
oposicao aos 2 argumentos da fun¢do métrica. Intuitivamente, as normas sao
uma medida de “distancia ao vetor nulo”.

Formalmente, a norma de um vetor x do espaco linear L, denotada por

|||, ¢ um ntmero real ndo-negativo que satisfaz:
1. |lz|]| > 0 e ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0;
2. |lazx|| = |af||x||, para todo escalar «;
3. [z 4+ yl| < |lz|| + |ly]|, para todos os vetores = e y do espago linear L.

Uma propriedade interessante das normas é que a fungao d(z,y) =
|x — y|| satisfaz todas as propriedades de métrica e, por isso, é conhecida
como métrica induzida pela norma. Um espaco linear equipado de uma norma
é chamado de espaco linear normado.

Os produtos internos, por outro lado, sao fungoes que operam sobre
dois elementos do espaco linear, gerando um niimero complexo, em oposicao a
norma, que ¢ sempre um namero real nao-negativo. Formalmente, o produto
interno de dois vetores = e y de um espaco linear L, denotado por (z;y), é uma
funcao complexa que satisfaz:

1. {(x;2) > 0 e (x;z) = 0 se, e somente se, z = 0;

2. (z;y) = (y; ), onde a barra superior indica o complexo conjugado;

3. {azx;y) = a(z;y), onde o é um escalar;

4. (x +y; 2) = (x;2) + (y; 2), para todo z € L.
Espacos lineares equipados de produto interno sao chamados de espacos
produto interno. De maneira interessante, a fun¢ao f(x) = /(z;x) apresenta

todas as propriedades de norma e, por isso, é chamada de norma induzida
pelo produto interno. Como resultado, todo espaco linear com produto interno
também é um espaco linear normado.

Exemplos de produto interno incluem o produto escalar do RY. O apén-

dice A exemplifica uma série de produtos internos utilizados neste trabalho.
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2.1.1.5
Espaco de Hilbert

Espaco de Hilbert é um conceito complexo de andlise funcional, que
envolve a ideia de completude. Explicar o conceito de completude neste
texto foge ao escopo, mas intuitivamente diz-se que um espaco é completo
quando todas as sequéncias convergentes formadas por elementos do espaco
convergem para um elemento também do espaco. Note, contudo, que este
conceito conforme apresentado é informal.

Dado o conceito de completude, o espago de Hilbert é definido como um
espaco linear com produto interno e completo. O espaco de Hilbert de maior
interesse neste trabalho é o espago formado por todas as fungoes de “energia
finita” cujo dominio ¢ o conjunto Q. A notagdo usada para este espaco é L?((Q2).
Frequentemente, o contradominio destas func¢oes é um vetor do espago vetorial
CV, e, neste caso, usa-se a notacao L?(2)". Tipicamente, N =2 ou N = 3.

Sendo assim, se f € L*Q)%, entdo a funcio f satisfaz as seguintes

propriedades:

1. o dominio de f é o conjunto (). Tipicamente, €2 é um subconjunto do
RY:

2. o contradominio de f é o CV;
3. f tem energia finita.

Para definir o conceito de energia finita, usa-se o produto interno.
Basicamente, f tem energia finita se (f; f) < oo, ou seja, f tem norma finita.

Neste caso, o produto interno é definido como:
(i f2) = [ () Fl0) wiv)dv. (2-1)

onde f; e fo sdo funcdes de dominio 2 e contradominio CV, w é uma funcio

[Tl

real positiva, conhecida como peso, e é o produto escalar conforme definido
para vetores reais (ver apéndice A). Note que a equagao 2-1 tem uma integral
tipicamente multivariada, uma vez que, usualmente, €2 é um espaco linear de
dimensao maior do que 1.

Outros espacos de Hilbert de interesse sao o RY equipado com o produto
interno tradicional (x;y) = x-y e o CV, com o produto interno (x;y) = x -y,

onde a barra indica o complexo conjugado.
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2.1.1.6
Ortogonalidade

O conceito de ortogonalidade estd diretamente relacionado ao conceito
de produto interno. Dois vetores z e y do espaco de Hilbert H sao ortogonais
se (x;y) = 0. Se ||z|| = /(z;x), entdo, para quaisquer vetores ortogonais x e
v, llz+yl* = [l=[* + [ly]I*.

Um conjunto de vetores de um espaco de Hilbert é dito ortogonal quando
todos os vetores deste conjunto sao ortogonais dois a dois. Se, além disso, os
vetores tiverem norma igual a 1, entao o conjunto é dito ortonormal.

Se um conjunto enumeravel e ortonormal de vetores {z,},>1 de um
espaco de Hilbert H for tal que qualquer vetor v de H pode ser escrito como

=" (vizn) Ty, (2-2)

n

entao o conjunto {x,},>1 é uma base (de Shaulder) ortonormal para H.
Alternativamente, se {z, },>1 for uma base ortonormal para o espaco de
Hilbert H, entao para todo € > 0, existe um inteiro positivo N, tal que, para

todo N > N, N

v Z <U; xn> T
n=1
Sendo assim, para valores suficientemente grandes de N, sempre é possivel

<e (2-3)

aproximar um vetor v com erro arbitrariamente pequeno utilizando os elemen-
tos da base de Shaulder ortonormal {z,},>1. Na prética, busca-se bases que

demandem valores pequenos de N, de modo a reduzir a carga computacional.

2.1.1.7
Operadores Lineares

Neste trabalho, operadores lineares, também conhecidos como transfor-
macoes lineares, sao fungdes que operam em espacos de Hilbert e satisfazem
o principio da superposicao. Formalmente, se f : H; — H, ¢ uma funcao
que transforma elementos do espaco de Hilbert H; em elementos do espaco de
Hilbert H,, entdao f é linear se f(ax + By) = af(x) + Sf(y), para quaisquer
escalares «, 8 e quaisquer vetores x e y de H;. Note que a defini¢ao faz sentido
apenas se o corpo utilizado para definir H; e H, for o mesmo.

Exemplos simples de operadores lineares incluem a fungéo real f(z) = ax,
a € R e o operador conjugado, f(z) =z, z € C, desde que definido num espago
de Hilbert cujo corpo é o conjunto dos nimeros reais. Outros casos interessantes
incluem o operador derivada e o operador integral.

Dada a definicao de operador linear, este trabalho utiliza o termo

operador diferencial linear para se referir a qualquer operador linear que
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contenha derivadas. Geralmente, estes operadores sao definidos para elementos
de L*(Q)", e exemplos tipicos incluem a derivada tradicional, o laplaciano, o
rotacional e o divergente. Este trabalho entrard em detalhes acerca destes

operadores mais adiante, quando for necessario.

2.1.1.8
Operadores Limitados

Operadores limitados sao aqueles cuja norma do valor transformado por
eles nao “explode”. De maneira formal, se A é um operador linear limitado de
Hy em H,, entao existe um k > 0 tal que ||Az|, < k||z||, para todo x € H;.
Nessa definicao, [|-||; e [|-||, sdo as normas de H; e Hj respectivamente. Se um
operador nao for limitado, ele é chamado de operador ilimitado.

Em geral, operadores definidos em termos de derivadas sao ilimitados.
Por outro lado, operadores definidos em termos de integrais sao geralmente

limitados.

2.1.1.9
Adjuntos de Operadores Lineares

O operador adjunto é um conceito semelhante ao conceito de matriz
transposta conjugada ou hermitiana. Uma defini¢ao formal geral de operador
adjunto envolve o conceito de operadores densamente definidos, que foge ao
escopo este texto. Contudo, informalmente, se A ¢ um operador linear entre os
espacos de Hilbert H; e Hs, entdao o adjunto de A, representado pela notacao
A*, é um operador linear que satisfaz (Ax;y), = (z; A*y), para todo x € H; e
y € Hy, onde (-;-); e (;+), sao os produtos internos de H; e H,. Note que H,
passa a ser o dominio do operador adjunto.

No caso de operadores limitados, essa defini¢ao informal é, na realidade, a
definicao precisa de operador adjunto. Para operadores ilimitados densamente
definidos, esta também ¢é a definicao formal, mas nao é totalmente rigorosa,
porque o dominio do adjunto é, em geral, um subconjunto de Hs.

Seja A um operador definido de H em H. Se o adjunto de A é ele
mesmo, entao A é chamado de operador auto-adjunto. Caso A comute com
o seu adjunto, tal operador é chamado de operador normal. Sendo assim, se
AA*x = A*Ax para todo © € H, entdo A é um operador linear normal.
Operadores normais e operadores auto-adjuntos sao de interesse deste trabalho
por apresentarem correlacao com problemas fisicos de interesse. Ademais, tais
classes de operadores possuem propriedades interessantes que serao exploradas

no modelo de solucao de problemas de autovalores que é cerne desta pesquisa.
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2.1.1.10
Operadores Positivos e Negativos

O conceito de matrizes positivas e negativas é facilmente extensivel a
operadores em espacos de Hilbert. Seja A um operador linear, auto-adjunto,

de H para H e seja (-;-) o produto interno. Temos as seguintes possibilidades:
1. se (Az;x) > 0 para todo x € H, entdao A é um operador nao-negativo,
2. se (Ax;x) > 0 para todo x € H, entdao A é um operador positivo;

3. se existir k > 0 tal que (Az;z) > k ||z||” para todo « € H, entdo A é um

operador positivo definido.

Da mesma forma, é possivel definir operadores nao-positivos, negativos e ne-
gativos definidos, apenas invertendo as desigualdades. Note que tais defini¢oes
sao validas apenas para operadores auto-adjuntos.

Quando um operador auto-adjunto nao satisfaz a nenhuma dessas clas-

sificagoes, entao ele é indefinido.

2.1.2
Problemas de Autovalores de Operadores Diferenciais Lineares

2.1.2.1
Consideracoes Preliminares

Esta secao dedica-se a explicar o principal problema abordado por esta
pesquisa: a busca de autopares de operadores diferenciais lineares. Um autopar
é um par de autovalor e autovetor, que sao objetos com propriedades especiais
de um operador linear. De maneira simplificada, quando um dado operador
nao modifica um vetor especifico (a menos uma multiplicagdo por escalar),
entao este vetor é um autovetor do operador. Autovetores sao quantidades
importantes na fisica, pois estdao geralmente relacionados a grandezas fisicas
de interesse, como modos de propagacao em guias de onda eletromagnética,
estados de excitacdo em sistemas quéanticos e frequéncias de vibragao em
estruturas mecanicas.

Esta secao apresenta 3 classificacoes diferentes para problemas de auto-
valores. Seja A um operador linear definido num espaco de Hilbert H, isto é,
H ¢é o dominio e o contradominio de A. Seja A um escalar do corpo de H e
seja x um vetor de H.

O problema de autovalores classico consiste em encontrar as solugoes

(caso existam) da equagao
Az = Az. (2-4)
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Se 2’ e X' sdo solugoes de 2-4, entao =’ é um autovetor de A, X' é o autovalor
associado ao autovetor z’ e o par (X, z’) é um autopar de A. O conjunto de
autopares de um operador linear pode ser vazio (nenhum autovalor), finito
ou infinito. Neste ultimo, o conjunto ainda pode ser enumeravel (discreto) ou
nao-enumeravel.

Se B é um operador linear também definido em H, entdo o problema

de autovalores generalizado consiste em encontrar as solugoes da equagao
Az = A\Bz. (2-5)

Neste caso, se ' e A’ sdo solucoes de 2-5, entao 2’ é um autovetor generalizado
de A com relagao a B, X' é o autovalor associado ao autovetor z’ e o par (N, z')
é um autopar de A com relacao a B.

Muitas vezes, um problema pratico nao pode ser escrito nas duas formas
citadas acima. Por isso, é conveniente generalizar os problemas de autovalores,
de modo que a forma mais geral englobe todos (ou a maioria) dos casos praticos.
O problema de autovalores nao-padrao (nonstandard eigenvalue problem)

consiste em encontrar as solugoes da equacao
A\ z = 0. (2-6)

Neste caso, o operador linear A é funcao do autovalor A, ou seja, para cada
valor distinto de A tem-se um operador linear A(A). Mais uma vez, se 2’ e X
sao solugoes de 2-6, entdo (X', 2’) é um autopar (ndo-padrao) de A.

Note que tanto o problema cléssico de autovalores (equacao 2-4) quanto
o problema generalizado (equacdo 2-5) se reduzem ao problema nao-padrao
(equacao 2-6). No primeiro, temos U(X) = (A — AI), onde I é o operador
identidade, e resolve-se na forma nao padrao U(\) z = 0. No segundo caso,
temos U(A\) = (A — AB).

Esta tese foca no problema padrao, apesentado em 2-4. Sendo assim,
deste pardgrafo em diante este texto refere-se sempre ao problema de auto-
valores padrao, da equacao 2-4. No entanto, também sao abordados alguns
casos particulares do problema de autovalores nao padrao, como o problema
de autovalores quadratico, no qual U()\) = Ay + AA; + A2 Ay, onde Ay, Ay e Ay
representam operadores lineares definidos no espaco de Hilbert H.

Existem algumas propriedades interessantes para autopares de um ope-
rador linear [4, 6, 5]. Uma delas é a independéncia linear entre autovetores
que correspondem a autovalores distintos. Mais especificamente, se (A1, 1),
(A2, 22), ..., (An,2,) s@o autopares de um operador A e os autovalores
A1, Ao, ..., A, sdo distintos, entdo o conjunto {zi,xs,...,x,} é linearmente

independente [5].
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Outras propriedades de interesse dependem de conhecimento mais es-
pecifico do operador. Por exemplo, operadores auto-adjuntos tém autovalores
reais. Além disso, seus autovetores correspondentes a autovalores distintos sao
ortogonais. Ademais, se o operador for nao-negativo, entdo todos os seus au-
tovalores sdo nao-negativos e se o operador for positivo, entdao todos seus au-
tovalores sao positivos. Analogamente, se o operador for nao-positivo, entao
todos os seus autovalores sao nao-positivos e se o operador for negativo, entao

todos os seus autovalores sao negativos.

2.1.2.2
Razao de Rayleigh

Seja A um operador linear definido num espago de Hilbert H e seja (A, 2’)
um autopar de A, ou seja, Az’ = \z’. Assim, pode-se escrever
(Az'; x')

T )

(2-7)

Portanto, dado o autovetor, o operador e o produto interno, é possivel calcular
o autovalor associado. A razao de Rayleigh é apenas uma generalizagao de 2-7
para o caso em que =’ ndo necessariamente é um autovetor de A, ou seja, para

cada r € H, define-se (Az; )

(z; 2)
A fungao R(z) definida em 2-8 é a razao de Rayleigh. Claramente, no

R(z) = (2-8)

caso particular em que x é um autovetor de A, 2-8 é equivalente a 2-7.

Para diversos tipos de operadores, a razao de Rayleigh é estacionaria para
valores de x iguais a autovetores de A. Informalmente, isso quer dizer que erros
de primeira ordem na aproximacao de um autovetor x’ implicam em erros de
segunda ordem (menores) para aproximar seu autovalor. Em particular, esta
propriedade é verdadeira para operadores normais.

Se A for auto-adjunto, ndo-negativo e seu conjunto de autovalores for
discreto, entdo o menor autovalor de A pode ser obtido encontrando o minimo
de R(z). Analogamente, se A for ndo-positivo, entdo o maior autovalor de A
é igual ao maximo de R(x). Essas propriedades sdo uteis para a metodologia
que serda apresentada neste texto para encontrar autopares de operadores auto-
adjuntos.

Esta secao tratou da definicao dos problemas de autovalores. Nas pro-
ximas segoes, este texto apresenta uma revisao das técnicas existentes para

resolver tais problemas.

2.2
Técnicas para Solucdo de Problemas de Autovalores na Literatura
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2.2.1
Consideracoes Iniciais

Esta secao foca em revisar as técnicas presentes na literatura para solucao
de problemas de autovalores de operadores lineares.

As técnicas disponiveis tipicamente aplicam discretizacao no dominio
das fungoes para converter o operador de dimensao infinita em uma matriz.
Posteriormente, tais técnicas aplicam algoritmos numéricos para encontrar os
autovalores desta matriz. Como a matriz é finita, apenas um conjunto finito de
autovalores é encontrado. Caso mais autovalores sejam necessarios, é preciso
discretizar o dominio com mais pontos, de modo a gerar matrizes maiores e,
consequentemente, com mais autovalores. Além disso, dependendo da técnica,
as autofuncoes sao encontradas de formas variadas, todas elas baseadas em
algum tipo de expansao em bases de fung¢oes ortogonais.

Dentre as principais técnicas, destaca-se o Método das Diferencas Finitas,
o Método dos Elementos Finitos [7, 8] e o Método dos Volumes Finitos [9].
Para problemas de autovalores de operadores lineares envolvendo integrais,
destacam-se as técnicas que se baseiam em discretizagao do contorno, como o
Método dos Momentos [10] e o0 Método dos Elementos de Contorno (boundary
element method) [11]. Por fim, ainda existem técnicas que nao dependem da
existéncia de malhas ou discretizagdo do dominio, como os Métodos Espectrais
[12].

O Método das Diferencas Finitas e o Método dos Elementos Finitos sao
geralmente os mais adequados para modelar geometrias sofisticadas, devido
a presenca de uma malha que discretiza o dominio. Tal malha ¢é projetada
para adaptar-se ao formato do dominio. Além disso, as técnicas baseadas
em discretizacao de contorno — Método dos Momentos e outras — operam de
maneira semelhante, logo sao adequadas para problemas que tém contornos
complexos e sao formulados em termos de integrais. Estas técnicas usualmente
tém uma grande carga computacional, pois geram matrizes muito grandes
e, portanto, necessitam de muita memoria e processamento, o que as torna
inadequadas para geometria pouco complexas.

Por outro lado, as técnicas baseadas em solugoes analiticas ou semi-
analiticas costumam adequar-se bem a problemas com geometrias pouco
complexas, porque modelam de maneira precisa tais geometrias utilizando
figuras geométricas conhecidas (retdngulos, cubos, cilindros, esferas, cones,
etc). Tais técnicas sdo computacionalmente eficientes, mas pouco flexiveis.

A presente secao foca apenas nos métodos de elementos finitos e dife-
rencas finitas. Como nao é foco desta tese abordar operadores baseados em

integrais, optou-se por deixar de fora uma revisao acerca de técnicas baseadas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 2. Descricdo do Problema e Revisdo da Literatura 32

em discretizacdo de contorno. Adicionalmente, esta secao também nao aborda
as técnicas simbolicas porque estas dependem demasiadamente do problema
ao qual elas sdo aplicadas. Por isso, as técnicas simbdlicas e semi-simbdlicas
serao abordadas mais a frente, nos estudos de caso especificos, como objeto de

comparacao.

2.2.2
Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas (MDF) é um dos métodos baseados
em aproximacao numérica utilizados na literatura para resolver equagoes
diferenciais parciais [13, 14]. O dominio continuo das fungdes é aproximado por
uma malha finita de pontos e uma funcao no dominio original é representada
por sua versao discreta, caracterizada pelos valores da fungao original em cada
um dos pontos da malha.

Nesta representacao discreta, a derivada em um ponto da malha é
aproximada utilizando uma combinacao linear dos valores da fun¢ao em pontos
adjacentes da malha. Assim, a versao discreta de um operador diferencial
é escrita em termos de um conjunto de combinacoes lineares envolvendo os
valores da funcao discreta na malha, sendo uma combinagao para cada ponto
da malha [7, 8, 13, 14].

A figura 1 mostra uma malha retangular uniforme, na qual deseja-se
estimar a derivada de uma func¢ao f(z,y) no ponto da malha de coordenadas
(xj,y;). Para isso, o MDF utiliza os pontos adjacentes. Para estimar a derivada
na direcao x, usa-se os pontos adjacentes com o mesmo valor da coordenada y.
Analogamente, para estimar a derivada em y, utiliza-se os pontos adjacentes
com o mesmo valor de z. Adotando a notacao simplificada f;; = f(x;,9;),

pode-se escrever, por exemplo,

—fic1j + Jiv1g

Sy (2is y;) = o +€ (2-9)
I ’L’, . _l’_ 7:,'
(i) = Lt R fan (210

Nas equagoes, o subscrito “[t]” indica a derivada na varidvel ¢. Além disso,
h é a distancia entre dois pontos adjacentes do grid numa mesma direcao
(h =241 —x; = yj11 — y;j) € € é 0 erro de aproximacao.

As aproximacgoes de diferencas finitas derivam da aplicagdo da série
de Taylor gerada em torno do ponto que se deseja estimar a derivada. Ao
truncar a série e avalia-la em uma quantidade suficiente de pontos adjacentes,
é possivel montar um sistema linear de equagoes no qual as derivadas no ponto

de interesse do grid s@o as incognitas. A solucao, entdo, é a expressao de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 2. Descricdo do Problema e Revisdo da Literatura 33

f(i,j+1

f(i-1)) | (i) | f(i-1,)
@ ® ®

f(IIJ_1 )

I

Figura 1: Grid de pontos utilizado pelo MDF.

aproximagao da derivada. Quanto mais termos forem utilizados na série de
Taylor, melhor é a aproximagao da derivada, contudo mais pontos adjacentes
serao usados. Na aproximacao 2-10, por exemplo, o erro é proporcional a hZ.

Uma aproximacao da primeira derivada com erro proporcional a h* seria:
1/1 2 2 1
T (@i, y5) = 7 (mfi,j—Q — gfi,j—l + gfi,j—l—l - 12fi,j+2> + €. (2-11)

Note que, se 0 < h < 1, entdo esta tultima aproximacdo gera menos erro
pois, neste caso, h* < h?. Em contrapartida, esta aproximacdo utiliza mais
pontos da malha, o que tende a gerar sistemas de equagdes menos esparsos,
que consomem mais memoria e sao mais dificeis de resolver.

Caso seja necessario encontrar a derivada na direcao de um vetor unitario
i = (n,;n,), basta calcular o produto escalar deste e o gradiente de f, Vf =
( fial; f[y]). Assim, a derivada de f na direcao n ¢ igual a fia) = (nm f1a)s 1y f[y])

e, usando 2-9 e 2-10, temos

—fi1j + Jiv1y

Ja) = na 5
n ny_fi,j;;‘ fig+1 s (2-12)

Para resolver um problema de autovalores utilizando o MDF, deve-se pri-
meiramente utilizar as aproximacoes das derivadas expressas como diferencas,
conforme mostrado nos tultimos paragrafos. Posteriormente, aplica-se as con-
di¢oes de contorno do problema para, entao, montar um sistema de equagoes
lineares cuja solugao é o valor de f em cada ponto do grid. Como um parametro
desta equagao é desconhecido, geralmente tem-se um problema de autovalores
matricial. Os préximos paragrafos irao ilustrar um exemplo classico.

Considere o operador de Lapace, definido para func¢des com dominio
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bidimensional como

V2 = foal + fiwyi
fe ([0 1)
f(0,9) = f(1,y) =0
f(@,0) = f(z,1) =0
z,y € [0;1]. (2-13)

Ou seja, o dominio do operador é o espaco de Hilbert formado por todas as
fungoes complexas, definidas no retangulo [0; 1]2, nulas no contorno e quadrado
integraveis de acordo com o produto interno 2-1. Por conveniéncia, assume-se
w(v) =1 em 2-1.

A partir da definicdo do operador de Laplace, pode-se formular o pro-

blema de autovalores
V2=, (2-14)

que pode ser resolvido utilizando a aproximagao da segunda derivada do MDF,

_ Jicrg = 2fig + fiv

f[:c;t] (miu y]) = 12 + € (2—15)
fig=1 = 2fi; + fiy
frn (@i, y;) = == : h2] ot (2-16)

Ao aplicar as aproximagoes 2-15 e 2-16 na defini¢ao 2-13, tem-se a versao

discreta do operador de Laplace para o grid aqui exemplificado:
(V)

Sendo assim, ao substituir esta versao discreta do operador de Laplace em sua

1
T (firrg + ficrg + figor + fijo1 — 4fi ) - (2-17)

%,J

definicao 2-13, obtém-se a equacao

firrg + ficrg + figar + fijo1 — 4fi5 = KM fij, (2-18)

valida para cada (i;7) do grid, comi=2,3,... M —1ej=23,..., M —1,
onde M é o ntimero de pontos numa direcao.

Como, pela definigdo do operador, f é nula no contorno, deve-se acres-
centar essas equagoes ao sistema de equacoes 2-18. Se o grid tiver M pontos

em cada dire¢ao, isso significa que

fl,j:fM,j:O7 j:1,2,...,M
fir=fin=0 i=12... M. (2-19)

Considerando apenas as equagoes tteis para 2-18, temos um total de (M — 2)?

varidveis e equacoes. As variaveis sao os valores de f;;, 4,7 =1,2,..., M —1
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e as equacoes sao dadas por 2-18, usando como complemento as condig¢oes de
contorno 2-19.

Com isso, finalmente obtem-se um sistema de equagoes do tipo
Cf = WM, (2-20)
onde C' é uma matriz de coeficientes numéricos e

f= [f2,2 f2,3 s f2,M71 f3,2 f3,3 s fol,Mfl]Ta (2_21>

é o vetor coluna formado pelas varidveis. A equagao 2-20 é um problema de
autovalores matricial, onde f sdo os autovetores e h?\ sao os autovalores.

Note que essa abordagem gera um ntmero finito de autovalores distintos,
no maximo igual & ordem da matriz C, i.e., M — 2. No entanto, o operador
de Laplace tem infinitos autovalores, logo, caso mais autovalores sejam ne-
cessarios, € preciso aumentar o numero de pontos utilizados na discretizagao
do dominio. Sendo assim, uma importante limitacao desta técnica é que, para
conseguir obter um nimero maior de autovalores, necessariamente ¢ preciso
trabalhar com matrizes maiores, o que aumenta o consumo de memoria e o
tempo de execucgao.

Outra limitacao surge quando o dominio é infinito. Ainda no exemplo do
operador de Laplace, considere o caso em que a funcao f esta definida em todo

o R?, ou seja, ao invés da definicdo em 2-13, temos

VA = fa + fi
fel*(rR?)
f(t,y) = 0 quando t — +o0
f(z,v) =0 quando v — £o0
2,y € R. (2-22)

Neste caso, € impossivel discretizar o dominio de modo a incluir o contorno,
a menos que algum artificio seja adotado. Dependendo da aplicacao, existem
algumas formas de contornar essa questao.

Uma possibilidade é simplesmente trabalhar com uma malha com ntimero
de pontos suficientemente alto de modo que seja possivel assumir que f = 0 nos
limites da malha. Dependendo da aplicagdao, pode ser necessario adotar uma
malha muito grande e, consequentemente, a matriz C' teria muitos elementos,
o que aumentaria demasiadamente o consumo de memoria. Outra forma de
contornar a questao é utilizando condigoes de contorno especiais nos limites
da malha, que indiretamente garantam que a funcao f seja nula no infinito. Um

exemplo é um conjunto de técnicas chamado perfectly matched layer (PML),
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usado muito em eletromagnetismo [15, 16].

Um terceiro ponto negativo da técnica é que as autofungoes sio dadas em
sua forma discreta, ou seja, seus valores sao conhecidos apenas nos pontos da
malha. Caso seja necessario avaliar a funcgao fora dos pontos da malha, é preciso
utilizar algum tipo de interpolacao. Portanto, para aplicacoes que necessitem
da funcdo continua original, o MDF nao é o mais adequado. Neste caso, a
técnica numérica mais adequada é o método dos elementos finitos (MEF),

descrito a seguir.

2.2.3
Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é considerado o mais geral e
bem conhecido método de solucao de equagoes diferenciais parciais (EDP). O
MEF busca aproximar a func¢ao original por meio de func¢ées com um certo
grau de suavidade em todo o dominio, mas que sao polinomiais por partes
em células simples [17, 18]. Usualmente, tais células sdo triangulares ou retan-
gulares, no caso bidimensional, e tetraedros no caso tridimensional. Contudo,
existem aplicacoes com células mais complexas, inclusive com formatos curvos.
Idealmente, o formato das células deve equilibrar a qualidade na representacao
do dominio com a simplicidade na montagem do sistema de equagoes final.

A ideia fundamental do MEF é aproximar a solucao exata f utilizando
aproximacoes validas em sub-dominios, conhecidos como células ou elementos.
A uniao destes sub-dominios é igual ao dominio completo e, portanto, a fungao
f é aproximada em todos os pontos, diferentemente do MDF, que aproxima
f num sub-conjunto finito de pontos do dominio. Geralmente, a fungao f é
escrita por meio de uma interpolacao polinomial dentro da célula e condigoes
de contorno sao aplicadas entre células vizinhas. Dentro de cada célula, o
operador diferencial é aplicado sobre a representacao aproximada de f, o que
elemina as derivadas e, consequentemente, converte o operador diferencial em
um operador algébrico.

Para realizar a interpolagao no interior de cada célula, é preciso utilizar
pontos de referéncia. Estes incluem os vértices das células e, caso necessario,
outros pontos tomados das arestas das células. Estes pontos, entao, passam
a ser variaveis cujo o valor da funcao f é desconhecido, assim como no
MDF. Sendo assim, o MEF também gera um sistema linear de equacoes cujas
variaveis sao os valores da funcao f nos pontos da malha. No entanto, por
causa da existéncia de uma interpolacao, o resultado do MEF é um conjunto
de fungoes aproximadas que juntas podem ser usadas para estimar a solugao

exata f em qualquer ponto do dominio. Note, também, o MEF nao requer
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©;1

(0;0) (1;0)

Figura 2: Dominio quadrado discretizado utilizando uma malha 6x6 de ele-
mentos quadrados.

aproximacoes especiais para as derivadas, uma vez que a expressao analitica
de f é conhecida de maneira aproximada.

Voltemos ao exemplo de encontrar autovalores de 2-13. Uma possivel
solugdo por meio de elementos finitos poderia partir de uma discretizacao
do dominio [0;1]? em M células quadradas de lado [ = 1/m (ver figura 2).
Portanto, a malha discreta seria dotada de M? quadrados. Queremos encontrar
os valores da funcao exata f que satisfaz 2-13 nos vértices destes quadrados e,
posteriormente, utilizar uma interpolagao polinomial para calcular f em cada
ponto do quadrado.

Considere um dado quadrado cujos vértices tém coordenadas A =
(w1,91), B = (21,12), C = (z2,71) e D = (w2,72), com 0 < gy <o <1e0 <
xr1 < w9 < 1 (ver figura 2). No interior do quadrado e em suas arestas e vértices,
a funcio f é aproximada pela interpolacao f(z,y) = c12%+coy® + s+ cay+cs.
Dados os valores da funcao f nos vértices do quadrado, 4 dos 5 coeficientes
da interpolacao podem ser encontrados; o quinto coeficiente vem da equacao
de autovalores, V? f = A f . Assim, para cada quadrado, tem-se um sistema
de 5 variaveis e 5 equacgdes em funcao dos valores de f nos 4 vértices, que
na pratica sao desconhecidos. Consequentemente, exigindo a continuidade dos
vértices entre quadrados compartilhados, tem-se um sistema de equagoes cuja
solucao é tanto o valor da fungdo f em cada vértice quanto o conjunto de
coeficientes de cada interpolagao em cada célula.

Cuidados adicionais precisam ser tomados para garantir a continuidade
de f ao longo de arestas adjacentes. Fixado o valor de y ou de x, a equagao da
interpolacio f(z,y) = c12% 4 cay® + c32 4 ¢4y + ¢5 passa a ser um polinémio do
segundo grau na variavel nao fixada. Por outro lado, um polinémio do segundo
grau ¢ completamente definido por trés pontos distintos. Portanto, como nas

arestas dos quadrados a continuidade dos vértices ja ¢ garantida, para garantir
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a continuidade das arestas basta acrescentar mais um ponto, além de seus
vértices, e exigir que este ponto assuma o mesmo valor nas interpolacoes dos
quadrados adjacentes que o contém. Para cada quadrado, sdo 4 equagoes a
mais, totalizando 9 equagoes e 9 varidveis (os valores de f nos 4 vértices e as
constantes ¢y, ¢z, C3, C4 € Cp).

Novamente, encontra-se um problema de autovalores matricial, assim
como no MDF. No entanto, neste caso o sistema de equagoes é usualmente
maior, porque inclui também os coeficientes da interpolacao valida para cada
célula. As condigbdes de contorno sao tratadas da mesma forma que no MDF.

Existem diversas variagoes da técnica explicada nos tltimos paragrafos.

E possivel, por exemplo:

— discretizar o dominio utilizando triangulos;

— utilizar um tipo diferente de interpolagao, como por exemplo um polin6-

mio de grau maior; e

— utilizar um sistema de coordenadas locais para cada célula.

A literatura de elementos finitos é vasta, mas a ideia bésica apresentada
aqui continua valida. Em ultima instancia, o operador diferencial original
¢ discretizado, gerando um problema de autovalores matricial que pode ser
resolvido por algoritmos de dlgebra linear [17].

Em comparagao ao MDF, o MEF é mais complexo de ser implementado
em um computador, pois demanda conhecimento de geometria computacional.
Além disso, a montagem das matrizes geradas no MEF é mais complicada,
pois tipicamente envolve células que trabalham com sistemas de coordenadas
locais, muitas vezes nao usuais, como é o caso dos elementos triangulares com
coordenadas baricéntricas [19, 20].

Por outro lado, em aplica¢des que necessitem de uma funcao que possa
ser avaliada em todos os pontos, o MEF é o mais indicado. Exemplos de
aplicagoes deste tipo incluem aquelas que utilizam a funcao para estimar
grandezas tteis por meio de integrais, como poténcia e energia. Outro exemplo
sao aplicagdes que usam as autofungdes como base ortogonal para representar
uma funcao qualquer da imagem do operador diferencial como combinagao
linear de autofuncgoes. Neste caso, o cdlculo dos coeficientes desta combinagao
também envolve integrais.

Atualmente, o MEF é o mais usado em aplicagoes comerciais, por ser
bem conhecido e bem estudado, tanto por engenheiros quanto por matemé-
ticos. Exemplos de aplicagdes incluem o COMSOL Multiphysics [21], o CST
Microwave Studio [22] e o SolidWorks Simulation Premium [23]. Todavia, o

método apresenta as mesmas limitagoes do MDEF":
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— necessidade de artificios de truncamento caso o dominio seja infinito;

— 0 consumo de memoria cresce com o aumento do nimero de autovalores

necessarios;

— alto consumo de memoria, mesmo para estruturas simples.

Além disso, assim como no MDF, a solucao encontrada depende de uma
formulagao precisa do problema. Caso algum parametro que define o problema
seja desconhecido ou caso seja necessario fazer uma analise de sensibilidade
para diversos valores de um parametro, é preciso repetir todo o processo:
construir uma malha, gerar as matrizes, resolver o problema matricial de
autovalores. Considere, por exemplo, que agora o operador de Laplace seja

substituido por um outro operador muito semelhante,

VoS = fiea) + Afigy
fer (o)
f0,y) = f(Ly) =0
f(2,0) = f(z,1) =0
z,y € [0;1]
AecC. (2-23)

O valor do parametro A poderia representar uma grandeza fisica, como um
didmetro, um comprimento ou uma constante fisica de um material. Caso
a aplicacdo demande uma analise de sensibilidade para 100 valores de A,
seria necessario executar o MEF 100 vezes. Para aplica¢des envolvendo varios
parametros, facilmente o nimero de simulagoes poderia chegar a milhdges, o
que tipicamente inviabiliza o uso de técnicas como o MEF e o MDF.

Nesse sentido, esta tese busca abordar este problema utilizando uma
abordagem que permita incluir parametros na solucao, de maneira analitica.
Tais solugoes sao conhecidas como prozxies e sao representacoes analiticas
de fungoes parametrizadas, capazes de avaliar de maneira instantanea para
qualquer combinacao dos parametros. O método escolhido para obter essas
proxies é o Método da Programagao Genética (PG), cuja revisao bibliografica

esta contemplada na proxima se¢ao.

2.3
Emprego de Programacao Genética (PG) na Literatura

Esta secao apresenta uma revisao bibliografica sobre os usos particulares

de PG na literatura que estao relacionados com o tema da presente pesquisa.
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Nao é objetivo desta secao apresentar o modelo de PG utilizado, o que sera
feito no préximo capitulo.

A técnica de PG [24] pertence ao grupo de técnicas conhecidas como
computacao evoluciondria. Ela é geralmente classificada como uma heuristica
nao-deterministica para resolver problemas de otimizacao combinatoria.

Neste trabalho, utiliza-se PG como parte de um modelo de solucao
de problemas de autovalores de operadores diferenciais vetoriais, conforme
explicado na secao 2.1. No momento de escrita deste texto, nao foi encontrado
na literatura nenhum trabalho que aborde este exato problema utilizando
um modelo baseado em PG. Contudo, existem alguns trabalhos a respeito
de solucao de equagoes diferenciais parciais com auxilio de PG [25, 26, 27].

Estes trabalhos diferem desta pesquisa nos seguintes aspectos:

— buscam resolver equacoes diferenciais escalares (fungoes de 1 dimensao),
enquanto, neste trabalho, busca-se resolver problemas de autovalores

vetoriais (fungoes de uma ou mais dimensoes);

— nao resolvem ou nao sao adaptaveis de maneira imediata para problemas
de autovalores pois sao concebidos para encontrar a tnica solucao de

uma equagao diferencial parcial totalmente especificada;

— utilizam a técnica conhecida como diferenciacdo automatica, que de-
manda diferenciar a funcao sempre que a derivada precise ser avaliada
em algum ponto, o que torna o processo lento. Neste trabalho, utiliza-se
um algoritmo de diferenciacao simbdlica, que gera a versao analitica da
derivada e, por isso, ha um ganho inerente de desempenho em relacao
as técnicas encontradas na literatura. Além disso, a versao analitica da
derivada pode ser simplificada por meio de métodos simbdlicos, o que

remove singularidades e torna as func¢oes mais simples de avaliar.

Nos préximos paragrafos, sera feita uma analise dos principais trabalhos que
se encaixam na descri¢cao acima.

Em [25], o autor apresenta uma metodologia baseada em PG para
resolver equagoes diferenciais parciais completamente especificadas. Ele usa
diferenciacao automatica e um modelo baseado em estruturas de arvores para
representar as fungoes analiticamente. Entao, o autor utiliza amostragem da
equacao diferencial numa malha de pontos e calcula o erro de aproximacao
médio considerando cada ponto da malha. O mesmo ocorre para cada condi¢ao
de contorno. Assim, o problema original transforma-se em um problema de
minimizagdo de erros no qual deseja-se encontrar a funcdo que apresenta o

menor erro em relagdo a solugao exata da equacgao diferencial.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 2. Descricdo do Problema e Revisdo da Literatura 41

O trabalho [25] difere do presente trabalho por ndao abordar problemas
de autovalores de fato, que tém infinitas solugoes (tipicamente), ao contrario
do problema de solugao tnica abordado pelo autor de [25]. Além disso, [25]
nao aborda problemas vetoriais (fungoes de 1 ou mais dimensoes). Por fim, a
formulacao da func¢do objetivo (a fungdo a ser minimizada) baseada em uma
média de erros em uma malha de pontos nao é adequada, porque demandaria
evoluir os autovalores juntamente com as autofuncgoes, o que aumentaria a
complexidade do problema de otimizacao. Neste trabalho, o modelo evolui
apenas as autofuncoes e calcula os autovalores por meio da razao de Rayleigh.

Além disso, destaca-se que o presente trabalho utiliza diferenciagao sim-
bélica ao invés de diferenciacao automatica. Isto ocorre porque, na diferencia-
¢ao simbdlica, o processo de diferenciacao ocorre apenas uma vez, em oposi¢ao
a diferenciacao automatica, que necessita diferenciar novamente sempre que a
derivada precise ser avaliada para um determinado ponto.

Além do trabalho [25], outros trabalhos também aplicaram programa-
¢ao genética para resolver equagoes diferenciais parciais particulares. Em [26],
os autores sugerem um algoritmo de PG também com diferenciacao automa-
tica, semelhante a [25], para resolver equagoes de Hamilton-Jacobi-Bellman;
Hamilton-Jacobi-Isaacs e Francis-Byrnes-Isidori em sistemas dinamicos nao li-
neares. O artigo conclui que a metodologia apresenta bons resultados e é uma
boa alternativa para a solucao de problemas de controle 6timo.

O artigo [27] também apresenta exemplos de solugbes de equagoes di-
ferencias utilizando a metodologia de PG, mais uma vez com diferenciacao
automatica. Sao abordados problemas de equagoes diferenciais escalares de
primeira e segunda ordem. Diferentemente de [25, 26], a metodologia apresen-
tada em [27] utiliza evolugao gramatical para o algoritmo de PG, combinada
com diferentes métodos de diferenciacao automatica. Os autores concluem que
os resultados sao bons, sendo iguais as solugoes analiticas exatas em alguns
casos.

Tendo em vista o contexto atual da literatura, a secao 2.4 apresenta um

resumo contendo as contribuicoes originais deste trabalho.

2.4
Contribuicdes Originais

A presente secao resume este capitulo, evidenciando as contribuigoes ori-
ginais. Este trabalho propoe um modelo paramétrico de solugao de pro-
blemas de autovalores vetoriais de operadores lineares diferenciais,
utilizando PG, conforme definido na se¢ao 2. Sao caracteristicas inovadoras

deste modelo:
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— o modelo resolve problemas de autovalores de operadores diferenciais
vetoriais entregando uma solugdo analitica. As técnicas classicas para
solugao deste tipo de problemas, mais especificamente o MDF e o MEF,
nao entregam solucao analitica. Note que, embora o MEF entregue
uma forma analitica em cada célula utilizando interpoladores, todo
o processamento do algoritmo é numérico. No modelo aqui proposto,
pretende-se adotar computacao simbodlica no processamento interno,

delegando a computacao numérica apenas a avaliacao final da fungao.

— € o primeiro modelo para resolver problemas de autovalores de operadores
diferenciais vetoriais na literatura baseado em programacao genética
e computacao simbolica. Os modelos na literatura mais proximos nao
resolvem o problema de autovalores pois focam em resolver equacoes
diferenciais. Além disso, estes modelos utilizam diferenciacao automatica,
que é uma técnica numérica para encontrar a derivada, diferentemente
no modelo proposto neste trabalho, que usa diferenciacdo simbdlica em

conjunto com simplificagao simbdlica para reducao de singularidades.

— o0s modelos baseados em PG para resolver equacoes diferenciais conver-
tem o problema original em um problema de regressao, no qual deseja-se
minimizar o erro ponto a ponto. Para isso, o dominio das fungoes é dis-
cretizado numa malha de pontos, em geral uniforme. Neste trabalho, serd
adotada uma metodologia nova, sem discretizagao, que utiliza integrais
e o conceito de distancia entre fungoes. As integrais sao estimadas de
maneira adaptativa, utilizando a menor quantidade de pontos possivel
para garantir um erro maximo pré-especificado. Dessa forma, a metodo-
logia proposta neste trabalho oferece garantias de erro de avaliacdo do
individuo que nao estao presentes nos modelos de solucao de equagoes

diferenciais da literatura.

— o0 modelo aqui proposto pode entregar como resposta fungoes parame-
trizadas por constantes do problema, como didmetros, comprimentos e
parametros fisicos de materiais. Isso difere dos modelos baseados em
MEF e MDF, que dependem de valores especificos dos parametros para
construir a malha e as representacoes matriciais correspondentes. Como
resultado, a resposta do modelo aqui proposto é uma fungao aproximada
tanto dos pontos do dominio fisico como dos parametros, o que permite
ser usada em analises de sensibilidade e em problemas de otimizacao de

maneira eficiente.

— o modelo proposto é aplicado em um estudo de caso real: a andlise de

propagacao de ondas eletromagnéticas de pocos de petréleo.
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— o modelo aqui proposto também apresenta diversas pequenas inovagoes
na area de computacgao evolucionarias que serao ressaltadas no capitulo
referente a descricao do modelo. Dentre elas, estd a representacao de
uma func¢ao vetorial por meio de individuos multi-arvore com comparti-

lhamento de arvores.

Desta forma, considera-se que a presente pesquisa de doutorado apresenta
contribui¢oes importantes em relagdo a literatura referente a solugdao de
problemas de autovalores de operadores diferenciais.

O préximo capitulo apresenta o modelo proposto nesta pesquisa, des-
crevendo também as inovagdes especificas da area de programacao genética e

computacao evolucionaria.
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Modelo de Solucao de Problemas de Autovalores

O propdsito deste capitulo é responder a pergunta: qual é o modelo
proposto para resolver o problema em questao? Sendo assim, este ca-
pitulo descreve em detalhes o modelo de solugao de problemas de autovalores
de operadores diferenciais lineares com auxilio de programagao genética (PG).
Mais especificamente, o capitulo enfatiza a descricao do modelo para operado-
res diferenciais lineares e normais. O capitulo também comenta uma possivel
adaptagao do modelo para problemas envolvendo operadores que nao sao nor-
mais.

Como o modelo proposto ¢ baseado em PG, opta-se for fazer uma breve
introducao ao assunto antes de apresentar o modelo de fato. Em particular,
tal introducao apresenta a heuristica de PG como é tipicamente usada em

problemas de regressao simbdlica, pois é a base para o modelo proposto.

3.1
Introducdo a PG Aplicada a Regressao Simbdlica de Funcdes

3.1.1
Consideracoes Iniciais

A discussao desta segao baseia-se principalmente em [24] e foca em
descrever a heuristica de PG sob a otica que se faz 1util para esta tese.
O objetivo ¢é introduzir a nomenclatura e conceitos de PG no contexto de
regressao simbolica por meio de individuos multi-arvore, para que o leitor
possa se sentir familiarizado e entender os aspectos técnicos da contribuicao
da presente tese.

Programacao Genética é uma técnica da area de Inteligéncia Compu-
tacional que engloba um conjunto de técnicas computacionais para resolver
problemas de otimizacdo combinatéria. A inspiracdo para a técnica é a teo-
ria da evolugao de Charles Darwin [28], na qual uma populacao de individuos
compete pelos recursos de um meio ambiente ao longo de geracoes e apenas os
mais aptos sobrevivem.

A PG ¢é uma heuristica estocastica de otimizagao global, particularmente

util para problemas de otimizagdo combinatéria. A PG é capaz de evoluir
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programas de computador em linguagens de programacao arbitrarias, de modo

a mapear de maneira 6tima entradas em saidas.

Em PG, submete-se uma populacao de individuos, que sdo representa-

¢Oes de programas ou expressoes matematicas criadas aleatoriamente, a um

processo artificial de selecao e evolugao. Este processo iterativo divide-se em

geragoes, sendo cada uma subdividida nas seguintes etapas:

1.

2.

selecao: escolha de individuos promissores para procriagao;

recombinacdo e mutacao: formagdo de descendentes por meio de recom-

binac¢ao dos individuos selecionados e mutagcao;

avaliagao: os novos individuos sao avaliados utilizando uma funcdo de
avaliagdo, cujo objetivo é identificar o quao adaptado o individuo é em

comparac¢ao aos outros individuos.

substituicdo: insercao dos novos individuos na populacao, em geral subs-

tituindo os individuos menos adaptados pelos mais adaptados.

Nao existem garantias de obtencao de solugoes Otimas ao longo das

geragoes, mas esta dinamica tende a produzir respostas de boa qualidade.

se:

Dentre os pontos fortes tipicamente citados da técnica de PG destacam-

— paralelismo: as etapas da heuristica sao paralelizaveis em varios niveis.

Por exemplo, os individuos podem ser avaliados em paralelo na etapa de

avaliacao, que costuma ser a mais custosa.

produz solucoes simbolicas: os individuos sao representados de maneira
simbdlica (cédigos de computador e expressoes matemadticas), logo as
solucoes obtidas pela PG sao imediatamente legiveis e interpretaveis,

além de serem menos suscetiveis a problemas numeéricos.

¢ extensivel e modificavel: a PG é muito versétil e, por isso, permite hi-
bridizagoes (funcionamento junto a outras técnicas), e diversas represen-
tacoes e linguagens para os programas. Uma das contribuicoes do modelo
proposto nesta tese, por exemplo, é utilizar uma combinagao de técni-
cas de otimizacao local para estimar coeficientes do individuo durante a

evolugao.

¢ robusto: como a heuristica de PG nao depende de uma sequéncia de
iteracoes numéricas, ela é robusta a problemas tipicos de computacao nu-

mérica, como truncamentos, valores infinitos, e erros de arredondamento.
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A secao 3.1.2 entra no tema “representacao do individuo”, mostrando
como a expressao analitica de uma funcao escalar é tipicamente codificada pela
heuristica de PG. Posteriormente, as demais se¢bes mostram como funciona

cada etapa que ocorre dentro de uma geracao particular durante uma evolugao
por PG.

3.1.2
Representacao do Individuo

Diversas representagoes para um individuo sao possiveis, mas este traba-
lho se interessa apenas pela representacao multi-arvore. Nesta representacao, a
expressao matematica do individuo é representada por uma combinagao linear
de arvores. Aqui o termo arvore é usado no sentido computacional, ou seja,
cada a arvore ¢ um conjunto de nos, representado de maneira recursiva, em
que cada n6 pode ter um ntmero inteiro e finito de nos filhos.

Existem dois tipos de nds: os noés funcionais e os noés terminais. Nos
terminais sao aqueles que nao tém nenhum né filho e geralmente representam
constantes do problema (exemplo 7, gravidade etc.), e varidveis literais (ou
seja, x, y, p etc.). Por outro lado, os nés funcionais tém um ou mais filhos,
e representam operacoes matematicas e fun¢des elementares, como sen, cos,
multiplicagdo, exponenciacao, somatorio, dentre outras.

Grande parte da flexibilidade da PG jaz nos conjuntos de nés funcionais
e terminais. Se o usuario da técnica tiver algum conhecimento do problema a
ser resolvido, pode ser interessante “ajudar” o otimizador por PG colocando na
lista de possiveis nés funcionais e terminais os elementos que tém grande chance
de participarem da solucao. Grandes candidatos sao fungoes que formem bases
ortogonais conhecidas, como exponenciais e polinémios. Outras sao fungoes
que aparecam em solugoes analiticas de problemas semelhantes, como fungoes
de Bessel para problemas em coordenadas cilindricas.

Como um exemplo ilustrativo, considere a representacao da funcao
f(z) = 2z +sen(x) usando uma tnica arvore. Claramente, a fungao poderia ser
reescrita como f(z) = [2x x|+ [sen(z)] e dividida em forma de drvore conforme
a figura 3.

Na representacao da figura 3, as elipses representam noés funcionais,
enquanto os nos sem elipse sdo os nés terminais.

Para conseguir representar de maneira simples neste texto, é comum
utilizar a notacao f(z) = [(+ (x2x) (sen x))], semelhante & notacao usada na
linguagem de programagcao Lisp [29]. Note o uso de colchetes para delimitar
uma arvore. No caso de multiplas arvores, a notacao utiliza 1 par de colchetes

para cada arvore. Por exemplo, a funcao f também poderia ser escrita como
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f(z) = 2[z] + 1[(senz)], onde a arvore [z] é formada apenas pelo terminal “x”.

3.1.3
Geracao de uma Populacao Inicial

A populacao inicial é a populacao utilizada na geracao 0, e é criada
de maneira aleatoria. Existem alguns esquemas de geracao das arvores, mas,
basicamente, o processo funciona sorteando elementos de dois conjuntos: o de
fungoes e o de terminais. Caso seja selecionado um elemento da lista de funcoes,
0 processo continua recursivamente até que se sorteie um terminal ou o nivel
maximo permitido para uma arvore seja alcancado. Este processo é repetido
para cada arvore do individuo multi-arvores.

Os principais métodos de construcao de um individuo arvore estao

descritos a seguir.

— Grow: os noés sao selecionados aleatoriamente dos conjuntos de fungoes
e de terminais. Sendo assim, as arvores sao de formato nao regular. O
processo de ramificacdo da arvore termina quando um simbolo terminal

é encontrado ou o nivel maximo de um ramo ¢ atingido.

— Full: o método escolhe somente fungoes até que um né de profundidade
maxima seja selecionado, entao ele passa a escolher somente terminais.
Assim, todas as arvores tém o nimero maximo de noés e a profundidade

maxima. Recomenda-se, contudo, que as arvores iniciais sejam pequenas.

Além dos esquemas mostrados, existem outros esquemas de inicializacao
mais sofisticados. Por exemplo, caso seja interessante gerar individuos de
maneira equiprovavel, o método uniforme é interessante [30], apesar de seu

alto custo computacional. Neste trabalho, usa-se, geralmente, o método full.

2 X X

Figura 3: Representagdo com uma arvore para a fungao f(x) = 2z + sen(x).
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3.1.4
Operador de Recombinacao

O operador de recombinacao usado neste trabalho é conhecido como
“recombinacao por sub-arvores”. Neste tipo de operador, dois individuos sao
cruzados, gerando dois filhos. As arvores de mesma posi¢do no cromossomo
sao recombinadas, gerando duas novas arvores, cada uma delas pertencente a
um individuo filho distinto.

Para recombinar duas arvores, escolhe-se dois pontos de cortes aleatérios,
sendo um deles de cada arvore. Posteriormente, as arvores sdo cortadas nos
pontos de corte e as sub-arvores sao invertidas ou trocadas entre as arvores
pais. Assim, apds a operacao, os filhos serdo formados por material genético

das duas arvores pai. Para maiores detalhes, vide [24].

3.1.5
Operadores de Mutacao

Os operadores de mutacgao tipicamente adotados na literatura sao 6 e

estao descritos em [31]. Sdo eles:

— OneNode: aleatoriamente seleciona um né de alguma arvore do individuo
e substitui por outro né. Se o né for terminal, substitui por terminal. Se

for uma funcdode n entradas, substitui por outra funcao de n entradas.

— AllNodes: igual ao onenode, mas aplica o processo em todos os nds, ao

invés de um tnico né.

— Swap: seleciona aleatoriamente um né funcional com 2 ou mais entradas

(filhos) e permuta aleatoriamente os filhos.

— Grow: seleciona aleatoriamente um terminal e o substitui por uma arvore
aleatoria. Efetivamente, este processo aumenta o ntmero de nds da

arvore.

— Trunc: o oposto de grow. Este método seleciona aleatoriamente um
n6 funcional e o substitui por um terminal, reduzindo efetivamente o

tamanho da arvore.

— Gaussian: seleciona aleatoriamente um terminal numérico e o substitui
por um numero sorteado aleatoriamente de uma distribuicao normal

centrada no valor original do né.

Dadas os tipos de mutacao, é importante ressaltar que nem sempre as
mutacoes sao aplicadas. Na realidade, para cada individuo, de 0 a 6 mutagoes

podem ser aplicadas, com maior probabilidade para quantidades menores de
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mutacao. Em geral, a probabilidade de alguma mutacao ser aplicada é pequena
(menor do que 10%).

Outro ponto importante é que, a medida que a populagdo evolui e
se aproxima do 6timo global, é comum que sua diversidade diminua. Tal
caracteristica nao é boa, pois se todos os individuos forem idénticos, entdo o
algoritmo perde a capacidade de evoluir. Por essa razao, ¢ comum adotar uma
politica adaptativa na taxa de mutacao, que permita que a taxa de mutagao
seja relativamente alta em cenarios de pouca diversidade e relativamente
baixa em cenarios com muita diversidade. Idealmente, a mutagao deve ocorrer

raramente e a diversidade da populagao deve ser alta.

3.1.6
Selecao de Individuos

A selecao de individuos é o processo pelo qual dois pais sao escolhidos
aleatoriamente na populagao para gerar dois filhos que serao introduzidos na
mesma. Em geral, para uma populacao de N individuos, seleciona-se V/2 pares
de individuos para procriacao, gerando, portanto, N novos individuos que irao
competir com os outros N ja existentes por N posi¢oes na populacao.

A selecao de individuos geralmente é projetada para escolher os mais
aptos (melhor avaliagdo) como pais. Como individuos menos aptos podem
ainda conter material genético interessante, pode ser ttil seleciond-los como
pais, mas com menor probabilidade.

Um dos métodos de sele¢ao mais usados é o método do torneio, no qual os
N pais sao escolhidos sequencialmente, a partir de N torneios distintos. Cada
torneio tem um nimero pequeno de participantes (tipicamente de 2 a 10),
que podem ser escolhidos aleatoriamente da populacao ou a partir de alguma
heuristica. Os participantes do torneio sao, entao, ranqueados do melhor para
o pior, baseado na aptidao de cada um e em outros critérios importantes,
como o tamanho do individuo (individuos menores sdo em geral melhores).
Finalmente, o torneio escolhe seu vencedor por meio de um sorteio simples, no
qual individuos com posi¢ao mais alta no ranking tem maior chance de vencer
do que individuos com posi¢cao mais baixa.

Outros métodos sao possiveis, para uma lista mais completa, veja [24].

3.1.7
Avaliacao

A avaliacdo é o processo que analisa a aptidao de cada individuo,

associando a ele um nimero real. Em problemas de minimizagao, deseja-se
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minimizar este nimero. £ a parte mais configuravel de um algoritmo evolutivo
e é, em geral, a parte de maior custo computacional.

Em problemas de regressao simbolica, a avaliacao retorna o erro de
regressao do individuo. Este erro pode ser calculado, por exemplo, pelo erro
quadréatico médio. Trabalhos neste sentido incluem [24, 32, 33, 25]. Nesta
abordagem, é necessario uma tabela de valores de referéncia, formada por
muitos pares (z, f(x)). Assim, escolhe-se o individuo que represente a f com
0 menor erro possivel.

Algumas adaptagoes desta ideia incluem o trabalho [25], que utilizou um
modelo de regressao para resolver equacoes diferenciais parciais escalares. No
referido trabalho, o autor construiu artificialmente a tabela de valores (z, f(x))
a partir da equacao diferencial e buscou a fungao que resolvia a equagdo com
menor erro de regressao possivel.

No caso de individuos multi-arvore, a funcdo f é uma combinacao
linear das expressoes representadas por cada uma de suas arvores. Como os
coeficientes desta combinacao nao fazem parte da representacao do individuo,
geralmente eles sao encontrados por meio de minimizacao local durante a
avaliacao do individuo, ou seja, escolhe-se os valores dos coeficientes de modo
a minimizar o erro de regressao, dadas as arvores. Neste caso, a avaliagao é o
erro minimo obtido por meio desta otimizacao. Obviamente, este processo é
repetido para cada individuo a avaliar, o que naturalmente torna a avaliacao
um processo lento, como ja havia sido ressaltado. Contudo, note que todos os

individuos podem ser avaliados em paralelo.

3.1.8
Substituicao

O processo de substituicao é o tltimo que ocorre em uma geragao da
heuristica de programacao genética. A finalidade da substituicao é escolher
quais individuos, dentre os novos e os antigos, devem ficar na populagao.

Para fazer essa escolha, o método de substituicdo deve priorizar os
individuos mais aptos, independentemente de serem novos individuos ou nao.
Por isso, uma forma comum de fazer a substituicdo é simplesmente escolher
os melhores N individuos dentre os 2N existentes, onde N é o tamanho
da populacao. No entanto, formas mais sofisticadas podem existir com a
finalidade de balancear a escolha dos individuos mais aptos com a diversidade
da populacao resultante. Um exemplo é a substituicao com steady state, que
garante que os k£ melhores individuos da ultima geragao nao serao substituidos,

mesmo que existam mais do que N — k individuos melhores.
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Substituicdo é um tépico de pesquisa ativo na area de computacao

evolucionaria. Para maiores informacoes, vide [24].

3.2
Descricao do Modelo de Solucao de Problemas de Autovalores

Nesta secao, este trabalho apresenta o modelo paramétrico de solugdo
de problemas de autovalores de operadores diferenciais vetoriais assistido por
programagdo genética. Para isso, apresento primeiro o modelo desenvolvido
para operadores auto-adjuntos nao-negativos. Este caso também engloba os
operadores nao-positivos, uma vez que, se A é um operador linear nao-negativo,
entdo —A é um operador linear nao-positivo. Posteriormente, o capitulo
apresenta uma discussao para mostrar como resolver para operadores auto-
adjuntos indefinidos. Entao, é apresentado o modelo de solu¢ao para operadores
normais, baseado no modelo para operadores auto-adjuntos. Finalmente, o
capitulo termina mostrando algumas ideias de como adaptar o modelo para
outros tipos de operadores lineares e diferenciais.

Antes de continuar, é preciso enfatizar que todo o conteido desta secao

¢ contribuicdo original deste trabalho.

3.2.1
Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Nao-Negativos

3.2.1.1
Consideracoes Iniciais

Nesta se¢ao, queremos resolver o problema de autovalores padrao Af =
Af, onde A é um operador linear auto-ajunto nao-negativo definido em
um espago de Hilbert H com produto interno (-;-). Deseja~se encontrar os
autopares (A; f), que tipicamente formam um conjunto discreto e infinito.

Além disso, assume-se que o espaco de Hilbert H no qual o operador A é
definido é o espago L*(Q)", formado por fungoes de energia finita ((f; f) < 0o),
definidas no dominio Q@ C RM e com contradominio CV. Neste trabalho,
tais fungoes sao chamadas de funcoes vetoriais. Além disso, exige-se que as
funcoes f sejam duas vezes diferencidveis e a primeira derivada seja continua
em qualquer diregao.

Todo o modelo de solugao é construido em cima de uma propriedade
muito importante ja discutida no capitulo 2: em operadores nao-negativos, o

minimo da razao de Rayleigh é igual ao menor autovalor. Portanto, dado o
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funcional
_{Af)
B="n
fe X (Y, (3-1)

o problema de encontrar a funcao f que o minimiza é equivalente ao problema
de encontrar o menor autovalor de A.

Tendo o menor autovalor de A, uma modificagao particular pode ser
aplicada de modo a remover o autovetor associado a este autovalor do espectro
de A, gerando um operador novo, A’. Posteriormente, o processo se repete: o
método busca minimizar o funcional 3-1, utilizando agora o novo operador A’
no lugar de A, assim obtendo o segundo menor autovalor. O processo é repetido
até que uma quantidade suficiente de autopares tenha sido obtida.

Sendo assim, o problema principal é encontrar uma funcao f que mini-
mize o funcional 3-1. Esse problema é resolvido no modelo proposto de maneira
simbdlica, utilizando uma adaptagdao do modelo de PG geralmente usado em
problemas de regressao simbélica.

No contexto de operadores diferenciais, tipicamente um conjunto de
condi¢oes de contorno faz parte da definicaio do dominio do operador. Em
outras palavras, deseja-se que a funcao f também satisfaca uma série de
restri¢coes. Por exemplo, condigoes de contorno de Dirichlet especificam valores
constantes que a funcdo deve ter nos limites de seu dominio. Condigoes
de contorno de Neumann especificam valores constantes para as derivadas
nos limites do dominio. Para tratar estas condigoes, proponho considerar as
condigoes de contorno como restrigoes ao problema de otimizacao.

Sendo assim, deseja-se minimizar o valor da razao de Rayleigh sujeito
a restrigoes que, quando atendidas, implicam em solugoes que respeitem as
condi¢oes de contorno do problema. A seguir, os préximos paragrafos irao

formalizar o modelo proposto para resolver este problema.

3.2.1.2
Modelo de PG

Considere que as condigoes de contorno do problema podem ser represen-

tadas por uma equacao do tipo Bf = 0, onde B é um segundo operador linear,

nao-necessariamente auto-adjunto, mas definido também no espaco L*(Q)".
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Queremos encontrar a solu¢ao do problema de otimizacao

min Fy[f]
sujeito a
Bf=0
feL*(Q)N. (3-2)
Para isso, a funcdo vetorial f = [f; fo f3 ... fn]? é codificada em um

modelo multi-drvore contendo k, 4rvores por funcao escalar, k, € Z. E possivel
que haja sobreposicao de ks arvores, ou seja, duas funcoes escalares f; e fj11
compartilham k, arvores, k, € Z, 0 < k, < k,. Obviamente, se k, = 0, entao
nao ha sobreposi¢ao e se ks = k,, entao f; = fo = ... = fy. Entao, se h,, ¢ a

funcao representada pela m-ésima arvore, temos:

fi=diihi+dighy+ ...+ dig, hi,
fo=do1 Pgu—to+1) + doo Pigy—rsy2) + - -+ do, Dka—1y)

In = dNg (N1 ko (N=Dks41] T - - F AN ko P[NBa—(N=1)k4]
dl,m cC
I=1,....N m=1,.. k. (3-3)

A figura 4 apresenta um exemplo de cromossomo com k, =3 e k, = 1.

Os coeficientes complexos d; ,,, nao fazem parte da codificacao do indivi-
duo. Assim como no modelo multi-arvore para regressao simbdlica ja discutido
neste capitulo, estes coeficientes serdao obtidos usando uma segunda otimiza-
¢ao, neste caso numeérica, utilizando um algoritmo baseado em gradientes. Além
disso, os valores de k, e ks sao pré-especificados, ou seja, o niimero de arvores é
fixo durante a evolucao via PG. Essa é uma importante diferenca para modelos
multi-arvores utilizados na literatura para fazer regressao simbélica de fungoes
escalares, pois estes utilizam uma quantidade de arvores que também faz parte

da otimizacao.

A1|A2| A3[A4|A5(A6|A7|A8|A9

f1 f2 — 3
I I I

Figura 4: Exemplo de cromossomo com k, = 3 e ks = 1. A funcado escalar f;
¢ combinacao linear das arvores A;, A,, A3, enquanto que f; é combinacao
linear de A3, A4, A5 e f3 é combinacao linear de As, Ag e As.
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Algoritmo 1 Avaliagdo do individuo multi-arvore vetorial
1: procedure AVALIAR(ind) retorna aval € R.
2 ind tem as arvores (vide 3-3)
3: f < combinagdo linear que minimiza F4[f] sujeito & Bf = 0.
4
)

aval < F4[f].
return aval

Dada a representacao do individuo, a funcao de avaliacdo consiste em
calcular o valor do funcional Fy[f], onde F4 é o funcional definido em 3-
1, para a melhor combinacao linear obtida escolhendo os coeficientes de 3-3.
A melhor combinagao de coeficientes é aquela que minimiza F4[f] dadas as
arvores sujeito a Bf = 0. O algoritmo 1 mostra abstratamente este processo.

Portanto, o individuo é formado apenas pelas arvores, enquanto
que os coeficientes d;,, sao otimizados durante a execugao da funcao de
avaliacao de modo que a funcgao vetorial f, definida como em 3-3, minimize
o funcional F4[f]. O resultado da avaliagdo do individuo é, entdo, o valor
minimo de F,[f]. E importante repetir que, enquanto a PG é responsavel
por modificar a expressao analitica das arvores por meio de recombinacao e
mutacao, um algoritmo de otimizagao local é o responsavel por montar a fungao
de fato, utilizando as arvores fornecidas e escolhendo os coeficientes 6timos.

Para fazer a otimizagao local, sugiro utilizar qualquer algoritmo baseado
em gradiente para problemas de otimizagdo sem restri¢goes. Um exemplo é o
algoritmo L-BFGS-B Quasi-Newton [34, 35], capaz de aproximar o gradiente
e a matriz Hessiana eficientemente durante sua execucao. Outro exemplo é o
método Trust Region [36].

Para avaliar os operadores A e B aplicados a funcao f, utiliza-se diferen-
ciagao simbdlica das arvores. Para isso, dada uma arvore, o presente modelo
aplica a regra da cadeia recursivamente na arvore, levando em conta as deri-
vadas das fungoes conhecidas e a varidvel de derivagdao. Caso a 2a. derivada
seja necessaria, o processo pode ser repetido sobre a arvore gerada apos a apli-
cagao da primeira derivada. Com isso, tem-se simbolicamente as funcoes Af
e Bf, como fungao dos coeficientes da expansao 3-3. Além da diferenciacao
simbélica, o presente modelo também aplica simplificagao simbélica nas arvo-
res diferenciadas para remover possiveis singularidades, como divisao por 0 em
expressoes como #/z.

Durante a execucao do algoritmo de minimizacao local, é necessério
avaliar o valor numérico de Af e Bf a partir de suas representacoes simbolicas
e dos valores numéricos dos coeficientes d;,,. Esse processo é feito utilizando
um algoritmo adaptativo de integracao numérica para calcular os produtos

internos presentes em Fy4[f]. Este algoritmo subdivide o dominio de integragao
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recursivamente, aplicando uma quadratura para estimar a integral de cada
subdominio com limite superior de erro. O processo termina quando o erro
global é menor do que uma constante, tipicamente da ordem de 107°. Neste
trabalho, proponho o uso da quadratura de Gauss-Kronrod [37].

As operagoes genéticas utilizados pelo modelo proposto sao aquelas
apresentadas anteriormente neste capitulo. A recombinacao é realizada por
meio de cruzamento sub-arvore [24]. O cruzamento é feito para cada par de
arvores na mesma posicao dos individuos pais, gerando duas novas arvores na
mesma posicdo para os dois filhos. Assim, as arvores na j-ésima posi¢ao dos
individuos pais sao cruzadas para gerar as arvores na j-ésima posi¢ao de seus
dois filhos. Este cruzamento foi explicado na secao 3.1.

Para realizar a mutacao, emprega-se os 6 operadores descritos na secao
3.1. Eles sao aplicados de forma independente em cada arvore do individuo,
ou seja, pode acontecer (inclusive, é frequente) de apenas algumas &rvores
do individuo sofrerem mutacao. Além disso, a mutacao ocorre sempre apos a
recombinacao e tem uma taxa ou probabilidade de ocorréncia pré-especificada
que pode variar de maneira adaptativa para manter alta a diversidade da
populacao sem prejudicar a evolucao.

O processo de selecao de individuos para recombinacao segue o esquema
de torneio, conforme explicado na secao 3.1. O torneio é montado de modo
a priorizar os individuos com a menor avaliacdo e o menor nimero de noés
(arvores menores sao mais desejaveis).

Para finalizar, o algoritmo 2 mostra de maneira abstrata como funciona
a heuristica de busca do individuo autofuncao de A sujeito a Bf = 0 baseada
em PG. Cada etapa descrita neste algoritmo fora detalhada nos paragrafos
anteriores. Note que, por ser uma heuristica, este trabalho nao demonstra
seu funcionamento com rigor matematico. Contudo, é possivel demonstrar
empiricamente que a heuristica funciona em grande parte dos casos praticos, o
que sera feito nos préximos capitulos. No entanto, antes disso este texto precisa

mostrar como calcular outros autovalores além do primeiro.
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3.2.1.3
Calculo dos Demais Autovalores

Dada a autofuncao referente ao menor autovalor, é possivel modificar o
operador A de modo que esta nao faca parte de seu conjunto de autofungoes.
Para isso, deve-se garantir que, se f; é a autofuncao referente ao menor au-
tovalor, entao todas as fungoes do tipo afi, a € C, nao fazem mais parte do
dominio de A. No caso mais geral, se f1, fa,..., f; sdo ¢ autofuncoes linear-
mente independentes referentes aos ¢ menores autovalores, entdo o dominio de
A nao pode conter nenhuma combinacao linear das referidas autofuncoes.

Para resolver este problema, proponho adotar um operador de projecao,
capaz de gerar fungoes ortogonais a um conjunto de fungoes linearmente
independentes conhecidas. Na pratica, considere o operador P, definido no
mesmo espaco de Hilbert do operador A como

-2

[, uwe D(A), (3-4)

u

onde D(A) é o dominio de A, conforme especificado anteriormente. O operador
P, é o operador de Gram-Schmidt [5, 4, 6], utilizado no processo de ortogo-
nalizacao de mesmo nome. Uma propriedade fundamental deste operador é
que P,f e u sdo ortogonais, ou seja, (P, f; f) = 0. Em outras palavras, o con-
junto imagem de P, é formado apenas por fungoes ortogonais a u e, por isso,
linearmente independentes a .

Consequentemente, se f; é a autofuncao relacionada ao menor autovalor,
entdo, para toda funcao f € D(A), Py, f é ortogonal e linearmente indepen-

dente a autofuncao f;. Portanto, ao invés de procurar a segunda autofuncao

Algoritmo 2 Heuristica de minimizagao por PG
1: procedure EVOLUIR(N,op, Pmut) Tetorna melhor € L*(Q)V.
2 pop < populagao aleatéria com Np,, individuos.
3 ger < 0
4 repeat
5: pais < sele¢do de Neor/2 pais para recombinagao.
6
7
8
9

filhos < recombinacao dos pares de pais.
Aplica-se mutagao nos filhos com probabilidade p,,;.
avals < Avaliacao dos filhos.
: Aplica-se substituicdo em pop para incluir os novos filhos.

10: ger < ger + 1.

11: until ger > max

12: melhor < individuo véalido de pop com a melhor avaliagao.

13: return melhor
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no dominio definido para o operador A, procura-se no conjunto imagem da
projecdo Py, R(Py,). Em outras palavras, procura-se resolver o problema de

autovalores generalizado

Af =Py, f
B'f=0
Ccom
A = APy,
B = BP;,
fe L)V (3-5)

Note que o dominio especificado no problema de autovalores 3-5 é idéntico
ao dominio do problema de autovalores original. Na pratica, para resolver este
problema, busca-se uma func¢ao f no dominio do operador original A cuja
projecao Py, f é a autofuncao de A de menor autovalor.

Para encontrar o terceiro menor autovalor e a autofuncao associada, basta

repetir o processo, definindo o operador A” = A’Py,. Note que

A”f = APf1Pf2f

=A% (f i )

R, R, ()

‘A<f ARy SRS TS VR

_ _ (f5 fr) _ (f5 f2) (fs f2) {f2: /1)

_A<f <f1;f1>f1 <f27f2>f 2t <f27f2> <f13f1>f1>
{f5 1) {fi fo)

f2> pois (fa; f1) = 0. (3-6)

Como

<f f1> <f;f2>
<f1,f1> <f2;f2>

¢é exatamente a expressao para o terceiro vetor no processo de ortogonalizagao

f= fr—= f2 (3-7)

de Gram-Schmidt, estamos efetivamente fazendo um processo de ortogonali-
zag¢do nas autofungoes enquanto procuramos por elas. Assim, o modelo aqui
proposto nao s6 é capaz de encontrar uma quantidade arbitraria de autopares
como também os encontra em ordem crescente de autovalores e garante que as
autofuncgoes formem um conjunto ortogonal de fungoes.

Para finalizar esta se¢do, revisito o algoritmo de avaliacao do individuo,
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agora considerando a projecio combinada P, = Py Py, ... Py paral=1,2,...,
ou seja, busca-se uma autofuncao ortogonal as [ autofungoes conhecidas. O
algoritmo 3 estd descrito abaixo.

E importante ressaltar que, apds a execucao do algoritmo, a autofungao
desejada serd P, f ao invés de f, pois agora estamos procurando f de modo
que P,f seja uma autofuncdo. Com isso, encerra-se a descricdo do modelo de
solucao de problemas de autovalores de operadores diferenciais auto-adjuntos
nao-negativos. A proxima se¢do ira mostrar como adaptar o modelo para

operadores nao-positivos.

3.2.2
Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Nao-Positivos

No caso de operadores nao-positivos, a proposta é converter o problema
de encontrar as solugoes de Af = Af no problema de encontrar as solugoes de
(—A)f = (=) f. Neste caso, o operador —A é nao-negativo e todo o processo
descrito anteriormente pode ser aplicado, com o cuidado que os autovalores de

— A devem ser multiplicados por —1 para obter os autovalores de A.

3.2.3
Modelo Proposto assumindo Operadores Auto-Adjuntos Indefinidos

Para operadores auto-adjuntos indefinidos, nao existe, necessariamente,
o menor (ou maior) autovalor. Por essa razao, nao faz mais sentido encontrar
o minimo da razao de Rayleigh, uma vez que este minimo pode sequer existir.
Sendo assim, a metodologia apresentada para operadores auto-adjuntos nao-
negativos (e ndo-positivos) é inadequada e precisa ser modificada.

Uma alternativa seria buscar minimizar o moédulo da razdo de Rayleigh.
Neste caso, intuitivamente estariamos buscando o autovalor mais proximo de
0. Contudo, esta abordagem nao necessariamente funciona, porque nao ha
garantias mateméaticas que a func¢ado que minimiza o médulo do funcional 3-1
seja uma autofuncao.

Sendo assim, este trabalho propoe uma outra abordagem, menos trivial,

que envolve o operador composto AA. Considere o operador auto-adjunto

Algoritmo 3 Avaliacdo do individuo multi-arvore vetorial, dadas as autofun-

(;668 f17f27"'7fl

1: procedure AVALIAR(ind) retorna aval € R.

2: ind tem as arvores (vide 3-3)

3: f « combinacdo de arvores que minimiza F4[P,f] sujeito & BP.f = 0.
4: aval < F4[Pf].

5 return aval
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indefinido A, com dominio e contradominio iguais ao espago de Hilbert H e com
produto interno (-;-). O operador AA, formado pela composi¢ao do operador
A com ele mesmo, é definido para cada x € H como (AA)x = A(Ax). Ou seja,
para calcular AA x deve-se calcular Ax e, entdo, aplicar novamente o operador
A ao resultado, obtendo AAz.

O operador composto AA x tem uma série de propriedades uteis, as quais

serao demonstradas a seguir.

Corolario 3.1 (AA é auto-adjunto) Seja H um espaco de Hilbert e A um
operador auto-adjunto, com dominio e contradominio iguais a H. Entdo, o
operador composto AA, definido para todo x € H por AAx = A(Azx), é auto-

adjunto.

Prova. Seja (-; ) o produto interno de H. Como A é auto-adjunto, por definigao

temos
(Az;y) = (z; Ay)
xy € H. (3-8)
Logo
(AAzx;y) = (Ax; Ay) pois A é auto-adjunto
= (z; AAy) pois A é auto-adjunto, (3-9)

ou seja, para cada x,y € H, temos (AAx;y) = (x; AAy), o que prova que AA

¢ auto-adjunto. [

Corolario 3.2 (AA é nao-negativo) Seja H um espago de Hilbert e A um
operador auto-adjunto, com dominio e contradominio iguais a H. Entdo, o
operador composto AA, definido para todo x € H por AAx = A(Ax), € nao-

negativo.

Prova. Seja (-;-) o produto interno de H. Logo, usando a prova do corolario

3.1, temos

(AAx;x) = (Ax; Ax) pois A é auto-adjunto
= || Az|]? norma induzida

>0, (3-10)

ou seja, para cada x € H, temos (AAx;z) > 0, o que prova que AA é nao-

negativo. [
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Portanto, os corolarios 3.1 e 3.2 mostram que o operador AA é auto-
adjunto e nao-negativo e, assim, a metodologia apresentada pode ser utilizada
para determinar seus autovalores. Resta entao verificar se héd uma relacao direta
entre os autopares de AA e os autopares de A, o que sera mostrado no proximo

corolario.

Corolario 3.3 (autopares de AA) Seja H um espago de Hilbert e A um
operador auto-adjunto, com dominio e contradominio iquais a H e considere o
operador composto AA, definido para todo x € H por AAx = A(Azx). Entao,
para cada N € R e x € H, se (\,x) é um autopar de A, entio (N2, z) é um

autopar de AA.

Prova. Se (A, x) é um autopar de A, entdo, por definicdo, Az = Az. Sendo
assim, AAr = Mz = \2x, ou seja, (A%, x) é um autopar de AA. [ |

Com o resultado do corolario 3.3, concluimos que toda autofuncao de A
também ¢é uma autofuncao de AA. Portanto, podemos buscar as autofuncoes
do operador auto-adjunto nao-negativo AA e “testar” se estas sdo autofuncoes
de A. Para verificar se uma fungdo h € H ¢ autofungido de A, basta verificar

se
AL — Fa[h] n]| <e, (3-11)

onde € é uma constante positiva pré-estabelecida préxima de 0 (tipicamente
1078) e F4[] fora definido na eq. 2-8.

Com isso, o modelo de determinacao de autopares de operadores auto-
adjuntos utilizando PG esta totalmente definido. A seguir, serd abordado o

caso mais geral de operadores normais.

3.2.4
Modelo Proposto assumindo Operadores Normais

Operadores normais, conforme explicado na se¢ao 2.1.1, sao aqueles que
comutam com o seu adjunto. Isto é, se A é um operador normal com dominio e
contradominio iguais ao espaco de Hilbert H e A* é o seu adjunto, entao, para
cada x € H, AA*x = A*Ax. Evidentemente, todo operador auto-adjunto é
normal, pois neste caso A* = A. Como a metodologia para operadores auto-
adjuntos ja foi explicada anteriormente, esta secdo ird se preocupar apenas
com aqueles operadores normais que nao sao auto-adjuntos.

No caso de operadores normais em geral, ndo ha garantias matematicas
que o conjunto de autovalores seja real, ou seja, é possivel que alguns autovalo-
res sejam nimeros complexos. Assim, nao faz mais sentido minimizar a razdo
de Rayleigh para encontrar o menor autovalor. No entanto, se o operador ad-
junto for conhecido, é possivel modificar o operador para torna-lo auto-adjunto

e nao-negativo, como mostra o préximo corolario.
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Corolario 3.4 (operador AA*) Sejam H um espago de Hilbert, A um ope-
rador normal com dominio e contradominio iguais a H e A* o seu adjunto. En-
tao, o operador composto AA*, definido para cada v € H por AA* x = A(A*z),

¢ auto-adjunto e nao-negativo.

Prova. Por definicao de operador adjunto,

(Az;y) = (z; A™y)

x,y € H. (3-12)
Logo, para cada x,y € H,
(AA*z;y) = (A'x; A'y) definicao de adjunto
= (z; AA™y) definicao de adjunto, (3-13)

ou seja, para cada x,y € H temos (AA*x;y) = (x; AA*y), entdo AA* é auto-

adjunto. Além disso,

(AA*x; ) = (A*x; A'x) defini¢ao de adjunto
= || A%z norma induzida

>0, (3-14)

isto é, para cada x € H temos (AA*z;x) > 0, logo AA* é ndo-negativo. [

Teorema 3.5 (espectro de AA*) Sejam H wum espago de Hilbert, A um
operador normal com dominio e contradominio iguais a H e A* o seu adjunto.

Logo, se (\,z) é um autopar de A, entio (|\|?,x) é um autopar de AA*.

Prova. Seja (A, x) um autopar de A e seja N um operador com dominio e
contradominio iguais & H definido para cada y € H por Ny = A*(A — A\l)y,
onde I é o operador identidade (Iy =y, y € H). Logo, o adjunto de N, N*, é
dado para cada y € H por N*y = (A* — ) Ay e, além disso,

NN*y = A*(A— X)(A* — \]) Ay
= (A"AA*A — NATA"A+ MA*A — NA*AA)y
N*Ny = (A* = MX)AA*(A - \)y
= (A"AA*A — NATAA* + AMNAA* — NAA*A)y. (3-15)

Como A é normal, a eq. 3-15 mostra que, para cada y € H, NN*y = N*Ny.
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Entao, N é normal e, consequentemente,

(Ny; Ny) = (y; N*Ny)

= (y; NN"y)
= (N"y; N"y) . (3-16)
Por conseguinte,
|A*(A = AD)y|| = ||(A* = XT) Ay . (3-17)

Como (A, z) é um autopar de A, (A — A )z = 0. Logo, a eq. 3-17 leva a
(A* — M)Az = 0, ou, equivalentemente, AA*x = A*Ax = Mz = |\|?z, isto é,
(JA]?,x) é um autopar de AA*. |

Portanto, o operador AA* é auto-adjunto, ndo-negativo e, além disso,
toda autofuncdo de A também é uma autofuncao de AA*. Assim, é possivel
adotar uma metodologia semelhante aquela apresentada para operadores auto-
adjuntos indefinidos: resolve-se AA*xr = 6x e, depois, verifica-se se = é
autofuncao de A utilizando o teste sugerido na eq. 3-11. Finalmente, se z
for uma autofuncao de A, deve-se empregar a razao de Rayleigh para calcular
o autovalor associado a x.

Com isso, a metodologia de solugdo de equagdes de autovalores usando
PG esta definida para qualquer operador normal. Na préxima secao, sera

abordado o caso de operadores que nao sao normais.

3.2.5
Propostas de Adaptacoes para Outros Operadores

Embora os operadores normais englobem uma grande quantidade de
problemas praticos, eles ndo sao tteis em diversos problemas de autovalores.
Por exemplo, este trabalho mostrard em um capitulo subsequente o estudo
de caso referente a pogos de petrédleo, no qual deseja-se encontrar modos
de propagacdo em um guia de ondas radialmente estratificado. Neste caso,
¢ possivel mostrar que o operador diferencial ndo é normal.

Encontrar uma técnica capaz de achar um niimero arbitrario de autopares
de um operador diferencial qualquer é uma tarefa enorme e provavelmente

ineficaz. Isso ocorre pelas razoes abaixo descritas.

1. Nao necessariamente o conjunto de autopares de um operador diferencial
¢ discreto. Por exemplo, o operador derivada definido para qualquer fun-

¢ao uma vez diferenciavel tem como espectro o conjunto nao enumeravel


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 3. Modelo de Solucdo de Problemas de Autovalores 63

de autopares {(u; f(z)) : u € C, f(z) = e**,x € C}. Isto ocorre porque

uxr

ey = ue"® para todo u € C.

2. Um método genérico nao exploraria caracteristicas particulares do ope-
rador em questao. Isso provavelmente tornaria o método ineficiente, ou
seja, para cada classe particular de operadores, seria possivel encontrar
um método que explorasse caracteristicas particulares desta classe e, as-
sim, seria mais eficiente, mais robusto e provavelmente mais simples de
implementar. Por exemplo, o modelo apresentado anteriormente utiliza
diversas propriedades de operadores auto-adjuntos, como a presenca de
espectro discreto, autovalores reais e o fato do minimo da razao de Ray-

leigh ser igual ao menor autovalor.

Portanto, ndo é pretensdao deste trabalho desenvolver uma metodologia
rigorosa de determinacdo de um numero arbitrario de autopares de um
operador diferencial qualquer. Sendo assim, esta se¢cao mostra uma heuristica
para abordar o problema de autovalores para o caso mais geral.

No caso geral de um operador linear, a razdio de Rayleigh continua
sendo 1til para calcular autovalores a partir de autovetores. Contudo, como os
autovalores sdo, em geral, complexos, nao faz mais sentido minimizar a razao
de Rayleigh. Neste caso, o problema de minimizacao pode ser escrito de duas

formas:

1. minimiza-se IAf=Falflf I/ Fa[f]-1f]) sujeito as restrigoes que f deve satisfa-
zer. Se f for uma autofungao de A, entao F4[f] é o autovalor associado
a f e, portanto, [|[Af — Falf]f|l = 0, que é o valor minimo da norma.
Por outro lado, se ||Af — Fa[f]f]| = 0, entao Af = Fa[f]f e, por de-
finigao, (Fa[f]; f) é um autopar de A. Assim, ||Af — Fal[f]f]| = 0 se, e
somente se, (F4[f]; f) for uma solugao para o problema de autovalores.

Note, contudo, que nao ha garantia que |F4[f]| seja 0 menor possivel.

2. utiliza-se um conjunto finito de @) funcoes de teste ¢; e calcula-se o
conjunto de erros €; = (|Falf]| - [IfI)7" - (Af — Falf]f;t;) para j =
1,2,...,0Q. Posteriormente, minimiza-se a soma dos quadrados dos erros
>_; €€ sujeito as restricoes que f deve satisfazer. Idealmente, o conjunto
de fungoes de teste deve ser ortogonal e estar contido em L?(2)V, assim
como f. Exemplos de fungoes de teste com essa propriedade sdao as
fungoes base das séries de Fourier, como senos, cossenos e polinémios

ortogonais.

Finalmente, é importante notar que a metodologia para encontrar outros

autovalores baseada na ortogonalizacao de Gram-Schmidt, apresentada anteri-
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ormente, nao ¢ geralmente aplicavel no caso de qualquer operador linear. Isto
ocorre porque no caso geral de um operador linear nao hé garantias de que
exista um conjunto ortogonal de autovetores. Por esta razao, as proximas li-
nhas estabelecem uma nova metodologia para encontrar os demais autovetores,
dado um conjunto linearmente independente de autovetores conhecidos.

No caso mais geral em que o operador nao tem autovetores ortogonais,
deseja-se apenas que os novos autovetores encontrados sejam linearmente
independentes aos autovetores ja conhecidos. Para isso, proponho definir um
operador de projecao, que “remove” as componentes dos vetores conhecidos
do conjunto de busca, garantindo que todos os vetores presentes no espacgo de
busca sejam linearmente independentes em relacao aos autovetores conhecidos.

Este operador é descrito nos proximos paragrafos.

Defini¢ao 3.6 (Projecao de remocao de autovetores) Seja H um es-
pago de Hilbert com produto interno (-;-) e A um operador linear com dominio
e contradominio iquais a H. Considere que S = {vi,vq,...,un} € H é um
conjunto de autovetores linearmente independentes de A. Nesse contexto, este

trabalho define a projecao P para cada vetor u € H como

N
Pu=u—-> au;, (3-18)

i=1

onde os coeficientes a; sao solugoes do sistema linear

(isv1)  (vasvr) ... (ownsvn) | | @ (15 u)
(vi;v9)  (vgsv9) ... (un;ue) | | az _ <ng; u) (3.19)
(vi;on) (voson) ... (unyon)| |an (vn;u)

Teorema 3.7 (Propriedades da projegao) Considere a projecio definida
em 3.6 e seja z € H tal que z = Pu, u € H. Entdo, as sequintes afirmacoes

sao verdadeiras:

1. o conjunto {z} U S € linearmente independente.

2. z € o vetor linearmente independente dos vetores de S que tem a menor

norma.

Prova. Para provar a afirmagao 1, observe que a equagao

N
2+ by, =0 bcC,i=1,2,...,N. (3-20)

=1
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pode ser reescrita como
N
> (b — ;) (vis vg) = — (u;v5) j=1,2,...,N. (3-21)

=1

Contudo, por defini¢ao
Zaz v;;0;) = (u;v5) j=12,...,N. (3-22)

Consequentemente, a eq. 3-21 é equivalente a

N
> b (visv5) =0 j=1,2,...,N, (3-23)
i=1

cuja unica solugao é b; = 0 para todo ¢+ = 1,2,..., N, pois o conjunto S

é linearmente independente. Assim, a eq. 3-20 nao apresenta solugoes nao-
triviais, isto é, z nao pode ser escrito como combinagao linear dos elementos
de S, o que prova a afirmagao 1.

Para provar a afirmacao 2, seja Y = H2H2 Pela definicao da projecao,
Y = Hu — Zf\il a;v;

nota-se que

2
. Logo, utilizando as propriedades de produto interno,

N
Y = |lu— Z a;v;
i=1
N N
= <u - a5 u— Zajvj>
i=1 j=1
N N N
= <u;u — Za]v]> - a <vl,u Za]vj>
j=1 i=1 j=1
N N N N
- <u,u> —Z@(U,UJ> Zai <UZ';U>+ZZCLZ@<U“UJ>
j=1 =1 i=1 j=1
N N N
= (u;u) — 2 Re(a; (vi;u)) + YD aiaj (vi;v5) . (3-24)
i=1 i=1 j=1
Portanto,
dy N N
T = ~2Re (v u) + 375 vk v5) + 3 ai (v )
k

j=1 i=1

N
= —2Re (vg;u Z (Vi vr)). (3-25)

Contudo, pela definicao 3.6, N, Re (a; (vi;v)) = Re (vg;u) para cada k =
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1,...,N. Sendo assim, 4¥/de, = 0 para todo k = 1,..., N. Além disso,

Yo (U U8 kom=1,2,...,N (3-26)
= €\Um; v sy =1,24,..., -
da,,dax F
ou seja, a forma quadratica afIla, onde I é a Hessiana e a” = [a7, ..., ax], é
dada por:
N N
o Tla = Z Zam 2Re (Up,; vk) Qg
m=1 k=1
N
= 2Re < Z AUy Z akvk>
m=1 =
N 2
= 2Re Z Ay Uy
m=1
> 0. (3-27)

Portanto, a matriz Hessiana é positiva semidefinida e, com isso, o ponto
(a1, as,...,ay) é ponto de minimo, o que prova a afirmagao 2. |

Portanto, a aplicacdo de P a qualquer vetor u € H gera um vetor que
é linearmente independente dos autovetores ja conhecidos. Além disso, este
vetor é o vetor mais préoximo ao conjunto formado por todas as combinacoes
lineares dos vetores de S (span(.S)). Consequentemente, no caso particular de
u € span(S), Pu = 0, ou seja, a projecao de um vetor linearmente dependente
aos vetores de S é o vetor nulo. Assim, intuitivamente qualquer “componente”
de u que tenha alguma dependéncia com autovetores conhecidos é removida
em Pu.

Com a projecao 3.6 em maos, basta aplicar a mesma ideia apresentada
para operadores nao-negativos: dado o conjunto S de autovetores conhecidos,

constroéi-se a projecao 3.6 e resolve-se o problema de autovalores
APz = \Px. (3-28)

O processo ¢ repetido quantas vezes for necesséario, até que se encontre uma
quantidade suficientemente grande de autopares de A.

Com isso, o modelo de determinacao de autopares esta completamente
descrito para todos os tipos de operadores diferenciais lineares. Na proxima
secao, sera mostrado como utilizar o modelo proposto para a solugao de

problemas de autovalores paramétricos.

3.2.6
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Modelo de Solucao Paramétrico

Resta, entao, explicar como tornar paramétrico o modelo descrito nas
ultimas segoes. Portanto, esta secao explica como resolver o problema de
autovalores parametrizado A,f, = \,f,, onde p € C' C C! ¢ um pardmetro
pré-especificado L-dimensional.

Neste tipo de problema, o operador diferencial tipicamente tem sua ex-
pressao matematica dependente de p. O capitulo 2 deu um exemplo utilizando
o operador de Laplace. Como o operador depende de p, ¢ de se esperar que seus
autopares também sejam dependentes de p. Sendo assim, o modelo proposto
agora deve considerar a presenca do parametro p e fornecer como resposta um
conjunto de autofungoes cuja expressao analitica é parametrizada por p. Dessa
forma, utilizando a razao de Rayleigh, determina-se o autovalor a partir de f,,
para cada valor do parametro p.

Um ponto importante (e bem interessante) é que geralmente o valor do
pardmetro p impacta na defini¢do do dominio €2, da funcao f, e, com isso, o
produto interno passa a depender de p. O mesmo ocorre com a norma derivada
do produto interno: [jv[|, = /(v;v), para todo v € L2(Q,)N.

Feitas as consideracgoes, nesta tese mostro como utilizar o modelo de
solucao ja proposto para encontrar os autovalores da familia de operadores
parametrizada A,, assumindo que A, ¢ um operador auto-adjunto nao negativo
para todo p. Caso A, nao satisfaca esta restri¢do, as modificacoes apresentadas
anteriormente podem ser aplicadas para converter o operador em um operador
nao-negativo, conservando o espectro.

O modelo proposto pode ser adaptado para encontrar autofuncoes cujo
autovalor associado seja o menor do espectro de A,, para todo p € C' C C~.
Para isso, proponho discretizar o conjunto C' com uma malha finita C' € C e

resolver o problema de otimizacao

min Y Fu [f,]

peC
sujeito a
B, f, = 0 para todo p € C
fp € L*(9,)" para todo p € C. (3-29)

Neste problema, o funcional de Rayleigh parametrizado por p € C' é calculado
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para cada valor de p € C' como

Ayv;v
b=
ve L2(Q,)Y (3-30)

Além disso, o somatorio é tomado em uma malha finita de pontos contida em
C.

Com isso, aplica-se a metodologia ja explicada para operadores nao-
negativos, modificando a funcao objetivo para considerar a nova formulagao. O
resultado final é uma autofungao que contém o parametro p como argumento
e estd associada ao menor autovalor, dado p. Para encontrar os demais
autovalores, a metodologia explicada para o caso nao-paramétrico continua
valendo, com o detalhe que as proje¢oes dependem do parametro p. Mais uma
vez, se o operador A, nao for nao-negativo, deve-se modifica-lo para torna-lo
nao negativo, conforme explicado nas segoes sobre operadores normais.

Finalmente, caso o operador A, nao seja normal, o problema de otimiza-

¢ao deve ser escrito como

|| At = Fa 1|
ZC |1 Fa, (£ 5

sujeito a
B,f, = 0 para todo p € C
f, € L*(9,)" para todo p € C. (3-31)

Nos préximos capitulos, serao vistos exemplos de aplicacao desta téc-
nica, com resultados comparativos com outras técnicas, como o Método dos

Elementos Finitos.
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Estudos de Caso: Operadores Normais

Este capitulo foca em responder a pergunta “quais sdao os resultados?”.
Para isso, este capitulo apresenta os resultados obtidos com o modelo descrito
no capitulo 3 para problemas de autovalores de operadores diferenciais normais.

As proximas secoes apresentam estudos de caso classicos de Fisica e Enge-
nharia. Inicialmente, formula-se o problema como um problema de autovalores
de um operador diferencial e, posteriormente, demonstra-se que este operador é
normal. Na sequéncia, apresenta-se a solu¢ao analitica, as solugoes por Método
das Diferengas Finitas e Método dos Elementos Finitos (quando aplicavel) e a
solugao obtida a partir do modelo proposto neste trabalho, comparando-as em
termos de acuracia e tempo de execucao. Finalmente, analisa-se a eficiéncia e

o que pode ser melhorado no modelo proposto para cada estudo de caso.

4.1
Estudo de Caso: Operador de Laplace

4.1.1
Definicao

O operador escalar de Laplace A : L*(Q) — L*(Q) é definido para

funcoes quadrado-integraveis com dominio €2 C R? que sao nulas no contorno.

Formalmente,

A=V2f = fie) + fin
D(A) ={f € L*(Q) : V*f € L*(Q),
f(t)=0setel}
I' é o contorno de 2

Q CR%. (4-1)
Este operador é auto-adjunto [4, p. 160] sob o produto interno

(fi9) = [ gfa0
frg € LX), (4-2)
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onde a barra superior denota o complexo conjugado. A demonstracao envolve
o segundo teorema de Green e o fato de as fun¢des do dominio do operador
serem nulas no contorno.

Além disso, o operador de Laplace conforme definido em 4-1 é nao-
positivo, fato que também pode ser demonstrado pelo segundo teorema de

Green:

(Af:f) = [ FV2faQ
= [ F fudr— [ VF-vdo
—— [ IvFae

<0,
para todo f € D(A). (4-3)

Portanto, o operador —A com A definido por 4-1 é auto-adjunto e nao-

negativo, se encaixando entao nos pré-requisitos do modelo proposto.

4.1.2
Experimento: dominio retangular com solucao analitica

Nesta se¢ao, estamos interessados em resolver o problema de autovalores

—Af=Xf
(Bf)(e.y) = flzy) (z,y) el N
caso contrario

Bf=0
Q=1[0;1?
I' é o contorno de (2.
A>0
f e D(A). (4-4)

Ou seja, o dominio das funcdes é o quadrado unitdrio no R%. Note que o
operador B é construido de modo a forgar que a condicdo Bf = 0 implique
em f = 0 no contorno I'. Este tipo de condigdo de contorno é chamado de
condicao de contorno de Dirichlet.

Este tipo de problema de autovalores é muito comum na Fisica e na
Engenharia. Um exemplo ¢é a determinagdo de modos transverso elétricos em
guias de ondas retangulares de paredes metalicas. Nestes guias, as constantes

de onda dos modos de propagacao estao associadas aos autovalores e as ondas
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eletromagnéticas referentes a cada modo estao relacionadas as autofuncgoes.
Este problema foi escolhido como caso de estudo inicial por ter solucao

analitica. Em particular, para um quadrado de lado a, os autopares sao dados

por [38]:

A = (M +n?)7?

fn,m(xay) = Sen(m> sen(mﬁy>
a a
n,m=1,234,...
(z5y) € [0;a]”
a> 0. (4-5)

O menor autovalor ¢ A\ = 272, cuja autofun¢io ¢ fi;. Além disso, temos
Aa < Ao < A2 < .... Note também que, se f é uma autofuncao, entao

bf onde b € C — {0} e é uma constante também é uma autofungao associada
ao mesmo autovalor de f.

Para resolver este problema de autovalores utilizando o modelo proposto,
deve-se primeiramente definir o nimero de arvores usadas para representar
o individuo como na equacao 3-3. Neste caso, motivado pela método da
separacao de variaveis para solucao de equagoes diferenciais parciais, proponho
escrever f(z,y) = fx(x)fy(y) e, portanto, utilizar 2 conjuntos de k, &rvores
sem superposicao para representar cada uma das fungoes fx e f,. Entao,
considerando 3-3, fx = Zf;l dxifxie fy = ngl dy, fy;. Para determinar os
coeficientes, utiliza-se a metodologia explicada no algoritmo 1, isto é, escolhe-se
oponto (dx1,...,dxk,dy1,...,dyk,) que minimiza a razdo de Rayleigh F4[f]
sujeito a f(x,y) = 0 se (z;y) € I'. Mais especificamente, queremos resolver o

problema de otimizacao

min Fy[f]

sujeito a
ka

f(0,y)=0— ; dxfxa(0) =0
f(Ly)=0— lfjldx,lfx,lu) =0
f(2,0) =0 — llizaldY,lfY,l(O) =0
flx,1) =0— idwfm(l) = 0. (4-6)

=1
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Note que o problema 4-6 apresenta restricdes lineares nas variaveis
(dxas..,dx k., dy1,...,dyyg,). Como o problema 4-6 é resolvido a cada ava-
liacao de cada individuo em particular, as fungoes fx,; e fy; sao conhecidas,
pois fazem parte do cromossomo do modelo de programacao genética. Por-
tanto, para resolver 4-6, basta utilizar algum algoritmo eficiente de otimizagao
de fungoes reais com restri¢oes lineares, como o BFGS Quasi Newton [34, 35].

Os parametros utilizados no modelo de programacgao de genética es-
tao especificados na tabela 1. Primeiramente, resolveu-se o problema nao-
paramétrico com a = 1. Para garantir que as restrigoes em 4-6 sempre tenham

solucao, temos que ter k, > 3.

Tabela 1: Modelo proposto para achar os autopares do operador de Laplace.

Populacao 30 individuos
Geragoes 500 geragoes
Nam. Arvores (k,) de 3 a 6 (véarios experimentos)
Taxa de mutacao fixa em 10%
Tipos de mutagao 6 tipos descritos no cap. 3
Tipo de recombinacao sub-arvore
Fungoes {sen(t), cos(t) ,*, +}
Terminais {t,7,0,1,—1}
Otimizador Local BFGS Quasi-Newton [34, 35]
Avaliacao alg. 1 + derivadas e simplificacao simbdlicas
Profundidade Maxima 4 niveis por arvore

Antes de apresentar os resultados obtidos, é preciso enfatizar que o
modelo proposto é nao-deterministico, pois a geragao da populagao inicial é
aleatoéria, assim como a selecao de individuos para reproducao e a aplicacao
de operadores. Por isso, os resultados podem ser diferentes ao rodar o modelo
varias vezes para resolver o mesmo problema. Contudo, espera-se que, embora
diferentes, os resultados sejam préximos ou equivalentes. Além disso, espera-se
também que o problema seja resolvido na maioria das rodadas. Para testar
este fato, foram rodados 40 experimentos independentes, isto é, o modelo foi
aplicado 40 vezes ao mesmo problema para analisar a resposta.

Em um primeiro momento, deseja-se encontrar o menor autovalor e a
autofuncao associada. Esta primeira etapa executa o algoritmo 2 por 40 vezes
(sao 40 rodadas) utilizando a funcao de avaliagdo definida no algoritmo 1
para encontrar o menor autovalor e autofuncao em 40 oportunidades. Este
experimento foi repetido variando o valor de k, de 3 a 6. A tabela 2 mostra
quantas vezes foi encontrada a autofuncao f;; ou qualquer funcao multipla
dela. Além disso, a tabela também mostra quantas vezes nenhuma fungao foi

encontrada.
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Tabela 2: Taxa de sucesso do modelo proposto para achar o menor autopar do
operador de Laplace.

Num. Arvores (ko) | fi1 | bfia | Outra
3 27 10 3
4 21 12 7
5 22 14 4
6 19 10 11

Pelos resultados da tabela 2, é visivel que o aumento do niimero de arvores
do individuo aumenta, também, a taxa de rodadas na qual a solugao exata nao
é encontrada (coluna “Outra”). Isso ocorre porque o aumento do cromossomo
implica em aumento do espago de busca, tornando o problema mais dificil de
resolver. Além disso, percebe-se que, fixado o niimero de arvores, a chance de
encontrar a autofun¢do mais simples é maior do que a chance de encontrar
a autofuncao mais complexa. Esse é um comportamento esperado que ocorre
porque o modelo proposto for¢ca uma pressao de selecdo maior para individuos
mais simples (com menos nds).

Na figura 5, apresento a evolugao média do melhor individuo nos 40
experimentos. E possivel observar que aumentar o nimero de drvores torna
a evolucao mais lenta, i.e., leva mais geracoes para que o melhor individuo
atinja o valor minimo de 272. Esse é o comportamento esperado porque o
aumento do niimero de arvores implica em aumento do espago de busca, o que

dificulta o problema de otimizacao. Uma forma de contornar esta caracteristica

«10% Média dos melhores
12 T T T T
k =
a -
_____ k =
a
— . _k -
2 e
GE.) .......... k =6
o |
©
T
> -
<
0 100 200 300 400 500

Geragéo

Figura 5: Média do melhor individuo dentre os 40 experimentos para cada
quantidade de arvores para encontrar o menor autovalor.
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¢ aumentar o numero total de geragoes, a custo de aumentar o tempo gasto na
otimizagao.

A partir da tabela 2 e da figura 5, conclui-se que o modelo funciona
com robustez para encontrar o menor autovalor do operador de Laplace. O
proximo passo é utilizar a autofuncao encontrada para encontrar o segundo
menor autovalor e assim sucessivamente.

A titulo de experimento, foi assumido que f; é conhecida e aplicou-
se a modificacao sugerida no capitulo 3 para buscar o segundo autovalor e
sua autofuncao nao nula, que no caso sao, respectivamente, 572 e f21 ou fio.

Novamente, a tabela 3 mostra os resultados apds 40 rodadas.

Tabela 3: Taxa de sucesso do modelo proposto para achar o 20. autopar do
operador de Laplace.

Num. Arvores faqpou fia | bifeq +bafio | Outra
3 19 16 5
4 13 15 12
5 9 11 20
6 5 12 23

Novamente, verifica-se que o método encontrou a solugao exata em todos
0s casos, com uma taxa maior para menores quantidades de arvores. Percebeu-
se também que a pressao de selecao por individuos com menos nés de fato
funcionou como esperado, porque em geral encontrou-se as solugdes mais
simples.

E preciso enfatizar que, na pratica, o usudrio do método ndo precisa
rodar a técnica por 40 vezes para obter um resultado confiavel. Na realidade,
esta andlise ¢ util apenas para entender a taxa de sucesso do algoritmo, dado
o ntmero de geragoes (neste caso, 500). Na prética, todos os algoritmos de
otimizacgao nao-linear dependem de inicializagoes e, por isso, podem demandar
mais ou menos iteragoes para convergir para a solucao 6tima. No caso do
modelo proposto, as geragoes sao o equivalente as iteragoes e a populagao inicial
equivale ao ponto inicial fornecido aos algoritmos de otimizac¢ao nao-linear.
Portanto, acredita-se que o modelo proposto sempre encontrard a solugdo,
desde que um numero suficientemente grande de geracoes seja utilizado.

Para ilustrar esta argumentacdo, podemos analisar novamente a figura
5 e observar que, na pratica, a avaliacdo tem uma tendéncia decrescente em
todos os experimentos feitos. Isso mostra que, mesmo que o valor minimo
nao seja encontrado nas 500 geracoes, ele ird ser encontrado com um ntmero
suficientemente grande de geracoes.

Portanto, para garantir que a metodologia proposta sempre encontre a

solucao, basta modificar o critério de parada de modo a oferecer garantias
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melhores. Assim, no caso do problema de autovalores desta secao, se definirmos
o erro € = |—Af — M| - ||l f]”", podemos evoluir até que € < €, onde €,, é
uma constante pequena, como 107°. Portanto, ao invés de parar a heuristica de
busca por nimero de geracoes, estariamos parando quando esta encontrasse
uma solucao com erro aceitavelmente pequeno. Naturalmente, o niimero de
geragoes resultante dependera de quao boa é a populagao inicial, assim como
os algoritmos de otimizacao nao-linear tradicionais dependem da inicializagao
fornecida pelo usuario.

Para concluir esta secao, vamos analisar os resultados para solucao do
problema paramétrico, isto é, queremos aplicar o modelo proposto para resolver

o problema paramétrico

—Af =S

flz,y) (z,y) €Ty

0 caso contrario

(Baf)(w,y) =

=0
Q = [0;a]?
I', é o contorno de €2,.
A>0
f €L ()
a € [0.5;1.5] (4-7)

Neste problema, a solugao é fungao do parametro a e é dada pela equagao 4-5.
O objetivo agora é adotar a metodologia de solucao paramétrica apresentada
no capitulo 3 para encontrar as equagoes 4-5.

Para resolver este problema paramétrico, utilizou-se uma malha uniforme
de 1000 pontos no intervalo [0.5;1.5], incluindo seus extremos. Com isso,
o modelo de solucao paramétrico apresentado no capitulo 3 foi usado para

resolver o problema

min Z Fg2|f.]

a€(0.5;1.5]
sujeito a
B.f. = 0 para todo a € [0.5; 1.5]
fa € L*(Q,) para todo a € [0.5;1.5], (4-8)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 4. Estudos de Caso: Operadores Normais 76

onde

(f:9), = /0 /O 9(x,y) f(z,y) dedy
1flle =V {f5 Fa
frg€ L*(Q) (4-9)

e Fyz[f,] é o funcional de Rayleigh referente ao operador Laplaciano, também

parametrizado pelo valor de a:

-~ (V?g19),
Foela) = (9:9)
g € L*(Q). (4-10)

A solugao deste problema entrega para cada ponto a na malha de pontos
uma autofungdo parametrizada pelo valor de a e cujo autovalor é o menor
possivel. Uma possivel forma de implementar 4-8 é representar a fungdo f,
utilizando 4 fungées univariadas: f,(z,y) = fx(2)fy(v)gx(a — x)gy(a — y).
Cada uma das 4 fungoes utiliza k, arvores e é nula quando seu argumento
é nulo. Dessa forma, f,(a,y) = f.(0,y) = fi(z,a) = fo(x,0) = 0 para cada

a € [0.5;1.5]. Portanto, o problema 4-8 passa a ser escrito como

min Z Fg2|f.]

a€l0.5;1.5]

sujeito a

ka

f(0,y) =0— ZdX,le,l(O) =0
=1
k

Flay) =03 bxigxa(0) = 0

=1

kq
f(2,0) =0—= > dyify,(0) =0

=1

ka
flz,a) =0 = byigya(0) = 0. (4-11)

=1

Neste caso, a letra b foi utilizada para designar coeficientes das fungoes gx e
gy -

Para analisar a qualidade da solu¢gao de uma determinada rodada da
heuristica, define-se a pontuagao da solugao como sendo o niimero de pontos
da malha de pontos para o parametro a cuja solucdo é exata. Considera-
se que uma solugao normalizada fs ¢ exata se ||fsor — fezall, < 107%, onde

feza € a solugdo exata analitica que se espera encontrar, apds normalizagao
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(|| fezall, = 1 para algum a € [0.5;1.5]). Note que f,, também é normalizada,
ou seja, || fsall, = 1 para algum a € [0.5; 1.5].
A tabela 4 mostra a quantidade de rodadas que superaram determinada

pontuagao.

Tabela 4: Quantidade de rodadas cuja pontuacao da solugao é superior a
determinado percentual para encontrar f;; (colunas).

Num. Arvores | 70% | 80% | 90%
2 40 37 33
3 37 34 28
4 34 30 24
5 29 21 19

Nota-se que a solucao é exata para mais de 90% dos pontos em 31 das
40 rodadas executadas com o cromossomo de 2 arvores. Isso mostra que o
problema paramétrico ¢ mais dificil, mas o modelo proposto consegue resolve-
lo. Além disso, vale lembrar que aumentar o nimero de geracoes tende a
melhorar a taxa de acerto do modelo proposto, como ocorre em qualquer
algoritmo de otimizagao.

Nos experimentos apresentados nesta se¢ao, os modelos com mais arvores
apresentaram degradacao devido ao aumento do espago de busca e, principal-
mente, devido ao fato de a solucao exata ndo ter somatorios ou combinagoes
lineares. No entanto, espera-se que o modelo multi-arvore tenha desempenho
melhor em problemas cujas autofunc¢des sejam representadas por somas de

func¢oes mais elementares, justificando, assim, o aumento do espago de busca.

4.1.3
Experimento: Dominio senoidal

O operador de Laplace pode ser estudado para diversos formatos de domi-
nio. Por exemplo, em [39] o autor estuda os autopares do operador de Laplace
assumindo dominio triangular e expressa as autofungdes analiticamente. Con-
tudo, nao é interessante neste trabalho adotar outro estudo de caso com solucao
analitica. Nesta se¢do, a presente tese foca em comparar a técnica proposta
com o Método dos Elementos Finitos e o Método das Diferencas Finitas, uti-
lizando um estudo de caso projetado para estressar ao maximo as técnicas de
solugao, de modo a compara-las em termos de acuracia e tempo de execucao.

O problema abordado nesta secao foi construido a partir do problema
apresentado na se¢ao anterior, considerando que uma das arestas do dominio
retangular fora substituida por uma sendide de frequéncia k e amplitude «,

conforme mostra a figura 6.
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Nos limites do pseudo-quadrado S, as fungoes sao nulas. Assim, f(0,y) =
f(1,y) = 0, para todo y € [0;1] e f(z,1) = f(z,asen(2rkz)) = 0, para todo

x € [0;1]. Portanto, o problema de autovalores (ndo-paramétrico) é

—Af = \f
) ) P
e
0 caso contrario
=0

S=1[0;1] —{(z;y) : 0 <2 < 1,y < asen(27kx)}

I' é o contorno de S.

A>0

feL*89), (4-12)

enquanto que o problema paramétrico (a é o pardmetro) é dado para uma

Dominio da funcoes

0.8

0.6

> 04

0.2

Figura 6: Dominio S das func¢es do operador de Laplace para o estudo de caso
da secao 4.1.3. A sendide tem frequéncia k = 6.
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frequéncia k por

_Afa = )\fa
By < | ) @) €T
7 caso contrario
=0
2rk
S, = [0;a)* — {(w;y) 0<z<a,y< asen( Wax>}
I', é o contorno de S,,.
A>0
ke{l,23,. .}
f e L*(S.). (4-13)

Sera abordado o problema nao-paramétrico em primeiro lugar e, poste-
riormente, o problema paramétrico. As proximas sub-se¢oes mostram as for-
mulagoes utilizando o modelo proposto neste trabalho e os métodos escolhidos

CcOo1mo comparagéo.

41.3.1
Modelagem Proposta

A formulacao do problema nao-paramétrico é idéntica a formulagao 4-6,

mas leva em consideracao a sendide no lugar da aresta inferior:

min Fy[f]
sujeito a
kq
f0,9) =0—=> dxifxu(0)=0 Vy € [0;1]
=1
ka
f(Ly)=0—=> dxifxu(1) =0 Vy € [0;1]

=1

f(x, ozsen(27rkx)) =0— idy’lfy,l (a sen(27rkcc)) =0 Vzel0;1]
I=1
ka
f(ZE, 1) =0— Zdy’lfy,l(l) =0 Vx € [0, 1] (4—14)

=1
O calculo dos coeficientes em 4-14 é similar a técnica usada em 4-6:
monta-se um sistema linear nos coeficientes dx; e dy;, | = 1,2, ..., k,, e utiliza-
se um método de otimizagao local para minimizar F4[f] sujeito as restri¢oes

lineares estabelecidas pelo referido sistema. No entanto, a restricao envolvendo
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a sendide nao é imediatamente usdvel, pois existem, na realidade, infinitas
restrigoes: uma para cada valor particular de x no intervalo [0; 1].

Para contornar essa dificuldade, proponho utilizar uma base or-
tonormal para o espaco de Hilbert L?*(R) e projetar a restrigdo
S dy fyi(asen(2rkz)) = 0 em cada uma das funcoes que compdem a
base, para assim obter equacOes lineares que nao dependem da variavel x.
Em particular, seja B = {t,,, : m,n = 0,+1,+2,...} uma base ortonormal
para L?(R) de modo que toda a funcio h € L?(R) possa ser escrita como
B(#) = Soun Con Ymn (), o0

+oo

Cmn = <h§ ¢m,n>#1 = / h(x)¢m7n(x)dxv (4'15)

—00

e (5;+) 4 € o produto interno em L*(R). Em particular, podemos usar a base

ortonormal B para escrever

ka
Z dyifyi (Oz sen(2rkx) ) = Z Cnn Ymon (), (4-16)

=1

onde

+oo Ka -
Cnn = / > dyifvy (oz sen(2mkx) ) Umn(z) da

k: - 1 -
=Y dY’l/o fyi (a sen(?wkx)) Umn(z) de, (4-17)
=1

pois fy; é nula fora do intervalo [0; 1]. Finalmente, basta exigir que

Cm,n =0
Ym,n € 0,+1,+2, ... (4-18)

para garantir que a restri¢ao original seja satisfeita. Na pratica, o conjunto B
deve ser truncado para obtermos um conjunto finito de restrigoes do tipo 4-18.
Se forem usadas () func¢des de base no total, teremos que ter k, > ) + 2, pois
teriamos () + 1 equagoes em 4-14 na variavel y.

Existem varias opgoes na literatura para o conjunto B. Dentre elas,
as exponenciais complexas presentes nas séries de Fourier, os polinomios
ortogonais de Legendre e Laguerre (ver [40, 41, 42]) e as fungbes wavelet.

Neste trabalho, optou-se por usar wavelets de Meyer, pelos seguinte motivos:

— os coeficientes (,, , do wavelet de Meyer sao sempre reais.

— asérie h(x) = 3., . Gnn Ymn () converge “mais rapido” utilizando wave-

lets do que utilizando polindmios ortogonais ou exponenciais complexas.
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Na pratica, com wavelets de Meyer sera possivel usar menos elementos
em B, o que implica em menores valores de k, e, consequentemente,

espacos de busca menores.

Mais detalhes sobre wavelets e wavelets de Meyer podem ser encontrados
em [43, 44, 45].

Para resolver a versao paramétrica do problema, foi usada uma formu-
lacao andloga aquela escolhida para a versao retangular do dominio apresen-
tada em 4-11. Mais especificamente, escreve-se f,(z,y) = fx(z)fy(y)g9x(a —
z)gy (a — y) e foram aplicadas as restrigoes como em 4-11. Na aresta senoi-
dal, utiliza-se a mesma abordagem baseada em fungdes Wavelet de Meyer, ja
explicada nos paragrafos anteriores.

As proximas subsegoes mostram a formulacao por Método dos Elementos

Finitos e Método das Diferencas Finitas.

4.1.3.2
Formulacao por Método das Diferencas Finitas

A formulacao por Método das Diferencas Finitas parte da definicao de
uma malha de pontos para representar o conjunto S de maneira discreta.
Posteriormente, escreve-se o operador de Laplace aplicado a funcao f num
dado ponto da malha como sendo uma combinacao linear dos valores de f em
pontos adjacentes. Com isso, ao escrever —V?2f = \f, desenha-se uma equacao
matricial de autovalores. Este tipo de problema, por sua vez, é resolvido por
meio de algoritmos bem conhecidos na area de algebra computacional.

Para definir a malha de pontos, é conveniente fixar um valor de z e
discretizar na dire¢do y, com asen(27kz/q) < y < 1 para um valor particular
do parametro a, utilizando uma quantidade pré-estabelecida de pontos. Em
particular, seja G o nimero de pontos na direcao y, fixada a coordenada .
Entao, o passo dy é dado por

1 — acsen(27kz/q)

oy = o1 . (4-19)

Supondo também G pontos na diregao z, o passo éx é dado por

0r = ——. 4-20
G-1 ( )
Logo, a malha é construida variando o valor de z no intervalo [0; a] com
passo dx, comecando do valor 0 e terminando no valor a. Para cada valor de
x, os pontos da malha sao definidos discretizando na direcao y com passo 9.

O total de pontos é igual a G%. A figura 7 mostra um exemplo com G = 15.
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Figura 7: Dominio S com k =6, a =1 e a = 0.1, discretizado para o Método
Das Diferengas finitas, utilizando 15 pontos por direcio (total: 15% pontos).

O laplaciano de f no ponto (x,,;y,) é dado por

4 S @y Yn + 0Y(20)) — 2f (Tms Yn) + f (@, Yo — dy(20))
Oy (@ )? '

(4-21)

A notagao d,(z,)? é usada para enfatizar que o passo na dire¢io y depende do
valor de x.

Ao aplicar a equacao 4-21 para cada ponto da malha levando em conta
que os pontos no contorno de S sao nulos, o problema de autovalores original

assume a versao discreta
Mf = Af, (4-22)

onde M é uma matriz numérica e f é um vetor formado pelos valores da fungao
f nos pontos da malha. Este problema pode ser resolvido por algoritmos de
algebra linear computacional, como o Método de Arnoldi [46], implementado
em Matlab pela fungao eigs [47].

Embora este método possa parecer simples e apresentar a vantagem de
encontrar um conjunto grande de autovalores de uma vez sé, ele apresenta uma
limitagao clara: a presenca de uma discretizacao para representar o dominio.
Em particular, a sendide presente no dominio S deve ser discretizada com uma

quantidade de pontos muito maior do que a frequéncia k para que o contorno
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senoidal seja representado com acuracia. Deste modo, para valores grandes de
k, o valor de G deve ser muito alto. Como a malha aumenta com G?, essa
discretizacao facilmente geraria matrizes muito grandes no caso de valores
altos de k, o que aumentaria o tempo de execucao do Método de Arnoldi para
resolver a equagao 4-22.

Outro ponto negativo do Método das Diferencas Finitas é a dependéncia
que a discretizacao do dominio apresenta em relacao ao dominio do problema.
Mais especificamente, para resolver o problema paramétrico, é necessario
repetir o processo de discretizagao e solucao de 4-22 para cada valor particular
do parametro a. Mais a frente, a secao de resultados ird comparar o tempo
de execucao do método proposto neste trabalho, cuja solucao é analitica e
parametrizada por a, com o tempo de execucdo do Método das Diferencas

Finitas, evidenciando o peso de roda-lo para cada valor de a.

4.1.3.3
Formulacdao por Método dos Elementos Finitos

A formulagao por Método dos Elementos Finitos é muito similar aquela
apresentada para o Método das Diferencas Finitas. A principal diferenca esta
no tipo de malha: enquanto a malha do Método das Diferencas Finitas é
formada por pontos, a malha do Método dos Elementos Finitos é formada
por elementos geométricos, tipicamente triangulos ou retangulos. No interior
de cada elemento, a funcao f é modelada por meio de interpolagdes polinomiais
de seus valores nos vértices dos elementos. Opcionalmente, pode-se adicionar
mais pontos no contorno de cada elemento, além dos vértices.

Com a presencga de uma interpolacao no interior dos elementos, o valor
de f pode ser aproximado em todos os pontos do dominio, ao contrario do
Método das Diferencas Finitas, que s6 modela a funcao f para o conjunto
finito de pontos da malha. Além disso, a interpolacao polinomial simplifica
o célculo das derivadas, pois as derivadas de f passam a ser derivadas de
polindémios.

Assim como na modelagem por Método das Diferencas Finitas, a mode-
lagem por Método dos Elementos Finitos também gera um problema matricial

de autovalores do tipo
Mf = M, (4-23)

mas, nesse caso, o vetor f contém os valores de f nos vértices dos elementos e,
opcionalmente, em pontos sobre as arestas dos mesmos. Com isso, o sistema

4-23 tende a ser maior e mais complexo do que o sistema 4-22, gerando tempos
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de execugao maiores do que aqueles tipicos do Método Das Diferencas Finitas.
Contudo, o Método dos Elementos Finitos tende a ser mais preciso e por isso
¢ o mais usado na industria.

Apresentar mais detalhes acerca do Método dos Elementos Finitos seria
uma tarefa longa e fora de escopo. Ao leitor interessado, recomendo [1, 2, 3.
Neste trabalho em particular, utilizou-se a discretizagao triangular fornecida
pelo toolboxr de Equagoes Diferenciais Parciais do Matlab [48] para gerar a
malha e o sistema 4-23. A proxima segao ird exibir resultados comparativos

entre os métodos citados e o método proposto neste trabalho.

4.1.3.4
Resultados Comparativos

Nesta secao, sao apresentados os resultados comparando o modelo pro-
posto, o Método dos Elementos Finitos e o Método das Diferencas Finitas
para resolver o problema de autovalores do operador de Laplace com o domi-
nio especificado em 4-12 e 4-13. Em particular, a comparacao focara em exibir
como a acuracia e o tempo de execucao variam com o aumento de complexi-
dade do dominio para cada técnica em questao. Além disso, os experimentos
também objetivam demonstrar a vantagem, em tempo de execugao, da técnica
proposta nesta tese quando se deve fazer uma andlise para varios valores de
um parametro.

Para definir a acuracia de determinacao de um autopar aproximado
(A5 f%), foi utilizado o erro definido como

AR

R T2 R (+24)

Claramente, —V2f* = \* f* se, e somente se, € = 0. Com isso, considera-se que
a técnica mais acurada é aquela que gera o menor valor de e.

A tabela 5 mostra os parametros utilizados no modelo de PG proposto
nesta tese. Além disso, as tabelas 6 e 7 mostram os parametros utilizados pelo
Método dos Elementos Finitos e pelo Método das Diferencas Finitas.

Em um primeiro experimento, foi analisada a acuracia de cada método
para calcular o menor autovalor e sua autofuncao, variando a frequéncia da
sendide, k. A malha do Método das Diferencas Finitas e do Método dos
Elementos Finitos utilizou 10> e 100? pontos (sdo 2 experimentos para cada
método). O modelo proposto foi rodado 40 vezes para cada valor de k. A figura
8 apresenta os resultados.

Pelo resultado apresentado na fig. 8, o modelo proposto nesta tese tem

perda de acuracia menor do que o Método dos Elementos Finitos e o Método
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Tabela 5: Parametros do modelo proposto para achar os autopares do operador
de Laplace no dominio S.

Populacao 30 individuos
Geragoes 500 geracoes
Arvores por funcio (k,) 12
Superposicao de arvores 6
Taxa de mutacao fixa em 10%
Numero de fun(;ées wavelet 9 (77[)070, ¢0¢1, ¢i1,0: ¢i1,:|:1)
Tipos de mutacao 6 tipos descritos no cap. 3
Tipo de recombinacao sub-arvore
Funcoes {sen(t) ,cos(t) ,t*, 3, t* %, +, —}
Terminais {t,m,0,1,—1}
Otimizador Local BFGS Quasi-Newton [34, 35|
Avaliacao alg. 1 4+ derivadas e simplificagdo simbdlicas
Profundidade Maxima 4 niveis por arvore

Tabela 6: Parametros utilizados pelo Método dos Elementos Finitos para achar
os autopares do operador de Laplace no dominio S.

Discretizacao Triangular
Interpolagao Polinémios grau 3
Malhador PDE Toolbox do Matlab [48]
Algoritmo de solugao Método de Arnoldi [47]

Tabela 7: Parametros utilizados pelo Método das Diferencas Finitas para achar
os autopares do operador de Laplace no dominio S.

Discretizacao Malha de Pontos
Interpolacao Nao se aplica
Malhador Conforme descrito na se¢ao 4.1.3.2
Algoritmo de solucao Método de Arnoldi [47]

das Diferencas Finitas. Isso ocorre porque o método proposto é analitico,
enquanto os métodos usados como comparacao dependem de uma discretizagao
do dominio que fica cada vez menos precisa a medida que a senoide aumenta
de frequéncia. Em particular, na frequéncia maxima utilizada no experimento
(k = 105), o erro do Método das Diferengas Finitas com malha de 10? pontos
chega a ser 3 vezes superior aquele apresentado pela técnica proposta.
Obviamente, aumentar o nimero de pontos da malha reduz o erro dos
métodos baseados em discretizacdo. Contudo, esta possivel solu¢ao aumentaria
o tempo de execucdo dos métodos, tornando-os possivelmente mais lentos
do que o método proposto nesta tese. Por isso, foi realizado um segundo
experimento para determinar qual dentre os trés métodos atinge um erro pré-
estabelecido em menos tempo, para um valor alto de k. A figura 9 exibe os

resultados deste experimento.
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Figura 8: Comparativo de acuracia entre os métodos para valores de k variando
entre 15 e 105, com passo de 10.

A figura 9 merece uma explicagao mais aprofundada. Em primeiro lugar,
todos os experimentos utilizaram k£ = 200, de maneira a tornar o dominio S
suficientemente dificil para todos os trés métodos. Para obter a curva referente
ao modelo proposto, optou-se por parar a evolucao da programagao genética
apenas quando o melhor individuo atingir um erro pré-especificado. Dessa
forma, a evolucao nao ¢ interrompida por niimero de geragoes executadas, mas
sim por acuracia exigida. Como o algoritmo evolutivo é estocéstico, a curva
referente ao modelo proposto apresenta o tempo médio de execucgao deste para
atingir a acuracia desejada. Finalmente, as curvas do Método dos Elementos
Finitos e Método das Diferencas Finitas foram obtidas, para cada cada erro
pré-estabelecido, através de sucessivos refinamentos da malha discreta até
conseguir atingir um erro menor ou igual aquele pré-estabelecido.

Analisando o grafico 9, observa-se que, para valores de erro maiores, as
técnicas classicas tém tempo de execugao menores, pois trabalham com malhas
relativamente pequenas. Por outro lado, a medida em que os valores de erro-
alvo sao reduzidos, a necessidade de refinamentos sucessivos na malha eleva
consideravelmente o tempo de execugao do Método dos Elementos Finitos e do
Método das Diferencas Finitas. Assim, para valores de erro inferiores & 1075, a
técnica proposta tem tempo de execucao médio inferior aquele apresentado
pelas técnicas classicas, pois nao necessita de discretizacao refinada para
representar de maneira acurada a aresta senoidal de alta frequéncia. Este

comportamento evidencia uma vantagem de se trabalhar com um método
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Figura 9: Comparacao entre o tempo de execu¢ao dos métodos para atingir um
erro menor ou igual ao um valor pré-estabelecido. O experimento foi executado
com k = 200.

puramente analitico: como nao ha discretizagdo de dominio, os dominios
complexos ndo aumentam significantemente o tempo de execucao a medida
que os requisitos de acuracia tornam-se mais rigorosos.

Para concluir esta se¢ao, é importante fazer uma analise da solucao da
versao paramétrica do problema, definido em 4-13. Neste caso, o interesse é
analisar a acuracia da solucao paramétrica apresentada, comparando-a, para
cada valor do parametro a, com aquela obtida pelo Método dos Elementos
Finitos e pelo Método das Diferengas Finitas para o mesmo valor do para-
metro. Neste caso, como os métodos classicos nao conseguem entregar uma
solugao parametrizada, é necessario executa-los para cada valor particular do
parametro a.

De modo a garantir uma comparacao justa, foi escolhido um tempo de
execucao fixo de 2s para cada execuc¢ao dos modelos de Método dos Elementos
Finitos e Método das Diferencas Finitas. Em outras palavras, para cada
valor particular do parametro a, foi escolhido o grid mais refinado que ainda
implicaria em um tempo de execugao inferior a 2s. O experimento foi conduzido
para 5 valores distintos de a e, por isso, foi permitido que o método proposto
evoluisse até que o tempo de execugao fosse igual ao tempo de 5 execugoes
da técnica classica, isto é, 10s. Portanto, foram feitas 5 execugoes do Método
das Diferencas Finitas, cada uma com 2s de duragao, 5 execucoes do Método
dos Elementos Finitos, cada uma com 2s de duracao, e 1 execu¢ao do modelo

proposto, com 10s de duracdo. As tabelas 8 e 9 apresentam o erro obtido por
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Tabela 8: Acuracia obtida resolvendo o problema paramétrico para achar o
primeiro autopar do operador de Laplace no dominio S, utilizando k = 200.

Valor do pardmetro (a) | Método Proposto MEF MDF
0.5 2.03 x 107° 1.87x 107 | 1.91 x 107°
0.75 1.91 x 107° 1.82x 107 | 1.97 x 107°
1.00 2.12 x 107 1.88 x 107 | 2.02 x 107°
1.25 1.98 x 107° 1.84 x 107 [ 1.95 x 107°
1.5 1.91 x 107° 1.91 x 107° | 2.01 x 107°

Tabela 9: Acuracia obtida resolvendo o problema paramétrico para achar o
segundo autopar do operador de Laplace no dominio S, utilizando k = 200.

Valor do pardametro (a) | Método Proposto MEF MDF
0.5 2.12 x 107 1.93 x 107 | 2.11 x 107°
0.75 2.01 x 107° 1.90 x 107° | 2.01 x 107
1.00 2.07 x 107 1.91 x 107° | 2.08 x 107
1.25 1.96 x 107° 1.89 x 107° | 1.99 x 10~°
1.5 1.99 x 107° 1.98 x 107° | 1.95 x 10~°

Observa-se pelas tabelas 8 e 9 que a solucdo analitica parametrizada é
capaz de modelar os dois primeiros autopares do operador de Laplace com
acuracia muito semelhante aquela obtida pelos métodos classicos. Consequen-
temente, é possivel reutilizar a autofuncao parametrizada por a para qualquer
valor particular de a dentro da faixa [0.5;1.5], obtendo instantaneamente a
estimativa do autopar com acuracia semelhante a dos métodos classicos. Em
aplicagoes que necessitem determinar o autovalor para muitos cenarios de a,
o modelo proposto torna-se, portanto, mais eficiente, pois necessita de apenas
uma execug¢ao, contra as muitas execugoes que seriam necessarias utilizando
uma técnica classica.

Sendo assim, o modelo de solucao analitica baseado em PG mostrou-
se capaz de encontrar os autovalores do operador de Laplace em dominios
complexos, com acuracia melhor que as técnicas classicas supondo dominio
suficientemente complexo. Além disso, a técnica proposta também foi capaz
de resolver o problema paramétrico, entregando uma solucao analitica que
recebe o parametro como um dos argumentos. Esta fungao apresentou acuracia
semelhante aos métodos classicos, quando executados para um valor especifico
do parametro. Contudo, por apresentar uma solu¢do paramétrica, o método
proposto tende a apresentar tempo de execucao inferior as técnicas classicas,
uma vez que sua solucdo pode ser reutilizada infinitamente, enquanto os

métodos classicos necessitam ser re-executados para cada valor particular do
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parametro. Na préxima secao, serd feita uma apresentacao de outro operador

auto-adjunto de interesse na Fisica: o oscilador harménico quantico.

4.2
Oscilador Harménico Quantico (OHQ)

O oscilador harménico quantico (OHQ) [49] é um sistema fisico andlogo
ao oscilador harmonico cléssico derivado de sistemas massa-mola. Na Fisica
Quantica e areas de aplicacao, é extremamente importante pois é um sistema
relativamente simples e que serve de modelo para resolver problemas mais
complexos.

O problema de autovalores ¢ dado, de maneira simplificada, por

AT = \T
AV = — W, + o’z T
Sm2mE
A=
B 2mmw
T
U(r) € L*(R) (4-25)

onde h é a constante de Plank, m é a massa da particula, w é a frequéncia
angular de oscilagao e F é a energia, que é uma constante positiva a ser deter-
minada a partir do autovalor A. Para simplificar, assume-se que a frequéncia
w é escolhida de modo que @ = 1. Neste caso, é possivel mostrar que a solucao

exata nao normalizada ¢ dada por

22

U (r) = Hy(z)e™ 7,
_ drmw(n + 1/2)

An ;
h
n=0123,...,
reR (4-26)

onde H,(x) é o polinémio de Hermite fisico de ordem n, definido por

2 am e_xz
ox™ ’
n=20,1,2,3,...,

r e R. (4-27)

H,(x) =(=1)"
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Os primeiros polindémios de Hermite sao

Hoy(z) =1,

Hy(z) = 2z,

Hy(z) = 42* — 2,

Hs(z) = 82 — 12z. (4-28)

O operador A definido em 4-25 é auto-adjunto nao-negativo no produto

interno

(o) = [ " fgds,
f,g € L*(R). (4-29)

O problema nao paramétrico foi resolvido utilizando o conjunto de
parametros mostrados na tabela 10. Neste caso, note que exponenciais e
polindomios de Hermite foram acrescentados para permitir que o modelo

encontre a solucao exata.

Tabela 10: Modelo proposto para achar os autopares do oscilador harmonico
quantico.

Populacao 500 individuos
Geragoes 2000 geracoes
Nam. Arvores (k,) de 1 a 5 (vérios experimentos)
Taxa de mutacao fixa em 10%
Tipos de mutagao 6 tipos descritos no cap. 3
Tipo de recombinacao sub-arvore
Funcoes {e', 12, Hy(t),*,+,/}
Terminais {z,0,1,—1}
Otimizador Local BFGS Quasi-Newton [34, 35]
Avaliacao alg. 1 + derivadas e simplificacao simbdlicas
Profundidade Maxima 4 niveis por arvore

E importante mencionar que nao é necessario colocar outras fungoes de

Hermite, porque elas se relacionam recursivamente por

Hyq(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x),
n=1,2,3,...,
z €R, (4-30)

e Ho(t) = 1, que ja estd presente nos terminais. Outro ponto importante é
que, como as fungdes de Hermite sao polinémios, a sua presenca na lista de

fungoes é opcional, dado que x esta no conjunto de terminais e as operagoes
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de multiplicacdo e soma estao presentes na lista de func¢oes. Contudo, isso
certamente iria forcar o modelo a encontrar solucoes extensas e dificeis de ler.

Pelo mesmo motivo, acrescentou-se f(t) = t* na lista de fungoes.

Tabela 11: Resultados para a primeira autofuncao do oscilador harmonico
quantico.

Num. Arvores | ¥y | bW, b #£ 1 | Outra
1 21 12 7
2 17 13 10
3 19 12 9
4 15 10 15
5 10 9 21

A tabela 11 apresenta os resultados apds 40 rodadas para encontrar
a autofuncao relacionada ao menor autovalor. Novamente, observa-se que o
modelo encontra a solugdo exata em mais da metade das rodadas (exceto no
caso de 5 arvores, onde outra fungao foi encontrada 21 vezes das 40 rodadas).
Isso mostra que o modelo encontra com sucesso a funcao exata, especialmente
nos casos em que o espago de busca é menor. Para confirmar este resultado,
outro experimento foi realizado, agora com 4000 geragoes, e os resultados deste

foram melhores, conforme na tabela 12.

Tabela 12: Resultados para a primeira autofuncao do oscilador harmonico
quantico — 4000 geragoes.

Num. Arvores | ¥, | b0, b # 1 | Outra
1 32 4 4
2 33 4 3
3 30 6 4
4 28 10 2
5 23 13 4

Como mostra a tabela 12, dobrar o nimero de geracoes faz com que
o modelo encontre a autofuncao relativa ao menor autovalor na maioria das
rodadas, mesmo com 5 arvores. Isto confirma que o modelo converge para a
resposta se o niimero de geragoes for suficientemente grande.

Numa segunda andlise, definiu-se o erro ¢ = II4¥=A¥[/jgy| e o modelo
proposto foi executado para encontrar o menor autovalor até que € < 1072
Foram feitas novamente 40 rodadas e observou-se quantas geracoes foram
necessarias para obter o referido erro. A tabela 13 apresenta este resultado
sob forma de histograma.

Os resultados mostram que, para um numero pequeno de arvores, a

maior parte dos experimentos converge com 2500 a 3500 geracoes. Além disso,
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Tabela 13: Resultados para a primeira autofuncao do OHQ — ntmero de
rodadas que convergiram com erro < 10™* (células) para cada faixa de geragoes

(colunas).
Num. Arvores | < 1500 | de 1500 a 2500 | de 2500 a 3500 | > 3500
1 6 29 5 0
2 2 30 4 4
3 0 33 1 6
4 0 24 9 7
5 0 17 11 12

com um numero alto de arvores, a convergéncia tende a consumir mais de
3500 geracgoes, devido ao maior espaco de busca. Esses resultados mostram
novamente que o modelo pode ser usado com robustez para encontrar a
autofuncdo com um erro pré-especificado. Naturalmente, o niimero total de
geragoes depende da inicializagao (populagao inicial).

Finalmente, utilizou-se o modelo para encontrar a autofunc¢ao referente ao
segundo menor autovalor (n = 1). Novamente, o modelo encontrou o autovalor
exato na maior parte dos casos. Este caso, no entanto, é semelhante em termos
de complexidade ao caso do menor autovalor pois todas as func¢oes necessarias
estao imediatamente presentes no conjunto de fungoes (tabela 10). No entanto,
para encontrar autofunc¢oes de ordem maior, o modelo precisa deduzir uma
combinagao de fungoes de Hermite de ordem menor, no caso Hi(t) e Hy(t). A
tabela 14 mostra os resultados assumindo evolugao até encontrar a autofuncao

com erro menor que 1074,

Tabela 14: Resultados para a 3a. menor autofuncao do OHQ — nimero de
rodadas que convergiram com erro < 10™* (células) para cada faixa de geragoes
(colunas).

Num. Arvores | < 1500 | de 1500 a 2500 | de 2500 a 3500 | > 3500
1 1 11 17 11
2 12 23 5 0
3 7 31 2 0
4 6 22 3 9
5 2 20 11 7

O resultado da tabela 14 mostra claramente que, diferentemente dos
experimentos anteriores, o modelo com 2 arvores comportou-se melhor, pois
houve a maior taxa de convergéncia com menos de 1500 geracoes. Isso se
deve ao fato de que a solucdo exata é na realidade um somatoério de duas
parcelas, pois Ho(z) = 2xH;(x) — 2 e a autofungdo exata é dada por 4-
26 com n = 2. Em casos deste tipo, onde a solugao precisa ser expressa

como uma combinacao linear de fung¢oes, o modelo multi-arvore desempenha
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consideravelmente melhor, como foi o caso deste experimento utilizando 2, 3 e
4 arvores.

Por fim, foi realizado um experimento para entender o comportamento
da técnica proposta quando as fung¢oes que compoem a solucao exata nao estao
presentes no conjunto de funcoes fornecidas. Para isso, tentou-se encontrar a
terceira autofuncao (n = 2) sem o conhecimento das fungdes de Hermite. A

tabela 15 mostra os parametros utilizados pelo modelo proposto.

Tabela 15: Modelo proposto para achar o terceiro autopar do oscilador harmo-
nico quantico (sem utilizar fungdes de Hermite).

Populacao 500 individuos
Geragoes 2000 geracoes
Nam. Arvores (k,) de 1 a 5 (vérios experimentos)
Taxa de mutacao fixa em 10%
Tipos de mutacgao 6 tipos descritos no cap. 3
Tipo de recombinacao sub-arvore
Funcoes {et, 2,3 sen(t) , cos(t) , x, +, /}
Terminais {z,0,1,—-1}
Otimizador Local BFGS Quasi-Newton [34, 35]
Avaliacao alg. 1 + derivadas e simplificacao simbdlicas
Profundidade Maxima 5 niveis por arvore

Observe na tabela 15 que as fungoes 3 sen(t) e cos(t) foram colocadas
no lugar das fungoes de Hermite, sendo que as fungoes trigonométricas foram
usadas para “confundir” a técnica, uma vez que elas nao sdo necessarias na
resposta final.

Neste novo experimento, a técnica proposta foi executada por 40 vezes e

os resultados podem ser observados na tabela 16.

Tabela 16: Resultados para a terceira autofuncao do OHQ — nimero de
rodadas que convergiram com erro < 10™* (células) para cada faixa de geragdes
(colunas), experimento sem fungoes de Hermite.

Num. Arvores | < 1500 | de 1500 a 2500 | de 2500 a 3500 | > 3500
1 2 18 9 11
2 0 27 4 9
3 0 30 1 9
4 0 25 3 12
) 0 21 7 12

Pelos resultados apresentados, observa-se que a técnica teve mais difi-
culdade de encontrar autofuncoes com erro menor do que 10~* do que no
experimento com fung¢des de Hermite, como ja era esperado. Contudo, ainda

assim o modelo proposto foi capaz de solucionar o problema de autovalores, o
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que mostra que, mesmo que o usuario da técnica nao tenha conhecimento do
tipo de func¢ao que deve colocar na base de fungoes, a técnica ainda é capaz de
encontrar autofungoes satisfatorias.

Por fim, é interessante analisar a expressao analitica da melhor autofun-
¢ao encontrada e compara-la com a resposta tedrica. A resposta tedrica é dada

pela equagao 4-26 para n = 2:
Uy(z) = (42 — 2)e /2. (4-31)

A melhor autofuncdo encontrada apresentou erro de 1.6008 x 1075 e sua

expressao, apos simplificagao simbolica, é dada por
Uy(z) = (4,000012572% — 0,000003742 — 2,000000107)e 04999984127 (4 39)

Portanto, o resultado mostra que a técnica proposta encontrou uma expressao
algébrica muito préoxima ao esperado, a menos a parcela —0,00000374x, que
na pratica influencia muito pouco no valor numérico de @g(x) Sendo assim,
concluo que o método proposto foi capaz de encontrar as autofunc¢des do
oscilador harmoénico quantico, mesmo quando as fungoes necessarias para tal

nao estao diretamente presentes na base de func¢oes fornecidas ao algoritmo de
PG.

4.3
Conclusoes do Capitulo

O experimento do OHQ), juntamente com o experimento do Operador de
Laplace, constituem estudos de caso simples cuja solucao exata é conhecida
e, portanto, sdo bons candidatos para fazer prova de conceito. Os resultados
deste capitulo mostram que o modelo proposto tem uma boa robustez, e de
fato converge para a solucao exata com um ntmero suficientemente grande de
geragoes.

Além disso, o capitulo também mostrou uma versao do problema do
operador de Laplace que nao apresenta solucdo exata, pois uma das arestas
do dominio retangular original foi substituida por uma sendide. Assim, como
forma de comparacao, foram empregadas as técnicas cldssicas, conhecidas
como o Método dos Elementos Finitos e o Método das Diferencas Finitas. Os
resultados mostraram que a técnica proposta conseguiu resolver o problema
de autovalores com acuracia e tempo de execucao melhores que aqueles
apresentados pelas técnicas classicas, sobretudo quando a sendide que delimita
o dominio tem alta frequéncia. Isso mostra que a técnica proposta, por nao

depender de discretizacao do dominio, apresenta superioridade em casos cujo
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dominio é complexo quando comparada as técnicas baseadas em discretizacao.

Ainda neste capitulo, também foi apresentado o resultado de solucao
do problema de Laplace parametrizado pelo tamanho da aresta do dominio
retangular. Neste caso, a técnica proposta foi executada para gerar autofungoes
parametrizadas pelo tamanho da aresta do dominio. Os resultados mostraram
que a versao paramétrica tem acuracia semelhante aquela obtida pelo Método
dos Elementos Finitos e pelo Método das Diferencas Finitas, o que por si s6
j& representa uma vantagem em relagao as técnicas classicas, uma vez que tal
solucao pode ser reutilizada para qualquer valor particular do parametro, sem
necessidade de re-execucgao da técnica. No caso das técnicas classicas, que nao
sao paramétricas, é necessario rediscretizar o dominio e re-executar a técnica
classica para cada valor particular do parametro, o que implica em altos tempos
de execugao acumulados quando necessita-se de uma anélise que depende de
muitos cenarios.

Resta, portanto, mostrar como o modelo se comporta com problemas
mais complexos, nos quais a solucao exata é desconhecida e o dominio é
complexo. Para isso, o préximo capitulo exibira um estudo de caso baseado em
pocos de petréleo, com interesse particular em prever os modos de propagacao

eletromagnética dentro do tubo de producgao de um poco.
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5
Estudos de Caso: Operadores Nao Auto-Adjuntos

5.1
Descricao Preliminar do Problema

Assim como o capitulo 4 este capitulo foca em responder a pergunta
“quais sao os resultados obtidos?”. No entanto, o capitulo dedica-se a apresen-
tar um estudo de caso pratico, no qual o problema é vetorial e leva a operadores
nao normais.

A motivacao deste capitulo é o problema de telemetria sem fio de pogos
de petréleo em plataformas offshore. Neste problema, deseja-se instalar uma
rede de sensores operando sem fio que permita comunicacdo constante e
robusta com a plataforma, e em tempo real. Assim, engenheiros em plataforma
podem monitorar condig¢oes dos pogos em varios pontos e tomar decisoes de
acionamento de valvulas, tratamento quimico e reparo de pog¢o com mais
acuracia.

Alguns trabalhos estao presentes na literatura para modelar a propagacao
eletromagnética em reservatorios de petréleo. Na atual literatura, os principais
trabalhos focam principalmente em desenvolver modelos assumindo propaga-
¢ao pela formagdo rochosa vizinha ao pogo [50, 51, 52, 53, 54, 55]. Devido
a presenca de diversas camadas de rocha diferentes, o problema resume-se a
radiacao de ondas eletromagnéticas em meios nao homogéneos divididos em
camadas. Os resultados da literatura mostram que ha grande atenuacdo na
formacao rochosa e, por isso, é necessario utilizar frequéncias de propagacao
da ordem de apenas algumas centenas de Hertz, o que reduziria muito a taxa
de transmissao de um sistema digital.

Mais recentemente, alguns trabalhos foram publicados analisando a
propagacao de ondas eletromagnéticas no interior da regiao anular dos pocgos,
em oposicdo a propagacao pela formagao rochosa [52, 55|. Em tal regido, o
sinal propaga-se como num cabo coaxial com perdas devido as caracteristicas
do fluido presente nesta parte do pogo. Além disso, a presenca de equipamentos
geralmente metalicos dificulta a propagacdo no interior da regiao anular,
pois aumenta consideravelmente a atenuacao do sinal. Por estas razoes, a

propagacao em modo transverso eletromagnético na regiao anular também
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se limita a frequéncias muito baixas.

Dado este cenario, o presente capitulo procura contribuir apresentando
um modelo de propagacao eletromagnética no interior da coluna de producao,
dentro da qual o 6leo flui. Este modelo de propagacao utiliza o modelo de
solucao de problemas de autovalores proposto no capitulo 3 para resolver o
problema de autovalores resultante da busca de modos no interior do duto de
producao.

A regiao no interior do duto de producao se caracteriza por nao homoge-
neidades devido a variacao da condutividade do 6leo ao longo do comprimento
do pocgo e devido a presenca de incrustagoes salinas na parede da coluna de
producao. Portanto, o modelo desenvolvido utiliza conceitos de guias de onda
nao homogéneos e é capaz de calcular os modos hibridos de propagacao.

A préxima secao formula matematicamente o problema e apresenta um
modelo semi-analitico que foi desenvolvido como ferramenta comparativa. Na
sequéncia, o capitulo apresenta o modelo proposto de solugao baseado em
programacao genética (PG) para este problema. Finalmente, os resultados sao
apresentados, comparando o modelo semi-analitico com o modelo proposto
baseado em PG. Esta comparacao inclui experimentos paramétricos e nao-
paramétricos, considerando duas faixas de frequéncia de onda. O capitulo
conclui fazendo uma analise do desempenho do modelo proposto sob a 6tica
de acuréacia e tempo de execucao, indicando as vantagens do modelo proposto
em relagao a técnica classica geralmente presente na literatura especifica deste

problema.

5.2
Formulacao Matematica

5.2.1
Premissas deste modelo

A coluna de produgao é o duto (ou conjunto de dutos) dentro do qual
o0 6leo flui. E construida a partir de secoes de aco, que podem ter didmetros
distintos para garantir determinada pressao ou vazao. No interior da coluna, o
petréleo flui obedecendo varios tipos de regime multifasico, com uma mistura
de 6leo, agua salina e gas natural.

A figura 10 d4 uma visao geral e simplificada da estrutura geométrica
do pogo, com a formagao rochosa, o revestimento (em cinza), a cimentagao de
revestimento (com um padrao em “x”), a coluna de produgao (em preto), o
reservatorio de petréleo, e os packers de revestimento (linhas grossas cinza

horizontais). No caso particular desta figura, a coluna de produgdo é um
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Figura 10: Corte de um poco.

cilindro com diametro constante, mas é possivel que o didmetro da coluna
varie com a profundidade do pogo. Os pequenos furos presentes no revestimento
proximos ao reservatorio sao conhecidos como canhoneamentos e permitem a
passagem de 6leo para o interior do duto.

Neste trabalho, estamos interessados em modelar a propagacao eletro-
magnética no interior do duto de producao, isto é, na regiao que circula uma
mistura de dleo, gas e dgua (vide figura 10). O modelo desenvolvido assume
algumas simplificagoes para tornar o problema tratavel, esperando, contudo,
nao sacrificar a acuracia da solucao.

A primeira simplificagdo ja aparece na geometria da prépria coluna de
producao. Tipicamente, a coluna de producao tem formato cilindrico circular,
mas o raio pode variar ao longo do poco a fim de acomodar variacoes de pressao
ou vazao no 6leo. Contudo, este trabalho assume que a coluna de producéao é
um cilindro de base circular e didmetro constante.

Outras simplificacoes envolvem as caracteristicas elétricas dos materiais
envolvidos. Os revestimentos e a coluna de producao sao feitos com ligas de
aco de grande condutividade elétrica. Por isso, o presente trabalho assume
que ha pouco vazamento de sinal para fora da coluna de producgao, embora
ainda seja possivel ter perdas por efeito Joule. Da mesma forma, este trabalho
assume que os revestimentos metalicos tém condutividade igual a do tubo de

aco, o que nao deve causar perdas de acuracia consideraveis, ja que o sinal é
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guiado pela coluna de producao, e nao pelos revestimentos. Além disso, este
trabalho também assume que os packers de vedagao sao metalicos e formados
por condutores semelhantes aos do tubo de producao.

O petréleo no interior da coluna de producao é uma mistura de agua
salina, 6leo e gas natural e apresenta duas fases, uma liquida (dgua + dleo)
e uma gasosa. Dependendo do regime de escoamento, algumas disposigoes
geométricas de 6leo e gas sao comuns no interior da coluna de producgao. No
regime de bolha, o tubo de producao ¢ completamente preenchido pela mistura
de 6leo com agua e por pequenas bolhas de gas espacadas de maneira uniforme
no interior do liquido. Por outro lado, no regime anular, a fase liquida de dleo
e agua escoa colada a borda do tubo de producdo, enquanto a fase gasosa
escoa no centro, de maneira continua. A quantidade de gas é representada por
uma constante, a relagao gas-6leo (GOR), que é definida como a razao entre
a vazao de gas e a vazao de liquidos. Como o gas natural tem condutividade
desprezivel, quanto maior a razao gas-6leo, menores devem ser as perdas de
propagacao. O regime de interesse para esta tese é o regime anular, conforme
descrito em [56].

Outra caracteristica importante do meio de propagacao é a presenca de
incrustagoes salinas na parede interior do tubo de producao [57]. Em particular,
este trabalho aborda o caso mais comum, no qual CaCO3 em estado sélido
aparece incrustado na parede da coluna de producao, podendo ocupar até
25% do didmetro interno da coluna. Como a condutividade elétrica do CaCOs
em estado solido é desprezivel, acredita-se que quanto maior a incrustacao,
menores serao as perdas de propagacao. A tabela 17 resume as premissas feitas

para modelar a propagacao no interior da coluna de produgao.

Tabela 17: Premissas da modelagem da coluna de producao
Premissa Descricao

A coluna apresenta geometria cilindrica de

diametro constante.

Ac¢o com condutividade finita e elevada,

pouco vazamento de sinal.

Revestimentos Idem a coluna de produgao.

Mistura bifésica de 6leo com dgua salina (fase

Geometria cilindrica

Coluna de produgao

Petréleo liquida) e gas natural (fase gasosa).
Incrustacoes H&a CaCOj solido na parede interior da co-
luna, ocupando até 25% do didmetro.
Anular, com gas no centro e um anel de 6leo
Escoamento

na extremidade da coluna.

A figura 11 mostra o regime anular de escoamento, contendo gas na parte

central, depois de maneira concéntrica temos, nesta ordem, 6leo, incrustacao,
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duto de aco, revestimento e rocha. Para simplificar o problema, a modelagem
assume que a caracteristica anular do gas se mantém no fundo do pogo,
conforme mostra a figura 11.

Do ponto de vista eletromagnético, o duto de producao se comporta
como um guia de ondas infinito preenchido com um dielétrico que tem perdas
e nao ¢ homogéneo na direcao radial. Como a condutividade do 6leo varia
com a temperatura e esta varia com a profundidade, conclui-se que o meio de

propagacao também ¢é nao-homogéneo na direcao de propagacao.

5.2.2
Deducao do modelo eletromagnético

Neste trabalho, estamos interessados em encontrar os modos de propa-
gacao no duto de producgao, assumindo simetria cilindrica. A formulagao deste
problema utiliza equagoes de Maxwell e teoria de Eletromagnetismo cléssico.

Considere as quatro equagoes de Maxwell conforme definidas abaixo,

COLUNA INCRUSTACAO

GAS NATURAL

OLEO

'REVESTIMENTO

Figura 11: Modelo de coluna de producao com escoamento em regime anular.
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onde i = /—1, véalidas para um meio homogéneo, linear e isotrépico e sem

fontes.

VX E=—iwuH V xH=(0+iwe)E (5-1)
V-E=0 V.H=0. (5-2)

Nas equacoes 5-1 e 5-2, E e H sao o campo elétrico e o campo magnético,
respectivamente. Além disso, w é a frequéncia angular, u é a permeabilidade
magnética, € é a permissividade elétrica e o é a condutividade elétrica. O ope-
radores rotacional e divergente sao representados pelas notagoes tradicionais.
Todas as equacoes harmonicas no tempo foram obtidas a partir da equagoes

de Maxwell no tempo usando um par de transformada de Fourier:

1) = o= [ fe (5-3)
r 1 teo iwt
f) = = [ flw)etrde, (5-4)

onde f representa o campo variante no tempo e f representa o campo
harmonico no tempo, dependente de w.
A partir de 5-1, deduz-se a equacao de onda vetorial, com F represen-

tando o campo elétrico ou o campo magnético:

V x V x F = £°F, (5-5)

onde
K? = —7(0 + iwe) (5-6)
T =W (5-7)

é a constante de onda do meio.
A partir de agora, usaremos o sistema cilindrico de coordenadas (p, 0, z)
com vetores diretores unitarios a,, ag e a,. Em [58], os autores mostraram que

as solugoes da equacao de onda 5-5 que também satisfazem 5-2 sao:

M, =V x (a,u) (5-8)
Ny, ="'V x V x (a,v), (5-9)

onde as fungoes escalares u e v devem satisfazer a equacao escalar de Helmholtz:
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V2u + k*u =0 (5-10)
V20 + k%0 = 0. (5-11)

A partir de 5-5, 5-8 e 5-9, escreve-se os campos elétrico e magnético como:

E = ¢ Ewm + @E H = ¢,H, + oHye, (5-12)
onde,

Ete = Ml Etm = N2 (5-13)

Hi. = 7'V x M, H,, = —7 'V x Ny. (5-14)

As equagbes em 5-14 referentes ao campo magnético ficam mais simples
se definirmos My = V x (a,v) e Ny = k7 'V x (M;). Note que K1V x My = Ny
e, como V x V x Ny = k2Nj, segue que V x V x My = x2M,, donde
V x Ny = k7'V x V x My = kM,. Similarmente, V x M; = xkN;. Assim, as

equacoes 5-14 resumem-se a:
H, = —x7 'N; H, = —k7 'M,. (5-15)
Apébs expandir, o campo elétrico Ey, fica:
E. = p_lu[g}ap — Uy (5-16)

onde o subscrito [| representa derivadas.
Utilizando 5-8, 5-9, 5-13 e a expressao do laplaciano em coordenadas

cilindricas, temos:
E., = nl{v[zp]ap + pflv[zg]ag + (U[ZZ] + I€2U) az}. (5-17)

A solugao da equacgao de Helmholtz em coordenadas cilindricas obtida

por separagdo de varidveis é igual a [59, p. 113]:

v(p,0,z) = f(kyp) X (C’veime + Dveim‘g)

X (Eve_““zz + Fve““”), (5-18)
com

K =K+ K. (5-19)
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Além disso, m é uma constante inteira nao-negativa e f é uma funcao da
coordenada p que ficard clara nos préoximos paragrafos. Por fim, as demais
constantes sao escalares complexos.

Portanto, de 5-18 deduz-se que v,,; = —k2v, e usando 5-19 conclui-se

que 5-17 é igual a
Etm = K_l{v[zp}ap + p_l’l_}[zg]ae + /‘iZ’UaZ}. (5-20)
Analogamente, os campos magnéticos em 5-15 ficam

H,, = —k7 ! (U[g]ap — U[p]ag) , (5—21)

H.. = -7 {u[zp}ap + p_lu[zg]ag + "{iuaz} ’ (5_22)

com u definido de maneira semelhante a 5-18.

O tubo de producao comporta-se como um guia de ondas circular
nao homogéneo na direcao radial, devido as diferentes camadas de materiais
dispostos de maneira circular e concéntrica em torno do eixo de simetria do
tubo. Por isso, os proximos paragrafos mostram uma formulacao geral para
calcular os modos de propagacdo em um guia de ondas cilindrico radialmente
fragmentado em [ + 1 camadas. Em particular, a camada de indice j = 0 é
a camada central e a camada de indice j = [ é a camada mais externa, de
tamanho infinito, como mostra a figura 12. Seja p; o raio menor da camada j
e considere que cada camada j, 0 < j < [ satisfaz p; < p < p;+1. Sendo assim,
po = 0, pi41 = 00 e os demais valores de p; devem ser conhecidos de antemao.

Na interface de separacao entre duas camadas adjacentes j e j + 1,
0 < j < I, 0s campos elétrico e magnético devem ser continuos nas componentes

tangenciais ag e a, [60, 61]. Logo, a partir das equagoes 5-12, 5-16, 5-20 e 5-22,

Figura 12: Representacao de um guia de ondas dividido em 4 camadas, sendo
a ultima semi-infinita.
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as seguintes relacoes devem ser satisfeitas para cada p = p;, 0 < 7 <:

4 L - 4 i
—Ufp] + K 1Pji1“fz9] = _uf,;]r + K“jjlpjﬁlvf;g] (5-23)
(k)2 k5 10! = (1) w0 (5-24)

1, 1 -1 G =1 g4l o1 1+l
KjTj Ul = KjT; Piy1 ULg = Kjtr1 Tjp V], K1 Tjt1 Pj1 Uag (5-25)

I B B (N & o SV
T () Tuy = =7 (R ) U (5-26)

Nas relagoes acima, as constantes ¢; e go foram embutidas nas funcgoes u
e v. Além disso, a notagdo com indice j sobrescrito indica o objeto (fungao ou

constante) referente a camada de indice j.

5.2.3
Deducao do Problema de Autovalores

Motivado pela equagao 5-18, podemos buscar solugoes na forma

i(mb—k.z)

v=i(pe ,

i(mb—k.z)

Rek, >0, Imk, <O0. (5-27)

Onde 9 e @ sao fungdes de uma dimensdo. Assim, as equagoes 5-10 e 5-11

podem ser reescritas como

pH (Pl —mPpT 0 — KU+ KR (p)a =0
0

P (pO),y — PP — K20+ K2 (p) 0 = 0, (5-28)

onde x*(p) foi usado para enfatizar que a constante >

varia na direcao
radial por causa dos diversos meios de propagacao (6leo, gés, incrustacao,

metal, rocha). Em notagao de operadores, conforme mostrado no capitulo 3, o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 5. Estudos de Caso: Operadores Nao Auto-Adjuntos 105

problema pode ser escrito como o problema de autovalores

Ah = Ah,
h = [a 9]",
Ah:;fY@mM—m?ZU+f@W’
P~ (pbp))y, — mPp 0 + K (p) 0
A= K2
u,v € L*([0; +00]). (5-29)

E conveniente dividir o problema 5-29 em subproblemas referentes a cada meio
de propagacao, conectados entre si pelas condi¢oes de contorno. Assim, a versao

final do problema de autovalores é

AH = \H,
AH = [Ahy; Ahy; ...; Ah]
H = [hOJ ) hl]
hy = [u;; vy,
X a(p), pj < p<pin
u](p) = o
0, caso contrario
A 0(p), p; < p<pin
bi(p) = -
0, caso contrario
A= K2
i, 0 € L*([0; +o0|)
H € L?([0; +oo[)?HY), (5-30)

@, ”

onde o “;” indica concatenacao vertical para formar uma matriz coluna.
Note que a funcéo vetorial H tem contradominio no C2+Y) onde [ +1 é

o nimero de meios de propagacao. Neste caso, o produto interno usado é

+0o0
(f; ) :/0 f-gpdp,
f, g € L*(]0; 4-00[)2+D (5-31)

W

e indica o produto escalar do R2+1) | sem conjugacio.
Além da definicdo apresentada na equagao 5-30, a funcao vetorial H
também deve satisfazer ao conjunto de condigoes de contorno especificados

nas equacoes 5-23, 5-24, 5-25 e 5-26. No total, sao 4l condi¢bes de contorno,
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que podem ser expressas em notacao de operadores como

AH + k., A/ H =0
H € L?([0; +o0])?+D
AoH, A{H € L*([0; +-o00])¥+20+D), (5-32)

Note que o contradominio dos operadores Ay e A; é um espaco de funcoes
vetoriais com 4 +2(I+1) dimensoes. Essa estratégia foi adotada para incluir as
2(14 1) equagoes em 5-30 e as 4l equagoes referentes as condigdes de contorno.

Ao juntar 5-32 com o problema de autovalores 5-30, temos o problema

de autovalores quadratico

AoH + szlH + kgAQH == O
H ¢ L*([0; +00])2HD), (5-33)

onde Ay, A; e Ay sio operadores com dominio igual a L?([0; +00])2*V) e
contradominio L2([0; 4+00])**2(+1). Neste tipo de problema, k, é o autovalor a
ser encontrado e H é a autofuncdo. Ao aplicar o produto interno em ambos os

lados da eq. 5-33, temos

<AOH, A(]H)/ + kz <A1H, AOH>/ + ]{?z <A2H, AOH>, =0
H € L*([0; +oc])**+V
k, e C, (5-34)

onde (-;-) foi usado para indicar produto interno entre funcoes de 41 +2(1+1)
dimensdes. A equacao 5-34 é uma equacao do segundo grau na variavel k, e,
portanto, dada a autofuncao H, calcula-se k, usando 5-34.

Portanto, temos a formulacao matematica do problema de autovalores
a ser resolvido. Os autopares de 5-34 sao os modos de propagacao da onda
eletromagnética no interior do poco de petrdleo. Além disso, os operadores
Ag, A1 e Ay ndo sao normais, logo temos o primeiro estudo de caso em que
o modelo proposto no capitulo 3 é usado para resolver este tipo de problema.
Nas préximas segoes, serd apresentado um modelo semi-analitico para resolver
este problema de autovalores, visto que uma solucao totalmente analitica nao é
possivel. Este modelo semi-analitico serd entao comparado ao modelo proposto
para um estudo de caso tipico de um pocgo de petréleo e conclusoes acerca do

modelo proposto serao apresentadas.

5.3
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Modelo semi-analitico de solucao

Considere novamente 5-18. Na camada central, que tem j = 0, a solugao

que é nao-singular em todos os pontos 0 < p < py tem:

fkpp) = Jm("{pp) ) (5-35)

onde J,, é a funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem m. Este trabalho
também usa a notacao Y,, para a funcao de Bessel de segunda espécie.

A solucdo na camada semi-infinita j = [, valida para p > p;, deve
representar uma onda que se propaga nha dire¢cao +a,. Por isso, a funcao
de Hankel de segunda espécie H?) definida para todo complexo x como

H2) (2) = J,(z) — iY,n(z), é a mais adequada [59, p. 115]. Logo, para p > py,

f(’ﬁpp) = Hﬁi)(ﬁpp) ) (5-36)

Para as demais camadas j, 0 < j < [, a solucao f, deve representar uma

onda estaciondria na direcao a,. Por isso, este modelo usa

f(8pp) = AJim(Kpp) + BY () , (5-37)

para todo p tal que p; < p < p;, onde A e B sao constantes complexas.
Utilizando 5-18 para a camada j com p; < p < pji1, quando p — pjy1,
temos:
Uj — fv("fp ijrl) % ei(mefnzz)

uj = fulkip piya) x €075, (5-38)

Aplicando essas expressoes as equacoes 5-23, 5-24, 5-25 e 5-26 para todas

as interfaces 7 — 7+1, = 1,2,...,[, obtem-se um sistema linear homogéneo:
Mw =0 (5-39)

onde M é uma matriz quadrada de ordem 4/ que depende de k, e w é um
vetor formado pelos coeficientes de v; e u;. Portanto, para que o sistema 5-39
tenha solucoes nao nulas, o determinante de sua matriz deve ser igual a 0, isto

é:
D =detM = 0. (5-40)

Portanto, o problema se reduz a encontrar as raizes da equagdo univariada

D(k,) = 0 no interior de um retangulo do plano complexo.
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Existem algumas abordagens na literatura para encontrar todas as raizes
de equagdes nao lineares no plano complexo. Em [62], os autores apresentaram
uma metodologia baseada em dois testes para verificar a existéncia de raizes. O
dominio original é um retangulo especificado pelo usudrio e, caso existam raizes
dentro deste dominio, os autores o particionam em 4 subdominios e continuam
a analise recursivamente. Quando um subdominio atinge um tamanho minimo,
os autores aplicam o método de Newton para encontrar a raiz. Tal metodologia
funciona apenas para encontrar raizes isoladas, logo nao é adequada quando
raizes multiplas sao possiveis dentro do retangulo de busca original.

Em contraposigdo a [62], os autores de [63] desenvolveram uma heuristica
com rigor mateméatico que garante que todas as raizes da equagao D(k,) = 0,
multiplas ou isoladas, sejam de fato encontradas de maneira eficiente. Os
autores assumem que o dominio ¢ um retangulo R e que a fungao D ¢ analitica
em todos os pontos de R. Além disso, nao devem existir raizes de D no contorno
de R.

O método de [63] baseia-se numa versao do principio do argumento para
fungoes analiticas. Basicamente, se D é uma funcao analitica no retangulo R,
entao o numero de raizes no interior de R é igual a:

N.(D,R) = —— /aR lz)),((j; dz, (5-41)

o

onde OR é o contorno de R e a integral acima é uma integral de linha. Portanto,
dado N,(D, R), trés cenarios sao possiveis: (1) N.(D,R) = 0, logo R nao
tém raizes; (2) N,.(D,R) = 1, logo existe uma tunica raiz no interior de R;
e (3) N.(D,R) > 1, ou seja, existem varias raizes em R, possivelmente com
multiplicidade superior a 1.

No caso de uma tunica raiz, a heuristica aplica o método de Newton
para acha-la. Caso o método de Newton falhe em encontrar a raiz, ele procede
particionando R em duas partes e todo o procedimento repete-se para cada
parte até que a raiz seja encontrada ou algum critério limite seja alcancado.

Por outro lado, caso N,(D, R) > 1, temos duas possibilidades: o interior
do retdngulo tem N, (D, R) raizes idénticas, ou R apresenta pelo menos 1
par de raizes distintas. No primeiro caso, particionar o dominio nao reduz
o numero de raizes, logo basta aplicar uma abordagem semelhante ao caso
N.(D,R) = 1. Em contraposi¢do, no caso com pelo menos 1 par de raizes
distintas, é necessario continuar particionando para isolar estas raizes umas
das outras. Para distinguir entre os dois casos, os autores de [63] optam por
aplicar o teste da equacao 5-41 na derivada de ordem N, (D, R) — 1 da fungao

D e, caso o resultado seja nulo, entao necessariamente a derivada de ordem
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N,(D, R) — 1 nunca sera nula em R. Neste caso, a fun¢do D tem no maximo
N,.(D, R) — 1 raizes idénticas no interior do conjunto R ou, equivalentemente,
existe pelo menos 1 par de raizes distintas.

Por fim, os autores ainda sugerem utilizar aritmética intervalar para
calcular a integral 5-41 com o menor nimero de iteracoes possivel mas que
ainda garanta que o resultado esteja correto. Como o resultado de 5-41 é sempre
um inteiro nao negativo, basta garantir que a integral seja calculada de modo
que o erro da parte real seja menor do que 1/2 para evitar que seu resultado seja
confundido com o valor de algum inteiro adjacente. Embora essa abordagem
funcione bem, ela ndo é diretamente aplicavel a equagdao 5-40 uma vez que a
aritmética intervalar complexa aplicada as fungoes de Bessel nao ¢ trivial.

Um outro ponto fraco da heuristica apresentada em [63] é que, no caso
de existirem raizes no contorno de R, a integral 5-41 nao converge para um
numero inteiro. Embora o retangulo inicial seja pré-fornecido pelo usuario,
os sub-retangulos calculados durante a execucao do algoritmo podem sim ter
raizes numericamente muito proximas de seus contornos, o que inviabilizaria
o principio do argumento como um teste da presenca de raizes.

Sendo assim, este trabalho utiliza uma versao modificada do algoritmo de
[63], que nao usa a aritmética intervalar e que trata com cuidado o problema
da existéncia de raizes no contorno das regides de busca. Para isto, sempre
que a integral 5-41 nao convergir para um inteiro em um nimero de passos
pequeno, o dominio R é ampliado por um fator de escala ligeiramente maior
do que 1, e repete-se o processo.

O algoritmo 4 resume o procedimento para encontrar as raizes. Ele
utiliza uma fila FIFO (first in first out) para armazenar os retangulos a
serem utilizados na busca das raizes. Para cada iteracdo, o algoritmo busca
o proximo dominio, prox_ ret, da fila () e testa se ele é muito pequeno.
Se sim, procede-se com o método de Newton para achar alguma raiz no
interior deste dominio e o algoritmo continua para a proxima iteragao, sem
particionar este dominio. Caso prox_ret nao seja de tamanho inferior ao
limiar, o algoritmo procede aplicando o principio do argumento (equacao 5-
41) a fun¢do D para calcular o nimero de raizes no interior de prox_ ret.
Se existir uma tunica raiz, utiliza-se o método de Newton para busca-la
e coloca-la na lista L. Caso o método de Newton nao encontre a raiz, a
fungao auxiliar BUSCAR_NEWTON (prox_ret, L, Q) particiona proz_ ret
em duas metades, adicionando-as a (). Finalmente, se existir mais do que 1
raiz, o algoritmo verifica a possibilidade de tratar-se de uma tunica raiz de
multiplicidade W ou nao. No primeiro caso, ¥ = 1, busca-se a raiz usando
novamente a fun¢ao auxiliar BUSCAR_NEWTON (prox_ret,L,Q) e no
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Algoritmo 4 Raizes de uma fun¢ao complexa

1: procedure ACHAR_ RAIZES(R, d,,;,) retorna L.

2 L+ {}, Q<+ {R}.

3 repeat

4 prox__ret < proximo de Q).

5: if D1AM(prox_ret) < d;, then

6 BUSCAR_NEWTON (prox_ret, L, nil)

7 continue para a préxima iteracao.

8 Calcular W = N,.(D, prox_ret).

9: if W =0 then
10: continue para a préxima iteracao.
11: else if W =1 then
12: BUSCAR_NEWTON (prox_ret, L, Q)

13: else

14: Calcular Y = N,(DW=Y prox_ret).

15: if Y =0 then
16: Enfileire em ) duas metades de prox_ ret.
17: else

18: BUSCAR_NEWTON (prox_ret, L, Q)
19: until Q) esteja vazia.

segundo caso o algoritmo subdivide R em duas metades, enfileira-as em @
e procede para a proxima iteracao.
Para deixar mais claro, o algoritmo 5 mostra o funcionamento da fungao

auxiliar BUSCAR_NEWTON (prox_ret, L, Q).

Algoritmo 5 Funcao auxiliar para achar raiz

1. procedure BUSCAR_ NEWTON (R, L,Q)

2 r < raiz de D no interior de R usando método de Newton.
3 if r # nil then

4: Adiciona a raiz r a lista L.

5 else

6 if @) # nil then

7 Particione R em duas metades e adicione-as a Q).

Resta, portanto, explicar em detalhes como calcular a integral da equacao
5-41. Primeiramente, reescreve-se a integral como uma soma de quatro integrais

nos 4 lados do retangulo:

1
N,(D.R) = 5 (I + L+ Is+ L), (5-42)
onde
_ [P D' (5(1)) day
I = /0 ey i (5-43)
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para cada lado do retangulo indexado por j = 1,2, 3,4. Para um determinado

lado j com vértices inicial xg-f) e final x§+), tem-se z;(t) = :cgf) + (.%’g-ﬂ — xg-f))t
com 0 <t <1.
A fim de calcular a integral 5-43, aplica-se integra¢ao numérica usando

a regra de Simpson:

/ab g(t)dt = b ; a (g(a) + g(b) + 4g<(12+b> ) + erro

1 /b—a\®
_ (4) 44
erro = 90( 5 ) 97 (x), (5-44)

na qual y é um ntmero entre a e b. A ultima parcela representa o erro de
aproximacao, cuja parte real deve ter valor absoluto menor do que 7/4 para
garantir que o erro acumulado na aproximacao de 5-42 tenha parte real menor
do que 1/2. O processo de integragdo é recursivo, particionando o intervalo
de integragao até que garantidamente o erro de integracao do intervalo [0; 1]
seja menor do que /2. Como o erro decai com a quinta poténcia de b — a,

rapidamente converge-se para a solucao.

5.4
Modelagem eletromagnética dos materiais

O problema aqui descrito tem ondas propagando-se em 6leo, gas natural,
carbonato de calcio, ago e rocha. Por isso, esta secao dedica-se a resumir os
modelos usados para as relagoes constituintes e as propriedades de cada meio
de propagacao.

Todos os referidos meios, exceto o aco, apresentam permeabilidade mag-
nética semelhante a permeabilidade do vacuo, logo utiliza-se 1 = py. Para o
caso particular do aco, por ser um metal, utiliza-se uma permeabilidade mag-
nética bem maior, da ordem de 500u0. E assumido neste trabalho que néo ha
efeitos dispersivos na permeabilidade magnética em nenhum dos meios.

Em [64, p. 323], os autores relatam que o CaCOj tem caracteristicas
anisotropicas para frequéncias da ordem de 94 GHz, mas para frequéncias da
ordem de centenas de MHz esta anisotropia é bem menos notavel. Por isso,
assume-se que o CaCOj3 é um material isotrépico com permissividade relativa
igual a 8,5. Além disso, assume-se que a condutividade do CaCOj3 é nula.

Em [65], os autores relatam que os gases metano, etano, propano e
butano, que sao os principais componentes do gas natural, apesentam constante
dielétrica relativa muito proxima de 1, a nao ser que a densidade destes
gases seja muito alta. Por isso, este trabalho assume que o gas natural tem

permissividade elétrica igual a do vacuo. Assim como no CaCOj3 assume-se
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Tabela 18: Constantes do meio de propagacao “6leo”

Amostra | ¢ € | ¥ (ns) a | o (nS/m)
D 2,341 | 2,197 | 14,65 | 0,500 2,51
F 9,277 | 2,167 | 2,34 | 0,459 | 9,34
G 9,325 | 2,104 | 4,52 | 0,494 | 9,43

Tabela 19: Constantes dos meios de propagacao

Meio € 14 o
6leo cru tabela 18 | g tabela 18
aco €o 50010 10°S/m
CaC03 8, 560 Mo 0
gas natural €0 Lo 0
rocha €o to | 3,5x1072 S/m
fluido de completacao 3eo o | 1,0<107° S/m

condutividade nula para o gas natural.

Em [66], os autores apresentam um modelo de Cole-Cole para diferentes
misturas de 6leo e dgua, obtidas diretamente de um reservatorio real, sem
nenhum tipo de separagao. Eles escrevem a constante dielétrica da mistura

CcOo1mo

€s — €

1+ (iwg)i-a)’ (5-45)

€ = €p|€xo T+
onde €, e €4, sao as constantes dielétricas relativas em w =0e w = 400, ¥ é 0
tempo de relaxacao do material e a é um fator chamado fator de distribuicao. O
autor apresenta os valores destas constantes, juntamente com a condutividade
elétrica, para trés amostras distintas de 6leo misturado com agua. A tabela 18
reproduz os valores publicados em [66].
Finalmente, no caso do aco utilizado no tubo de producao e nos re-
vestimentos, utiliza-se uma condutividade de 10%S/m. A tabela 19 resume a

discussao desta sec¢ao.

5.5
Resultados

Esta secao apresenta uma andlise dos resultados obtidos pelo método
semi-analitico e pelo método proposto neste trabalho. Para isso, assume-se
uma configuracao tipica de poco, com raio variando de 5 a 10 cm, 10% a 25%
de incrustagao de CaCQOg, e uma GOR fixa em 2. Além disso, assume-se que o
tubo de produgao tem espessura de 5 mm; a regiao anular, formada por fluido
de completagao, tem espessura de 3 cm, e o revestimento externo do pog¢o tem

espessura de 10 mm.
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O modelo semi-analitico é usado apenas a titulo de comparacao. Embora
ele tenha como ponto forte a alta performance devido ao ntimero reduzido
de computagoes numéricas, ele nao é paramétrico. Por esta razao, ele nao é
adequado para analisar o efeito de varias combinagoes de incrustacgoes, relagao
gas 6leo e raio do poco, pois demandaria um nimero grande de simulagoes.
Por outro lado, o modelo paramétrico proposto neste trabalho se adéqua a
este tipo de aplicacao, pois é capaz de entregar como resposta autofuncgoes
parametrizadas que aproximam os autovalores para qualquer valor pratico de
raio de poco, relagao gas-6leo e percentual de incrustacao.

Devido ao decaimento exponencial da funcio de Hankel, H?)(x), com
o aumento do valor absoluto de z, é muito dificil executar numericamente
o modelo semi-analitico. Isso ocorre porque o computador, com sua precisao
finita, trunca para 0 o valor de Hg)(mépl) durante a montagem do sistema de
equagoes 5-39.

Assim, ao invés de trabalhar com H?)(z), optou-se por trabalhar com a
fungao fi(p) = HSE)(KZP)/H;%)(H;M). No contorno p = p;, f(p) = 1 o que elimina
os problemas de aproximacao. Além disso, para calcular sua derivada avaliada
no contorno fiy, (o), utiliza-se uma série de Laurent adequada para valores

grandes do argumento, expandida em torno de infinito. Alguns exemplos

incluem
Hy(se) _ 1 i 1 %50 13
H(()2) (lii)ﬂl) 20  8x2  8x3  128x%  324°
HOy(se) 1 8 3 6 7
HgQ) (lilppl) 2¢  8x?2 8x3  128z%  324°
T = Kp. (5-46)

Essas aproximacoes apresentam erro menor que 1071 para valores do argu-
mento com moédulo maior do que 10, o que foi confirmado utilizando compu-
tagao simbolica via software Maple. Na prética, /@lppl ¢ da ordem de 10° devido
ao alto valor de condutividade do metal do tubo de producao.

Para o modelo proposto, utilizou-se as configuracoes apresentadas na
tabela 20. O critério de parada foi de 1000 geragdes. Além disso, usou-se o

critério de remocao de autofuncoes conhecidas apresentado na secao 3.2.5.

5.5.1
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Tabela 20: Modelo proposto para achar os modos do poco de petroéleo.
Populagao 50 individuos
Geragoes 1000 geragoes
Ntm. Arvores (kq) 2 por fungao escalar
Taxa de mutacao fixa em 10%
Tipos de mutacao 6 tipos descritos no cap. 3
Tipo de recombinacao sub-arvore

Funcoes {e7", Bessel de ordem 0 a 2,sen(t),cos(t), *, +}
Terminais {p,K,0,1,—1,i}

Otimizador Local BFGS Quasi-Newton [34, 35]
Avaliacao alg. 1 4+ derivadas e simplificagdo simbdlicas

Profundidade Maxima 5 niveis por arvore

Tabela 21: Valor de k, para os primeiros modos com «, € [0,1 — 150;; 100 —
1074, frequéncia 0,8 GHz, dleo tipo “D”; por ordem crescente de atenuagao.

m | semi-analitico (m™1)

proposto (m™1)

mdf (m~1)

11,8485 — 0,0114i

11,9179 — 0,0120¢

11,8877 — 0,0118;

11,1971 — 0,0316i

11,1903 — 0, 02991

11,2001 — 0,0377¢

11,1904 — 0, 0336i

11,1939 — 0, 0381¢

11,3014 — 0, 0401

24,9184 — 0, 0568i

25,0103 — 0, 0577i

25,0101 — 0, 0481

47,0717 — 0,1233¢

47,2044 — 0, 1200¢

50,6157 — 0, 1001

65, 7582 — 0, 2628:

66,0511 — 0, 2566

65,2204 — 0, 2447

83,6606 — 0, 5529¢

83,6022 — 0,5178:

85,0200 — 0, 5491

0,1128 — 72,8348i

0,1293 — 70, 9356¢

0,1027 — 72,6611

OO | O U =] W DN —

OO WO W N =

0,1826 — 138, 3167

0,2254 — 133, 2346i

0, 1770 — 151, 2334

Experimento nao-paramétrico

O primeiro experimento é nao-paramétrico, assumindo raio do pocgo
igual a 5 cm e 10% de incrustacao de CaCOs. Ele foi executado para duas
faixas de frequéncia: 0,8 GHz e 1 kHz. Neste experimento, espera-se que
as técnicas apresentem mais dificuldade para resolver o problema em baixa
frequéncia, pois, em dominios infinitos, as integrais presentes nos produtos
internos demandam mais pontos para convergirem em baixas frequéncias do
que em altas frequéncias. Além disso, em métodos baseados em discretizacao,
¢ necessario truncar a malha de pontos, o que gera perda de acuracia. Por esta
razao, este experimento também considera o Método das Diferencas Finitas a
titulo de comparacao, de modo a mostrar as vantagens do método proposto
sobre métodos baseados em discretizagao em dominios infinitos.

A tabela 21 mostra os primeiros modos calculados com o método semi
analitico e com o modelo proposto para uma frequéncia w = 27-0,8 GHz. Neste
experimento, buscou-se valores de k, no retangulo complexo [0, 1 — 150i; 100 —
10~4].
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Tabela 22: Valor de k, para os primeiros modos com k, € [0,1 — 150;; 100 —
1074, frequéncia 0,8 GHz, dleo tipo “F”, por ordem crescente de atenuagio.

m | semi-analitico (m~') | proposto (m™') mdf (m~1)
111 10,7701 — 0,0187¢ 12,0001 — 0,0191; | 12,0045 — 0,0188:
212 | 12,2720 —0,0371; | 12,4545 —0,0370i | 13,4504 — 0,0391;
31 3 14,4200 — 0, 0440¢ 14,6790 — 0,0488; | 14,3025 — 0, 0404
41 0 | 29,4724 —0,0667¢ 29,5501 — 0,0671; | 30,5015 — 0,0690;
o 1 51,9681 — 0, 1488; 51,9700 — 0,1491; | 50,6157 —0,1477(
6| 2 | 77,6640 —0,2908; 76,9991 — 0,2901; | 78,0186 — 0,3016¢
71 3| 101,2221 —0,5711; | 102,0117 — 0,5781i | 102,7530 — 0, 5810¢
81 0| 0,1001 — 74,7800, | 0,1293 —70,9356; | 0,1152 — 77,1118
91 0] 0,1912 —175,5378; | 0,2170 — 178,7737; | 0,2122 — 171, 2452

Tabela 23: Valor de k, para os primeiros modos com «, € [0,1 — 150;; 100 —
1074, frequéncia 0,8 GHz, dleo tipo “G”, por ordem crescente de atenuagao.

m | semi-analitico (m~') | proposto (m™!) mdf (m™!)
111 12,1004 — 0,0191¢ 12,0022 — 0,0192; | 12,0109 — 0,0189:
2| 2 12,2829 — 00,0377 12,3607 — 0,0377; | 12,9973 — 0,0383¢
31 3 14,4512 — 0,0497; 14,4880 — 0,0495; | 14,4776 — 0,0492;
410 | 29,7050 —0,0699; | 29,77561 —0,0700; | 30,1102 —0,0710¢
o 1 52,0074 — 0,1501¢ 52,0200 — 0,1522; | 51,2330 — 0,1510¢
62| 79,9880 —0,3033; | 79,5647 —0,3101; | 79,1042 —0,3110¢
71 3 | 101,4920 — 0,5872; | 101,9400 — 0,5819; | 102,4705 — 0, 5855¢
81 0 | 0,1033 — 79,5894 0,1075 — 79,7822 | 0,1134 — 79, 8540;
910 | 0,2004 —179,1247; | 0,2780 — 179,4577; | 0,2441 — 178,9389;

Os resultados da tabela 21 mostram na primeira linha o modo de
propagacao com atenuacao minima para a configuracao usada. Em particular,
este experimento usou 6leo do tipo “D” (tabela 18) e frequéncia de 0,8 GHz.

Observando a tabela 21, conclui-se que o modelo proposto conseguiu
encontrar resultados muito semelhantes ao modelo semi-analitico. Do ponto
de vista de resultados, a atenua¢do menor (parte imaginaria de k,) ocorre
no modo identificado como 1 e seu coeficiente de atenuacdo é préximo de
—0.0114m~! de acordo com os modelos. Isso implica em uma atenuacdo de
amplitude do campo elétrico da ordem de 10log(e™%%11) = 0.0495 dB/m. Boa
parte dessa atenuacgao se deve as perdas no 6leo, mas as perdas no metal por
efeito Joule também sdo consideraveis.

Os modos 8 e 9 apresentados na tabela 21 apresentam atenuacao altis-
sima. Isso ocorre porque a frequéncia de propagacao de 0.8 GHz esta abaixo da
frequéncia minima de ativagao destes modos, também conhecida como frequén-
cia de corte. Por esta razao, tais modos nao se propagam, embora sejam tuteis
para fazer casamento de ondas incidentes, refletidas e refratadas na interface

de separacao de dois meios.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 5. Estudos de Caso: Operadores Nao Auto-Adjuntos 116

Tabela 24: Erro de cada um dos métodos para obten¢do dos modos apresenta-
dos na tabela 21.

Modo | m | semi-analitico proposto mdf
1 1| 1.874x107* | 1.702 x 10~* | 3.105 x 10~*
2 2 | 1.260 x 107* | 1.673 x 10~* | 3.948 x 10~*
3 3| 1.368 x 107* | 1.237 x 10~* | 2.977 x 10~*
4 0 | 1.510 x 107* | 1.647 x 10~* | 3.684 x 10~*
5 1| 2102 x107* | 1.869 x 10~* | 4.005 x 10~*
6 2 ] 2017x107% [1.988 x 10~* | 3.978 x 104
7 3] 2337x107% [ 2191 x 107* | 6.804 x 10~
8 0 | 2294 x 107% [ 2.101 x 107* | 6.748 x 104
9 0 | 2.933 x107* | 2.001 x 10~* | 10.221 x 10~

Outro ponto importante ¢ que o modo 4 tem x, = 0 no 6leo. Este modo
estd relacionado ao modo transverso eletromagnético em guias de onda coaxiais
ideais e uma caracteristica importante é que ele nao tem frequéncia de corte,
isto é, este modo se propaga em qualquer frequéncia. Este modo surge fazendo
k, = 0 na solugao da equacao de Helmholtz para o 6leo, o que leva a equagao
diferencial de Euler na direcao radial, ao invés da equagao diferencial de Bessel.

Em termos de acuracia, a tabela 24 apresenta o erro, definido como € =
|!A0H+HZA1H+H§A2HH/IIHH, para cada célula da tabela 21. Os resultados mostram
que o Método das Diferencas Finitas obteve o pior desempenho, devido a
necessidade de truncar a malha de pontos para p suficientemente grande. Neste
caso, optou-se por truncar para p > 2)\g, onde )y é o comprimento de onda
da luz no vacuo na frequéncia do experimento. Neste caso, A\g = 3%10°/0,8x10? =
0,375m, donde conclui-se que a malha foi truncada para p > 0, 75m.

Além disso, os resultados da tabela 24 também mostram uma superiori-
dade da técnica proposta, por ter apresentado geralmente menos erro, sobre-
tudo para modos mais elevados. Adicionalmente, note que a técnica proposta,
baseada em PG, é a tnica capaz de entregar solugoes analiticas, o que por si
sO ja seria uma vantagem sobre as técnicas usadas como comparagao.

Também foram realizados experimentos envolvendo os Oleos dos tipos
“F” e “G”. Os resultados, exibidos na tabelas 22, 23, 25 e 26 levam as mesmas
conclusoes obtidas com o experimento usando 6leo do tipo “D”. Acrescento,
contudo, que estes tipos de 6leo tendem a exibir uma perda maior, devido a
suas elevadas condutividades. Tal perda maior pode ser observada pelos valores
elevados das partes imaginarias de k. nas tabelas 22 e 23.

Também foram realizados experimentos em baixas frequéncias. Em teo-
ria, frequéncias baixas reduzem a atenuagao porque geralmente implicam em
menos perdas por efeito Joule.

A frequéncia escolhida foi de 1 kHz. Nesta frequéncia, a malha utilizada
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Tabela 25: Erro de cada um dos métodos para obten¢do dos modos apresenta-
dos na tabela 22.

Modo | m | semi-analitico proposto mdf
1 1] 1.750 x 107* [ 1.649 x 10~* | 3.450 x 104
2 2 | 1.420 x 107 | 1.393 x 10~* | 2.263 x 10~*
3 3| 1.407 x 107* | 1.285 x 107* | 2.754 x 10~
4 0 | 1.705 x 107* | 1.282 x 10~* | 3.724 x 10~
5 1| 2751 x107* | 1.980 x 10~* | 3.908 x 10~
6 2 | 2.605x107% [ 2233 x107* | 4.958 x 10~*
7 3] 2368 x107% [ 2275 x 107* | 6.661 x 10~*
8 0 | 2.897 x 107* | 2.640 x 107* | 4.974 x 10~*
9 0 | 4.172 x 107 | 3.200 x 10~* | 7.750 x 10~*

Tabela 26: Erro de cada um dos métodos para obtencao dos modos apresenta-
dos na tabela 23.

Modo | m | semi-analitico proposto mdf
1 1 | 1.655 x 10~* | 1.601 x 10~* | 4.000 x 10~*
2 2 | 1.674x 107* | 1.441 x 10~* | 2.010 x 10~
3 3 | 1.667 x 107* | 1.270 x 10~* | 2.937 x 10~*
4 0| 1.311x107* | 1.345 x 107* | 4.782 x 10~*
5 1| 2473 x107* | 1.824 x 107* | 3.657 x 10~
6 2 | 2877 x107* | 2.900 x 10~* | 4.712 x 10~*
7 3| 2578 x 107 | 2.333 x 107* | 5.920 x 10~
8 0 | 3.093 x 107 | 2.992 x 10~* | 5.737 x 10~
9 0 | 4227 x107* | 3.811 x 10~* | 5.006 x 10~

pelo Método das Diferencas Finitas foi truncada para p > 600.000m, o que
por si s6 requer uma quantidade muito elevada de pontos e eleva o tempo
de execucao do Método das Diferencas Finitas consideravelmente. Os outros
métodos, inclusive o proposto neste trabalho, sofrem menos com o aumento
do comprimento de onda, uma vez que nao necessitam de truncamento do
dominio.

As tabelas 27 a 30 mostram os primeiros modos para os 6leos tipos
“D” e “F”. Observa-se que o Método das Diferencas Finitas continua sendo
o pior método em termos de acuracia, com erros ainda mais distantes daqueles
visualizados no experimento a 0,8 GHz. Além disso, neste caso, o método
proposto baseado em PG é claramente superior em termos de acuracia, pois
apresenta os menores erros quando comparado aos outros dois métodos. Em
termos eletromagnéticos, nota-se que a parte imaginaria reduziu bastante de
valor devido a menor condutividade dos materiais em baixas frequéncias.

Do ponto de vista de atenuagao, no éleo do tipo “D” (o menos atenuado),
a atenuagao por metro é dada por 10log(e™9%¢7*) = 8.26 x 10~* dB/m. Isso

mostra que a reducao da frequéncia de propagacao de fato traz vantagens, pois
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Tabela 27: Valor de k. para os primeiros modos com &, € [1077 — 150i; 100 —
1077, frequéncia 1 kHz, 6leo tipo “D”, por ordem crescente de atenuacao.

m

semi-analitico (10~*m™")

proposto (10~*m™!)

mdf (10~*m™!)

0.1971 — 1.902;

0.1983 — 1.988¢

0.2562 — 2.007¢

0.2231 — 2.491;

0.2198 — 2.470¢

0.3071 — 2.191;

0.2593 — 2.999;

0.2619 — 3.005¢

0.5944 — 6.351¢

0.3206 — 3.090¢

0.3181 — 3.112;

0.7059 — 16.001¢

QY = | W DN —
= Ol W N

0.4428 — 4.222;

0.4466 — 4.302¢

0.6602 — 29.624:

Tabela 28: Valor de r, para os primeiros modos com &, € [1077 — 150i; 100 —
1077], frequéncia 1 kHz, 6leo tipo “F”, por ordem crescente de atenuagao.

semi-analitico (10~*m™")

proposto (10~*m™)

mdf (10~*m™")

0.1704 — 6.2330¢

0.1721 — 6.2218;

0.1637 — 7.7742

0.2010 — 6.7720¢

0.2025 — 6.7101¢

0.1977 — 6.8092¢

0.2479 — 7.7122;

0.2440 — 7.6301¢

0.2119 — 8.6481¢

0.3224 — 11.1077¢

0.3166 — 11.1239;

0.2954 — 15.6888:

ot | wo| bo|
—| ol w| o |3

0.4513 — 17.815¢

0.4551 — 17.677:

0.5800 — 22.444;

Tabela 29: Erro de cada um dos métodos para obtencao dos modos apresenta-

dos na tabela 27.

Modo | m | semi-analitico proposto mdf
1 1| 1.331 x107% | 1.010 x 1072 | 41.220 x 1073
2 2 | 6.752x 1073 | 1.997 x 1072 | 37.988 x 1073
3 3 | 7.401 x 1073 | 2.675 x 1072 | 50.783 x 1073
4 0 | 5.572x 1073 | 3.001 x 1073 | 92.453 x 1073
5 1| 8.633x 1073 | 2.081 x 1073 | 110.200 x 1073

Tabela 30: Erro de cada um dos métodos para obtencao dos modos apresenta-

dos na tabela 28.

Modo | m | semi-analitico proposto mdf
1 1 5.984 x 1073 | 2.944 x 1073 | 12.547 x 1073
2 2 | 4.100 x 1072 | 4.218 x 1073 | 11.677 x 1073
3 3] 3178 x 1072 | 3.004 x 1072 | 9.001 x 1073
4 0| 9.753x 1072 | 8.186 x 1073 | 19.887 x 1073
5 1 [ 11.9935 x 1073 | 9.022 x 1073 | 13.943 x 107
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implica em reducao consideravel da atenuacao por metro.

Portanto, resultados desta se¢ao mostram que o modelo proposto é capaz
de encontrar os modos de propagacao com acuracia semelhante ou superior ao
modelo semi-analitico e ao modelo baseado em Método das Diferencas Finitas.
No entanto, é preciso notar que o método semi-analitico € mais dificil de codifi-
car, especialmente devido a presenca de integrais envolvendo func¢oes de Bessel
no plano complexo que tém erros de truncamento consideraveis para valores
grandes do argumento. Mesmo aplicando a modificagao 5-46, a implementacao
numérica ainda é complexa, pois é comum que a integral de linha proveniente
do principio do argumento nao convirja, impossibilitando calcular o nimero de
raizes num retangulo. Neste caso, o método subdivide o retangulo em outros 4 e
tenta novamente para cada sub-retangulo. Ocasionalmente, o método de busca
de raizes precisa subdividir recursivamente muitas vezes para conseguir calcu-
lar a integral, o que gera uma arvore de busca muito grande e torna o processo
muito lento. Adicionalmente, o modelo proposto também apresenta superiori-
dade de acuracia quando comparado ao Método das Diferencas Finitas. Isso se
deve ao fato deste necessitar truncar o dominio para p suficientemente grande.

Tais problemas ndao ocorrem no modelo proposto baseado em programagcao
genética, pois este é robusto a individuos dificeis de avaliar (eles passam a ter
avaliacdo ruim e saem da populagdo). Outra vantagem do modelo proposto
neste trabalho é o ganho de desempenho devido a solugbes parametrizadas.

Esse aspecto sera analisado na proxima secao.

5.5.2
Experimento paramétrico

Nesta secao, serao apresentados os resultados do experimento paramé-
trico, no qual a técnica proposta resolve o problema de autovalores 5-34 su-
jeito a variacao de dois parametros: raio do duto de producao e percentual
de incrustagao. Em particular, o raio do duto pode variar na faixa [5;10] cm
e o percentual de incrustagao pdde variar na faixa [10%;25%]. Este é o pri-
meiro experimento nesta tese que apresenta uma solugao paramétrica com dois
parametros.

A titulo de comparacao, o método semi-analitico e 0 Método das Diferen-
cas Finitas foram empregados para Q? combinacoes de valores dos parametros,
onde () é o ntimero de valores adotados para cada parametro. Note que os re-
feridos métodos nao sdo paramétricos, ou seja, para avaliar (Q? combinacoes,
é necessario executar cada um dos métodos Q? vezes. O grafico 13 mostra o
tempo de execucao acumulado de cada um dos métodos em fungao de Q). Os

experimentos foram executados na frequéncia 0,8 GHz.
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Figura 13: Comparacgao do tempo de 1 execucao do método proposto baseado
em PG com Q? execucoes dos métodos classicos para determinar o primeiro
modo de propagagao (m = 1) do poco de petréleo na frequéncia f = 0,8 GHz
e 6leo do tipo “D”.

O grafico 13 revela que 1 execucao do modelo proposto leva préximo
de 300s. Este tempo também é o tempo de determinacao do primeiro modo,
uma vez que, dada a autofun¢do parametrizada, é possivel calcular instanta-
neamente o valor numérico de x, para qualquer combinagao de raio do duto
de produgao e percentual de incrustagdo na faixa [5;10] ¢cm para o raio e
[10%;25%)] para a incrustagao. Adicionalmente, o grafico também exibe os
tempos acumulados de Q? execucoes do Método das Diferencas Finitas e do
método semi-analitico. Fica evidente que, para () = 8, o tempo de 1 execugao
do modelo proposto passa a ser menor que o tempo de execucao do método
semi-analitico, logo, a partir de 64 cenarios, é mais eficiente em termos de
tempo de execucao utilizar o modelo analitico proposto nesta tese. Além disso,
um raciocinio analogo pode ser realizado para comparar o modelo proposto e
o Método das Diferencas Finitas: a partir de 144 cenérios, ¢ mais eficiente em
termos de tempo de execucgao utilizar o modelo analitico proposto nesta tese.
Resta saber se o ganho em tempo de execucao da solucao paramétrica nao
implica em prejuizo na acuracia.

Para avaliar e comparar a acuracia da técnica proposta com aquela das
técnicas classicas, foi calculado o erro ¢ = HA0H+HzA1H+H§A2HH/||H|| de 144
execugoes de cada técnica classica utilizando todas as combinagoes de 12
valores de incrustacao e 12 valores de raio do duto de producao. Entao, esses

erros foram comparados com os erros obtidos a partir da solucao paramétrica
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Tabela 31: Erros médio, maximo, minimo e desvio padrao do erro de cada um
dos métodos para obtencao do primeiro modo — problema paramétrico para

frequéncia de 0,8 GHz e 6leo do tipo “D”.

analitico baseado em PG | semi-analitico mdf
Média 2,213 x 10~* 1,774 x 10~* | 3,677 x 10~*
Maximo 23,396 x 1074 7,600 x 107* | 14,324 x 10~
Minimo 0,676 x 10~* 0,0923 x 10~* | 1,337 x 10~*
Desvio 0,771 x 10~ 1,101 x 107 | 1,802 x 10~

Tabela 32: Erros médio, maximo, minimo e desvio padrao do erro de cada um
dos métodos para obtengdo do primeiro modo — problema paramétrico para
frequéncia de 1 kHz e 6leo do tipo “D”.

analitico baseado em PG | semi-analitico mdf
Média 7,701 x 1073 8,392 x 1072 | 13,661 x 1073
Méximo 31,005 x 1073 13,934 x 1073 | 25.712 x 1073
Minimo 1,799 x 1073 0,902 x 1073 | 2,486 x 1073
Desvio 3,020 x 1073 3,261 x 1072 | 5,772 x 1073

para os mesmos 144 valores dos parametros. A tabela tabela 31 resume os
resultados.

Os resultados apresentados na tabela 31 mostram que a solugao analitica
paramétrica entregue pelo modelo proposto apresenta erro médio menor do
que aquele apresentado pelo Método das Diferencas Finitas. Além disso, o erro
minimo também é menor, o que mostra que a solugdo paramétrica apresenta
acuracia melhor do que o Método das Diferencas Finitas. Como a tunica
vantagem do Método das Diferencas Finitas é o tempo de execucao, conclui-se
que, se o numero de cenarios for grande, é mais vantajoso utilizar o modelo
proposto do que o Método das Diferencas Finitas, pois o tempo de execucao
acumulado tende a ser menor (figura 13) com uma acurdcia em média melhor.

Ao comparar com a técnica semi-analitica, a acurdcia da solucao analitica
paramétrica é em média pior, mas ainda assim o erro médio é préximo ao
erro médio obtido pelo modelo semi-analitico. Por essa razao, conclui-se que a
técnica proposta foi capaz de gerar uma solugdo paramétrica com boa acuracia
e, por isso, é mais adequada para analisar muitos cenarios dos parametros, pois
mais uma vez o tempo de execucao acumulado tende a ser menor (ver figura
13).

Os mesmos experimentos foram realizados na frequéncia de 1 kHz. A
figura 14 compara os tempos de execucao enquanto que a tabela 32 mostra os
erros obtidos.

As conclusoes sao semelhantes ao experimento na frequéncia de 0,8 GHz.

Note, contudo, que todos os trés métodos tiveram um aumento consideravel no
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Figura 14: Comparacao do tempo de 1 execucao do método proposto baseado
em PG com Q? execucoes dos métodos classicos para determinar o primeiro
modo de propagacao (m = 1) do pogo de petréleo na frequéncia f =1 kHz e
6leo do tipo “D”.

tempo de execugao e uma reducao na acuracia. Isso ocorre devido ao aumento
significativo no comprimento de onda, o que cria a necessidade de avaliar o
dominio em mais pontos. No caso do Método das Diferengas Finitas, deve-se
truncar o dominio para um valor consideravelmente maior de p, o que gera
uma discretizacao com muito mais pontos. No caso dos métodos analiticos, o
comprimento de onda maior gera fungdes com decaimento mais lento (lembre-
se: as fungbes u e v sdo nulas no infinito), o que dificulta a convergéncia
de integrais numéricas porque passam a necessitar avaliar a funcao em mais
pontos.

Por fim, a equagdo 5-47 mostra a melhor expressao encontrada pelo
modelo proposto para as fungdes v e v, com m = 1, em funcao do raio do duto

de producao, representado pela variavel a, e parametrizado pelo percentual de
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Tabela 33: Valores numéricos da parte real dos coeficientes da equacao 5-47.
Coeficientes menores do que 1077 foram considerados nulos para simplificar a
exibicao na tabela. O experimento usou éleo tipo “D” e frequéncia de 1 kHz.

il A B; Cj D;j L L
11 1,212 | 2,948 x 10°© 0 5.054 % 103 | 3,017 x 107 0
2 [ 2,945 8.331 0 2,310 x 103 | 4,706 x 103 0
3| 6,881 7,001 0 3,556 x 1073 | 8,196 x 10~* 0
4| 2,945 1,431 0 8,081 x 1073 | 0,918 x 10~* 0
5102201 | 4,700 0 2,333 x 103 | 1,399 x 103 0
6| 0,0167 6,405 0 1,914 x 1072 | 0,508 x 1073 0
7 0 0 1,811 x 10° 0 0 2,618 x 103

Tabela 34: Expressao analitica dos coeficientes Hz da equagao 5-47. O experi-
mento usou dleo tipo “D” e frequéncia de 1 kHz.

J K

11]0,97x% — (0.196 — 1.98i) — (0.220 — 5.02L)(1, 1 —p)a — (0.269 — 2.40i)a?
2 [ 1,00x2 — (0.198 — 2.00i) — (0.221 — 2.01:)(1,1 — p)a — (0.271 — 2.41i)a?
3| 1,24x2 — (0.201 — 1.98i) — (0.216 — 2.25:)(1,1 — p)a — (0.267 — 2.39i)a?
4| 1,00k% — (0.189 — 1.96i) — (0.219 — 2.02i)(1,1 — p)a — (0.271 — 2.40i)a?
51 0,96x% — (0.198 — 1.98i) — (0.220 — 2.02i)(1,0 — p)a — (0.270 — 2.40i)a?
6 | 1,07x2 — (0.207 — 1.99i) — (0.222 — 2.02i)(1,1 — p)a — (0.270 — 2.39i)a?
71 0,99x2 — (0.200 — 1.98i) — (0.221 — 2.02i)(1,1 — p)a — (0.272 — 2.40i)a?

incrustacao, representado por p. A solucgao foi obtida em 1 kHz.

;(p) = AjJi(K)p)
+ Ble(lii )
+ CHP (1 p) pi—1 < p < pj
5(p) = DjJ1(K)p)
+ Ele(li{) )
+ FHP (kp) i1 < p<p
/@i = funcao de a e p

g=12...,7. (5-47)

A tabela 33 exibe os valores numéricos dos coeficientes para cada meio
de propagacgao. Além disso, a tabela 34 exibe as expressoes de Hi para cada
meio de propagacao. Note que ha uma semelhanca grande entre as expressoes,

2 _ .2 .2
uma vez que K, = K K3

e k, ¢ igual, por hipdtese, em todos os meios.
Como conclusao da sec¢ao, considero que o modelo proposto é capaz de
gerar funcgoes parametrizadas pelo raio do duto de producao e pelo percentual

de incrustacdo com boa acuracia para valores do pardmetro dentro de uma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321804/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321804/CA

Capitulo 5. Estudos de Caso: Operadores Nao Auto-Adjuntos 124

faixa pré-especificada. Em particular, neste experimento, o raio foi limitado ao
intervalo [5; 10] cm e a incrustagao foi limitada ao intervalo [10%; 25%)] do valor
do raio. Além disso, acrescento que a funcao paramétrica gerada pelo modelo
proposto foi capaz de prever o primeiro autopar com acuracia semelhante
aquela obtida pelos métodos classicos. Contudo, é preciso enfatizar que os
métodos classicos necessitam ser executados para cada combinacgao de valor do
raio do duto e do percentual de incrustagao, enquanto que o modelo proposto
nao precisa, uma vez que a solucdo paramétrica pode ser reutilizada. Sendo
assim, para uma quantidade grande de cenarios dos parametros, é mais eficiente
em termos de tempo de execucao acumulado utilizar a técnica proposta, como

mostram as figuras 13 e 14.

5.6
Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo, foi analisado o problema de propagacao de ondas eletro-
magnéticas em pocgos de petroleo. Foram adotadas duas éticas: propagacao em
altas frequéncias (em particular 0,8 GHz) e em baixas frequéncias (1 kHz). Em
altas frequéncias, o sinal fica confinado no duto de produc¢ao, mas ha muitas
perdas por efeito Joule. Por outro lado, em baixas frequéncias, nao ha perdas
significativas por efeito Joule, mas o sinal vaza para fora do pogo. Portanto,
nao é 6bvio qual faixa de frequéncias geraria menos perdas.

O problema de propagacao de ondas no interior do duto de producao
foi formulado como um problema de determinacao de modos em um guia
de ondas radialmente fragmentado, contendo os varios materiais tipicamente
encontrados em um poco. Este problema, por sua vez, foi escrito como um
problema de autovalores quadratico, com operadores nao-normais. A técnica
proposta foi posta a encontrar os autovalores com menor parte imaginaria
(mais préxima de 0) e os resultados foram comparados com o método semi-
analitico baseado no principio do argumento e com o Método das Diferencas
Finitas, por ser uma técnica puramente numeérica.

Em termos de acuracia, a técnica proposta apresentou semelhanga com a
técnica semi-analitica, sendo melhor em baixa frequéncia. Além disso, a técnica
proposta apresentou acuracia superior ao Método das Diferencas Finitas em
todos os experimentos, sobretudo em baixas frequéncias. Isso ocorre porque a
malha de pontos utilizada pelo Método das Diferencas Finitas e pelo Método
dos Elementos Finitos nao é precisa devido ao truncamento do dominio infinito.

Em termos de tempo de execugao, a técnica proposta aparenta ser mais
lenta do que as técnicas utilizadas como comparacao, devido ao processamento

simbodlico e a presenga de uma evolugao por programacao genética. Contudo,
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essa aparente desvantagem torna-se uma vantagem quando deseja-se analisar
varios cenarios do mesmo problema. Neste caso, a solucao paramétrica, mesmo
levando mais tempo para ser obtida, pode ser reutilizada indefinidamente para
diversos cendarios de valores dos parametros, enquanto as técnicas classicas
precisam ser re-executadas para cada valor particular dos parametros. Essa
caracteristica foi explicitada através dos experimentos paramétricos utilizando
o raio do duto de producao e o percentual de incrustagdo como parametros. Os
experimentos realizados mostraram que o tempo de execucao acumulado de 64
execucoes do método semi-analitico e 144 execugoes do Método das Diferencas
Finitas ¢ maior do que o tempo de determinacao da solucao paramétrica, tanto
em alta quanto em baixa frequéncias. Isso mostra que, para um niimero grande
de cenarios, ¢ mais vantajoso em termos de tempo de execucao utilizar a técnica
proposta.

Ao comparar a acuracia da solugao analitica paramétrica com aquela dos
métodos classicos, foi observado que a solugdo paramétrica apresenta acuracia
semelhante ao método semi-analitico e superior ao Método das Diferencas
Finitas, sobretudo em baixa frequéncia, onde este nao desempenha bem.
Portanto, conclui-se que o método proposto é o mais indicado para problemas
de autovalores paramétricos nos quais deseja-se obter a solu¢do para um
numero grande de valores dos parametros.

Do ponto de vista eletromagnético, os experimentos mostraram que o
duto de producao tem alta perda por efeito Joule, sobretudo em alta frequéncia.
Em baixa frequéncia, a perda por efeito Joule é menor, mas, em compensacao,
ha muito vazamento de sinal pelas paredes do pogo. No entanto, mesmo com
o vazamento de sinal, as perdas sdo menores em baixa frequéncia, sendo esta,
portanto, mais adequada para montar um enlace.

Com relagao aos parametros, conclui-se que a incrustagao, por apresen-
tar baixa condutividade elétrica, nao prejudica a propagacao. Portanto, quanto
maior o percentual de incrustacao, menos perdas. Contudo, note que a incrus-
tagdo € um processo quimico fora do controle do engenheiro. O raio do duto
de produgao, por outro lado, tem influéncia direta na atenuagdo dos modos:
quanto maior, menos atenuacao.

No préximo capitulo, serao apresentadas as conclusoes finais deste tra-

balho.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este capitulo encerra o texto desta tese respondendo a pergunta: quais
sao as conclusoes e os proximos passos desta pesquisa? Para isso, sera feito um
breve resumo do exposto e, na sequéncia, apresento as conclusoes finais.

Este texto apresentou um novo modelo de solucao de problemas de
autovalores de operadores diferenciais lineares. Este modelo é assistido por
programagcao genética e trabalha com as expressoes analiticas das autofuncoes,
reduzindo ao maximo a quantidade de computagoes numéricas.

O capitulo 2 mostrou a formulagdo matematica do problema de autova-
lores de operadores diferenciais lineares. Além disso, o capitulo fez um resumo
de técnicas numéricas geralmente empregadas na literatura para resolver tais
problemas, dentre elas o Método dos Elementos Finitos e o Método das Di-
ferengas Finitas. Na sequéncia, o capitulo apresentou uma revisao literaria de
trabalhos semelhantes ao presente trabalho, utilizando Programacao Genética.
Concluiu-se que nao ha trabalhos na literatura empregando Programagao Ge-
nética para resolver o problema de autovalores de operadores diferenciais. Por
isso, a proposta deste trabalho é uma contribuicao original.

O capitulo 3 apresentou o modelo de solugao de problemas de autovalores
de operadores diferenciais assistido por programagao genética. Neste capitulo,
foi feita uma descricao da técnica de programacao genética, com cromossomos
baseados em arvore. Na sequéncia, o capitulo propds uma forma de representar
fungoes vetoriais em termos de combinagoes lineares de arvores, possivelmente
com superposicao de arvores. Depois, o capitulo mostrou como formular um
problema de otimizacao de um funcional de modo que a solucao seja a
autofuncao desejada. Posteriormente, o capitulo descreveu como “remover”
as autofungoes ja encontradas para que uma nova otimizagao possa buscar por
outras autofuncoes. A técnica foi desenvolvida de modo que as autofuncoes
possam ser parametrizadas por constantes do problema, como diametros,
comprimentos e constantes fisicas. No final do capitulo, foi apresentada uma
adaptagao ao modelo para que este possa resolver problemas de autovalores de
operadores nao-normais.

Os capitulos 4 e 5 mostram estudos de caso de aplicacdo do modelo

proposto. No capitulo 4, sdo apresentados os casos de determinacao de auto-
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fungoes do oscilador harménico quantico e do guia de ondas retangular. Estes
exemplos foram escolhidos por apresentarem solugao analitica simples e, com
isso, servem de prova de conceito. Os resultados mostraram que o modelo pro-
posto conseguiu encontrar as autofuncoes conforme esperado na maioria das
rodadas. Em particular, o modelo paramétrico apresentou resultado preliminar
positivo para resolver o problema do guia de ondas retangular, onde o para-
metro era uma constante que representava o tamanho da se¢ao reta do guia.
Neste capitulo, contudo, os problemas estudados envolviam apenas operadores
normais.

Ainda no capitulo 4, foi apresentado um estudo de caso cuja funcao era
estressar ao maximo as técnicas. Para isso, utilizou-se como base o problema de
autopares do operador de Laplace, mas com dominio pseudo-retangular, onde
uma das arestas fora substituida por uma senédide. A frequéncia desta sendide
foi controlada de modo a analisar a acuricia de cada técnica. Os resultados
mostraram que a técnica proposta é pouco influenciada pela presenca da
sen6ide no dominio, em oposi¢ao ao Método das Diferencas Finitas e ao Método
dos Elementos Finitos, pois estes apresentaram perda de acuracia. Esta se deve
a dificuldade de modelar discretamente um dominio com variagoes geométricas
de alta frequéncia. Como a técnica proposta é analitica, ela nao sofre com
variagoes bruscas na geometria do dominio, o que a confere melhor performance
neste experimento.

O capitulo 5 apresentou um estudo de caso do problema de propagacao
de ondas eletromagnéticas em pocos de petrdoleo. O capitulo formulou um
problema de autovalores quadratico e mostrou que este nao se trata de
um problema envolvendo operadores auto-adjuntos ou normais. Portanto, a
solugdo demandou a versao do modelo adequada a operadores que nao sao
normais ou auto-adjuntos. O capitulo apresentou um estudo de caso para
um unico pogo de geometria e materiais tipicos, e confrontou o resultado do
modelo proposto com aqueles obtidos por um segundo modelo, semi-analitico.
Com isso, este trabalho mostrou que o modelo proposto no capitulo 3 é capaz
de encontrar solucoes préximas aquelas obtidas pelo modelo semi-analitico
tradicional, com a vantagem de apresentar menos dificuldades numéricas.

Em termos de acuracia, o modelo proposto apresentou acuracia seme-
lhante ou melhor do que os métodos usados como comparacao para determi-
nacao dos primeiros modos de propagacgao para trés tipos diferentes de 6leo.
Mais especificamente, o método proposto teve acuracia melhor do que o Mé-
todo das Diferencas Finitas, sobretudo em baixas frequéncias. Além disso, a
acuracia do método proposto foi semelhante aquela do método semi-analitico,

sendo superior em alguns casos, principalmente em baixas frequéncias.
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Adicionalmente, ainda no capitulo 5, os experimentos paramétricos mos-
traram que o tempo de execucao da técnica proposta para obtencao da solu-
¢ao paramétrica ¢ menor do que 64 execugoes do modelo semi-analitico e 144
execugoes do Método das Diferencas Finitas, ou seja, para avaliacao de muitos
cenarios, € mais interessante utilizar a técnica proposta para obter uma solugao
paramétrica. Adicionalmente, o capitulo 5 mostrou que a solucao paramétrica
apresentou acuracia semelhante a solucao obtida pelos métodos comparativos
para valores particulares dos parametros, o que reforga o argumento de utilizar
o método proposto em problema nos quais deseja-se avaliar multiplos cenarios.

Como conclusoes finais, destaco a capacidade do modelo proposto de
encontrar solucoes comparaveis ou melhores do que aquelas obtidas pelos
modelos numéricos e semi-analiticos classicos. Para um nimero de geragoes
suficientemente grande, o modelo proposto sempre converge para uma solugao
com erro arbitrariamente pequeno, o que é uma caracteristica desejavel de
qualquer método computacional.

Outra conclusao é que o modelo proposto é capaz de gerar solugoes ana-
liticas parametrizadas. Estas solucoes, conhecidas como proxies, aproximam a
autofuncao e os autovalores para diferentes valores dos parametros. Neste caso,
ha um ganho de desempenho em relagao as técnicas tradicionais, que deman-
dam ser executadas novamente para cada combinagdo de parametros que se
deseje avaliar. Sendo assim, o modelo proposto é adequado para problemas que
envolvem avaliacao de muitos cendrios, pois a tendéncia é que haja redugao no
tempo total de execugdo, quando comparado a outras técnicas.

Como movimentos futuros dessa pesquisa, destaco a necessidade de
implementar o modelo proposto utilizando uma linguagem de programacao
de alta performance, como C++, de modo a reduzir os tempos de execugao.
Outra opg¢ao é utilizar evolugao em coédigo de maquina, que é uma vertente
da Programagao Genética que trabalha com cromossomos lineares. Como as
fungoes sao geradas em cddigo de maquina, suas avaliagdes sao muito rapidas,
o que dispensaria simplificacao simbolica e, em teoria, poderia aumentar muito
o desempenho do método proposto.

Além disso, do ponto de vista cientifico, é interessante aplicar a técnica
para outras areas, além da Fisica, que utilizem equacgoes diferenciais parciais
e problemas de autovalores. Neste caso, destaco as areas relativas a Econofi-
sica, que trabalham com modelos de Fisica aplicados a Macroeconomia [67].
Adicionalmente, acrescento a area de propagacao de fluidos em meios porosos,
como campos de petréleo [68]. Estes costumam apresentar muita incerteza e,
assim, demandam centenas de simulagoes para estimar o valor presente liquido

esperado.
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Do ponto de vista da técnica proposta, ¢ interessante generaliza-la para
operadores integro-diferenciais, que sao operadores definidos em termos de de-
rivadas e integrais. Sendo assim, alguns problemas importantes da Fisica pas-
sam a ser abordados pelo modelo proposto, como o problema de espalhamento

e calculo de segao de radar em Eletromagnetismo [59, 69].
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A
Produtos internos

O produto interno entre os vetores a, a = (aj,as,...,ay), € b, b =
(bl,bz, Ce ,bN), do RN é:

N
(a;b) =a-b=">"ab;. (A-1)

i=1
Por outro lado, no caso de a e b serem vetores do CV, temos o produto interno:

N
(a;0) =a-b=> ab;, (A-2)
i=1
isto é, o elemento a direita precisa ser conjugado.

Para fungoes, o produto interno é escrito em termos de integrais. Se f(x)
e g(z) sdo fungdes com dominio em um subconjunto D do RY (D C RY) e

contradominio no C¥, entdo o produto interno ¢ dado por:

(fig)y = | @) g@) wia)da, (A-3)

onde w(z) é uma fungao real positiva e o produto escalar é dado pela eq. A-1:

f(z)-g(z) = Z fi(x)gi(x). (A-4)

O papel da func¢ao w(x) é dar pesos diferentes para diversos valores de x € D.
Todos os produtos internos aqui exemplificados podem ser usados para

construir uma definicdo de norma para o espaco em questao, utilizando

]l = /{5 ). (A-5)
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