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Resumo

Carnevale, Joao Miranda; Diaz Casado, Lorenzo Justiano; Bonatti,
Christian César. Grupos de homeomorfismos da reta com
um numero finito de pontos fixos. Rio de Janeiro, 2018. 111p.
Dissertagao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Temos como objetivo principal classificar, a menos de semi-conjugacao,
os grupos de homeomorfismos crescentes da reta, com no maximo N pontos
fixos. Comegando pelos casos ja classificados, N=0 pelo Teorema de Holder
e N=1 pelo Teorema de Solodov, nosso proximo passo sera classificar o caso
N=2. Para isso, iremos introduzir a nocio de Abertura de Orbita como uma

semi-conjugacao dos grupos de homeomorfismos.

Palavras-chave
Acdo de Grupos; Teorema de Holder; Teorema de Solodov;  Aber-
tura de Orbita;
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Abstract

Carnevale, Joao Miranda; Diaz Casado, Lorenzo Justiano (Advi-
sor); Bonatti, Christian César (Co-Advisor). Groups of homeo-
morphisms of the line with a finite number of fixed points.
Rio de Janeiro, 2018. 111p. Dissertacao de Mestrado — Departa-
mento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

We have as main objective to classify, by semi-conjugation, the groups
of increasing homeomorphisms of the line, with at most N fixed points.
Starting with the cases already classified, N=0 by Holder’s Theorem and
N=1 by Solodov’s Theorem, our next step will be to classify the case
N=2. For this, we will introduce the notion of Orbital Opening as a semi-

conjugation of the groups of homeomorphisms.

Keywords
Group Action;  Holder’s Theorem;  Solodov’s Theorem;  Orbital
Opening;
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If you are receptive and humble, mathematics
will lead you by the hand.

Paul Dirac, The Strangest Man.
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1
Introducao

Sistemas dindmicos é o campo da matematica que se dedica ao estudo
do comportamento de érbitas. De forma mais precisa, dado um conjunto que
interage com o tempo, estamos interessados em entender como os pontos do
conjunto reagem ao passar do tempo. O primeiro exemplo é quando a acao do
tempo é descrita por uma bijecao do conjunto, assim sendo X o conjunto e f
a bije¢do temos uma aplicagdo de Z x X — X definida por: (z,t) — f'(z),
que descreve a posi¢ao dos pontos do conjunto para cada tempo t e satisfaz
frt(x) = f" o f%(x). O préximo exemplo é quando o tempo é continuo, e
a agao dele é descrita por um fluxo de fungoes ¢;, nesse caso a aplicagao de
R x X — X definida por: (z,t) — ¢;(z) descreve a posigdo dos pontos em
cada instante, e também satisfaz ¢, s(x) = ¢, o ¢s(x).

Podemos, entao, generalizar essa ideia e, no lugar do tempo, que é
naturalmente representado pelos grupos Z ou R, escolher um grupo genérico
G. Assim, temos que uma aplicacdo de G x X — X dada por (g, z) — ¢(g)(x),
satisfazendo 1(g192)(x) = 1¥(g1)o9(g2) (), define uma acao do grupo G sobre o
conjunto X. Uma outra forma de descrever essa aplicacao é para cada elemento
do grupo, observar a bije¢do 1(g) : X — X, assim obtemos uma aplicagao de
G — Bij(X), ou se o conjunto X tiver mais estrutura podemos estudar as
agoes continuas e diferenciaveis, e assim seriam aplicagoes de G — Homeo(X)
oude G — Difeo(X)!. Tal generalizagdo sugere uma interacio entre a dindmica
da acao e a algebra do grupo, e como veremos mais a frente, de fato existem
muitas correlagoes entre esses dois pontos de vista.

Uma das caracteristicas fundamentais de um sistema dindmico é a
existéncia de pontos fixos. No nosso caso, dizemos que z € X é um ponto
fixo da agao de grupos se existe g € G tal que ¥(g)(z) = z. Além disso,
xr € X é um ponto fixo global da acdo de grupos se para todo g € G segue que
v(g)(x) = .

Agora, dado um conjunto X, podemos nos perguntar quais sao as
possiveis agoes de grupos sobre X, ou em outras palavras, quais sao os

subgrupos de Bij(X) ou de Homeo(X)? E se colocarmos hip6teses dindmicas,

Denote Bij(X), Homeo(X) e Difeo(X), os conjuntos de bijecdes, de homeomorfismos e
de difeomorfismos em X.
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Capitulo 1. Introducio 11

quais grupos podem agir sem pontos fixos em X7 e quais agem com até N
pontos fixos? Ou quais agem com um unico ponto fixo global? Se X for um
espaco topologico, quais grupos podem ter uma agdo com uma 6orbita densa? e
uma agao com todas as Orbitas densas? Estas sao algumas das perguntas que
consideraremos neste texto.

Para estudar tais perguntas é necessario entender o conceito de conjuga-
¢ao, que € muito comum em diversas areas da matematica. Uma conjugacao €,
basicamente, uma mudanca de variaveis. Portanto, sempre procuramos agoes
de grupos a menos de conjugacao, ou seja, agoes a menos das que sao iguais
ap6s uma mudanca de variaveis. Porém, em alguns casos, conjugagoes podem
ser restritivas demais, e portanto consideraremos uma relacao mais fraca que
é a semi-conjugacao. Ela consiste em uma "conjugac¢ao" nao injetiva, ou seja,
além de mudar as variaveis a semi-conjugacao também colapsa alguns interva-
los em pontos, perdendo uma parte da informacao da acao de grupo.

Agora, estamos prontos para enunciar o objetivo principal deste trabalho.
Estudaremos os grupos de homeomorfismos crescentes de R que agem com
no maximo N pontos fixos, ou seja, grupos de homeomorfismos onde cada
homeomorfismo do grupo, exceto a identidade, possui no maximo N pontos
fixos. Buscaremos exemplos para cada N e classificaremos, a menos de semi-
conjugacgao, todos os grupos de homeomorfismos crescentes de R que agem
com no maximo dois pontos fixos.

Dois exemplos classicos que satisfazem tal enunciado sao os grupos de
translacoes, para o caso N = 0. E os grupos de aplicacoes afins, para o caso
N = 1. Porém, nao existem exemplos classicos para nenhum N > 2. Em
[Hol], Holder provou que, de fato, para N = 0, os grupos de translagoes sao
quase o unico exemplo possivel, pois todos os grupos sem pontos fixos devem
ser semi-conjugados a um grupo de translagoes. Além disso, concluiu que se o
grupo age sem pontos fixos em R, entao ele é abeliano. Mostrando um exemplo
fantastico, onde uma hipdtese dindmica implica numa restrigdo algébrica pra
o grupo. Provaremos este teorema na Secao 3.1 seguindo [Bo].

Para o caso N = 1, Solodov demonstrou que todos os grupos que agem
com até um ponto fixo sdo semi-conjugados a um grupo de aplica¢oes afins.
Provaremos este teorema na Segao 3.3 seguindo as ideias de [Bo| e [Na].

Com esses dois casos percebemos a importancia dos exemplos cléssicos
para esse problema, e como eles nao existem para N > 2, aumenta a
necessidade de construir exemplos para esses casos. Para isso, definiremos a
abertura de érbita:

A abertura de érbita é um conceito equivalente a semi-conjugacao, porém

é construido de maneira inversa. De forma mais especifica, a partir de um grupo
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G agindo sobre R, vamos construir uma nova agdo que serda semi-conjugada
a G. E como a semi-conjugacao colapsa alguns intervalos em pontos, a nova
acao a ser construida é livre para agir de qualquer forma nesses intervalos.
Portanto, podemos for¢car que nossa nova agao aja com N pontos fixos em
cada um desses intervalos. Assim, um elemento do grupo que tinha um ponto
fixo vai passar a ter novos N pontos fixos apds a abertura de érbita, criando
uma familia de exemplos de grupos que agem sobre R com até N > 2 pontos
fixos.

Porém, todos os exemplos construidos pela abertura de 6rbita serao semi-
conjugados a grupos com no maximo um ponto fixo. O que sugere que nao
existem grupos com verdadeiramente N > 2 pontos fixos, apenas grupos com
no maximo um ponto fixo, cuja érbita foi aberta. Em outras palavras, temos o
seguinte cenario que deve ser explorado: Se um grupo age em R com até N > 1
pontos fixos, entao ele é semi-conjugado a um grupo de aplicacoes afins.

Por fim, vamos mostrar que este é o cenario para o caso N = 2. Este é
um resultado original em colaboracao com C. Bonatti.

Esse resultado sera consequéncia de duas observagoes principais: A
primeira é que se o grupo age com até N > 1 pontos fixos, entdo sua acao
possui um conjunto minimal, isto é, um conjuto nao-vazio que é fechado,
invariante pela a¢do e que nao contém nenhum subconjunto nao-vazio, fechado
e invariante. Assim, podemos fazer uso da classificacdo de conjuntos minimais
de R e dividir o problema em 4 casos, dependendo do tipo de conjunto minimal
que a agao possui, sendo os tipos: um tunico ponto, um conjunto discreto bi-
ilimitado, um conjunto do tipo Cantor bi-ilimitado e o conjunto R (ver Segao
2.3). A segunda observagao é que se N = 2, entao os intervalos limitados pelos
pontos fixos dos elementos sao dois-a-dois disjuntos (Proposigao 5.2.4). Assim,
com essa observagao, sera possivel concluir a prova do resultado para cada um
dos casos levantados pela classificagao de conjuntos minimais.

Abaixo segue uma descri¢ao mais especifica daquilo que sera apresentado
em cada capitulo:

No capitulo 2, apresentaremos as primeiras definigoes e resultados gerais.
Ele sera dividido em trés segoes: ordem e topologia em R, acao de grupos
e conjuntos minimais de R. Nas duas primeiras se¢oes serdao apresentados
diversos lemas, que servirao de apoio para as provas feitas nos capitulos
seguintes. Na terceira secdo, vamos apresentar uma classificacdo para os
conjuntos minimais de R, tal classificacdo serd essencial para o estudo dos
grupos de homeomorfismos até dois pontos fixos, e no final da secao sera
apresentado um critério para a existéncia de conjuntos minimais.

No capitulo 3, vamos estudar os grupos de homeomorfismos com até um
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ponto fixo. Comecando pelo Teorema de Holder, vamos concluir que todos os
grupos livres de pontos fixos sdo abelianos e semi-conjugados a um grupo de
translacoes. Além disso, vamos ver que a semi-conjugacao é unica a menos de
uma transformacao afim. Depois, vamos para o Teorema de Solodov, e concluir
que os grupos que agem com até um ponto fixo sao semi-conjugados a um grupo
de aplicagoes afins, e esse resultado vira da unicidade da semi-conjugacao do
Teorema de Holder.

No capitulo 4, vamos apresentar o conceito de abertura de 6rbita. Com
ele vamos enunciar um resultado que mostra uma forma de fabricar grupos com
até N pontos fixos para N > 2. Porém, todos os grupos criados a partir desse
resultado serdo semi-conjugados a um grupo com até um ponto fixo. Além
disso, nenhum dos grupos com N > 2 serd minimal, e nenhum com N > 3
terd orbita transitiva. Por fim, serdo apresentados dois exemplos concretos de
grupos obtidos a partir da abertura de 6rbita, incluindo um exemplo que possui
uma orbita transitiva e N = 2.

No capitulo 5, estudaremos os grupos de homeomorfismos com até dois
pontos fixos, e vamos concluir que eles sao semi-conjugados a um grupo de
aplicagoes afins. Como consequéncia, temos que os exemplos criados a partir
da abertura de érbita, descritos na secao 4.3, sdo de fato todos os exemplos de

acao sobre R com até dois pontos fixos.
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2
Definicoes e primeiros resultados

Nesse capitulo, vamos apresentar e demonstrar as primeiras definigoes e
resultados gerais que usaremos durante o trabalho. Ele serd dividido em trés
partes: ordem e topologia em R, agdo de grupos e conjuntos minimais de R.

O leitor pode pular as Sec¢oes 2.1 e 2.2, voltando apenas para consultar
defini¢des ou quando algum lema for citado. A Segdo 2.3 serd parte essencial
desse trabalho, sendo um ponto fundamental para a prova do Teorema 5.2.1,

que é o principal resultado do texto.

2.1
Ordem e topologia em R

A principio, é dificil imaginar rela¢oes entre ordem, grupos e dinamica.
Porém, ordem e topologia, servem como uma ponte entre adlgebra e dinamica.
Como iremos ver nos préximos capitulos, muitas vezes uma hipotese dinamica
em uma acao de grupos resulta numa relacao de ordem no grupo, que se bem
explorada, pode trazer conclusoes espetaculares sobre a estrutura algébrica do

grupo. Para isso, vamos precisar comecar pelas primeiras defini¢oes:
Definicao 2.1.1 Seja A um conjunto e = uma relacio bindria satisfazendo,
para todo a,b,c € A:
— a = a (Reflexividade),
- sea=beb=a, entio a =0b (Antissimetria),
- sea=beb=c, entio a <X c (Transitividade).
Entdo, < € uma relagio de ordem parcial sobre A, e (A, =) é chamado

de conjunto parcialmente ordenado.

Caso =X também satisfaca:
- Sea,be A, entao: oua =b, oub = a (Totalidade).

Entdo, < é uma relagio de ordem total sobre A, e (A, =) € chamado de

conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 2.1.2 (R, <) é um conjunto totalmente ordenado. E dado qualquer

subconjunto X C R, (X, <) também é um conjunto totalmente ordenado.
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Definigao 2.1.3 Seja A um conjunto e < uma relagao bindria satisfazendo,

para todo a,b,c € A:

- a 4 a (Irreflexividade),
- sea < b, entdo b £ a (Assimetria),
—sea<beb=<c, entio a < c (Transitividade).

s

Entdo, < é uma relagao de ordem estrita parcial sobre A, e (A, <) é
chamado de conjunto parcialmente ordenado estrito.

Caso < também satisfaca:

— Sea,be A, entio: oua <b, oub < a, oua="b (Totalidade).

s

Entao, < € uma relagio de ordem estrita total sobre A, e (A,=X) é
chamado de conjunto totalmente ordenado estrito.
Além disso, dada =< uma relacdo de ordem sobre A, a relacio de ordem

estrita <, fica definida como:

—a<bsa=x<bea#b.

Exemplo 2.1.4 (R, <) é um conjunto totalmente ordenado estrito. E dado
qualquer subconjunto X C R, (X,<) também é um conjunto totalmente

ordenado estrito.

Definicao 2.1.5 Sejam (A1, =1) e (Aa, <2) dois conjuntos totalmente ordena-
dos (respectivamente estritos) e f : A — B uma aplica¢io satisfazendo, para
todo a,b € A;y:

a =1 b= f(a) 22 f(b).

Entao, a aplicagao f € dita (respectivamente estritamente) crescente.

Lema 2.1.6 Sejam X,Y subconjuntos de R, h : X — Y wuma aplicacao
sobrejetiva. Entdo, h € crescente se, e so se, para todo a,b € Y, com a < b.
Seque que,

reh Ha),yeh () =z <y.

Prova. Suponha h crescente. Suponha por absurdo que existem = € h™'(a) e

y € h™1(b) com x < y. Aplicando h, temos: h(x) > h(y) o que implica a > b.
Suponha agora que h nao é crescente. Entao, existem x,y € X, com

r < yeh(x)> h(y). Tome b = h(x) e a = h(y). Entdo, y,x pertencem as

pré-imagens de a e de b, respectivamente, porém y £ x. [
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Corolario 2.1.7 Sejam XY C R subconjuntos e f,g : X — Y funcoes

crescentes. Se f~1oqg: X — X estd bem definida, entdo é crescente.

Prova. Tome z,y € X, com z < y. A funcdo g ser crescente implica em:

g(z) < g(y). Portanto:
Vs € f(g(x)),Vt € f ' (g(y)), temos: s < t.

Mas como f~!og é uma funcao, f~(g(z)) e f~(g(y)) contém exatamente um
elemento. Portanto: f~1(g(x)) < f~(g(y)). |

Definicao 2.1.8 Dados X,Y subconjuntos de R, uma aplicacao f : X — Y
¢ dita continua, se para toda sequéncia {x,}nen convergindo para To, € X,

temos:

Lema 2.1.9 Sejam [a,b] C R um intervalo compacto e f : [a,b] — R uma
aplicagao continua. Se f(a) e f(b) tém sinais contrdrios, entao existe ¢ € [a, b]
com f(c) = 0.

Prova. Suponha, f(a) <0 < f(b). Agora, considere o conjunto:
S :={z € [a,b] | para todo y € [a, x|, temos: f(y) < 0}.

Note que o conjunto S é nao vazio, pois a € S e é cotado superiormente por b.

Portanto, S possui um supremo ¢ € [a, b]. Por continuidade de f, temos
que f(c¢) < 0. Porém, caso f(¢) < 0, por continuidade, existe d > ¢ com
f(d) < 0, o que é um absurdo, pois d € S e d maior que o supremo do

conjunto.

Logo, f(c) =0. O caso f(a) >0 > f(b) é andlogo. |

Definicao 2.1.10 Seja f : R — R uma aplica¢ao continua, tal que existem
L0, X1y ey Ty € R comzg < 11 < ... < 2y € f(2r), f(Xpe1) tém sinais contrdrios
para todo k € {0,1,...,n—1}. Entao, dizemos que f troca de sinal pelo menos

n vezes.

Observacao 2.1.11 Pelo Lema 2.1.9, se f troca de sinal n vezes, entdo f

tem no minimo n zeros.

Definicao 2.1.12 Dados X,Y subconjuntos de R, uma aplicagio f: X —Y
é dita um homeomorfismo, se f for continua e bijetiva, com f~' também

continua. Nesse caso, X,Y sao ditos homeomorfos.
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Lema 2.1.13 Sejam X,Y C R subconjuntos fechados e f : X — Y bijetiva e

crescente, entdo f € homeomorfismo.

Prova. A prova do lema sera consequéncia das seguintes afirmagoes:

Afirmagao. Seja {z,}neny € X uma sequéncia mondtona com limz, = .
Entao,

lim f(z,) = f(z).

n—-+oo

Prova. Suponha, {x,},en crescente. Temos assim, para todo n € N:
L S Tnt1 S x

E portanto, como f é crescente:

f(@n) < f(wn4) < f(2).

Portanto, {f(z,)}nen € sequéncia crescente e limitada superiormente, logo,
convergente. . como Y ¢é fechado, temos que existe y € Y com: ILm flx,) =y.
n o

E claro que y < f(z), e caso y < f(z) temos:

i) < fH(f@) ==

Portanto, temos para todo n:

v =[N (flan) S f ) <=

Assim, nhﬁlgo r, < f7Yy) < z. Absurdo, pois nhﬁnolo Ty = T.

E o caso {, }nen decrescente é andlogo. |

Afirmagdo. Seja {x,},en C X uma sequéncia convergente com lim x,, = .
Entao,

lim f(x,) = f(x).

n—-+o00

Prova. Suponha por absurdo, que {f(z,)},en nd0 converge para f(x), quando
n — oo.

Entao, existe subsequéncia {f(z,,)}ren, com f(x) ponto nao aderente.
Isto é, existe uma vizinhanga V' C Y que contém f(z), tal que, para todo
kEeN, f(z,,) ¢ V.

Agora, aplicando f~' temos a subsequéncia {z,, }rey em X. E assim,

podemos tomar uma subsubsequéncia monétona: {x,, }jen.
J
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Assim, {xnkj }ien € X é sequéncia mondtona com }LIEO Tny, = T. Pela
afirmagao anterior,

lim f(:vnkj) = f(x).

j—ro0
Absurdo. Pois, f(z) é um ponto nao aderente de {f(x,,)}ren- |

Com a segunda afirmacao, fica claro que f : X — Y é continua. E
de mesma forma, f~! : Y — X ¢é bijetiva e crescente, satisfazendo todas as
hipéteses do enunciado. Portanto, temos de forma andloga f~! : Y — X é

continua. Portanto, f : X — Y é homeomorfismo. [ |

Definicao 2.1.14 Dados X, Y C R subconjuntos, dizemos que X é denso em

Y se para todo y € Y, existe uma sequéncia {x,}neny em X, com

lim z, = v.
n——+oo " y

Lema 2.1.15 Seja C' C R subconjunto qualquer. Entdao, existe D C C

enumerdvel e denso em C, pela topologia induzida.

Prova. Defina:
Bla,r) = {y € R | d(x,y) < r}

onde, d : R x R — R ¢é a distancia euclidiana em R.
Seja:
B:={B(z,r) | z € Q,r € Q}.

Note que B é base enumeravel de R. E por fim, defina:
Be:={BNnC|BeBeBNC #0}.

E note que B¢ é uma base enumeravel de C', para a topologia induzida. Agora

basta escolher, para cada B € B¢, um representante xp € B. E seja:
D :={zp | B € B¢}

E fécil notar que D C C' é subconjunto enumerével e denso. |

Observacao 2.1.16 De forma andloga, podemos demonstrar que: qualquer

subconjunto de um espaco métrico separdvel, é separdvel na métrica induzida.

Lema 2.1.17 Sejam X C R subconjunto fechado bi-ilimitado, Dx C X e
D C R subconjuntos densos. Se existe hy : Dx — D crescente e sobrejetiva

(respectivamente bijetiva) entdo, existe uma unica extensao de hg. h: X — R


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613082/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613082/CA

Capitulo 2. Definicées e primeiros resultados 19

crescente e sobrejetiva, com h|p, = ho (e h bijecio em X \ X¢, no caso de hg
bijetiva).

Além disso, para cada componente conexa (a,b) do complementar de X,
temos: h(a) = h(b).
Prova. Defina h_,h, : X — R, como:

h—(z) = sup{ho(y)ly € Dx e y <z},

h(z) = inf{ho(y)ly € Dx ey > x}.
Note que, h_, h, sdo fungoes crescentes.
Afirmacgao. h_(z)= hy(z), para todo z € X.

Prova. Segue direto da definigdo que h_(z) < h,(z). Logo, basta mostrar que
nao existe z € X, tal que: h_(x) < hy(z).

Note que, para todo x € Dx, como hg é crescente, temos:
h—(x) =sup{ho(y) | y € Dx ey < a} ={ho(y) | y = 2} = ho(),

hi(z) = inf{ho(y) | y € Dx ey 2 2} = {ho(y) | y = 2} = ho(z).

Portanto, h_(z) = hy(z), para todo = € Dy.
Suponha por absurdo, que existe x € X com h_(x) < hy(x) (portanto,
x ¢ Dx). Note que (h_(x),h,(z)) C R é um subconjunto aberto nao-vazio, e

portanto:

(h-(x), hy(x)) N D # 0.

Escolha y € (h_(z),hy(x)) N D. Como hq é sobrejetiva, temos: hy'(y) # 0.
Porém,
y>h_(z) = hy'(y) N (—o0,z) =0,

y < () = hy'(y) N (3, +00) = 0.
O que implica em hy'(y) = {z}. Absurdo, pois hy'(y) C Dx ex ¢ Dx. R

Afirmacao. Se existe extensdo h: X — R crescente, com h|p, = hg, entdo

ela ¢é tnica, e igual a h.

Prova. Basta notar que, se h é extensao crescente, entao:
hz) = sup{h(y)ly < 2} = sup{ho(y)ly € Dx ey < a} =sup{h(y)ly € Dx ey < a} = h_(z),

h(x) = inf{h(y)ly > x} < inf{ho(y)|ly € Dx ey > x} = inf{h(y)ly € Dx ey > x} = hy(z).
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Portanto, temos:

h_(z) < h(z) < hy(z), para todo z € X.

Mas, como vimos na tltima afirmacao, h_(x) = hy(x), e portanto:
h(z) = h_(z) = hy(z), para todo z € X.

Assim, a extensao é unica. |
Afirmagao. h,: X — R é sobrejetiva.

Prova. Tome y € R. Caso y € D, sabemos que existe © € Dx, com ho(z) = y.
Mas sabemos que h, é extensao, portanto: hy(x) = ho(x) = y.

Caso y ¢ D, existe sequéncia moné6tona decrescente em D, que converge

para y:
(Yn)nen, satisfazendo: ¥, > yni1, € yn — ¥

Sabemos que cada hi'(y,) # 0, entdo escolhemos z,, € h:*(y,). Note que
(Zn)nen € sequéncia monoétona decrescente e limitada inferiormente. Portanto,
(Zn)nen € convergente.

Seja,

r:= lim =z,.
n——+0oo

Vamos calcular by (z),
hi(x) = nf{ho(y)ly € Dx ey =z} = lim ho(z,) = limy, =y.
Portanto, hy é sobrejetiva. |

Afirmacgdo. Se hy ¢é bijetiva, entdo h, também é bijetiva em X \ X¢.

Prova. Seja x1 < x5. Como hg é bijetiva, temos:
hi(x1) = hy(22) & inf{ho(y)ly € Dx ey > 21} = inf{ho(y)ly € Dx e y > 2}

S {ho(y)ly € Dx ey > 21} = {ho(y)ly € Dx ey > 2}
S{ylye Dxey>x}={yly € Dx ey > 2}
= ((El,ZL‘Q) N Dx :@ = T1,T9 EF.

Portanto, h ¢ bijetiva em R\ X¢ = X\ X¢. |

Basta escolher h := hy, pois assim temos uma extensao crescente e
sobrejetiva de hg. E note que, dado uma componente (a,b) do complementar
de X, se h(a) < h(b), entao (h(a),h(b)) é um intervalo aberto nao contido na
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imagem de h, o que é um absurdo.

Portanto, h : X — R satisfaz todas as conclusodes do lema. [ |

Observacgao 2.1.18 Nas mesmas hipoteses, h também pode ser estendida, de
forma inica, a uma fungdo crescente h : R — R. Basta tomar, para cada

componente coneza (a,b) do complementar de X :

h(x) = h(a) = h(b), para todo = € (a,b)

Lema 2.1.19 Seja F' C R fechado, ilimitado e sem pontos isolados. Entdo,

existe h : I — R crescente e sobrejetiva, com h bijetiva em F'\ Fe.

Prova. Seja F° =R\ F o conjunto complementar. Note que F* C R é aberto,

e portanto, pode ser representado pela uniao disjunta:

F¢= | | (an,by).

neN

Sejam,

A= U {an} e B:= [J{b.}-

neN neN

Note que A e B sao disjuntos, caso contrario, existiria x = a,, = b,, e note que:
(@, z) U (x,b,) C F®= x € F & ponto isolado.

Defina F := F'\ B.
Afirmagao. F{ C F é subconjunto denso.

Prova. Basta mostrar que Fjy é denso em B. Tome b, € B e € > 0 quaisquer.
Como b, € F, conjunto sem pontos isolados, portanto, a bola B(by,¢€)
intersecta o conjunto F’ em outro ponto diferente de b,,. Portanto, existe x € F’
diferente de b, em B(b,,¢).
Caso z € Fy, temos:
B(bn,€) N Fy £ 0

e nao ha mais nada a provar.
Caso x ¢ Fy, implica em x = b,, € B diferente de b,.

Agora, se b, < by, note que como (a,,, by,) € (an, b,) sado disjuntos, temos:
by < ay < by = ay € (b, by) C B(by, €)

E como a, € Fy, temos: B(b,,€) N Fy # 0.
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Se by, > by, como (@, by) € (an,by,) sdo disjuntos, temos:
by < @ < by = A, € (by, b)) C B(by, €)

E como a,, € Fy, temos: B(b,,€) N Fy # 0. |
Tome D C Fy subconjunto denso (e assim, denso em F também) e

enumeravel. Portanto, D = {x, x1, s, ...}. Defina agora:
oy, = min{zg, ...,z, 1} e B, := max{xg, ..., Tp_1}.

Seja D C R o conjunto diadico,
k
D .= {Qn | keZ,neN}

vamos construir de forma indutiva a seguinte funcao hp : D — D:

- hD(ZL‘Q) = O,
— se T, < Q, entao hp(z,) = hp(a,) — 1,

— se x, > [y, entdo hp(z,) = hp(5,) + 1,

h h
—8se Oy < T, < ﬁn, entao hD(JIn) _ D($k1) ;‘ D(:rkz).

onde k; ;= max T; < Tpt e ks = min T; > Tyt
! ie{07...,n—1}{ ’ nt ek z'e{o,...,n—l}{ ‘ n}

Afirmagao. hp: D — D é crescente e sobrejetiva.
Prova. Note que hp é claramente crescente, pela construcao. E como D é

denso em F', temos que D ¢é bi-ilimitado e sem pontos isolados. Além disso,
como D C Fy = F'\ B, temos que:

Para todos z,y € D com = < y. (z,y)ND #0.

L

, 3. Vamos demonstrar

Tomamos entao um elemento qualquer de D

sobrejetividade por indugao sobre n:

- n=0:

Como D é bi-ilimitado, para todo ng € N, existem:
Ny, Ny > Ny, COM Ty, < Oy € Ty > Fp,.

E portanto, para todo ng € N, tanto —ng quanto ng pertencem a imagem

k

de hp. Assim, todos os nimeros da forma 55 com k € Z pertencem a

imagem.
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— Passo Indutivo:

Supomos que todos os ntmeros da forma £ com k € Z pertencem & imagem

27L
de hp. Note que nimeros da forma 2351 = 2%, portanto, naturalmente ja

pertencem a imagem de hp. Basta mostrar que todos os nimeros da forma

Zlfill também pertencem a imagem.

Para isso, sejam x,, e ,; as pré-imagens de 2% e %, respectivamente.

Pela propriedade descrita acima, temos (z,,, Tyt )N D # (), entdo escolha z,, o
primeiro niimero do processo de indugao que esta nesse intervalo. E portanto,
segue que:
e+ AL 2k 41

9 T 9n4l T
E assim, temos que todos da forma 2,1%, com k € Z pertencem a imagem de

hp.

hD(xm) =

Concluindo assim, a prova da afirmacao. [ |
Pelo Lema 2.1.17, como D C F' e D C R sao subconjuntos densos, existe
uma tUnica extensdao h : F' — R crescente e sobrejetiva, com h|p = hp, e h

bijetiva em F\ F¢. O que conclui a prova do lema. [ |

Observagao 2.1.20 Nas hipéteses do lema anterior, seja (a,b) C F° uma
componente conexa do complementar de F. Entao, h(a) = h(b). Caso con-
trario, (h(a),h(b)) seria um aberto ndo-vazio, ndo contido na imagem de h,

contradizendo a sobrejetividade de h.

Lema 2.1.21 Seja f: R — R crescente e sobrejetiva. Entao, f € continua.

Prova.

Afirmagdo. Seja r € R, entdo a pré-imagem f~!(a) é um ponto ou um
intervalo fechado.
Prova. Como f é sobrejetiva, f~!(a) # (), restando duas opgoes: f~!(a) igual
A um tnico ponto, ou f~*(a) contém mais de um ponto.
Na primeira op¢ao, nao ha nada a demonstrar. Na segunda opcao, note

que:
Se x1,x9 € R, com f(z1) = f(z2) = f(y) = f(x1), Yy € (x1,22).

Portanto, f~!(a) é necessariamente um intervalo.

Para concluir a prova, note que:

sup{y | f(y) =a} € f'(a) e inf{y | f(y) =a} € f'(a).
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Caso contrario, seja a = sup{y | f(y) = a}, terfamos f(a) > a. E defina

o = f(a)2+ ¢

Agora,
o < fla)= f 1) N]a, +o0) =0,

o' >a= fH(d) = sup{y|f(y) = a} = o

As duas linhas juntas implicam em: f~'(a’) = ). Absurdo, pois f ¢ sobrejetiva.
A demonstragao para o inf é analoga. [ |
Agora, tome (a, b) C R subconjunto aberto. Vamos calcular a pré-imagem

de (a,b) por f. Sejam,
o = max{z | f(z) = a} ¢ f = min{z | f(z) = b},

fHab)={zla< flz) <)} ={z]a<z<f)}=(8).

Concluindo, seja A C R um aberto qualquer. Podemos escrever: A =
U (as, b;), com {a;} e {b;} sequéncias de niimeros reais. Assim, para cada i € [
icl
definimos «; e (; de forma analoga, e temos:

FH(4) = f_l(U(ai,bi)) = U f N ai, b)) = U(O%Bi)
iel iel iel
Portanto, a pré-imagem de qualquer subconjunto aberto, é aberta. E assim,
f R — R é continua. [

Observacgao 2.1.22 Caso f : R — R crescente e bijetiva. Entao, [ ¢é

homeomorfismo. Basta aplicar o Lema 2.1.21 para 1.

Corolario 2.1.23 Seja F©' C R fechado, ilimitado e sem pontos isolados.
Entao, existe h:R—R crescente, sobrejetiva e continua, com h constante em

cada componente do complementar de F. Além disso, h bijetiva em F \ Fe.

Prova. Pelo Lema 2.1.17, existe h : FF — R crescente e sobrejetiva, com
h(a) = h(b) se (a,b) for componente conexa do complementar. E h bijetiva
em F'\ Fe.

Seja F° = | |,ex(@n, bn). Defina a extensdo h : R — R, como:

~ h(z) =h(z),sex € F,
— h(x) = h(an), se T € (an, by).

Note que h permanece sobrejetiva e crescente. Portanto, pelo Lema 2.1.21, h

é continua. [ |
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Lema 2.1.24 Dado A C R subconjunto enumerdvel (A pode ser finito).

Entao, existe h : R — R crescente, continua e sobrejetiva, tal que:

— h™Y(x) € um tinico ponto, se x & A.

— h™(x) é um intervalo compacto, se v € A.

Prova. Seja A = {aj,as,as, ...} o conjunto enumeravel. Tome {c,},en C R

uma sequéncia, com:

o0
ch<—|—oo e ¢, >0, para todon € N.
n=0

Sejam,

I"(z):={neN|a,€0,2)}
I™(z):={neN|a, € [z,0)}.

Defina a seguinte funcao b : R — R:

- > ¢, se x <0,

b(x) _ nel—(x)
> o¢, se x>0.
nelt(z)

Observe que b é crescente e limitada.

Agora, vamos construir h : R — R da seguinte forma:

B () = r+b(x) se x¢ A,
[+ b(z),z+b(z)+c,] se z=a,.
Afirmagao. h:R — R é funcao bem definida.

Prova. Para que h seja bem definida é necessario, e suficiente, que suas pré-
imagens h~!(z) sejam disjuntas, para todo x € R e que a unido delas cubra

todo o dominio R. Note que U {x + b(z)} cobre todo o dominio, exceto pelos
T€R

saltos dados pela funcao b(z) nos valores a,. Portanto,

R=J{z+0bx)}U (an+b(an), an + blay) + ¢

z€R neN

= J{z+b@)}u J{z+bx)} U [ (an+ blan), an + bla,) + ¢y

x¢A €A neN
U{x—i—b }UUan—i-b(an) an, + b(a,) + ¢, = Uh
g A neN z€R

E assim, a unido das pré-imagens cobre o dominio R.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613082/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613082/CA

Capitulo 2. Definicées e primeiros resultados 26

Por fim, basta perceber que se z < y, entao b(z) < b(y), assim:
x4 b(x) <y+blr) <y+by).

Portanto, h™!(xz) N h~*(y) = 0, para todo = ¢ A e todo y € R.
Caso x = a,, note que b(y) > b(a,) + ¢, pois y > a,. Assim:

an + b(an) + ¢, < an +b(y) <y + bly).

Portanto, h~'(a,) Nh~'(y) = 0, para todo a, € A e todo y € R.
Concluindo que as pré-imagens sao todas disjuntas dois-a-dois. E por-
tanto, h : R — R ¢é funcdo bem definida. [ |
Agora que h é uma funcao bem definida, é facil notar que ela satisfaz os
dois itens. Além disso, h é sobrejetiva por definicao, e é crescente, pelo Lema
2.1.6, portanto h : R — R ¢ continua, pelo Lema 2.1.21. [ ]

2.2
Acao de grupos

O sistema dindmico mais simples é, sem duvidas, um sistema discreto
definido por uma bijecao f. Uma forma muito natural de estuda-lo é definir
uma aplicacdo da forma: (k,x) — f*(z). Ou se temos um sistema continuo,
dado um fluxo f;, definimos a aplicagio: (t,z) +— fi(z). Ou seja, temos

aplicagoes da forma:
w:ZxX—=>X e pv:RxX—=>X

Um passo natural é trocar Z ou R por um grupo G qualquer. Verificando
algumas propriedades (veja a Defini¢do 2.2.8), essa aplicagao ¢ : G x X — X
sera chamada de agao de grupo, e o que vamos estudar, sao hipoteses dinamicas
sobre a aplicagdo ¢ que resultam em conclusoes algébricas sobre o grupo G.

Mas antes disso, temos que comecgar com as primeiras defini¢oes:
Definicao 2.2.1 Um conjunto G munido de uma operacio bindria * : G X
G — G satisfazendo, para todo a,b,c € G:

— (a*b)xc=ax*(bxc) (Associatividade),

— existe um elemento Id € G, tal que: Idxa = ax Id = a (Elemento
Neutro),

— para cada a € G, existe a' € G com: axa = a' xa = Id (Elemento

Inverso),
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entdo, (G, ) € chamado de grupo.

Caso G e x também satisfaca, para todo a,b € G:
— axb=">bxa (Comutatividade),

entdo, (G,*) € chamado de grupo abeliano.

Denotaremos como Homeo,(R), o conjunto dos homeomorfismos cres-

centes de R.

Exemplo 2.2.2 (Homeo, (R),0) é um grupo (nao-abeliano), onde o é a com-

posicao de fungoes.

Definicao 2.2.3 Um conjunto G munido de uma operacao bindria x e uma
relagao bindria < € chamado de grupo totalmente ordenado, se (G,*) é um
grupo e (G,<) € um conjunto totalmente ordenado. Nesse caso usamos a

notagao (G,*, <).

Definigao 2.2.4 Um grupo totalmente ordenado (G,*,=<) é dito invariante

por multiplicacao a esquerda se dados a,b € G entao para todo ¢ € G, temos
a<b=c*xa=<cx*b.
O grupo € dito invariante por multiplicacao a direita se

a<b=axc<bxc.

Defini¢ao 2.2.5 Um grupo totalmente ordenado (G,x, <) é arquimediano se
para todo a,b € G com a > Id e b > Id se verifica, que

evisten € N, coma <b" =bxbx...xb.

Exemplo 2.2.6 (R, +,<) é um grupo totalmente ordenado arquimediano.

Denotaremos por Z.s o conjunto de todos os miltiplos inteiros de s, ou
seja, Z.s :={k.s | k € Z}.

Lema 2.2.7 Seja S um subgrupo de (R, +). Entao:

— ou S € gerado por um unico elemento (ou seja, S = 7Z.s).
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— ou S € denso sobre R.

Prova. Defina sy := inf{s € S | s > 0}.
Afirmagao. Z.sg € S. Além disso, se sg # 0 entao Z.sg = S.

Prova. Se sy = 0, entdao Z.sy = {0} que pertence ao S por definicio de
subgrupo. Agora, podemos supor que sy > 0. Suponha por absurdo, que so ¢ S.

Como sq é o infimo, temos que para todo € > 0 se verifica que
existe s € S tal que sp < s < 59+ €.
Como sg > 0 podemos escolher € < sy. Implicando em
existe s; € S, tal que sop < 51 < 2s0.
Agora, como s; > sg, podemos escolher um segundo € < s; — Sg, € assim
existe sy € 5, tal que sg < s9 < 7.
Concluindo assim, que sy, $2 € (Sg, 250), portanto
0 < s1— 89 < Sp.

Como s; — s9 € 5, temos uma contradi¢do com a definicdo de sy. Provamos
assim a primeira parte da afirmacao.

Para a segunda parte, suponha por absurdo que existe s’ € S tal que
s' ¢ Z.sp. Entao, existe n € Z, com sp.n < s < so.(n + 1). E assim,
0 < s —sg.n < sg. Como s’ —sg.n € 5, temos uma contradi¢ao com a defini¢ao
de So- |

Agora existem dois casos: se sg > 0 temos S = Z.sy e assim, estamos no
primeiro caso do Lema. Caso so = 0, S se acumula no ponto 0. E como S tem
estrutura de grupo com a operagao +, ele se acumula em todos os pontos de

R. Portanto, S é denso em R, provando o Lema. [ |

Defini¢ao 2.2.8 Dados um grupo (G, ) e um conjunto X uma agao de grupos

¢ de G em X € uma aplicacdo
p:GXxX =X

satisfazendo, as sequintes condigoes para todo x € X e todo g1,9: € G:
~ ¢(Id,z) = z (Identidade),
— (g1 * g2, ) = &(g1, P(ge, x)) (Compatibilidade).
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A aplicacio ¢ € dita fiel se para todo g € G se verifica:

— se g # Id, entdio existe v € R com ¢(g,z) # x.

Observagao 2.2.9 Podemos definir para cada g € G a aplicagio ¢(g) : X —
X, onde ¢(g)(x) = ¢(g,z). Note que para cada g, ¢(g) € uma bijecio com

#(gt) sendo sua inversa. Podemos entdo, definir a a¢do ¢ como:
¢ : G — Bij(X),

onde Bij(X) é o conjunto de bijegoes de X. Vamos usar essa notagao quando

conveniente.

Observagao 2.2.10 Dado um espago topologico X, dizemos ¢ : G x X — X
¢ uma agao de grupos continua se para cada g € G a aplicagio x — ¢(g)(z)
¢ um homeomorfismo. Em outras palavras, ¢ : G — Homeo(X) ou também,
¢(G) C Homeo(X) € um subgrupo.

Exemplo 2.2.11 Dado um subgrupo G C Homeo(R) eziste a agao natural
¢ sobre R definida por:

¢(g, ) — g().

Nesse caso, omitiremos a aplicacdo ¢.

Definicao 2.2.12 Sejam ¢ : G x X — X uma ac¢ao de grupos e x € X. A
orbita de x ¢ o conjunto G.x C X definido por:

Gz :={¢(g,2) € X | g € G}.

Lema 2.2.13 Sejam G C Homeo, (R) e x € R. Entdo:
G.x € finita <— G.x = {z}.

Prova. A implicacdo < é 6bvia. Para a implicagdo = suponha por absurdo

que existe uma Orbita com mais de um elemento:
G.x ={xo,x1,...,Tpm} com xg < 1 < -+ < Ty,.
Note que, existe g € G tal que: g(z¢) = z,,. Porém,

g(xm) € Gx = g(xy) € {xo, 21, .., 20} = g(zm) < Ty
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Portanto, temos: g(zo) = =, > g(xy,). Isto é um absurdo, pois zop < x,, €

g : R — R é estritamente crescente. Assim, G.x é um tnico ponto. [ |

Lema 2.2.14 Considere g : R — R um homeomorfismo crescente e um
intervalo (a,b), onde a € RU{—o0}, b € RU {+o0}.

Suponha que g(x) > x para todo x € (a,b), gla) = a (se a # —o0) e
g(b) =b (seb+# +00).

Entdo para todo x € (a,b) se verifica

Jim ") =be lm o) =

Prova. Note que:

z < g(x) < g(9(x)) < glg(g(x))) < ... <g(b) =b,

onde escrevemos g(+00) = +00.

Portanto, para todo z € R, {¢"(x)},en é uma sequéncia crescente
limitada por b. Entao ela é "convergente'(o limite pode ser +00). Defina:
c= lim ¢"(x). Por continuidade temos:

n—-+o0o

glc) = g( lim g"(x)) = lim g(g"(x)) = lim ¢g""'(z) =c.

n—-4o0o n—+400 n—-4o0o

Assim, como g(x) > z para todo = € (a,b), segue que ¢ = b.

O outro caso ¢ analogo. [ |

Definicao 2.2.15 Sejam X um conjunto e f : X — X uma aplicacao.

Definimos o subconjunto dos pontos fizos Fix(f) C X como:

Fix(f) :={zx € X | f(x) =z}

Definicao 2.2.16 Sejam g: X — X e f: Y — Y dois homeomorfismos cres-
centes. Dizemos que g e f sdo conjugados se existe h : X — Y homeomorfismo

crescente tal que para todo x € X, se verifica

foh(zx)="hog(z).

Ou seja, o sequinte diagrama comuta:
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T glr)
X » X
hl lh
¥ Y

y+— flu)

Observagao 2.2.17 A conjugacio é uma relacao de equivaléncia. Com efeito:

— g € conjugado a g, pela identidade Id.
~ Se g é conjugado a f por h, entdo f é conjugado a g por h™'.

— Se g € conjugado a f por hy, e f é conjugado a k por hy, entio g é

conjugado a k por hy o hsy.

Lema 2.2.18 Sejam g : X — X e f 'Y — Y dois homeomorfismos
conjugados por h : X — Y. Entao,

Fix(f) = h(Fix(g)).
Em particular, #Fix(f) = #Fix(g).

Prova. Temos pela conjugacao que, para todo y € Y se verifica:
fly)=hogoh (y).
Tome entao, zy € Fix(g). Assim:
f(h(wo)) = hogoh " (h(x)) = hog(w) = h(wo).

Portanto, h(Fix(g)) C Fix(f). Considerando agora a conjugacao g = h™to foh
e "trocando os papeis' de f e g, obtemos: h™'(Fix(f)) C Fix(g). Assim,
Fix(f) C h(Fix(g)) e Fix(f) = h(Fix(g)). Por fim, como h : X — Y ¢é
homeomorfismo, fica claro que: #Fix(f) = #Fix(g). [ |

Lema 2.2.19 Se g é homeomorfismo crescente tal que g(x) > = para todo

xr € R, entao g € conjugado a translagdo x — x + 1.

Prova. Considere o intervalo [0, g(0)] e tome a aplicacao linear

L:[0,9(0)] = [0,1], L(z)=—=u.
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Agora, defina h,, : [¢"(0), ¢""(0)] — [n,n + 1],
hn(x) = L(g™"(x)) + n.

Note que h,, € homeomorfismo crescente.
Observando que, pelo Lema 2.2.14 se verifica que R = U [¢"(0), g""*(0)]

nez
podemos definir a aplicacao h: R — R

h(z) = ha(x) se x € [g"(0), ¢"*(0)].

Note que h é homeomorfismo crescente em cada intervalo da forma
[g™(0), g"T1(0)], e como os intervalos se encaixam de forma ordenada, segue que

h é homeomorfismo crescente em R. Por fim, note que dado = € [¢"(0), g"*(0)]

se verifica
hog(x) = hna(g(z)) = Lg™"(9(x)) +n+1
=Lg™"(x)+n+1=h,(z)+1=h(x)+1.

Portanto, segue que h conjuga g com a translagao x — x + 1. |

Corolario 2.2.20 Se g é homeomorfismo crescente tal que g(x) > x para todo

x € R, entao g é conjugado a qualquer translagao positiva x — x+t comt > 0.

Prova. Note que a translacao z +— x4+t com ¢ > 0, também satisfaz o enunciado
do Lema 2.2.19, e portanto ¢ conjugada a x — x + 1, por um homeomorfismo
crescente h'. E como temos que g é conjugada a x — x + 1 por h, basta tomar

=1 o h que temos uma conjugacao entre g e x — x + t. [ |

Definicao 2.2.21 Sejam g : X — X e f : Y — Y dois homeomorfismos
crescentes. Dizemos que g é semi-conjugada a f, se existe h : X — Y continua,

sobrejetiva e crescente tal que para todo x € X,

foh(z) = hog(z).
Ou seja, o diagrama abaizo comuta:

T glr)

h

= —

y— fly)
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Observagao 2.2.22 Diferentemente de conjugacao, semi-conjugacdo nao €
uma relacdo de equivaléncia. Com efeito, podemos escolher X =Y = R,
f(x) =z para todo x € R e

z se <0,
glx) =14 22 se 0< o<1,

r se x> 1.
Tomando h : R — R da forma:

r se x <0,
h(z) = 0 se 0<x<1,

r—1 se z > 1.

Note que h € aplicacio continua, crescente, sobrejetiva e verifica para todo
r € R, que hog(x) = foh(x). Portanto, g é semi-conjugada a f.
Porém, f nao € semi-conjugada a g. Pois, tomando h' : R — R

sobrejetiva e escolhendo y € R tal que W (y) = %, temos:

o fy) = h(y) = ; 7 i 29(;) =goh(y).

Ou seja, ndo existe aplicagio h' sobrejetiva que satisfaca h' o f(y) = go W (y).

Lema 2.2.23 Sejam X, Y CReg: X — X, f:Y =Y dois homeomorfis-

mos semi-conjugados por h : X — Y continua, sobrejetiva e crescente. Entao,
Fix(g) € h™ 1 (Fix(f)).
Além disso, Fix(g) = 0 < Fix(f) = 0.
Prova. Pela semi-conjugacao, temos que para todo x € X, se verifica:
foh(x)="hog(x).
Para provar a inclusdo tome qualquer xy € Fix(g) e observe que
foh(xyg) =hog(xyg) = h(xg).

Portanto, h(zg) € Fix(f). Assim temos Fix(g) C h™!(Fix(f)).

Como consequéncia direta, temos

Fix(f) = 0 = Fix(g) = 0.
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Para provar a reciproca vamos usar a contra-positiva, suponha portanto
Fix(f) # (. Considere yo € Fix(f). Como h : X — Y é continua, crescente
e sobrejetiva, h™1(yp) é igual & um ponto ou um intervalo fechado limitado
superiormente e inferiormente, em particular possui maximo. Tome entao

x € h™(yo) qualquer e observe que

hog(z) = foh(x)= f(yo) = yo.

Portanto, g(z) € h™'(yy). Ou seja, g : X — X deixa h™!(y) invariante. Mas
como g é crescente e continua, ela fixa o ponto méximo. Assim, Fix(g) # 0, o

que conclui a contra-positiva. |

Definicao 2.2.24 Seja (G, *) um grupo, um elemento g € G é dito nao-trivial
se g # Id. Observe que, dada uma agdo fiel ¢ de G sobre um conjunto X, se

para todo x € X temos que ¢(g)(x) = x entdo g € trivial.

Definigao 2.2.25 Sejam X um conjunto, G um grupo e ¢ uma agdo de grupos
de G sobre X. Um ponto x € X € chamado de ponto fizo, se existe g € G ndo-
trivial, tal que ¢(g,x) = x.

Além disso, um ponto vo € X € chamado de ponto fixo global, se para

todo g€ G7 ¢(97$0) = Zo-

Definigao 2.2.26 Dizemos que a a¢io ¢ : G — Bij(X) age com no mdzimo
N pontos fixos se para todo g € G temos:

#Fix(¢p(g)) > N = g = Id.

Em particular, se G age com no maximo 0 pontos fixos dizemos que G é

livre de pontos fizos.

Observagao 2.2.27 Sejam X wum conjunto, G um grupo e ¢ uma ac¢ao de
grupos de G sobre X. Se ¢ € uma agdo com no mdximo N pontos fixos e
N < #X. Entao, a agdo € fiel.

Com efeito, se ¢(g)(x) = x para todo x € X, entdo

#Fix(¢(g)) = #X > N = g = Id.

Portanto, a agdo € fiel.

Lema 2.2.28 Se G C Homeo(R) € subgrupo abeliano e age com no mdzximo
N pontos fixos, entao todos os pontos fixos de elementos de G sao pontos fixos

globais.
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Prova. Tome g € G nao-trivial e considere seu conjunto de pontos fixos:
Fix(g) = {21, 22, ...,z } onde k < N.

Agora, tome um elemento nao-trivial f € G qualquer. Como G é abeliano,

temos para todo z € R, que

go f(x) = foglx).

Fixe z; € Fix(g), entao

go f(x;) = fog(z;) = f(x;)

portanto, f(Fix(g)) C Fix(g). E como f : R — R é um homeomorfismo

crescente, [ define uma bije¢ao crescente em Fix(g),

Az, o, xp} = {21, 20, .., 2}

Porém, a identidade é a tunica bijecao crescente em um conjunto finito. Isso
implica em f igual a identidade em Fix(g), portanto, f fixa todos os pontos
de Fix(g).

Como f € G é um elemento nao-trivial qualquer, temos que os pontos
X1, T, ..., T sao pontos fixos globais. E como g € G nao-trivial, foi escolhida

de forma arbitraria, temos que todos os pontos fixos sdo globais. [ |
Definicao 2.2.29 Seja ¢ : G x X — X uma agao de grupos. Um subconjunto
Y C X é chamado de G-invariante, se para toda g € G e todo y € Y seque
que ¢(g,y) € Y.

Observacgao 2.2.30 Dados uma agao de grupos ¢ : G x X — X eY C X

subconjunto G-invariante, a restricao de ¢ a G XY define uma agdo de grupos

6. GxY =Y.

Definigao 2.2.31 Dados (G, x) e (F, o) dois grupos, uma aplicacio h : G — F

¢ um homomorfismo se para todo g1, g2 € G se verifica que

h(g1 * g2) = h(g1) o h(g2)-

Além disso, se a aplicagao for bijetiva, dizemos que ela € um isomorfismo. Por

fim, se (G,x)=(F,0) entdo um isomorfismo serd chamado de automorfismo.

Lema 2.2.32 Automorfismos continuos de (R,+) sdao homotetias, ou seja,
sao da forma:

x — a.x, ondea € R, com a # 0.
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Prova. Um automorfismo h de (R, +) deve satisfazer
h(a+ b) = h(a) + h(b) para todo a,b € R.

Segue entdo, que h(0) = 0 e que —h(1) = h(—1). Por inducao, é facil mostrar
que h(k) = h(1).k, para todo k € Z. Dai segue que h(r) = h(1).r, para todo
r € Q. Por continuidade, concluimos que h(z) = h(1).z, para todo = € R. E

como é uma bijecao, h(1) # h(0) = 0. Assim se prova o lema. [

Observagao 2.2.33 Segue diretamente da Compatibilidade de agoes de grupos
que uma agio ¢ : G — Bij(X) € um homomorfismo do grupo (G,*) para o

grupo (Bij(X),0), onde o € a composi¢io de fungoes.

Lema 2.2.34 Sejam G C Homeo, (R) uma agdo de grupos e F C R um
subconjunto G-invariante, fechado e sem pontos isolados.
Seja h : R — R uma funcao continua, crescente e sobrejetiva, com h
constante nas componentes do complementar de F e injetiva em F \ Fc.
Entdo, ¢ : G — Homeo, (R) definida por ¢(g) := hogoh™ é um

homomorfismo de grupos.

Prova. Seja F¢ = | |, cn(an, b,) o complementar de F' (onde os intervalos sao
disjuntos dois a dois).
Afirmagdo. F\ F°e FNF°sio G-invariantes.

Prova. Como F é G-invariante, temos diretamente que F¢ também é G-
invariante. Mas G é grupo de homeomorfismos, implica em F¢ G-invariante.
Assim, (F€)° também é G-invariante. Portanto, F' \ F¢ e F N F¢ sao G-

invariantes. |

Afirmagao. Paratodo g € G, ¢(g) : R — R é um homeomorfismo crescente.

Prova. Em primeiro lugar veremos que para todo g € G, ¢(g) : R — R é uma

funcao bem definida. Para isso, é necessario mostrar que:
Para todo x € R, ¢(g)(x) C R é exatamente um ponto.

Temos que considerar os seguintes dois casos:
Caso h(z) € h(F \ F°): Neste caso, h™*(h(z)) ¢ exatamente um ponto. E
como h o g é fungao, temos: h o g(h~(h(z))) é um ponto, e assim, ¢(g)(h(z))

¢ exatamente um ponto.
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Caso h(z) € h(F°): Entdo, h(z) € h([an,b,]). Temos pela defini¢do de h,
que

WV (h(@)) = [ap, ba).

Como ¢ é um homeomorfismo crescente, entao

g(h_l(h(:r))) = g([an, bn]) = [g(an), g(bn)].

Mas, FNFe = U {a,,b,} é G-invariante. Logo, existe m € N, com
neN

[9(an), 9(bn)] = [am, bm]-

Portanto,
#(g)(h(z)) = hog(h™*(h(z))) = h([am, bm]) é um tinico ponto.

Concluimos que para todo = € R, ¢(g)(h(x)) é exatamente um ponto. A
primeira parte da afirmacgao segue observando que h é sobrejetiva.
Para ver que ¢(g) ¢ um homeomorfismo observamos que para todo g € G,

®(g) é crescente. Com efeito, tome x; < xo. Temos:
y1 < ya, para todo yy € b1 (z1), 42 € h™ ' (22)

= hog(y1) < hog(ys), para todo y; € h_l(xl),yg € h_l(xg)

= ¢(g9)(21) < ¢(g)(x2).

Porém, h o g(y;) = h o g(y2), sé se, existe n € N, com

9(1), 9(y2) € [an, ba] = y1,92 € [97 (@), 97 (00)] = [am, bun.

O que implicaria em: h(y;) = h(ya). Absurdo, pois h(y;) = 1 < z2 = h(y2).
Portanto, ¢(g) é injetiva.

Além disso, ¢(g) é sobrejetiva. Com efeito, tome y € R. Observe que
h=Y(y) é nao-vazio pois h é sobrejetiva, e portanto, ho g~ (h~!(y)) é ndo-vazio

também, pois g é homeomorfismo. Assim:
g~ (h(y)) € Wi (hog (W (y)))

= hY(y) €goh (hog ' (h ' (y)))
=y €hogoh ' (hog ' (h ' (y))).

Ouseja, y € ¢(g)(hog='(h™1(y))), portanto hog~!(h~!(y)) é nao-vazio, implica
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que existe x € R tal que: ¢(g)(z) = y.
Portanto, para toda g € G, ¢(g) é crescente e bijetiva, logo pelo Lema

2.1.13, é homeomorfismo crescente. |
Afirmagao. A aplicagdo ¢ : G — Homeo, (R) é um homomorfismo.

Prova. Basta mostrar que ¢(g; 0 g2)(x) = ¢(g1) 0 ¢(g2)(z), para todo x € R. O

resultado ¢ direto da defini¢io de ¢ para h(z) € h(F \ F¢), pois h ¢ bijetiva.
Agora, considere h(x) € h(F¢). Existe n € N, com h=(h(z)) = [a,, b,] e

go([@n, bn]) = [am, bp). Lembrando que h=t o h([@m, bim]) = [@m, bm]. Temos:

#(g1) 0 $(g2) (h(x)) = d(g1) 0 h o gz 0 h™! (h(x)) = ¢(g1) © h © ga([an, bu))

=hogo h=to h([am, bm)) = h o g1([am, bm]) = ho g1 © g2([an, b))
=hogiogaoh ' (h(x)) = (g1 0 g2)(h(x)),

provando a afirmacao. [

Concluimos assim, a prova do lema. [ |

Definicao 2.2.35 Sejam ¢ : G x X — X e ¢y : F XY — Y duas agoes
de grupos fieis e h : X — Y aplicacao bijetiva. Dizemos que ¢1 e ¢ Sao
conjugados por h se existe bijecio p : G — F, tal que para todo g € G e todo

x € X se verifica

h(¢1(g, 7)) = d2(p(g), h(z)).

Ou seja, o diagrama comuta:

T dplg.r)

——

X
l.ﬁ’r
v

h

N —

—_—

y dalplg). v)

Observacao 2.2.36 Sejam X,Y dois espacos topologicos homeomorfos e G
um grupo que age sobre X. Sejam ¢ a agdo associada e h o homeomorfismo
entre 0s dois espagos. Podemos definir uma acao ¢' do grupo G agindo em Y

conjugando ¢ por h, isto é:

¢'(g,y) = h(d(g,h ' (y)))-
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Definicao 2.2.37 Sejam ¢1 : G X X — X e o : F XY — Y duas acoes de
grupos fiéis e h : X — Y uma aplicagdo sobrejetiva. Dizemos que ¢1 € semi-
conjugada a ¢o por h se existe aplicagdo p: G — F, tal que para todo g € G e
todo x € X se verifica

h¢1(g,2)) = ¢2(p(9), h(z)).
Ou seja, o diagrama comuta:

T dplg.r)
—_—

y = dalp(g). y)

X X
h l l.ﬁ’r
¥ ¥

Observagao 2.2.38 A aplicacio p : G — F das Definicoes 2.5.35 e 2.3.37
¢ um homomorfismo de grupos. Com efeito, como ¢1, Py sdo acoes de grupos

satisfazendo, para todo g € G e todo x € X

h(¢1(g, ) = ¢2(p(g), h(z)),

seque que para todo gy,ge € G e todo v € X

b2(p(g1), h(P1(g2,7))) = d2(p(g1), d2(p(g2), h(x))) = P2(p(g1) © p(g2), h(x)).

Por outro lado,

Ga(p(91), M(D1(92, 7)) = (D191, $1(92, 7)) = h(p1(g10g2, 7)) = P2(p(g1092), h()).

Portanto, temos:

P2(p(g1 © g2), h()) = Pa(p(g1) © p(g2), h(x)).

Como h: X =Y ¢ sobrejetiva, seque para todo g1,92 € G e todo y € Y
G2(p(g1 0 92),y) = P2(p(g1) © p(g2), y)-

Por fim, como ¢ € acao fiel, temos para todo g1, g2 € G

p(g1 0 g2) = p(g1) © p(g2)-

Logo, a aplicacao p : G — F é homomorfismo de grupos.
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2.3
Conjuntos minimais de R

Um conjunto minimal é uma propriedade dindmica de uma acao de gru-
pos, porém, de forma surpreendente, a existéncia e topologia desses conjuntos
implicam em restri¢oes algébricas no grupo, criando uma conexao entre dina-
mica e algebra.

Nessa secao vamos definir e classificar todos os possiveis conjuntos

minimais de R. Essa classificacao serd essencial para os proximos capitulos.

2.3.1
Definicao e classificacao dos conjuntos minimais de R

Definigao 2.3.1 Seja G C Homeo(R) uma ag¢io de grupo sobre R. Um

conjunto nao-vazio K C R € dito minimal, se verifica:

— K é invariante por G, i.e., para todo g € G temos g(K) = K,
— K ¢€ fechado,

- K € minimo por inclusao, i.e., se K' C K nao-vazio € fechado e

invariante, entio K' = K.

Lema 2.3.2 Um conjunto K é minimal se, e so se, para todo x € K, o fecho

da orbita de x € igual a K, isto é,
G.x = K, para todo x € K.

Prova. Para a implicacao =. Tome x € K, como K é um conjunto fechado e
G-invariante, temos que
G.x C K.

Porém, G.z é também um fechado G-invariante. Portanto, pela minimalidade
de K, segue que G.x = K.

Agora, para <. Comece observando que se para todo z € K o fecho da
orbita GG.x pertence a K, em particular, para todo = € K a orbita G.x C K.
Portanto, K é G-invariante.

Além disso, K é fechado. Basta tomar x € K, por definicdo de fecho
segue que G.z ¢é fechado. E como G.xz = K, segue que K é fechado.

Por fim, K é minimo por inclusdo. Com efeito, tome K’ C K nao-vazio,
fechado e G-invariante. Tome y € K’, note que por ser fechado G-invariante,
segue que G.y C K'. Porém y € K’ C K implica em G.y = K, ou seja,
K CK'.

Portanto, concluimos que K é conjunto minimal. [
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Definigao 2.3.3 Um subconjunto C' C R € do tipo Cantor bi-ilimitado se:

— C' € perfeito, i.e., fechado e sem pontos isolados,
— C' € bi-ilimitado, i.e., ilimitado inferiormente e superiormente,

— (' € totalmente desconezxo, i.e., ndao contém nenhum intervalo.

Teorema 2.3.4 (Conjuntos minimais da reta) Seja G C Homeo, (R)

com um conjunto minimal K. Entdo, a aderéncia de toda orbita contém um

conjunto minimal. E além disso, temos as sequintes possibilidades disjuntas:
(1) Todas as drbitas sio densas em R e K =R € o dnico conjunto minimal.
(2) Todos os conjuntos minimais sao pontos fizos globais da ag¢io de G.

(8) Todos os conjuntos minimais sao orbitas fechadas de G, que sao conjun-
tos discretos bi-ilimitados. Além disso, existe g € G sem pontos fixos tal

que todos 0s conjuntos minimais sao orbitas de g.

(4) Existe um tdnico conjunto minimal K que é um conjunto do tipo Cantor
bi-ilimitado. Além disso, K estd contido na aderéncia de todas as orbitas.
Prova. Seja K C R um conjunto minimal da agao de G.

(1) Se K =R, entao pelo Lema 2.3.2, toda érbita serd densa em R e assim,

K ¢é o tinico minimal da acao. Isso prova o primeiro caso do teorema.

(2) Veremos que o caso (2) ocorre quando existe algum conjunto minimal

limitado superiormente ou inferiormente.

Afirmacao. Se K possui cota superior ou inferior, entao K é um ponto
fixo global da acao. Além disso, todos os conjuntos minimais da acao de G sao

pontos fixos globais.

Prova. Suponha que K possui cota superior, defina
o :=supx € K.

Note que zg € K, pois K é fechado. Veremos que g(zg) = x para todo g € G.

Como K é G-invariante: para todo g € G, se verifica
g(x0) € K = g(x0) < 20 = 20 < g *(20).
Mas o mesmo resultado é valido para ¢! € G, e assim:

g Hx0) € K = g Hx0) < 20 = g(20) = 0.
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Portanto, o € K é um ponto fixo global, e entdo é um conjunto fechado
G-invariante contido em K. Pela defini¢ao de minimal, temos K = {x¢}.

De forma analoga, temos se K tem cota inferior, entao K é um ponto
fixo global.

Por fim, considere um outro conjunto minimal K, para acdo de G
diferente de K. Temos que K, por ser um ponto fixo global é cota superior ou
inferior para K,. E portanto, usando a afirmagao anterior, Ky também é um
ponto fixo global da agdo G. Assim, concluimos a afirmacao e o segundo caso
do teorema. [}

Em vista dos casos (1) e (2) a partir de agora temos que considerar agoes

cujos conjuntos minimais sao bi-ilimitados e diferentes de R.

(3) A prova desse caso sera consequéncia de algumas afirmagoes, comegando

por:

Afirmacao. Se K possui um ponto isolado, entao todos os pontos de K sao

isolados.

Prova. Se K possui um ponto isolado, entdo, o conjunto K’, dos pontos de

acumulagao de K:
K :={xe K| KN(V\{x}) # 0, para toda vizinhanca V de x}

¢ um fechado invariante estritamente contido em K, logo deverd ser vazio. E

portanto, todos os pontos de K sao pontos isolados. [ |
Agora, considere K um conjunto minimal com apenas pontos isolados e

bi-ilimitado.

Afirmagao. Existe g € G livre de pontos fixos, tal que K é uma o6rbita

fechada de g.

Prova. Como K ¢é fechado formado de pontos isolados, fica claro que podemos

ordena-lo em forma crescente
K:={z, | n€Z,x, <xpi1}

Como a orbita de zy é densa em todo K e x; € K é ponto isolado, temos
que existe g € G, com g(zg) = 7. Porém, g : R — R é homeomorfismo
crescente, e K é g-invariante. Entao ¢ restrito a K deve ser uma bijecao
crescente, respeitando g(zp) = 7. A tnica bijegao crescente possivel é o shift:
g(xn) = Tpy1, para todo n € Z. E assim, K = U,ez{¢"(20)}, ou seja, K é uma

6rbita fechada de g.
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Além disso, como g(x,,) = T,+1, paratodon € Z, ficaclaroque g : R — R
é livre de pontos fixos. [ |
Agora considere K, um segundo conjunto minimal para a acao de G,
diferente de K. E claro que Ko N K = (). Caso contrario, a intersecio seria um

fechado invariante menor. Portanto, existe n € Z com:
KyN (2, Tpir) # 0.
E como K, é g-invariante, temos que:
Ky N (x5, xi11) # 0, para todo i € Z.
Agora defina o estabilizador H C G do ponto xg:

H:={g€ G| g(xy) = 20}

Afirmacgao. Seja h € G com h(zx,) = z,, para algum n € Z. Entao, h € H.

Prova. Note que h : R — R define uma bijegao crescente em K = {x,, | m €
L,y < Ty}, € como h(x,) = x,, temos que h(x,,) = x,,, para todo m € Z.

Em particular, h(zg) = x¢ o que implica em h € H. [ |

Afirmagao. K, também é bi-ilimitado e formado apenas por pontos isolados.
Além disso, K, tem exatamente um ponto em cada intervalo [x,,x,.1], para
todo n € N.

Prova. O fato de K3 ser bi-ilimitado decorre dos casos anteriores. Defina,
Y, = Ko N [xy, Tpaq)

Note que Y, é fechado e H-invariante. Além disso, Y,, é minimal, pela
minimalidade de K5. Portanto, Y,, ¢ um conjunto minimal para agao de H,
e é cotado superiormente por x, 1. Logo, pelo caso (2), Y,, = {z/,} é um ponto
fixo global de H, contido em (z,, Tp41)-

Por outro lado,

U Yn: U KQﬂ[SL’n,SL’n+1] :KQHR:KQ

nez nez

Ou seja,
Ky = (&, | n € Zal, < al,}

Portanto, K5 é formado apenas por pontos isolados. [
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Para concluir a prova do caso (3), note que ¢"(z() € Ko, pois Ky é

G-invariante. EE como ¢ é crescente, segue que

$6 € [zo, z1] € ¢"([z0, 21]) = [Tn, Tns1] = gn(xé) € [Tn, Tni]-

Portanto,
gn(x{)) € Ko N [Ty, Tnga] =Y, = {x;m}

entdao, fica claro que Ky = U,ez ¢" (), ou seja, Ky é uma Orbita de g.

Concluindo assim, o terceiro caso do teorema.

(4) Novamente, a prova sera dividida em afirmagoes.

Afirmagao. Se K é sem pontos isolados, bi-ilimitado e diferente de R, entao

K ¢é do tipo Cantor bi-ilimitado.

Prova. Como K ¢ fechado e sem pontos isolados, segue por definicdo que K é
perfeito.

Além disso, caso K contenha um intervalo (a,b), podemos escolher ele
maximal com a propriedade da inclusao. Como K é fechado, ele contém o fecho
do intervalo [a,b]. Assim, o bordo de K esta estritamente contido em K e é
um fechado invariante da agdo. O que contradiz a minimalidade do conjunto
K. Portanto, K nao contém intervalos e assim é totalmente desconexo.

Concluindo, temos que K é um conjunto perfeito, bi-ilimitado e total-

mente desconexo, logo é do tipo Cantor bi-ilimitado. [

Afirmagao. A 4rbita de qualquer ponto de R é densa sobre K, ou seja,
K C G.x, para todo = € R.

Prova. Pelo Lema 2.3.2, os pontos de acumulagao da érbita de qualquer ponto
r € K é igual a K. Agora, tome = ¢ K. Temos que existe (a,b), uma
componente conexa do complementar R \ K, que contém .

Como a,b € K, existe uma sequéncia {g; };eny C G, com g;(a) — b quando
i — 400. A menos de tomar uma subsequéncia, vamos considerar {g;(a)}ien

sequéncia monotona decrescente. Note que para todo ¢ € N, temos

9:(b) € [gi(a), gir1(a)]

portanto, g;(b) — b, e assim como = € (a,b), temos g;(x) — b. Como b tem
orbita densa em K, por continuidade o mesmo vai valer para x.
Concluimos assim que a orbita de qualquer ponto de R é densa sobre o
conjunto minimal K. |
Por fim, se K3 é um segundo conjunto minimal para a acao de G, como a

6rbita dos pontos de K5 sdo densas sobre K, e Ky é fechado, temos: K C K.
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E assim, pela minimalidade de K5, segue que Ky = K. Portanto, o minimal K
é tnico para a acao de G. O que conclui o quarto caso do teorema.

Provamos portanto que dada uma acao sobre R, qualquer conjunto
minimal da acao necessariamente entra em exatamente um dos casos listados.

Concluindo assim, a prova do teorema. [ |

2.3.2

Critérios para existéncia de conjuntos minimais

Nao ¢ verdade que toda acao sobre R possui um conjunto minimal, um
contra-exemplo muito interessante pode ser visto em [Bo|. Portanto, neste
capitulo estudaremos um critério para existéncia de conjuntos minimais que

serd muito 1util nos préximos capitulos.

Lema 2.3.5 Se existe um segmento compacto I C R, tal que toda orbita passa
por I, i.e. para todo x € R, G.x NI # (), entdo a aderéncia de toda orbita

contém um conjunto minimal.

Prova. Sem perda, podemos aumentar o intervalo I fazendo com que todas as
orbitas passem pelo interior do intervalo.

Dado x € R, considere A o conjunto dos compactos contidos em G.x N I
que sdo intersecao de um fechado G-invariante com o intervalo I, munido da
inclusao C.

Observe que (A, C) é um conjunto parcialmente ordenado que satisfaz as
hipoteses do Lema de Zorn. Portanto, existe elemento minimo Y. Defina agora

0 menor conjunto invariante que contém Y':

K:=GY = U G.y.

yey

Afirmagao. O conjunto K ¢é fechado.

Prova. Tome qualquer k., € K, existe uma sequéncia {k,},en C K que
converge para k... Por hipdtese, a orbita de k., passa pelo interior de I.
Portanto, existe g € G, tal que g(ks) estd contido no interior de /. Assim,
pela continuidade de g : R — R, a sequéncia {g(k,)}nen converge para g(koo)
e portanto, possui uma subsequéncia contida no intervalo, {g(k,,) }ien € KNI.
Porém, pela definigdo de Y, temos: K N[ =Y, pois Y é a intersecdo de um
conjunto invariante com o intervalo I, e K é o menor conjunto invariante
que contém Y. Entdo temos uma subsequéncia em Y, {g(k,,)}ien C Y, que

converge para ¢(k). Como Y é fechado, temos g(ko) € Y. Assim, como K é
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G-invariante e contém Y, temos que

9_1(9(]{00)) = ke € K.

Assim, ko, € K. Como isto vale para todo ponto de acumulacdo de K, temos
K C K. Logo, K é fechado. |
Falta por provar a minimaidade de K. Para isso, suponha K' C K

fechado invariante. Note que:
KnNnIcKnI=Y.

Pela minimalidade de Y, temos que: K’ NI =Y. Portanto, Y C K’.
Agora, tome k € K. Pela defini¢ao, existem g € Gey € Y com g(y) = k.

Mas y € K’ e K’ é G-invariante, assim
k=gly)e K'= K C K/,

portanto K = K’'. E assim K é um conjunto minimal contido no fecho da
orbita de z, G.x. |

Corolario 2.3.6 Se existe uma familia g1, 92,...,9. € G, com n > 2, sem
pontos fixos em comum, entao a aderéncia de toda orbita contém um conjunto

minimal.

Prova. Defina, para todo x € R, a funcao:

F(z):= max {¢"'(2)}.
e{l,...,n}
A fungdo F': R — R é crescente, continua e F'(x) > x para todo x € R, pois
estamos tomando tanto g; quanto g; ' na definicdo da F, e ndo existem pontos

fixos comuns a toda a familia. Assim, temos pelo Lema 2.2.14,

lim F"(z) = +o0, para todo z € R,

n—-+o00

lim F~"(z) = —oo, para todo z € R.

n—-4o0o

Defina agora o intervalo compacto:
I:=10, F(0)].

Vamos mostrar que todas as orbitas intersectam o intervalo I:
Como lir+n F~(x) = —o0, segue que para todo x € R existem y < 0 e
n——+0o0

k € N com F~*(z) =y, e como 1_1&1 F™(y) = 400, segue que existe n € N,
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tal que F"(y) > F(0). Seja entdao, m € {1,2,...,n}, o primeiro inteiro positivo,
tal que F™(y) > F(0).

Como F' é crescente, para todo x < 0, temos F(z) < F(0). Portanto,
como F™(y) > F(0), segue que F™ '(y) > 0. Por outro lado, como m é o
primeiro inteiro, tal que F™(y) > F(0), segue que F™(y) < F(0). Portanto,
Fm=1(y) € (0, F(0)] C I, e assim, F™ 17%(x) € I. Assim, para todo z € R,
a sequéncia {F"(x)},ez passa por I. E como F"(x) € G.x, para todo n € Z,
concluimos que:

Para todo z € R, G.x NI # 0.

Logo, o Lema 2.3.5 se aplica. |
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Acoes de grupos com até um ponto fixo

Neste capitulo nosso objetivo é apresentar e demonstrar os Teoremas de
Holder e Solodov, que classificam a menos de semi-conjugacao os grupos de
homeomorfismos com no maximo um ponto fixo.

No decorrer das demonstragoes veremos que essa hipotese dinamica
implica na existéncia de uma relacao de ordem no grupo, e como consequéncia

restringe sua estrutura algébrica.

3.1
Acoes sem pontos fixos

Comecando com a hipdtese de que nenhum elemento diferente da identi-
dade possui pontos fixos, vamos ter como consequéncia imediata uma relagao
de ordem arquimediana, e com ela definiremos o ntimero de translagdo como
um morfismo de grupos. Este morfismo implicarda na comutatividade do grupo
(Corolario 3.1.6) e na semi-conjugagao com um grupo de translagoes de R (Co-
rolarios 3.1.7 e 3.1.8), que sdo duas conclusoes surpreendentes vindas de uma

hipétese dindmica.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Hélder) Sejo G C Homeo, (R) um subgrupo
livre de pontos fizos. Entdao, G é um grupo abeliano, ordenado e arquimediano.
Além disso, existe um morfismo injetivo t : G — R e uma aplicacio

continua crescente h de R, tais que para todo g € G e todo x € R se verifica

hog(z) = h(z) +t(g).
Ou seja, o diagrama abaixo comuta:

T g

h

o —

Dizemos que t(g) é o nimero de translagio de g.
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Prova. Dados f,g € G, defina a seguinte relacao,

f =g, seexiste z € R, tal que f(z) < g(z).

Lema 3.1.2 A relagio < define uma relacao de ordem total sobre G. Além
disso, ela € invariante por multiplicagcdo a direita e a esquerda, pelos elementos

de G. Finalmente, a ordem < é arquimediana (Definicio 2.2.5).

Prova. A prova do lema sera consequéncia de uma série de afirmacoes simples.

Afirmacdo. Se existe 2y € R, com f(xy) < g(zo), entdo para todo = € R,
temos que f(x) < g(x).

Prova. Suponha por absurdo o contrario. Assim, existe x € R com f(z) > g(x)
e pelo Lema 2.1.9, existe z; € R, com f(x;) = g(z1) e entdo, g~' o f(x) = ;.

1

Mas como G ¢ agao livre de pontos fixos, temos que: ¢~ o f = Id, e assim,

f = g. Absurdo, pois f(zg) < g(xo). |
Afirmagao. < é uma ordem total estrita.
Prova. Basta verificar cada um dos itens abaixo, que sao diretos da afirmagao
anterior:
— Transitividade: Se f < g e g < h, entdo, para todo x € R, temos:
f(z) < g(x) < h(z). E portanto, f < h.
— Assimetria: Se f < g, entdo, para todo z € R, temos: f(z) < g(z). E
portanto, é claro que g 4 f.

— Irreflexividade: Pela definicao de <, esta claro que f 4 f.
— Totalidade: Para todo f,g € G, temos 3 possibilidades: f(0) < ¢(0) e
entdo [ < g, ou f(0) > g(0) e entdo g < f, ou f(0) = ¢g(0) e entdo f = g.
Assim, a afirmacao esta provada. |

Afirmacao. Para todo f,g,h € G, temos:

— f<g= hof < hog (invariante por multiplica¢do a esquerda),

— [ <g= foh < goh (invariante por multiplicacao a direita).

Prova. Se f < g, entao, temos que f(z) < g(z), para todo z € R. Como h € G
¢ crescente, temos que h(f(z)) < h(g(z)), para todo z. E assim, ho f < hog.

Por outro lado, como h : R — R é homeomorfismo, se f(z) < g(z) para
todo z € R, entdo temos que f(h(y)) < g(h(y)), onde y = h~'(z). Ou seja,
f(h(y)) < g(h(y)) para todo y € R. E entdo, foh < goh. |
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Afirmagao. A ordem < é arquimediana.

Prova. E nessessério mostrar que para todo f,g € G tal que f = Id existe
n € N com f" > g.

Porém, por definigao de f > Id, temos f(z) > x para todo x € R. Assim
pelo Lema 2.2.14, fixando um zy € R temos que: nhjEO f"(xg) = +o0. E assim,
existe n € N, com f"(zq) > g(xo), logo f™ > g. [

Assim, temos uma relacdo de ordem total < sobre (, invariante pela
multiplicacdo a direita e a esquerda por elementos de G e arquimediana.
Concluindo assim a prova do lema. [ |

Agora, fixando f € G, tal que f > Id, defina para cada n € N e cada

g € GG o niimero racional

trn(g) = %7 tal que: fP < ¢g" < fP*!

que estd bem definido, pois a relagdo < é arquimediana (vide Lema 3.1.2).

Lema 3.1.3 A sequéncia {ts,(9)}nen converge quando n — co. Denotaremos

o limite como t(g).

Prova. Comece observando que pela invaridncia por multiplicacao a direita e

a esquerda, temos que se f < g e h < k, entao:
foh<goh=<gok.

Em particular, se f < g podemos mostrar por indugao que para todo n > 0 se
verifica f* < g". Assim, f? < ¢" < fP*! implica que para todo k > 0,

fpk jgnk =< f(p-f—l)k

e entdo tr,i(g) € [trn(9),trn(9) +%) Em particular, para todos n, m positivos,

temos:
1

t10(9) € [170(0),t1n(0) + ) 0 [t1m(0), trmle) + ).

Portanto, [t7,,(9), trn(9) + 2) N [trm(9), trm(g) + =) # 0 e entdo

11
trn(g) —trm(9)] < - =
ta(9) — trm(o)] < sup{-, —}

Logo, a sequéncia {t7,(g) }nen é Cauchy e entao convergente. |
O limite t;(g) serd denominado ndmero de translagao relativa de g

referente a f.

Lema 3.1.4 Para cada f € G,com f > Id, a aplicagio (G, 0, <) — (R, +, <),
definida por g — t¢(g) € um homomorfismo de grupos.
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Prova. Considere g, h € G e as composi¢oes g o h e h o g. A menos de uma

troca de nomes, podemos supor go h < hog.

Afirmagao. Para todon > 0, temos:

—goh™ <h"ogq.
—g"oh < hog".
7gnohnj(goh)njhnogn

Prova. Vamos demonstrar por inducao em n. Para os trés itens, o cason =1
é nossa hipotese dada por g o h < h o g. Suponhamos verdadeiro para n e

olharemos para n + 1:

goh™ =(goh™)oh=<(h"og)oh=h"o(goh)<h"o(hog)=h""og.
g"toh=go(g"oh) Zgo(hog")=(goh)og" = (hog)og" =hog"".

" roh™ = g"o(goh™)oh < g"o(h"og)oh = g"oh"ogoh = (goh)"o(goh) = (goh)" "
(goh)™* = (goh)o(goh)™ = (hog)o(h™og™) = ho(goh™)og™ =< ho(h™og)og™ = h" og™*!.

Isso conclui a prova da afirmacao. [ |

Agora, fixe n > 0 qualquer. Temos pelas defini¢oes de t7,,(g) e ts,(h):
fntf,n(g) < gn =< fntf’n(g)Jrl e fntfyn(h) < B < fntf,n(h)Jrl.

Compondo as desigualdades e utilizando a afirmagao anterior, podemos dedu-

Zir:
frlrn@+tinh) < gn o g < (goh)" < h"og" < frrn(g)+tgn(h)+2,
Por outro lado, pela defini¢ao de ts,(g o h), temos:
frtrnlgoh) < (goh)" < frtsn(goh)+1,
Deduzimos assim:

1
tin(g) Ftrn(h) <trn(goh) <trn(g) +tyn(h) + e

Fazendo o limite quando n — oo, obtemos: ts,,(g) + tf,(h) =ts,.(goh).
Assim, a aplicacdo (G,o0, <) = (R, +, <), definida por g — t;(g) é um

homomorfismo de grupos. [ |

Lema 3.1.5 O homomorfismo g+ ts(g) € injetivo.
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Prova. Basta mostrar que se g # Id entdao t;(g) # 0. Como sempre,

decomporemos a prova em diversas afirmagoes.
Afirmagao. A aplicacdo g — t¢(g) é crescente.

Prova. Precisamos provar que dados g,h € G com g = h se verifica t;(g) <

tr(h). Pela invariancia por multiplicagao, segue que
g = h=¢g" =< h", para todon > 0.

Por outro lado, temos para todo n > 0 que

frtin(9) < gn < frtsn(9)+l

E entao,
fntf’n(g) jgn < .

Mas por defini¢do, também temos que

fntf’n(h) < B < fntf,n(h)—l—l’

Assim, concluimos que: tf,,(g) < t,(h), e portanto,

tr(g) = lim ty,(g) < lim tg,(h) = ts(h).

n—-+o0o n—-+o0o

Isso conclui a prova da afirmacao. [
Seja agora g € G, g # Id. Temos entao, ou g > Id, ou g < Id. Vamos
supor o primeiro caso.
Como g(x) > z para todo x € R, pelo Lema 2.2.14, segue que existe
n > 0, tal que: g"(0) > f(0). Entao, ¢g" > f, e como o homomorfismo g — t¢(g)

é crescente, temos:

L=1t;(f) <tp(g") =1t5(g) + ... + t;(g) = nts(g).

Assim, t7(g) > 1, e portanto: t;(g) # 0.
Caso g < Id, multiplicando por g~

—tr(g9) =t;(g7") #0.
Temos assim, que: g # Id = t;(g) # 0, o que termina a prova. [

1 segue que g~! = Id e assim:

Uma conclusdo fantdstica do homomorfismo injetivo g — t¢(g) é o

seguinte corolario:

Corolario 3.1.6 O grupo G ¢ abeliano.
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Prova. Para todo g, h € G, temos:

tr(goh) =ts(g) +tp(h) =ts(hog).

Em particular, t;(goh) = tg(hog). Mas como a aplicagdo g — t¢(g) é injetiva,
temos: goh = hog. |
Para terminar a prova do Teorema 3.1.1, resta construir a semi-
conjugacao h : R — R entre o grupo G e um grupo de translagoes de R.
Para isso, fixamos um ponto de R, por exemplo o ponto 0, e um elemento
f€Gcom f > Id. Sejam A= G.0 a 6rbita do ponto 0 e B = {tf(g) | g € G}.
Note que B é um subgrupo de (R, +), e portanto o Lema 2.2.7 se aplica:

— Ou B é gerado por um tnico elemento (ou seja, B = Z.b).

— Ou B é denso em R.

Corolario 3.1.7 Se B ¢ gerado por um tunico elemento entio a agcio G ¢é

conjugada a um subgrupo de translagoes.

Prova. Como a aplicagdo G — B, definida por g — t¢(g) é um isomorfismo
de grupos, temos que G também é gerado por um unico elemento. Seja entao,
g € G um gerador.

Se g = Id, segue que o grupo é trivial, e como a identidade é uma
translagao, o grupo G = {Id} é um subgrupo de translagoes.

Para o caso de g nao trivial, lembre que G é livre de pontos fixos e
portanto, g também é um elemento livre de pontos fixos. Entao, pelo Corolario
2.2.20 g pode ser conjugado a qualquer translagdo ¢ : R — R, por um

homeomorfismo crescente h : R — R, ou seja, para todo z € R temos:
hog(x)=toh(x)

Por ser uma conjugagao, segue que g(x) = h~! ot o h(z). Portanto, para todo

k € 7Z se verifica
g"(x) = (hotoh™)*(x) =hot" o h7 ()
E portanto, para todo x € R se verifica
hog*(z) =t* o h(z)

Ou seja, o mesmo homeomorfismo h conjuga todos os elementos gerados por
g em translacoes da forma t*. Como o grupo G é gerado por g, segue que h

conjuga o grupo GG a um subgrupo de translagoes. |
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Corolario 3.1.8 Se B ¢ denso em R entao existe uma dnica h : R — R

continua, crescente e sobrejetiva que satisfaz para todo g € G e todo x € R,

hog(x) = h(z)+1ts(g).
E o diagrama comuta:

T+ g

h

o —

W*TW

sz +tp(g)

Prova. Lembre-se que A é a 6rbita do ponto 0. Defina a aplicacao hg : A — B,
por g(0) — tf(g). Note que ela é uma bijecao crescente, pois as aplicagdes
g(0) — g e g — ts(g) sao bijecOes crescentes (visto nos Lemas 3.1.2, 3.1.4 e
3.1.5), e como B é denso, pelo Lema 2.1.17, hg : A — B possui uma unica
extensao para uma funcdo continua, crescente e sobrejetiva h : R — R. Agora,
fixe qualquer x € R e g € G. Temos que mostrar que h(z) + t;(g) = h(g(x)).
Seja y € A com y < . Pela defini¢do do conjunto A, existe g, € G com
g,(0) =y e por ser crescente, temos g(y) < g(z). Assim, pela definicao de hy,

temos que

ho(y) = ho(gy(0)) = t£(gy)-
Portanto, também temos

ho(9(y)) = ho(g © g,(0)) = ty(gogy) =ts(g) +tr(gy) = ts(g) + ho(y).

Como h é extensao continua e crescente de hg e A é denso em R, temos que

h(z) +ts(g) = sup {ho(y) +ts(9)} = sup {ho(g(v))}-

yeAy<z yeAy<z

Mas como g € GG é homeomorfismo crescente, segue que

sup {ho(9(y))} = sup {ho(2)} = h(g(x)).

yeEAy<z z€A,z<g(x)
Concluimos assim h(z) +t¢(g) = h(g(z)). |
Com esses dois ultimos resultados, concluimos a demonstracao do Teo-
rema 3.1.1. |

Lema 3.1.9 (Unicidade da semi-conjugagao) Sejam G C Homeo, (R)

um subgrupo livre de pontos fizos que nao € gerado por um unico elemento
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eh' : R — R uma aplicacao continua, crescente e sobrejetiva, que realiza uma
semi-conjugacao entre G e um subgrupo de translagoes. Entao h' = ¢poh, onde
o : R — R éda format — at+beh éa semi-conjugacio construida no
Teorema 3.1.1.

Prova. Por definigdo de b/, para todo g € G, existe um t'(g) € R, tal que:
h'(g(x)) = h'(x) + t'(g), para todo x € R.

Além disso, a aplicagdo g — t'(g) é um morfismo de (G, o) para um subgrupo
de (R, +).

Afirmacgao. Se g > Id, entao t'(g) > 0.

Prova. Pelo Lema 2.2.14, para todo z € R temos que ¢"(x) — +00, quando
n — 4+o00. Como h' é crescente e sobrejetiva, isso implica que existe z e n > 0,

com h'(g™(x)) > h'/(z). Por outro lado, temos

W(g"(x)) = h'(x) +1'(g") = W(x) + nt'(g).

Entao nt'(g) > 0, e segue que t'(g) > 0. [ |
Seja f € G com f > Id, o elemento fixado na construcao de h tal que

t(g) = ts(g)-

t'(f)-t(9).

Afirmacgdo. Para todo g € G, temos t'(g

) =
Prova. Ambas aplicacoes g — t¢(g) e g — t'(g) sdo isomorfismos crescentes de
G sobre os subgrupos t¢(G) e t'(G) de (R, +). Obtemos assim um isomorfismo
crescente definido por t;(g) — t'(g) entre t;(G) e t'(G).

Agora, como ambos os grupos t;(G) e t'(G) ndo sao gerados por um
unico elemento, segue que sao densos em R. Pelo Lema 2.1.17, a aplicacao
tr(g) — t'(g) pode ser estendida de maneira tnica, como um homeomorfismo
crescente de R. Que é entdo, um automorfismo continuo e crescente de (R, +).
Portanto, pelo Lema 2.2.32 é uma homotetia positiva. Assim, existe a > 0, tal
que

t'(g) = a.ty(g), para todo g € G.

Mas, como t'(f) = a.tf(f) = a.1 = a. Segue a igualdade

t'(g) = t'(f)-ts(9),

concluindo a prova da afirmacao. |
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Afirmagao. Existem a,b € R, tais que para todo = € R, temos

h'(z) = a.h(x) + b.

Prova. Note que, para todo s > 0, a aplicacdo definida por
/ 1 /
() = K (@)

define outra semi-conjugacao entre o grupo GG e um subgrupo de translagoes.

Com efeito:

‘()

W) = H(glw) = —(H(x) + () = h() +

Fixamos entao s = t/(f) e definirmos a seguinte aplicagao:

M@M—QVMﬂ—ﬂ%H@)

E entao, pela afirmacao anterior, h; é uma semi-conjugacao, continua, crescente

e sobrejetiva, tal que para todo x € R,

= hi(x) +t4(g).

Denote por 5 = hyi(0) e hy = hy — 8. Entao, hy é uma semi-conjugagao
tal que ho(0) =0, e

ha(g(z)) = ho(x) +t4(g), para todo z € R e todo g € G.
Em particular, temos para todo g € G
ha(9(0)) = t;(g) = h(g(0)).

Portanto, hs e h coincidem em todo o conjunto A. Como a sua imagem, B
é densa, e a extensao como funcdo continua e crescente para todo R é unica,

segue que hy(z) = h(z), para todo = € R. Entao,

1
h=hy=h;— 3= n —
2 1— 08 (/) s
e assim: b/ = t'(f).h + ¢'(f)S. Basta, por fim, definir a :=t'(f) e b:=t'(f)F e
concluimos a prova da afirmacao. [ |

Concluimos assim a prova do lema. [


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613082/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613082/CA

Capitulo 3. Acdes de grupos com até um ponto fixo 57

3.2
Acées com um ponto fixo global

Um ponto fixo global divide a reta em duas componentes invariantes, e
nesse caso como o unico ponto fixo da agdo é o global, a acao serd livre de
pontos fixos em cada componente. Aplicando o Teorema de Holder em uma
das componentes, seguira diretamente que o grupo é abeliano!

Comecamos apresentando um exemplo classico de agdo com um ponto
fixo global. Veremos que a menos de semi-conjugacao, este é o tinico exemplo,

de agoes de grupos com um tnico ponto fixo global, possivel.

Definig¢ao 3.2.1 Seja {a;}ica C R uma familia de nimeros reais. Dizemos
que a familia {a;}icq € racionalmente independente, se satisfaz para quaisquer

n-ulpa 14, ..., 1, € €,

¢1-0i, + ... + qu.a;,, =0 com q1,....¢, € Q& ¢ = ... =¢q, =0.

Exemplo 3.2.2 (Acao de grupo com um tnico ponto fixo global)

Considere duas familias de numeros reais {a;}icq € {bi}icq, racionalmente
independentes, e considere o grupo gerado F := (f;), onde f; coincide com
a homotetia de razio a; em [0,+00) e de razdao b; em (—o0,0]. Entdo 0 € o

unico ponto fixo da acao de F sobre R e é um ponto fixo global.

Teorema 3.2.3 Seja G C Homeo, (R) subgrupo, com no mdzimo um ponto
fixo. Se existe ponto fizo global entdo G é abeliano e semi-conjugado a um dos

grupos descritos no FExemplo 3.2.2.

Prova. Seja zy o ponto fixo global. Entao as componentes (—o0, zg) e (xg, +00)
sao invariantes pela acao de G. Além disso, G age em cada componente livre
de pontos fixos, pois xy deve ser o tinico ponto fixo de qualquer elemento nao-
trivial do grupo G. Porém, cada uma das componentes é homeomorfa a R. Fixe
um homeomorfismo f : (zg,+00) — R, note que f induz uma conjugacao da
acao de G sobre R que também sera livre de pontos fixos. Portanto, aplicando
o Teorema de Holder, temos que GG é abeliano e, além disso, existe h: R — R
continua, crescente e sobrejetiva que realiza uma semi-conjugacdo com um
subgrupo de translagoes.

Por fim, R é homeomorfo & componente (0,+00) pelo homeomorfismo
x — exp(x). Note que a exponencial exp induz uma conjugacao que leva um
subgrupo de transla¢des para um subgrupo de homotetias. Temos assim os

seguintes diagramas comutativos
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T gr
(zo, +o0) —— (zg,+2c)

i) f

v 1+ fogo fYx) ]

h h

s r+ig) v
R R
EXp X
? x = explt{g)).z ?
(0, +m0) ————————— (), +2a)

A aplicagao exp oho f é continua, crescente e sobrejetiva, e ela define uma
semi-conjugacao entre a restri¢ao da agdo de G sobre a componente (zg, +00)
e um subgrupo das homotetias de (0, +00).

De forma analoga, temos uma semi-conjugacao entre a restricao da acao
de G sobre a componente (—o00, z() € um subgrupo das homotetias de (—o0, 0).
Juntando as duas componentes, temos uma semi-conjugacao da agao de G
sobre um grupo de homotetias a direita e a esquerda do ponto 0.

Porém, como a agao ¢ livre de pontos fixos em (—o0, 0)U(0, +00), 0 tnico
elemento de G que pode ser associado com a homotetia trivial (identidade na
componente) ¢ o elemento Id € G. Por conta disso, as homotetias devem
ter geradores racionalmente independentes. Assim, concluimos que G é semi-

conjugado a um grupo como o descrito no Exemplo 3.2.2. |

3.3
O Teorema de Solodov

Vamos considerar agora, a¢des com no maximo um ponto fixo, porém sem
pontos fixos globais. Nesse caso temos uma relacdo de ordem, que apesar de
nao ser arquimediana, possui propriedades similares, e com ela vamos definir
um morfismo de grupos similar ao feito no Teorema de Hoélder, porém dessa
vez, por nao ser arquimediana, o morfismo nao sera injetivo.

Observaremos que o nicleo do morfismo é formado exatamente pelos
elementos livres de pontos fixos do grupo, assim podemos aplicar o Teorema
de Holder e concluir que o niicleo é abeliano, além de ter uma relacao de ordem
arquimediana e uma aplicacao ¢ : R — R semi-conjugando a a¢do do ntucleo
com a acao de um grupo de translagoes.

Por fim, de forma inesperada, vamos perceber que para cada elemento
do grupo g € G, a aplicagao ¢pog : R — R também semi-conjuga o nicleo com
as translagoes. Portanto, usando a unicidade das semi-conjugacoes de Holder

(Lema 3.1.9), concluimos que para cada g € G existem constantes a, e by, tais
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que
¢pog=ag¢+ by,

concluindo assim uma semi-conjugacao da agdo do grupo G com a ac¢ao de um
grupo de aplicagoes afins.
Comecgaremos entao, enunciando o principal resultado desse capitulo, o

Teorema de Solodov.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Solodov) Seja G C Homeo, (R) um grupo

agindo com no mdzximo um ponto fixo. Entdo um dos itens abaixo ocorre:

— G possui um ponto fixo global. E nesse caso, G € abeliano.

— FExiste um aplicagdo crescente e continua ¢ : R — R e duas aplicacoes

a,b: G — R, tais que para todo g € G e todo x € R se verifica

¢og(z) = alg).¢(z) + b(g).
Ou seja, o diagrama comuta:

z = g(z)

=
o —
=l

x v~ alg).z + big)

Prova. O primeiro caso esta claro, pelo Teorema 3.2.3. Agora, vamos assumir

G nado tem ponto fixo global.

Lema 3.3.2 Suponha g € G tal que g < Id (i.e., g(x) < x para todo x € R),
ou g = 1d (i.e., g(x) > x para todo x € R). Entao g é livre de pontos fizos.

Prova. Suponha por absurdo, que g possui um ponto fixo zy e g < Id. Segue,

pelo Lema 2.2.14, que

. npoy
ngliloog (x) = —o0, para todo x < xy,

nl_l)I_{loog (x) = xg, para todo x > x.

Como o ponto ry ndo é um ponto fixo global, existe h € G com
h(xg) # xo. Trocando h por h™!, se necessario, podemos supor que h(zg) > .
Vamos definir a funcdo conjugada f := h o go h~!. Note que seu ponto

fixo é z1 = h(xg) > x.

Afirmacao. Para todo z € R temos que f(z) < z.
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Prova. Por hipétese, temos ¢g(z) < x para todo x € R. Em particular:

g(h™Y(x)) < h™ (). E como h é crescente, segue que
hog(h ™(z)) <hoh *(z) = .

Concluimos assim que f(z) < x. |

Afirmagao. Existem q € G e y € R tais que:

q(y) <y <xo < qx0) < q(21) < 11

Prova. Verifica-se 1_1}111 g"(x) = —oo, para todo x < xy. Fixando y < o,
existe ng € N, tal que g™ (y) < f(y). Além disso, para todo n € N, temos

9" (x9) = 9. E, como f(z) < x, para todo x # z1, temos:

g"(xg) = xo > f(x0).

Por fim, para todo n € N, temos ¢" < Id, pois g = Id (Lema 2.2.14 aplicado

em g~ 1), portanto ¢"(z) < x para todo z # xy. Assim, temos:

g"(r1) < x1 = f(x1).

Defina agora, ¢ := f~! 0 ¢g™. Portanto, temos as seguintes desigualdades:
g(y) < fly) = fog™y) <y=dly) <y,

9" (z0) > flwo) = [~ 0 g™ (x0) > o = q(z0) > o,
g"(z1) < fz) = fhog™(z1) <z = q(z1) < 21

Como ¢(zg) < ¢g(x1), pois ¢ é estritamente crescente e xg < xj, provamos a
afirmacao. |

Agora, note que y < xy < 7. Assim, o sinal de ¢(x) —x troca pelo menos
duas vezes entre y e x;. E portanto, pela Observagao 2.1.11, ¢ possui pelo
menos dois pontos fixos. Mas como ¢ € GG, temos que g é necessariamente um
elemento trivial, ou seja, ¢ = Id. O que é uma contradicao com a afirmacao
anterior.

Por fim, caso g = Id, temos que ¢! < Id, e g~! livre de pontos fixos,
implica em ¢ livre de pontos fixos. Assim concluimos a prova do lema. [

Defina a seguinte relacdo em G: dados f, g € G, dizemos que

f < g seexiste C € R tal que: f(x) < g(z) para todo = > C.
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De forma similar, escrevemos g > f se f < g.

Lema 3.3.3 A relagio <1 é uma relagdo de ordem total sobre G. Além disso,
ela € invariante por multiplicagdo a direita e a esquerda pelos elementos de G.
Prova. A demonstracao serda consequéncia das seguintes afirmacoes.
Afirmagao. < é uma ordem total estrita.

Prova. Basta verificar cada um dos itens abaixo:

— Transitividade: Se f <1 g e g < h, entdo, existem C e Cy tais que: para
todo x > max{Cy, Cy}, temos: f(z) < g(z) < h(z). E portanto, f < h.

Assimetria: Se f < g, entao, exite C' € R, tal que: para todo x > C,
temos: f(z) < g(z). E portanto, é claro que g 4 f.

— Irreflexividade: Pela definicao de <, esta claro que f 4 f.

— Totalidade: Basta notar que os graficos de dois elementos distintos
f, g € G se cortam no maximo uma vez, caso contrario ¢g—* o f teria mais
do que um ponto fixo. Portanto, sempre existe C, tal que: ou f(z) > g(z)

para todo x > C, ou f(z) < g(z) para todo x > C.

Assim, a prova da afirmagao esta completa. [ |

Afirmagao. Para todo f,g,h € G, temos:

— f<Qg= ho f<hog (invariante por multiplicacdo a esquerda),

— [ <g= foh<goh (invariante por multiplicacdo a direita).

Prova. Se f < g entdo existe C' € R tal que f(z) < g(x), para todo x > C.
Como h € G é crescente, temos que: h(f(z)) < h(g(z)), para todo = > C. E
assim, ho f <hog.

Por outro lado, como A : R — R é homeomorfismo: se f(z) < g(x), para
todo x > C, entdo temos que: f(h(y)) < g(h(y)), onde y = h™*(z). Ou seja,
f(h(y)) < g(h(y)) para todo y > h~'(C). E entdo, foh <1 goh. [ |

Assim concluimos a demonstragao do lema. [

Lema 3.3.4 Seja f € G com um ponto fixo e f>1d. Entdo, para todo g € G,
existe n € N tal que f" > g.

Prova. Seja xy o ponto fixo de f. Como f > Id, pelo Lema 3.3.2, temos que
f(z) < z, para todo z < xy e f(z) > z, para todo z > x,. Portanto, pelo

Lema 2.2.14, temos:

lim f"(z) = —o0, para todo = < x,
n——+00
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: neon
ngrfwf (x) = 400, para todo = > xg.

Fixe entao, 1 < x9 e 9 > xy. Em particular, dado qualquer g € G
existe n € N suficientemente grande, com f"(z1) < g(x1) e f"(z2) > g(xa).
Portanto, os graficos f™ e g tem sua tUnica intersecao entre x; e x5. E assim,
f™(x) > g(zx), para todo x > xs. Implicando em: f" > g. [ |

Vamos proceder de forma similar ao nimero de transl¢cao durante a
demonstracdo do Teorema de Holder. Fixando f € G com ponto fixo xg e
tal que f > Id, para cada g € G e cada n € N definiremos o seguinte niimero
racional

Prn(g) = B, tal que: fP < g™ < fP
n

que esta bem definido, gracas ao Lema 3.3.4 que fornece uma espécie de relacao
de ordem arquimediana parcial.
Os Lemas 3.3.5 e 3.3.6 tém demonstragoes idénticas as feitas no Teorema

de Holder (veja os Lemas 3.1.3 e 3.1.4), e portanto serdo aqui omitidas.

Lema 3.3.5 A sequéncia {psn(g)tnen converge quando n — oo. E denotare-

mos o limite como pg(g).

Lema 3.3.6 A aplicagio (G,0) — (R,+), definida por g — ps(g), € um

homomorfismo crescente de grupos.

Vamos agora, concluir que ker(py) é formado pelos elementos livres de pontos

fixos:
Lema 3.3.7 Se h € ker(py) entdao h € livre de pontos fizos.

Prova. Se h possui um ponto fixo e h > Id, vimos no Lema 3.3.4 que existe
n € N, tal que h" > f. Entao,

L=ps(f) < pr(h") =n.ps(h).

Em particular, h ¢ ker(ps). E caso h ¥ Id, temos: h™' 1> Id. E assim,
h™! ¢ ker(p;), o que implica em h ¢ ker(p;). |

Lema 3.3.8 Se h € G € livre pontos fixos entdo h € ker(py).

Prova. Seja h € G livre de pontos fixos e suponha h(z) > x, para todo = € R.
Vamos mostrar que ps(h) < 1. Supomos entao, por absurdo, que pg(h) > 1.

Afirmagao. Para todo K € GG e para todo x € R, temos:

Koho K (z)> f(x).
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Prova. Como h(x) > x para todo z € R, segue que
h(Kz)) > K Y (z) = Koho K '(z) > x.
Assim, como f > Id e f possui ponto fixo zg, segue que para todo z < x
fz) <z < KohoK ().
Além disso, como py é morfismo, temos:

pr(Koho K™Y = py(K) + ps(h) — pp(K) = pg(h) > 1.

Assim, existe C' € R, tal que K o ho K~(z) > f(x), para todo x > C.

Agora estamos prontos para provar a afirmacao. Suponha entao, por
absurdo, que existe y € R com K o ho K~ '(y) < f(y). Necessariamente,
g <y < C.Defina qg:= f'oKoho K™ €@, segue que:

KohoK Y (xg) >z = f(xg) = f oK oho K (x9) > x9 = q(x0) > 0,

KohoK 'y) < f(y)= [loKoho K '(y) <y=qly) <y,
KohoKHC)> f(C)= f'oKoho K (C)>C=q(C)>C.

E portanto, ¢(x) — = troca de sinal pelo menos duas vezes, e assim, ¢ € G
tem pelo menos dois pontos fixos. Concluimos assim, ¢ = Id. O que é uma
contradigao, pois q(zg) # x. [ |

Seja agora k € G com um ponto fixo xp > ¢ e k> Id. Por exemplo,

podemos escolher k= ho foh™ ez, = h(zg) > 0.
Afirmagao. Existem n > 0e 2z € R tais que k™" o ho k"(2) < f(2).

Prova. Escolhaw > xp ey = h(w) > w. E para todon > 0, defina w,, = k=" (w)
e ¥y, = k7"(y). Note que para todo n > 0:

k™ o hok™(w,) =y, > wy, > x.

Sabemos que para todo z > =z, k7"(x) converge para xp. Assim, como
y > w > xp, temos que w, e ¥y, também convergem para xp. Por fim, como
x > o, temos: f(xg) > xp e portanto, podemos escolher ny € N, tal que:

Yno < f(zx). Em particular, temos:

k70 ho k" (wny) = yno < f(xn) < f(wng).
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Escolhendo n = ng e z = w,,, a prova da afirmacao estd completa. [ |

Agora, tomando K = k™" € @, temos uma contradicao entre as duas
afirmacoes anteriores. Portanto, para toda h € G livre de pontos fixos com
h > Id, temos ps(h) < 1. Em particular, para todo n > 0, k" € G ¢é livre de
pontos fixos e A" > Id. Assim, temos:

pr(h") < 1= ps(h) <

S|

Como h > Id, temos também pg(h) > ps(Id) = 0. Portanto, h € ker(py).
Caso h < Id, temos h™' > Id e sem pontos fixos. Portanto: ps(h™*) = 0.

E assim
pr(h) = —ps(h™) = 0.

Concluimos portanto, a demonstragao do Lema 3.3.8. |

Agora, note que como nao existem pontos fixos globais e G tem no
maximo um ponto fixo, pelo Lema 2.2.28 temos G nao-abeliano. Portanto,
existem h, g € G que ndo comutam, ou seja, ¢ = gohog toh™! # Id. Porém,

temos que

pr(q) = prlgohog ™ oh™) = prlg) + ps(h) — pr(g) — pr(h) = 0.

Ou seja, o elemento ¢ pertence ao ker(py). E entdo, temos que ker(ps) C G é

um subgrupo nao trivial. Além disso, vimos no Lema 3.3.8 e Lema 3.3.7 que
h € ker(py) < h é livre de pontos fixos.

Portanto, ker(p;) C Homeo, (R) age sobre R livre de pontos fixos. E, pelo
Teorema de Holder, ker(ps) é naturalmente munido de uma ordem total <,

invariante por multiplicacao a direita e a esquerda, definida por:

h < g < h(z) < g(z), para todo x € R, com h, g € ker(py).

Lema 3.3.9 O grupo ker(ps) ndo é gerado por um tunico elemento.

Prova. Se T é um elemento de ker(py) com T > Id, como f é nao-trivial e
possui um ponto fixo xg, temos que 7' e f nao comutam. Em efeito: T'(xq) > xg

e f(z) > x para todo = > xg, e assim

f(T(x0)) > T(xo) = T(f(0))-
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Note que ps(foT o f~1) = ps(T) = 0. Portanto, foT o f~! € ker(py).

Assim, foT o f~' e T sdo dois elementos diferentes de ker(py). Segue que:
T<foTof™t ou T>foTof™"

Vamos supor T = foT o f~1.

Afirmacgao. Para todon € N,

fn oT o ffn - fn+1 oT o ff(nJrl)'

Prova. Vamos demonstrar a afirmacao por indugdo em n. Por hipotese, temos

T = foTo fL. Pela definicio de <, temos para todo z € R
T(z) > foT o f(x).
E assim, como a ordem ¢ invariante por multiplicacao a direita e a esquerda,

froTof™a)> fro(foTof)of"(x)=f"oTof " V(z).

Ou seja, ffoT o f™ = frtloT o f~(n+l), |
Portanto, os homeomorfismos (f" o T o f~") formam uma sequéncia
decrescente em ker(py), cotada inferiormente pela Id. Com efeito, para todo

n € N e para todo z € R temos
T(x)>x=T(f ") > f"@)=froTof(x)>["(fT"(x)) =2

Assim, é impossivel que ker(py) seja isomorfo ao grupo ordenado (Z,+, <), e
assim nao é gerado por um unico elemento.
CasoT < foTof™ ' entdo f~*oTof <T. Trocando f e f~! de papel,

o mesmo resultado segue. [ ]

Lema 3.3.10 Dado k € G considere a aplicagio vy, : ker(pg) — ker(py),
definida por: g — kogok™. A aplicacdo 1y, é um morfismo de grupos, crescente

com relagao a ordem <. Além disso, Vi ok, = Yk, © Vi,

Prova. Note que, para qualquer gq, g» € ker(py), temos:

Vr(g1) o Ur(ge) =kogiok™ okogyok™ =kogogaok™.

Logo, 9 é morfismo de grupo.
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Se g1 < g2, entdo para todo z € R: gi1(x) < ga(x). Assim, como k é

homeomorfismo crescente, temos:
g1(k(y)) < ga(k™'(y)), para todo y € R.

E portanto, k(g1 (k™ (y))) < k(g2(k~"(y))), ouseja, ¥i(g1)(y) < ¥i(g2)(y) para
todo y € R. Concluimos entao que ¥(g1) < Vr(g2).
Por fim, note que para todo ki, ks € G e todo g € ker(py) temos

Vryoks(g) = (k1o ka) o go (ki oks) ™ =kjo(keogoky')oki' =g, (¢r,(9)),

o que conclui a prova do lema. [ |

Lembrando que como ker(py) age livre de pontos fixos sobre R, pelo
Teorema de Holder, para cada h € ker(py), h > Id, existe ¢ : R — R continua,
crescente e sobrejetiva, tal que a aplicacao ¢ é uma semi-conjugacao com um

grupo de translagoes.

z — g(x)

T x4+ tylg)

Vamos entao fixar um elemento h € ker(py), com h > Id.

Corolario 3.3.11 Para todo k € G, existe a(k) € R, estritamente positivo,
tal que para todo g € ker(py), temos:

tn(Vi(g)) = a(k).tu(g).

Além disso, a aplicagio k — a(k) € um homomorfismo de (G, o) para (R, x).

Prova. Denote por T := ty(ker(py)) C R. Pelo Lema 3.3.9, temos que
ker(ps) néo é gerado por um unico elemento, e portanto o mesmo vale para
T = ty(ker(py)), j& que a aplicacdo g — t,(g) é um isomomorfismo (visto em
3.1.5). Agora, como T' C R é subgrupo que nao pode ser gerado por um tnico
elemento, segue pelo Lema 2.2.7, que T é um subgrupo denso de R.

Como t), : ker(ps) — T é um isomorfismo crescente (Lema 3.1.5),
deduzimos que a aplicacdo t,(g) — tn(¢r(g)) é um automorfismo crescente
de T
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Essa aplicacao se estende para um automorfismo continuo e crescente de

R. E pelo Lema 2.2.32, segue que é uma homotetia de razao «(k) > 0. Ou seja,

tn(Yr(g)) = alk).tu(g)-

Além disso, usando o Lema 3.3.10, se verifica para todo ki,ks € G e todo

g € ker(py) que
a(ky o k2)tn(9) = th(Vrion, (9)) = tn(Vn, (Y1, (9))) =

= a(k1) th(Vr,(9)) = alk).a(k2).th(9g),

provando que a aplicacdo é um morfismo de grupos e concluindo a prova do

lema. [ |

Lema 3.3.12 Para todo k > Id com um ponto fixo, temos que (k) > 1.
Além disso, a aplicagao k — (k) é um morfismo crescente de (G, o, <) sobre
((0,400), x, <).

Prova. Seja k> Id com um ponto fixo z;. Lembre-se que h € ker(ps) foi
escolhido tal que h > Id e t,(h) = 1.
Para todo n > 0, temos k™" o h o k™ = 14— (h). Por definicao,

th(k ™™ 0 ho k™) = ty(Yen(h)) = a(k™).tu(h) = alk™) = a(k)™

Agora, escolha w > zp e y = h(w) > w, e para todo n > 0, defina
wy =k~ "(w) e y, := k" (y). Note que

k™ o hok™(w,) =y, > w, > xy.

Sabemos que para todo x > x, k~"(x) converge para xj. Assim, como
y > w > xp temos: w, e Y, convergem para T.
Por fim, como h > Id, temos h(xy) > x e portanto, podemos escolher

no € N, tal que y,, < h(zx). Em particular, temos:
k™™ o ho k™ (W) = Yny < h(xr) < h(wy,).
Deduzimos assim, k=" o h o k" (w,,) < h. E entao:
1> tp(k™™ ohok™(wy,)) =alk)™.

Assim, temos a(k) > 1.
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Para provar a segunda pate do lema, note que se ky > ko, entao:
kyloki>Id= aky'ok)) > 1= alky) ".alk) > 1= alk) > a(ks),

provando que o morfismo é crescente. [
Denote por T, ) a translagao x — x 4 ¢;,(k). Assim, a semi-conjugagao

¢ descrita apos o Lema 3.3.10, satisfaz:

pok="Tw oo
Agora, estamos prontos para o ultimo passo da demonstragao do Teorema

3.3.1:

Lema 3.3.13 Para todo g € G, a composicao ¢ o g € uma Semi-conjugacao

com um subgrupo de translacoes.

Prova. Com efeito, para todo g € G e todo k € ker(py), temos gokog™" = 1, (k)

e, pela definicao de ¢, temos:

po(gokog ™) =T wu) © 0= Taig)tnr) © O

Entao, aplicando g pela direita nos dois lados da equagao, temos para todo
g € G e todo k € ker(py)

(¢pog)ok=Tug).tnm o (Pog)

Portanto, para todo k € ker(ps) a composicao ¢ o g é uma semi-conjugacao
entre k e uma translagdo, o que conclui a prova do lema. [ |
Por fim, pela unicidade da semi-conjugacao ¢ descrita no Lema 3.1.9,

temos que para todo g € G, existem a(g) € R positivo, e b(g) € R, com

pog=alg)o+blg)

Isso significa que para todo g € G, a aplicacdo ¢ induz uma semi-conjugacao

de g para a aplicacdo = +— a(g).z + b(g), como ilustrado no diagrama.

T glr)

x> alg).r + b(g)

Portanto, ¢ é uma semi-conjugacao de G com um grupo de aplicagoes

afins, concluindo a prova do Teorema de Solodov. ]
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4
Abertura de orbita

No intuito de estudar e classificar os grupos de homeomorfismos cres-
centes com no maximo N pontos fixos, é essencial entender seus exemplos. E
sem duvidas, os grupos abelianos fornecem os exemplos mais simples possiveis.
Porém, como ja vimos no Lema 2.2.28, temos que nesse caso todos os pontos
fixos sdo globais e isso torna a dinamica da agdo trivial demais para agradar
qualquer estudioso.

Observamos que os exemplos cldssicos, como o grupo das translagoes e o
grupo das aplicagoes afins, sdo extremamente importantes para a classificagao
dos casos N < 1. Infelizmente, os casos N > 2 nao possuem exemplos classicos,
e isso deixa a busca por grupos nao-abelianos com no maximo N > 2 pontos
fixos muito instigante, e nos leva ao tema desse capitulo.

Visando construir tais exemplos, vamos apresentar o conceito de abertura
de orbita, que consiste em a partir de uma agao de grupos construir uma semi-
conjugacao que abre um conjunto invariante em intervalos, ou seja, a pré-
imagem de cada ponto do conjunto de abertura pela semi-conjugacao é um
intervalo compacto. E em seguida, para cada um dos intervalos assim obtidos,
vamos incluir uma nova acao.

Dessa forma, um elemento que fixava um dos pontos que foram abertos
vai passar a fixar os extremos de um intervalo, além de também fixar os pontos
fixos da acao incluida nesse intervalo. Desta forma, criamos novos pontos
fixos de forma controlada. A partir desta técnica de abertura, vamos construir
exemplos de grupos de homeomorfismos crescentes nao-abelianos para os casos
N > 2.

4.1
Existéncia da abertura de uma 6rbita

Vamos nesta secio, apresentar o Teorema de Abertura de Orbita, que ird
garantir a existéncia de uma semi-conjugagao que abre um conjunto invariante,
isto é, uma aplicacao que tem como pré-imagem de cada ponto do conjunto
um intervalo compacto. Além disso, mostraremos que toda semi-conjugagao
pode ser vista como uma abertura de érbita, ou seja, os conceitos de abertura

de 6rbita e de semi-conjugacao sao essencialmente equivalentes.
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Definigcao 4.1.1 Dados um conjunto X e um grupo G que age sobre X,
dizemos que dois pontos x,y € X estao na mesma classe de orbitas se existe

g € G, tal que g(x) = y. Ou, equivalentemente, G.x = G.y.

Observacao 4.1.2 Note que a relagio x ~ y < G.x = G.y é uma relagdio
de equivaléncia, e portanto as classes de orbitas sao classes de equivaléncia.
Como consequéncia, podemos tomar representantes para cada classe. Isto ¢,

elementos {xy}req C X, tais que

U G.xp = X e, para ky # ky temos G.xy, N G.xy, = 0.

keQ

Teorema 4.1.3 (Abertura de Orbita) Sejam G C Homeo (R) um grupo
atuando em R e A C R um subconjunto G-invariante enumerdvel. Considere
representantes das classes de orbitas {xgtreq C A e A= || G.x.

Para cada k € € considere Hy o estabilizador de fci;ﬂe agoes de grupo
¢r © Hi — Homeo, ([0, 1]). Entao existem uma agio V¥ : G — Homeo, (R) e
uma aplicacao h : R — R continua, crescente e sobrejetiva com as sequintes

propriedades:

— h € semi-conjugacdio da acao ¥ com a agdo natural de G: para todo g € G

e todo x € R se verifica

ho(g)(x) = go h(x).

Ou seja, o diagrama abaixo comuta

R
.i’rl
R

e V(g)x)

h

A —

x =+ g(x)

— h™}(x) € reduzida a um tnico ponto, se x & A.

— h™Y(x) é um intervalo compacto naio-trivial, se x € A.

~ Para cada k € Q, W(Hy) é o estabilizador de h™'(zy). E a restrigio,
U (Hp)|h-1(z) € conjugada d agio ¢y,. Ou seja, existe ty = [0,1] = h™'(xy)
homeomorfismo crescente tal que para todo v € h™'(zy) e todo w € Hy,

se verifica
U(w)(z) =ty o gp(w) ot ' ().
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Definicao 4.1.4 Dizemos que a agio de grupos ¥(G) : G x R — R, definida
por (g,z) — W¥(g)(x) € obtida a partir de G, abrindo as orbitas de {xy}req €

incluindo {¢x }keq no intervalo.

A prova do Teorema 4.1.3 serd uma consequéncia direta das proximas trés
proposigoes. Elas serdo divididas em duas subsecoes: Abertura do conjunto A

e extensao da acao para R.

4.1.1
Abertura do conjunto A

Proposicao 4.1.5 Dados G C Homeo, (R) grupo atuando em R e A C R
subconjunto enumerdvel, G-invariante, existe h : R — R crescente, continua e
sobrejetiva, tal que:
(1) h=Y(x) é um tnico ponto, se x & A.
(2) h=Ya,) = [an, B8] € um intervalo compacto, se a, € A. Além disso, se
Ay < Qyy entao B, < Q.

(3) Seja X =R\ h™'(A) entdo ¢ : G — Bij,(X) definida por

¥(g)(x) =h~ o goh(x)
¢ uma acao de grupos.

oy 51 vy B2 g B ay 4

Prova. Pelo Lema 2.1.24, como A é enumeravel, existe h : R — R crescente,
continua e sobrejetiva, que satisfaz os dois primeiros itens. Vamos mostrar que
esse mesmo h satisfaz a terceira propriedade também. Para isso primeiro note
que

X=R\r A =hr'R)\h ' (4A) =~ (R\ A) =hr(A°).

Portanto, h(X) = A°.

Afirmagao. Dado g € G, a aplica¢ao ¥(g) : X — X é funcdo bijetiva
crescente e esta bem definida.
Prova. Basta notar que h : X — A° é bijecao, pelo item 1. E portanto,

h=t : A° — X é funcao bijetiva bem definida. Além disso, como A é G-

invariante, entao g : A° — A° é bijecao bem definida. Temos assim:
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h g i h1 h

Portanto, h™' o g o h(x) = 1(g) é fungdo bijetiva bem definida.

Agora, como h : X — A°e goh : X — A° sao fungdes crescentes e
h™*ogoh : X — X é funcio bem definida, pelo Corolario 2.1.7, temos que
h= o go h é crescente. [

O fim da prova da proposicao segue da seguinte afirmacao.
Afirmagao. ¢ :G — Bij (X) é agao de grupos.
Prova. Vamos calcular 9(g;) o ¥(gs)(z), lembrando neste dominio a funcao h
é bijetiva
U(g1) oP(ga)(z) =h"togiohoh™ ogyoh()
=h""ogiogyoh(z) =1(g1og)(z).

E também ¢é claro que: ¢(Id)(z) = Id. |
Portanto, h satisfaz os trés itens do enunciado, como desejado e a prova

da proposicao esta concluida. [ |

Proposicao 4.1.6 Existe uma tnica acdo de grupos v : G — Bij, (X), que é

uma extensao de ¥ ao fecho de X.

Prova. Dado a,, € A, considere o intervalo h™'(a,) = [a,, 8,]. Note que

X =XU J{an} U{B.}.

neN

Por outro lado, temos as seguintes descrigoes de v, € [3,:
a, =sup{h H2)|lz ¢ A,z < a,},

B, =inf{h Y(z)|z ¢ A,x > a,}.

Tome g € G e seja a,, € A, tal que g(a,) = a,,. Para que 1(g) seja uma

extensao crescente, é necessario que
P(9)(an) = sup{d(g)(h™ ()| ¢ A, < ay}
= sup{¢(9)(h ™" (2))]x ¢ A,z < an}
=sup{h togoh(h (2))|xr ¢ A x < a,}

= sup{h~'(g(2))|z ¢ A, < a,}

=sup{h ' (y)ly ¢ A,y < am} = .
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E, de forma analoga,
¥(9)(B,) < inf{(g)(h™ ()| & A, x> ay}

= inf{y(g)(h™'(z))lz ¢ A,z > an}
=inf{h togoh(h ™ (z))|z & A,z > a,}
= inf{h Y (g(z))|zr ¢ A,z > a,}

= inf{h™'(Y)ly ¢ A,y > an} = B

Portanto,

o < P(g)(an) < V(9)(Bn) < Brm.

E como, (t, Bm) N X = 0, temos 1¥(g)(an) = am € ¥(9)(Bn) = Bm. Assim o
unico candidato possivel para extensao da acao 1 deve ser da forma:

h™logoh(x) se z € X,
@(9)(37) = Oy S€ T = Qp € g(an) = Qm,

Bm se x = [ e glay,) = an.

Afirmacdo. A aplicagio ¢ : G — Bij, (X) definida acima é uma agao de
grupos.
Prova. Pela construcio de 1(g)(a,,) e 1¥(g9)(B,), e por ¢ ser extensdo de ¢ em

X, fica claro que
— X

>

U(g) :

é bijetiva crescente, para todo g € G.
Para provar que é acdo de grupos, basta verificar as propriedades para
r € X \ X. Com efeito, sejam a,, € A e go(a,) = am, g1(am) = ay, e portanto

g1 © go(ay,) = ag. Temos:

P(g1) 0 Y(g2) () = ¥(g1)(am) = ar = P(g1 © ga)(aw),

U(g1) © ¥(g2)(Bn) = 1(91)(Bm) = Br = ¥ (g1 © g2)(Bn)-

Além disso, tomando g = Id, temos Id(a,) = a,, e assim

@(Id) (0471) =a, € J(Id) (5n) = Bn.

Verificando que 1) é acdo de grupos bem definida. [
Portanto existe uma tnica extensdo 1, concluindo assim, a prova da

Proposicao 4.1.6. L
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4.1.2
Extensao da acao para R

Note que, como A é G-invariante, entao temos G.a C A, para todo a € A.

Sejam xp, € A os representantes de cada orbita em A. Isto é,

A= LJ (}ﬁk.

keQCN

Seja Hj,, C G o estabilizador de x;, ou seja

Hy={g9 € G| g(zr) = v}

e defina os intervalos compactos
h=H ) = Iy = [, Bi-

Proposicao 4.1.7 Para cada k € Q considere ¢, : Hy — Homeo, (1) acoes
de grupo. Entao existe uma V : G — Homeo (R) que é uma agao de grupos

bem definida, tal que:

- U(g)(z) = ¥(g)(x) para todo x € X.

~ W(Hy) € o estabilizador de Iy, e a restricio V(Hy)|r, € equivalente d agao

s 1Sto €, para todo w € Hy, e todo x € I}
U(w)(z) = ¢ (w)(z).

— h é uma semi-conjuga¢cio da agio ¥ com a agdo natural de G, satisfa-

zendo para todo g € G e todo v € R,

hoW(g)(x) = goh(z).

Ou seja, o diagrama é comutativo

= Vg)(x)

h fi

A —
o — i

x> glz)

Prova. Para todo a,, € A, existe um tnico xj, com

a, € G.xy.
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Para cada a,, € A que ndo é o representante da sua orbita (i.e. a, # =) para

todo k € ) escolha um elemento f,, € G, tal que:

fn(an) = Tg.

Note que: ¥(fn)(an) = o e ¥(f.)(B.) = Bi. Observe que se a extensio W

existir, necessariamente deve verificar

W (fu)([an; Br]) = [O‘;m Bl/g]

Vamos portanto, definir para todo a,, € A e todo z € [, 5]

V(fu)(@) == Ln(2),

onde L, : [an,Bn] — [a), Br] é a aplicagdo afim que transforma, de forma
bijetiva e crescente, um intervalo no outro.

Fixe agora, g € G e x ¢ X quaisquer. Note que,

r¢ X =ze (b (A)° = |] (B

neN

Portanto, existe um tunico a, € A tal que = € (o, 5,).
Seja g(a,) = a, € A, existe um tunico representante xp tal que:

ap, Gy € G.xp. Agora, note que

fn(an) =Tk € fm(am) =2 = fmogo fn_l(xk) = Tk

Portanto, f,, o g o f;! € Hy. Porém, para respeitar o segundo item da

proposicao, é necessario que
U(fmogo fi') (@) =d(fmogo fi)(2).
Mas, para que V¥ seja agao de grupos, é necessario que
U(fmogo fi') (@) =TU(fn)oU(g) o U(fa) ' (2).
Juntando as duas equacoes acima, temos:
T(g)(w) = U(fi) ™" 0 dh(fmogo fi) o U(fu)().

Lembrando que ¥(f,)(z) = L,(z), para todo a, € A e todo = € [ay, [,],
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concluimos

U(g)(x) = Ly, 0 d(fmogo fi') o Lu(w).
Afirmacgao. Seja ¥ : G — Homeo, (R), definido para cada («,, 8,), por:

U(g)(z) = { b(g)(x) se x€X

Lyt o di(fmogo fit) o Ln(z) se x € (om, Br)

onde a, € G.zy e g(a,) = ap,. E uma acdo de grupos bem definida.

Prova. E ficil notar que ¥(g) é bijecio crescente em cada intervalo [ay,, 8,]. E

U(g)lx = ¥(9) € Bij, (X),

concluimos que ¥(g) € Bij(R). Portanto, pelo Lema 2.1.13, temos que ¥(g)
¢ um homeomorfismo crescente.

Agora, vamos calcular ¥(g;) o W(gy)(z). Temos que considerar dois casos:

— Casoz € X:
U(g1) 0 U(g2)(x) = ¥(g1)(¥(g2)(2))

lembrando que 9(g2)(z) € X, temos:

U(g1) (1 (g2) () = ¥ (g1) (¥(g2) (x))

=1(g10g2)(x) = U (g1 0 go) ().

— Caso x € (ay, fn):

Seja ga(an) = am € g1(an) = a;, e assim: (g1 o0 g2)(a,) = ;. E seja zy, o
representante da érbita de a,, e consequentemente, das érbitas de a,, e

a; também. Lembre que W(g2)(z) € (am, Bm). Assim, temos:
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W(gr) 0 ¥(g2)(w) = W(g1)(¥(g2)(x))
=L odi(fiogiofn') o Lin(¥(g2)(2))
=L ogi(fiogiofn') o Lmo Ly o ¢i(fmogao fih) o Lu(x)
=L o di(fiogiofu') o d(fmogzo fi) o La(x).
Porém, ¢}, : I, — I é agdo de grupos, entao:

=L o di(fiogiofu' o fmogaofy ) o Lu(w)

=L ol (fiogiogao f;') o Lu(x) = ¥(g1 0 go) ().

Portanto, acabamos de provar que ¥(g;) o W(gs2) = W(g; o go). Falta verificar

que V(Id) = Id. Novamente, temos dois casos:

— Caso z € X:
U(Id)(x) = (Id)(z) = Id(x) = .

— Caso x € (a, Bn):
V(Id)(x) = Ly," 0 ¢h(fuo ldo f,7) o Ly(x)
=L o, (Id)oL,(z) =L, ' oldo L,(x) = Id(z) = x.

Concluindo a prova da afirmacao. [
A acdo U : G — Homeo, (R) definida na afirmagao anterior, claramente
satisfaz os dois primeiros itens da Proposicao 4.1.7. Para o terceiro item, basta

observar que:

— Caso r € X,
U(g)(x) = v(9)(x) = v(g)(x) = ™ o goh(a).
E assim, como h é bijetiva em X
hoW(g)(x) =hoh togoh(z)=goh(x).
— Caso x ¢ X, entdo existe a, € A com:

T € [an, Bn) = h ™ (ay).
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Seja g(ay,) = a,, temos que
U(x) € [V(an), ¥(Bn)] = [m, Bm] = h_l(am)'

Portanto,
h(¥(x)) = am = g(an) = g(h(z)) = g © h(z).

Concluimos assim, a prova da proposi¢ao. [
Portanto, a prova do Teorema 4.1.3 esta concluida.
A préxima observacao mostra que os conceitos de semi-conjugacao e de

abertura de orbita sao equivalentes.

Observacao 4.1.8 Toda semi-conjugacdo pode ser descrita como uma aber-
tura de orbita. Mais precisamente:

Sejam G',G C Homeoy (R) dois grupos agindo sobre R e h : R — R
aplicacio continua, crescente e sobrejetiva, tal que G’ é semi-conjugada a G

por h. Isto é, para todo ¢ € G' existe g € G, satisfazendo:
hog(x)=goh(x), para todo x € R.
Além disso, sejam {xy}req representantes das classes de orbitas em G de
A:={x e R| h*(x) é um intervalo nio-trivial}

e Hy, C G o estabilizador de xj. Note que Hy = G'|p-1(5,), € defina para todo
k€ Q, as acoes de grupos ¢ : Hy, x h™ (xy,) — h™(xy,) por:

Or(w) == W'|p-1(z,), para todo w € Hy,.

Entao, por defini¢ao, G' € obtida a partir de G, abrindo as érbitas de {xy}req

e incluindo {dx }req no intervalo.

4.2
Unicidade da construcao

A construcao da abertura de érbita feita na secdo anterior, pode deixar
o leitor um pouco confuso. Afinal, foram tantas escolhas arbitrarias, que
poderiamos ter dois grupos obtidos pela Abertura de Orbita, e eles nao terem
nada em comum, fazendo da construgao, algo vago demais para ser usado de
forma bem definida. Porém, esta secao vem para trazer seguranca ao leitor e dar

credibilidade para construcao feita, pois nela serd demonstrada a "unicidade"
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da abertura de érbita, concluindo que duas ac¢oes de grupos obtidas a partir
de um mesmo grupo e incluindo as mesmas agoes no intervalo, sao conjugadas.

Esse é o conteiido do proximo teorema.

Teorema 4.2.1 Se 0, e 0y sio duas agoes de grupos, ambas obtidas a partir
de G, abrindo as drbitas de {xy}req e incluindo {¢y}req no intervalo, entdo

0, e 0 sdo conjugadas por um homeomorfismo crescente.

Prova. Sejam h; e ho as semi-conjugacoes de 61 e 05 com G, assim como no
Teorema 4.1.3. E seja:
A= |_| G.xzy.

kEQCN
Observe que A é um subconjunto enumeravel, G-invariante e que para cada
a, € A, existe um unico zy, tal que a, € G.x.

Sejam, para cada a, € A

hfl(an) = [ana ﬁn] € hgl(an) = [dna Bn]

os intervalos compactos, descritos no Teorema 4.1.3.
Seja t, : [0,1] — hi* () um homeomorfismo crescente que satisfaz, para
todo = € hy'(x;) e todo w € Hy

01(w)(z) = tg o pp(w) o t,;l(:p).

E # : [0,1] — h3'(x;) um homeomorfismo crescente que satisfaz, para todo
x € hy'(x;) e todo w € Hy

Oz (w)(x) = T}, 0 P (w) o £, ().
Fixe, para cada a, € A, f, € G tais que f,(a,) = 5. Defina agora:

I(2) hytohi(z) se x ¢ hi'(A),
x) = -

Oo(fi ") ot oty 0 01(fu)(z) se x € [an, B,
Observe que I' define uma aplicagdo de R em R.

Afirmacgao. A aplicagdo I' : R — R é um homeomorfismo crescente.

Prova. Por definicdo, hy : (hy'(A))® — (A)° e hy' : (A)° — (hy'(A))° sdo

fungoes bijetivas e crescentes. Logo,

hy'ohy: (b (A)" = (hy'(A))°
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também é bijetiva e crescente. Como f,(a,) = xx, temos que:

01(fn) : [on, Ba] — h1_l<xk)>

ty'hi () = [0, 1],

Z?k : [O, 1] — h2_1<1'k),

Oa(fi ") hy (k) = [, Bal,
sao todas aplicacoes bijetivas e crescentes. Logo,

Oa(fr ) ot oty 0 01(fn) : [an, Bul — [Gin, Ba)

é bijetiva e crescente. Portanto, é claro que I' : R — R é bijetiva.
Para concluir que é crescente, basta observar que: I'(«v,) = &,, Porém, «,

pode ser descrito como:

an =sup{hit(z) |2 ¢ A x < a,}

Portanto:
[(a,) = &, =sup{hy'(z) | ¢ A,z < a,}
=sup{hytohiohi (z) |2 ¢ Az < a,}
=sup{loh; (z) |z ¢ A, x < a,}.
E assim,

D(sup{h;'(z) |2 ¢ A,z < a,}) =sup{lToh ' (z) | v ¢ A,z < a,}.
Analogamente para [3,:
L(inf{h;'(2) | v ¢ A,z > a,}) =inf{Toh*(z) | 2 ¢ A x> a,}.

As duas igualdades acima, s6 podem ser verdade se I' for crescente também
entre elementos de [, 3,] e hy'(A). Portanto, I' é bijecdo crescente. Conclui-

mos, pelo Lema 2.1.13, que I' : R — R é homeomorfismo crescente. [ |

Afirmagao. A aplicacao I' : R — R é uma conjugacao entre 6y e 6. Isto é,

para todo g € G e todo x € R se verifica

[0 61(g)(x) = O2(g) o T'(x).
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Ou seja, o diagrama é comutativo

x— (g)x)

_—

r£ ﬁr

x— alg)ix)

Prova. Temos novamente que considerar dois casos, = ¢ hi'(A) e z € [an, (]
para algum n.

Caso x ¢ hy*(A), observe que pela definicio de h;, temos para todo
reR

hi o 61(g)(x) = g o ().
Além disso, para hi(x) ¢ A, he é bijetiva, portanto
hy' o g(hi(w)) = 02(g) © hy* (hu ().
Lembrando também que h;'(A) é ;-invariante, segue que
ILofi(g)(x) =hytohio6i(g9)(z) =hy'ogohi(z)

= 02(g) © hy" 0 I (z) = ba(g) o I'(2).

Caso x € [an, B4, seja g(a,) = a,, e x) o representante da sua érbita.
Entao,
fmogo f ' (xy) =z, = fnogo f,' € Hy.

Portanto,

O1(fmogo fr') (@) =tiogu(fmogo fih) oty (2).
E assim, como 6; é aciio de grupos, temos que
01(9)(x) = 0u(fr') o ti o du(fmogo fit) oty 001 fn)(x).
Vamos calcular T o 6 (g)(z):
Tobi(g)(x) =T obi(fy)otiode(fmogo fih) oty obi(fn)(x)

= 0s(f) ot oty 001(fim) 0 O1(frn') otk o dr(fmogo fih) oty o bi(fu)(x)
=0(f,") otwoty otpodr(fmogo f ) oty 0bi(fn)(x)

=0s(f') ot o du(fmogo fi') ot 0 01(fa)(2)
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= Os(fr) ot o dr(fmogo fit) ot 0ba(fih) 0 0a(fn) oty 0ty 001(fn)(2)
=0,(f," ) otko dp(fmogo fr ) ol oba(f!) o T (x)
— Q2(g) © F(ZE),

concluindo desta forma a prova da afirmacao. [ |
A prova do Teorema 4.2.1 decorre imediatamente das duas afirmacoes

anteriores. [ ]

4.3
Construcao de grupo com no maximo N pontos fixos

Nesta secdo, vamos aplicar o conceito de Abertura de Orbita e descrever
uma maneira de construir exemplos de grupos nao-abelianos de homeomorfis-
mos com no maximo N > 2 pontos fixos.

Além disso, veremos que todos os exemplos serdao semi-conjugados a um
grupo com no maximo um ponto fixo. Isso vai nos direcionar, na procura por
uma classificacdo para grupos com até dois pontos fixos, assunto que tomara
forma no proximo capitulo.

E também, concluiremos que existem restricbes dinamicas, como mini-
malidade e transitividade da acao, dependendo exclusivamente do niimero N
de pontos fixos. Isto mostra que, mesmo sendo todos semi-conjugados a grupos
com no maximo um ponto fixo, existem diferencas intrinsecas na dinamica das
agoes.

Teorema 4.3.1 Sejam:

— G C Homeo, (R) com no mdzimo um ponto fixo,
— um ponto xog € R com G.xy enumerdvel e H C G seu estabilizador,
— uma agio ¢ : H — Homeo, ([0,1]) com no mdximo N pontos fixos em

0,1).

Considere ¥(G) C Homeo (R) uma acao obtida a partir de G abrindo a orbita

do ponto xqy e incluindo ¢ no intervalo, entdo:

— O estabilizador H ¢ abeliano.

— Todos os pontos fizos dos elementos de ¢(H) sao globais para a agio de
¢(H).

— A agao V(G) tem no mdximo N + 2 pontos fizos. Além disso, eziste
elemento com N + 2 pontos fixos, se e s se, H é ndao-trivial e ¢(H)
contém um elemento com N pontos fixos no interior do intervalo.

— Se H é nao-trivial e x¢g nao é um ponto fixo global da agcio de G, entao

o grupo V(G) ndo é abeliano.
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Prova. Os itens serao separados em afirmacgoes e serao provados um por um,

comecando por:
Afirmacgao. O estabilizador H ¢é abeliano.

Prova. Observe que H C G C Homeo (R) é um subgrupo, portanto H também
tem no maximo um ponto fixo. Porém, como H é o estabilizador, temos para
todo w € H, w(xy) = xy. Portanto, H age com no méximo um ponto fixo e

possui um ponto fixo global. Pelo Teorema de Solodov, H é abeliano. |
Afirmacgao. Todos os pontos fixos de ¢(H) sao globais.

Prova. Fixe t : (0,1) — R homeomorfismo crescente e considere a agao
¢ Hx R — R, definida por

¢'(w)(z) =tog(w) ot (x).

Pelo Lema 2.2.18, como ¢ tem no maximo N pontos fixos em (0, 1), por
conjugacao, ¢ também tem no maximo N pontos fixos. Porém, H abeliano,
entdo, pelo Lema 2.2.28, todos os pontos fixos de ¢'( H) sao pontos fixos globais.

Assim, por conjugacao, todos os pontos fixos de ¢(H) sao globais. ]

Afirmagao. V(@) tem no maximo N + 2 pontos fixos. Além disso, existe
elemento com N + 2 pontos fixos, se e s6 se, H é nao-trivial e ¢(H) possui um

elemento com N pontos fixos.

Prova. Lembre que h o ¥(g)(x) = go h(x) e que g € G possui no maximo um
ponto fixo. Portanto, caso g é sem pontos fixos, U(g) também é sem pontos
fixos, pelo Lema 2.2.23. Ainda pelo Lema 2.2.23, caso x € R é o tinico ponto

fixo de g, temos:

Fix(¥(g)) C h™ ' (x).

Se z ¢ G.xg, entdao h™!(x) é um tnico ponto e portanto Fix(¥(g)) =
h=1(x), ou seja ¥(g) possui um ponto fixo.

Se x € G.xp, entdo existe g € G nao-trivial que fixa x, se e 86 se, H é
nao trivial. Portanto, apenas devemos considerar H nao-trivial para este caso.

Suponha entdao H nao trivial e um elemento ¢(w) € ¢(H) com N pontos
fixos no intervalo. Sabemos que a pré-imagem de h é dada por um intervalo

compacto, entdo considere h™1(x) = [a, (], e temos

Portanto, necessariamente: «, 5 € Fix(¥(w)).
Além disso, em [«, 5], temos que ¥(w) é conjugado a ¢(w) que possui

N pontos fixos, e portanto pelo Lema 2.2.18, W(w) possui N pontos fixos
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em (a, 3), totalizando N + 2 pontos fixos em [a, 5] = h™!(z). Mas, como
Fix(¥(w)) C h™*(z), concluimos, que ¥(g) possui exatamente N + 2 pontos

fixos. Fica concluida a prova da afirmacao. |

Afirmagao. Se H é nao-trivial e xg nao é um ponto fixo global da acao de

G, entao o grupo V(G) ndo é abeliano.

Prova. Observe que como H, o estabilizador de xy, é nao-trivial, segue que
existe h € H nao-trivial com h(xg) = (. Porém, por hipétese oy nao é um
ponto fixo global da acao de GG, o que implica que a acao de G possui pontos
fixos ndo globais, e assim pelo Lema 2.2.28, concluimos que G é nao-abeliano.

Aacido ¥V : G xR — R, tem no maximo N + 2 pontos fixos, logo pela
Observagao 2.2.27, ¥ ¢ fiel. Como G é nao-abeliano, entao existem g, f € G

com go fogto f~t# Id. Como a agao ¢é fiel, segue que

U(gofog lof ) #Id= T(g)oU(f)oT(g)™ oWV(f)™ #Id

e portanto, ¥(G) é nao abeliano. |
Assim, concluindo a prova de todos os itens do teorema. [

Vamos aplicar o Teorema 4.3.1 no seguinte exemplo:
Exemplo 4.3.2 Sejam:
— G o grupo gerado por: g(x) =2x e f(x) =z + 1,
- 0 ponto o =0,

— um homeomorfismo crescente do intervalo q : (0,1) — (0,1) com N

pontos fizos.

~ a agdo ¢ : Z — Homeo ([0, 1]) definida por ¢(k)(z) = ¢*(z).

Uma agao V(G), obtida a partir de G abrindo a érbita do ponto xq e
incluindo ¢ no intervalo, é nao-abeliana, tem no mdximo N + 2 pontos fizos e

possui um elemento com exatamente N + 2 pontos fixos.

Prova. O grupo G é um grupo de transformacoes afins e, portanto, ele possui

no maximo um ponto fixo. Além disso, podemos descrever o grupo como:
G:{x»—>2"/’x+2‘il |k €Z,j€Z,m¢eZ}.
Assim, a orbita do ponto 0 é dada por
G.0:{2k0+2{n y keZ,jeZ,meZ}:{Q{n |j€Z,meZ} =D,

o conjunto dos pontos diadicos.
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O estabilizador H do ponto 0 é o subgrupo das aplicagoes com j = 0,
H={zw 2" | keZ}~Z.

Portanto, (H, o) é isomorfo ao grupo (Z, +).
Observe que a a¢io ¢ : Z — Homeo ([0, 1]) definida por ¢(k)(z) = ¢*(x)
tem exatamente N pontos fixos em (0, 1) (0s mesmo pontos fixos de q).
Aplicando o Teorema 4.3.1, segue que V(@) tem no maximo N +2 pontos
fixos, e como H é nao-trivial, existe elemento com N + 2 pontos fixos. E como
f € G, com f(0) =1, temos que o ponto 0 ndo é ponto fixo global para agao

de G, e assim, segue que V(@) é nao-abeliana. [ |

Definicao 4.3.3 Uma acao de grupos 6 : G x X — X € dita transitiva, se

eriste x € X cuja orbita € densa em X, ou seja, G.x = X.

Corolario 4.3.4 Nas hipéteses do Teorema 4.3.1, se W(G) € agio de grupos
transitiva entdo a agdo ¢, incluida no intervalo, € livre de pontos fixos (caso
N=0).

Prova. Seja h™'(zy) = [a, B]. Por hipétese, existe z € R com ¥(G).x = R.
Logo,
U(G)a N (o, B) £ 0.

E assim, escolha y € U(G).zN(a, B), temos: V(G).z = ¥(G).y. Portanto, pela

densidade, segue que

(a, B) C ¥(G).y.

Porém, ¥ (g)(y) € (a, ) se e 86 se, g(xog) = xo. Em outras palavras, g € H (o
estabilizador de xp).

Logo, concluimos que: (a, 8) C W(H).y, ou seja, y tem érbita densa em
(v, B). Porém, a agdo ¥ : H — (a,f) é conjugada a ¢ : H — (0,1), que
portanto, também possui 6rbita densa. Mas, todos os pontos fixos de ¢p(H) sao
globais, o que contradiz o fato de ¢ : H — (0, 1) possuir uma érbita densa, pois
pontos fixos globais limitam todas as 6rbitas superiormente ou inferiormente.
Portanto, ¢ : H — (0,1) deve ser livre de pontos fixos, ou seja N = 0. [ |

Agora vamos apresentar um exemplo da aplicagao do Teorema 4.3.1, que

fornece uma acao de grupos transitiva.

Exemplo 4.3.5 Sejam:

— G o grupo das transformagoes afins racionais crescentes,
— 0 ponto o =0,

— a ago ¢ : Q4 — Homeo, ([0, 1]) definida por ¢(r)(z) = a’.
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Uma ag¢io W(G) obtida a partir de G abrindo a oérbita do ponto zq e
incluindo ¢ no intervalo, tem no mdzrimo dois pontos fixos, é nao-abeliana e

possui uma orbita densa.

Prova. O grupo G das transformagoes afins racionais pode ser descrito como
G={r—ax+b|acQs beQ}.

A érbita do ponto 0 é dada por
GO={a0+b|acQ:,beQ} =Q

e o estabilizador H do ponto 0 é o subgrupo das aplica¢des com b = 0.

H={zx—azx|aecQs} ~Q;.

Portanto, (H, o) é isomorfo ao grupo (Q., x).

Observe que a agao ¢ : Q4 — Homeo, ([0, 1]) definida por ¢(r)(z) = ="
é livre de pontos fixos em (0, 1). Com efeito, existe z € (0,1) com 2" = x s6 se
r =1, e nesse caso estamos tomando a identidade do grupo.

Aplicando o Teorema 4.3.1, segue que V(G) tem no maximo 2 pontos
fixos, e como H é nao-trivial, pelo terceiro item do teorema, segue que existe
elemento com dois pontos fixos. E como (z — = + 1) € G, temos que o ponto
0 ndo é ponto fixo global para a acao de G, e assim, segue que ¥(G) é nao-
abeliana.

Para concluir o exemplo, falta apenas a seguinte afirmacao:
Afirmagao. A acdo de V(@) é transitiva.
Prova. Note que a agao ¢ : Q4 — Homeo, ([0,1]) definida por ¢(r)(z) = z" é

transitiva em [0, 1]. Por exemplo, a 6rbita do ponto % é densa. Com efeito:

B(H).5 ={() | ey

Tome y € (0,1) qualquer. Sabemos que: (%)T/ =y, ser = log% yeR,.

Escolha portanto, uma sequéncia de racionais positivos {r,},en, com
rm — 7', quando n — oco. E assim, temos y € ¢(H). Como y foi escolhido de
forma arbitraria, temos que a orbita de % ¢ densa em [0, 1]. E como, a ac¢ao de
¢ € incluida no intervalo, temos que a agao de V(@) é transitiva nos intervalos
abertos, cuja unido é dada por h™1(G.0) (onde h é a semi-conjugacgao entre
U(G) e G).

Além disso, a orbita de 0 para a acao de G também é densa em R, pois
G.0 = Q. Isso implica que h~'(G.0) é denso em R. Portanto, ¥(G) possui
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orbita densa em h~'(G.0), que é denso em R. Concluimos que ¥(G) possui
uma orbita densa em R. n

Portanto, a demonstracdo do exemplo esta completa. |

Definicao 4.3.6 Uma ac¢dio de grupos 0 : G x X — X ¢é dita minimal, se a
orbita de todo ponto x € X € densa no conjuto X, ou seja, G.x = X para todo
reX.

Corolario 4.3.7 Nas hipdteses do Teorema 4.53.1, V(G) nao € minimal.

Prova. Por hipétese G.zq é enumerével e portanto, existe y € R, com y ¢ G.xg.
Assim, a érbita de y ndo contém xg, xg ¢ G.y. E portanto, a érbita pela agao
U (@) de y nao intersecta o intervalo compacto dado por h™'(zy), concluindo

que y ndo tem oOrbita densa e portanto W(G) nao é minimal. n

Observacao 4.3.8 Como consequéncia dos Corolarios 4.3.4 e 4.3.7, e do
Exemplo 4.3.5 temos o sequinte cendrio. Seja 0 um grupo de homeomorfismos

crescente de R com até N > 2 pontos fizos construido a partir do Teorema
4.8.1. Entao

- se N > 3: a acdo ndo pode ser transitiva, e nem pode ser minimal,

— se N = 2: a a¢do pode ser transitiva, mas nao pode ser minimal,

Além desses exemplos, temos os exemplos classicos para N < 1, o grupo das

translacoes e das aplicagoes afins. E portanto, seque que:

- se N < 1: a acao pode ser transitiva, e pode ser minimal.
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5

Acoes com no maximo dois pontos fixos

Este é o principal capitulo do trabalho. Em todo o texto, estivemos
interessados nos grupos de homeomorfismos crescentes de R com no maximo
N pontos fixos. Ja passamos pelos Teoremas de Holder e de Solodov, que
classificaram os grupos nos casos N < 1. Depois apresentamos a Abertura
de Orbita, e com ela, desenvolvemos uma familia de exemplos para os casos
N > 2. Agora, vamos apresentar um resultado original que classifica, a menos
de semi-conjugagao, o caso N = 2.

A prova da classificagao sera feita em varias etapas, que vao depender de
caracteristicas dinamicas da agdo de grupos, como existéncia de pontos fixos,

seus conjuntos minimais e seu comportamento assintético.

5.1
Caso existe um ponto fixo global

Um ponto fixo global divide a reta em duas componentes invariantes,
e nesse caso podemos aplicar o Teorema de Solodov em cada componente. E
claro que um elemento que tem ponto fixo em uma das componentes, nao pode
ter na outra, se nao violaria o maximo de dois pontos fixos contando com o
global.

Desta forma o Teorema de Solodov implicara que uma das componentes
deve ser livre de pontos fixos. Assim, basta aplicar o Teorema de Holder nessa
componente e concluir que o grupo ¢é abeliano, e como consequéncia todos os
pontos fixos sdo globais.

Segue o teorema desta subsecao:

Teorema 5.1.1 Seja G C Homeo, (R) com no mdzimo dois pontos fixos.

Se existe ponto fizo global entao G é abeliano.

Prova. Seja xyp € R um ponto fixo global de G. Suponha que existam g_, g,
elementos nao-triviais de G, tais que g (y_) = y_ e ¢g+(yy) = yy, com
y— < z9 < y4. Note que Fix(g1) = {zo,y+} e Fix(g-) = {y_, o}, portanto g,

nao possui pontos fixos em (—00, o) e g_ ndo possui pontos fixos em (g, +00).

Afirmacao. O elemento g4 o g—! tem pelo menos 3 pontos fixos.
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Prova. Fixe t : (zg,+00) — R homeomorfismo crescente, portanto a agao de
G restrita a (xg, +00) tem no méximo um ponto fixo, e ela induz uma agao de
G em R, onde g — g =togot ! também com no maximo um ponto fixo.
Porém, pelo Teorema de Solodov, existe h : R — R crescente, semi-
conjugacao entre G e um subgrupo de aplicagoes afins. Veja o diagrama abaixo:

T v gT
{J"[.. +"}i.'_:| —_— |:J"[|.+'}C:|

?l l!‘
I — gr

R R
hl l!r
R R
z++ fo(xr) = ag.x+ by

Como ¢g_ ndo tem pontos fixos em (x, +00), g_ nao tem pontos fixos em
R e temos que a, = 1. E como g; tem um ponto fixo em (zg, +00), g, tem

um ponto fixo em R e temos que a,, # 1. Portanto,

foi 0 f;_l(x) = ag+.(x — by )+ by., -

Assim, Uy, og=t = Gg, # 1. Isto implica que g4 o g—' tem pontos fixos em
(20, +00).

De forma anéloga, podemos aplicar o Teorema de Solodov a componente
(—o0, xg) e concluir que g4 0 ¢g—! também tem pontos fixos nessa componente. E
como g ¢ ponto fixo global, temos que g, og~! tem pontos fixos em (—o0, zy),

em (xg,+00) e xo. Portanto, tem no minimo trés pontos fixos. [ |

Afirmagdo. FEm pelo menos uma das componentes (—oo, zg) e (g, +00) a

acao de G é livre de pontos fixos.

Prova. Como o elemento gy o g~' € G da afirmagao anterior tem mais do
que dois pontos fixos, segue que g, o g—' = Id, logo g4+ = g_ que possui pelo
menos trés pontos fixos {y_, xg,y; } e portanto g, = Id. Absurdo, pois g, é
um elemento nao-trivial.

Logo, nao existem g_, g, € G nao-triviais com pontos fixos em (—o0, x¢)
e em (g, +00), respectivamente. Portanto, G age livre de pontos fixos em

(—00, ) ou em (zg, +00). [

Corolario 5.1.2 Seja G C Homeo, (R) com no mdzimo dois pontos fixos e

um ponto fixo global entao G é abeliano.

Prova. Basta aplicar o Teorema de Holder na componente em que G age livre

de pontos fixos. Segue dai que o grupo G é abeliano. [
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Concluindo a prova do Teorema 5.1.1. [

5.2
Caso sem pontos fixos globais

Vamos enunciar o teorema principal e observar que, nas hipéteses do
teorema, a agdo sempre possui um conjunto minimal. Assim, separaremos a
prova em casos dependendo dos tipos de conjuntos minimais que a agao possui.
Cada caso serd demonstrado em uma subsec¢ao distinta. Vamos também, adiar a
demonstracao da Proposicao 5.2.4, dedicaremos mais adiante uma se¢ao inteira
a sua prova.

Segue entao, o principal resultado de todo o trabalho:

Teorema 5.2.1 Seja G C Homeo, (R) subgrupo com no mdzimo dois pontos

fixos. Entdo um dos itens abaixo ocorre:

— Todos os pontos fizos de G sao globais. Nesse caso, G é abeliano.

— FExiste um aplicagdo crescente e continua ¢ : R — R e duas aplicacoes

a,b: G — R, tais que para todo g € G e todo x € R

¢og(x) = alg).¢(x) + b(g).
Isto €, o diagrama abairo é comutativo.

z = g(z)

=
o e—au
=

s alg).z + blg)

Prova. Caso GG possui um ponto fixo global, o resultado segue diretamente do

Teorema 5.1.1. Vamos entao considerar a acao de G sem pontos fixos globais.
Afirmagao. O grupo G possui um conjunto minimal.

Prova. Tome g € G nao-trivial, g possui no maximo dois pontos fixos {x, z5}.
Como nao existem pontos fixos globais, existem g1, g2 € G tais que g1(x1) # x;
e go(xe) # x9. Assim g, g1, g2 formam uma familia sem um ponto fixo em
comum. Pelo Corolario 2.3.6, segue que a aderéncia de toda érbita contém um
conjunto minimal. [

Como nao existe ponto fixo global, pelo Teorema 2.3.4, existem trés

opgoes para os conjuntos minimais da reta. Sao elas,

(1) Todas as orbitas sdo densas em R e R é o tinico conjunto minimal.
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(2) Todos os conjuntos minimais sdo drbitas fechadas e bi-ilimitadas de G,
que sao conjuntos discretos. Além disso, existe g € G sem pontos fixos,

tal que todos os conjuntos minimais sao érbitas de g.

(3) Existe um tnico conjunto minimal de G que é um conjunto do tipo
Cantor bi-ilimitado, i.e., perfeito, bi-ilimitado e totalmente desconexo.

Além disso, ele esta contido na aderéncia de todas as érbitas.

Vamos agora provar cada um dos casos descritos pelos conjuntos minimais

(na ordem (2), (1) e (3)).

5.2.1
Prova do Teorema 5.2.1 no caso (2)

Prova. A prova sera conclusao do seguinte lema:

Lema 5.2.2 Se a agio de G possui um conjunto minimal K discreto bi-

ilimitado, entdo G ¢é livre de pontos fixos.

Prova. Suponha, por absurdo, que exista ¢ € G com Fix(g) # 0. Seja x,, o
menor dos pontos fixos de g. Portanto, g(y) # y para todo y € (—o0,z),
assim, ou g(y) > y ou g~ '(y) > y, para todo y € (—o0, z,,). Isso implica que
ou g"(y) = Tm, ou g~ "(y) = =,. Logo, a orbita G.y se acumula em z,,, para
todo y € (—00, Ty,).

Como K é bi-ilimitado, existe x € K com x < x,,. E como K é invariante,
G.x € K. Logo, K se acumula no ponto z,, e portanto, nao é um fechado

discreto, o que contradiz a hipétese do lema. [ |

Corolario 5.2.3 Seja G C Homeo, (R) com no mdzimo dois pontos fizos, e G
possui um conjunto minimal discreto entao G € semi-conjugado a um subgrupo

do grupo das translacoes.

Prova. Nessas hipoteses, pelo Lema 5.2.2 GG age livre de pontos fixos. Portanto,
basta aplicar o Teorema de Holder. [ |

Assim, concluimos a prova do teorema no caso (2) (nesse caso a(g) = 1
para todo g € G). [ |
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5.2.2
Prova do Teorema 5.2.1 no caso (1)

Prova. Vamos apresentar uma proposicao, cuja prova sera adiada para a Se¢ao

5.3, e dela vamos concluir as demonstragoes nos casos (1) e (3).

Proposigao 5.2.4 Seja g € G nao-trivial, com Fix(g) = {a,b}. Entdio

(G.aUG.b) N (a,b) = 0.

Prosseguindo com a prova do teorema no caso (1), temos que o resultado segue

da seguinte afirmacgao.

Afirmacgao. Se o conjunto minimal de G é R, entao os elementos nao-triviais

de G tem no maximo um ponto fixo.

Prova. Suponha por absurdo, g € G com Fix(g) = {a,b}. Pela Proposigao
5.2.4, temos que:

G.an(a,b) =0 = G.an(a,b) =0.

Porém, a € R pertence ao conjunto minimal, e portanto, pelo Lema 2.3.2.

G.a = R. Absurdo. [ |

Corolario 5.2.5 Se G C Homeo,(R) com no mdzimo dois pontos fizos tal
que G tem R como conjunto minimal, entdo G € semi-conjugada a um grupo

de aplicagoes afins.

Prova. Nessas hipoteses, pela afirmacgao anterior, G possui no maximo um
ponto fixo, sem pontos fixos globais. Portanto, basta aplicar o Teorema de
Solodov. |

Assim, concluindo a prova do teorema no caso (1). [

5.2.3
Prova do Teorema 5.2.1 no caso (3)

Comecamos a prova desse caso com a seguinte afirmacao.

Afirmagao. Se o conjunto minimal de G é do tipo Cantor bi-ilimitado,

entao todo ponto fixo pertence ao conjunto minimal.

Prova. Suponha por absurdo, que existem ¢ € G nao-trivial e x € R tais
que g(x) = x e x ndo pertence ao conjunto minimal K. Segue que x € K°
subconjunto aberto de R. Seja entdo, (a,b) C K¢ a componente conexa de K°

que contém x.
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Suponha primeiro que g(a) > a, como g é crescente, temos
a<gla) <glz)=z<b.

E a € K implica que g(a) € K, e assim g(a) € (a,b) N K. Absurdo, pois
(a,b) C K°.
Caso g(a) < a, entdo g~'(a) > a o que implica no mesmo absurdo.
Portanto, g(a) = a e de forma andloga, podemos concluir que g(b) = b.

Temos assim {a,z,b} € Fix(g). Absurdo, pois g € G nao-trivial. |
Afirmagdo. Se g € G com Fix(g) = {a, b}, entdo (a,b) N K = (.

Prova. Suponha, por absurdo, que existe x € (a, b)NK . Pela afirmacao anterior,
sabemos que a € K. E portanto, como K ¢ conjunto minimal, segue que

G.a = K. Assim, temos
r € G.an(a,b) = Gan(a,b)# 0= G.an(ab)#0.

Absurdo, pois pela Proposi¢ao 5.2.4, G.a N (a,b) = 0. [ |

Lema 5.2.6 Se o minimal K de G € do tipo Cantor bi-ilimitado, entdo existem
h:R — R crescente, continua e sobrejetiva e F' C Homeo (R) grupo isomorfo
a G, agindo com no mdximo um ponto fizo, satisfazendo para todo g € G e
todo r € R

hog(x) = fy0h(z).
Ou seja, o diagrama é comutativo

x— g(x)

h h

T folx)

Prova. Note que K C R é um subconjunto fechado, ilimitado e sem pontos
isolados. Entao, tome A : R — R, como no Lema 2.1.19, h crescente, sobrejetiva
e continua. Note que h é constante nas componentes do complementar K°.

Pelo Lema 2.2.34, como K ¢é G-invariante, temos que ¢ : G —
Homeo, (R) definido por

d(g)(z) :=hogoh ' (x)

¢ homomorfismo de grupos. Portanto, ' := ¢(G) C Homeo, (R) é grupo, bem
definido. Além disso, ¢ : G — F é injetiva, com efeito:
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Tome g € G nao-trivial. Como cada elemento de G tem no maximo dois
pontos fixos, segue que g(z) = = no maximo em dois pontos. Portanto, existe
y € K com g(y) # y. Aplicando ¢(g) no ponto h(y) e lembrando que h é
bijetiva entre K e h(K), segue

o(9)(h(y)) = hogoh ' (h(y)) = hogly) # h(y)

Assim, temos ¢(g) # Id, e portanto, ¢ é injetiva. Concluimos também, como
F = ¢(G), que o grupo F é isomorfo a G.

Para concluir que o grupo F age com no maximo um ponto fixo, lembre-se
que:

Fix(¢(g)) = h(Fix(g))-

Portanto, caso #Fix(g) < 1, entdo #Fix(¢(g)) < 1. E caso g € G com dois
pontos fixos, Fix(g) = {a,b}. Temos que (a, b) é componente do complementar
K¢, e portanto h(a) = h(b). Assim:

Fix(¢(g)) = h(Fix(g)) = h({a,b}) = {h(a), h(b)}.

Como h(a) = h(b), temos #Fix(¢(g)) = 1. E portanto, o grupo F age com no

maximo um ponto fixo. |

Corolario 5.2.7 Seja G C Homeo,(R) com no mdzximo dois pontos fizos,
e com um conjunto minimal do tipo Cantor bi-ilimitado, entao G € semi-

conjugado a um subgrupo do grupo afim.

Prova. Nessas hipoteses, a agdo de G é semi-conjugada a acao do grupo F,
que age com no maximo um ponto fixo, e sem pontos fixos globais. Portanto,
aplicando o Teorema de Solodov, F' ¢ semi-conjugada a um grupo de aplicagoes

afins. Assim, temos

I — gr

» |
h

= R

R

[ J,h
x — d(g)(x) = f(x)

| §

R
t
R

R
T ag.x+ by

Ou seja, para todo g € G e para todo x € R

tohog(z)=agztoh(x)+b,
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Portanto segue que G ¢é semi-conjugada a um grupo de aplicagoes afins. [
Assim, concluimos o teorema no caso (3), e portanto concluimos a prova do

Teorema 5.2.1, a menos da prova da Proposi¢ao 5.2.4. [

5.3
Prova da Proposicao 5.2.4

Nesse capitulo sera feita a demonstracao da Proposicao 5.2.4. Assim,
completaremos as demonstracoes do Capitulo 5. Para a demonstracao da
proposicao vamos dividir todos os homeomorfismos reais crescentes com dois
pontos fixos pelo seu comportamento assintético (veja Definigdo 5.3.3). E
provaremos a Proposigdo 5.2.4 em cada um desses casos separadamente, porém,
usaremos o mesmo modelo de demonstracao para todos os casos.

Vamos comegar com os seguintes lemas, que simplificarao bastante nossas

demonstragoes:

Lema 5.3.1 Seja G C Homeo, (R) subgrupo com no mdximo dois pontos fixos.

Se para todo g € G com exatamente dois pontos fixos temos que
G.ay N (ag,by) =0, onde Fix(g) = {a,, by},
entao para todo f € G com exatamente dois pontos fizos,
(G.ay UG.bg) N (ag,by) = 0.

(Ou seja, basta olhar uma das drbitas na Proposicio 5.2.4).

Prova. Suponha por absurdo que existe f € G com Fix(f) = {as,bs} e
(G.ay UG.br) N (ag,by) #0

ou seja, existe h € G com h(by) € (ag,by).
Pela hipétese temos h(ay) ¢ (ar,bs), mas h(ay) < h(by) < by pois h é

crescente. E portanto,
h(af) <ar < h(bf) < bf.

Note que, ay € (h(as),h(bs)) e ay € G.h(ays), pois ar = h™*(h(ays)). Segue
entao

G.h(ag) N (hlag), hby)) # 0.
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Agora considere f' := ho fo h™! e observe que f € G e Fix(f) =
{h(as),h(bs)} = {as,bp}. Temos entdo

G.af/ N (af/,bf/) 7é @

Absurdo, pois contradiz nossa hipotese. [ |

Lema 5.3.2 Sejam G C Homeo, (R) subgrupo com no mdximo dois pontos
fixzos e g € G nao-trivial, com Fix(g) = {a,b}. Se h € G ¢ tal que h(a) # a,
entao h(b) # b.

Prova. Tome h € G com h(a) # a. Suponha por absurdo, que h(b) = b
(como h é bijecao, h(a) # h(b) = b). Construa o subgrupo H gerado por h, g.
H = (h,g) C G. Entdao H tem no maximo dois pontos fixos. Porém, para todo
f € H, f(b) = b. Portanto, H tem no méaximo dois pontos fixos e possui um

ponto fixo global. Pelo Teorema 5.1.1, H é abeliano e portanto,

goh=hog= g(h(a)) = hig(a)) = h(a).

Ou seja, g(h(a)) = h(a). Absurdo, pois como h(a) # a e h(a) # b, temos
que Fix(g) contém pelo menos trés pontos {a, h(a),b}, o que é impossivel para
g € G nao-trivial. |

Para prosseguir na demonstragao da proposicao, precisamos da seguinte

definicao:

Definig¢ao 5.3.3 Seja ¢ € Homeo, (R), com eratamente dois pontos fixos
{a,b} e a <b. Dizemos que g é do tipo (dg,01,02), com §; € {—,+}, se:

~ g € sinal de g(x) — x, para todo x € (—00,a),
— 81 € sinal de g(x) — z, para todo x € (a,b),

— 09 € sinal de g(x) — x, para todo x € (b, +00).

Observagao 5.3.4 O sinal de g(x) — x estd bem definido para todo x €
R\ {a, b}, pois {a,b} sdao os unicos zeros de g(x) — x. E pela continuidade
de g(x) —x, o sinal deve ser constante em cada uma das componentes conezas

(—00,a), (a,b), (b,+00). E assim, a defini¢ao é coerente.

A partir de agora, vamos sempre considerar g € Homeo,(R) com
exatamente dois pontos fixos {a, b}, onde a < b.
Nos Lemas 5.3.5, 5.3.6 e 5.3.7, veremos como os sinais da Defini¢ao 5.3.3

se comportam diante da inversao, potenciagao e conjugacao.
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Lema 5.3.5 Se g do tipo (0,01,02), entio g~' €é do tipo (8},0},85), onde

8; # 6. Ou seja, g e g~ tém todos os sinais trocados.

Prova. Seja g € Homeo (R), com exatamente dois pontos fixos {a,b} e a < b.
Note que g(x) e = estdo na mesma componente conexa de R\ {a,b}. Caso
contrério, haveria um ponto fixo entre x e g(x), o que é um absurdo, pois g é

crescente. Por fim, basta notar que:
g(x) — x tem o sinal contréario a  — g(z) = g *(g9(z)) — g(z).

Portanto, g(z) — z e g~ !(z) — = tem sinais trocados em cada componente. W

Lema 5.3.6 Seja g do tipo (dg,01,02), entdo, para todo n inteiro positivo, g"
também € do tipo (do, d1,d2).

Prova. Note que Fix(g*) = Fix(g) = {a, b}, para todo k € {1,....,n}. E além
disso, z, g(), g*(), ..., " (x) estdo na mesma componente conexa de R\ {a, b}.

Portanto,
g(x) —  tem o mesmo sinal de g(g"(z)) — ¢"(x) para todo k € {1,...n}.

Assim, o sinal se mantém apds somar todos

n—1
g(z) — x tem o mesmo sinal de Y _ g(¢"(z)) — ¢*(2) = ¢"(z) — =
k=0
Portanto, g(x) — z e ¢"(x) — = tem os mesmos sinais em cada componente, e

assim g e ¢g" sao do mesmo tipo. |

Lema 5.3.7 Seja g do tipo (6o, d1,02), entdo, para todo h € Homeo, (R),
hogoh! também é do tipo (o, d1,02).

Prova. Note que Fix(h o go h™') = W(Fix(g)) = {h(a),h(b)}. E como h é
crescente, x e h(x) estdo em componentes correspondentes de R\ {a,b} e
R\{h(a),h(b)}. (i.e. se z € (—o0, a) entao h(z) € (—o0, h(a)), respectivamente
para as outras componentes). E como h é crescente, sinal de av — 3 é igual ao
sinal de h(«) — h(3), para todos a, 8 € R. Portanto,

g(z) — o tem o mesmo sinal de h(g(x)) — h(x) = hogoh *(h(z)) — h(z)

Portanto, g(z) —x e hogo h™'(z) — x tém os mesmos sinais em cada

componente correspondente, logo g e h o go h™! sdo do mesmo tipo. |
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Observagao 5.3.8 A definicio 5.3.3 separa os homeomorfismos com ezata-

mente dois pontos fizos, em oito tipos:

(+7 +, +>7 (+7 +, _)7 (+’ _7 +)> (+’ _v _)7 (_7 +, +)> (_’ +, _)’ (_7 _7 +) € (_7 5 _)‘

O lema seguinte permite reduzir o estudo a apenas quatro casos.

Lema 5.3.9 Se a Proposicio 5.2.4 ¢ verdadeira para todo g € G do tipo
(09, 01,02), entdo também é verdadeira para todo f € G do tipo (8,0}, 05),

onde 0; # 0}, ou seja, f com todos os sinais trocados.

Prova. Tome f € G, do tipo (dy,07,05) com Fix(f) = {x,y}. Note que, pelo
Lema 5.3.5, f~! é do tipo (8o, 1, d2), e Fix(f~!) = Fix(f) = {z,y}. Portanto,

aplicando a Proposiciao 5.2.4 em f~!, temos que
(GxUGy)N(x,y) =0.

Assim, f também satisfaz a Proposi¢ao 5.2.4. E como f € G do tipo (¢, 61, 65)
foi escolhido de forma arbitraria, temos que a proposicao é valida para todo
f € G do tipo (&, 8}, 85). |

Como consequéncia do Lema 5.3.9, os casos (+,+,+), (—,+,4+),
(—,—,+) e (+,—,+) abrangem todos os tipos de homeomorfismos necessa-
rios para a prova da Proposicao 5.2.4. Os trés primeiros serao chamados de

casos de tangéncia, e serao demonstrados na subsecao adiante.

5.3.1
Prova da Proposicdo 5.2.4 nos casos de tangéncia

Seja g € G do tipo (dg,d1,02) com pontos fixos {a,b}. Suponha por
absurdo que:

G.an(a,b) # 0.

Portanto, existe h € G, tal que h(a) € (a,b) e pelo Lema 5.3.2, h(b) # b.
Defina @ := h(a) e b := h(b). Temos assim, duas op¢des: b > b e b < b.

Mostraremos para cada um dos casos de tangéncia, que ambas opcoes
b>beb<b, implicam na existéncia de um elemento ¢ € G nao=trivial, com
pelo menos trés pontos fixos. O que é um absurdo, pois G' por hipdtese age
com no maximo dois pontos fixos.

e Caso (+,+,+), com b > b :
Afirmacao. Existe g € G tal que:

q(a) < a < a<q@) < qbd) <b<b<qb).
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Portanto, ¢ tem pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Tome f = hogoh™ € G. Note que Fix(f) = {h(a), h(b)} = {a,b} e

pelo Lema 5.3.5 f também é do tipo (+,+,+). E defina ¢ := f~1og e G.
Como ¢ ¢ do tipo (+,+,+), temos que g(z) > x para todo = # a,b. E

como f também é do tipo (+,+,+), temos que f(x) > x para todo = # @, b.

Temos a seguinte figura, que esboga a posi¢cao destes elementos:

E de forma mais precisa, temos as seguintes desigualdades:
gla) =a < f(a) = f og(a) <a=q(a) <a,

g(a) >a= f(a)= f'og(a)>a=q(a) > a,
g(b) =b < f(b) = fog(b) <b=q(b) <b,

g(b) > b= f(b) = fog(d) >b= q(b) >b.

Por fim, lembre-se que @ = h(a) € (a,b) e estamos no caso b > b.
Portanto: @ < @ < b < b. Assim, usando o fato de que ¢ ¢é crescente e as

quatro desigualdades acima, fica claro que:
q(a) <a<a<q@) <qb) <b<b<qb).

Além disso, o sinal de ¢(x) —x troca pelo menos trés vezes entre a e b. Portanto,
¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [

e Caso (+,+,+), com b<b:

Afirmacao. Existe ¢ € G ey € R, tais que:
qla) <a<a<q(a) <qd) <b<y<qy).

Portanto, ¢ tem pelo menos trés pontos fixos.
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Prova. Tome novamente f = hogoh™! € G. Pelo Lema 5.3.6, g" € G e é do
tipo (+, 4+, +) com pontos fixos {a, b}, para todo n € N. Além disso,

lim ¢"(x) = 400, para todo = € (b, 00).

n—-+00

Assim, fixando y > b, existe ng € N, tal que: g™ (y) > f(y). Defina entao,
q:=fltog™ed.

Como g™ é do tipo (+,+,+), temos que g™ (x) > x para todo x # a, b.
E como f também é do tipo (+, +, +), temos que f(z) > & para todo = # @, b.

Segue uma figura que esboca a situacao:

E de forma mais precisa, temos as seguintes desigualdades:
g"(a) =a < f(a) = [~ og™(a) <a=qla) <a,

g"(a) >a=f(a) = f~'og"(a) >a=q) >a,
g®) =< f(b) = fog™(b) <b=q(b) <b,

g y) > fly) = fog™(y) >y=qly) >y

Por fim, lembre-se que a € (a,b) e que y > b. Portanto: a < a < b < y.
Assim, usando o fato de que g é crescente e as quatro desigualdades acima,

fica claro que:
qla) <a<a<qa) <q) <b<y<qy).

Além disso, o sinal de g(z) —x troca pelo menos trés vezes entre a e y. Portanto,
¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [ |
Concluimos assim a prova da Proposigao 5.2.4 no caso (+, +, +).
e Caso (-,4,+), com b>b:
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Afirmagao. Existem q € G e y € R, tais que:
a<q@) <qb) <b<b<qb) <qly) <y.

Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Tome f = hogoh™ € G. Note que usando os Lemas 5.3.6 e 5.3.7,
temos f" € G é do tipo (—,+,+) e tem pontos fixos {h(a), h(b)} = {a, b para
todo n € N. Além disso,

l_1>rJ£1 f(z) = +o0, para todo z € (b, +00).
Assim, fixando y > b, existe ng € N, tal que: f™(y) > g(y). Defina entao,
q:=f™oged.
Como g é do tipo (—,+,+), temos que g(z) > x para todo = > a e
x # b. E como f" também é do tipo (—,+,+), temos que f"(z) > x para

todoxr >aex# b. Segue entdo, uma figura da situacao:

E mais precisamente, temos as seguintes desigualdades:
g(a) >a= f"(a) = f"ogla) >a= qa) > a,

g(b) = b < f(b) = [~ 0 g(b) <b = q(b) <b,

g(b) > b= f"(b) = [ og(b) > b= q(b) >,

gly) < fy) = f™ogly) <y=qly) <y.

Por fim, lembre-se que a € (a,b), que estamos no caso b < b e que
escolhemos y > b. Portanto: @ < b < b < y. Assim, usando o fato de que ¢ é

crescente e as quatro desigualdades acima, fica claro que:

i < q(a) < q(b) <b<b<qb) <qly) <y
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Além disso, o sinal de g(x) —z troca pelo menos trés vezes entre a e y. Portanto,
¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [ |
e Caso (-,4,+), com b<b:

Afirmacao. Existem g € G e y1,y2 € R, tais que:

q(y1) <y < a<qla) <q(b) <b<ys <qy2)

Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Tome novamente f = hogoh™! € G. Note que pelo Lema 5.3.6, g" € G
¢ do tipo (—,+,+) com pontos fixos {a, b}, para todo n € N. Além disso,

: nroy _
ng@mg (x) = —o0, para todo x € (—o0,a).

Assim, fixando y; < a, existe n; € N, tal que: ¢"(y1) < f(y1), para todo
n > ny. E também temos que

lim ¢"(x) = 400, para todo z € (b, 0).

n—-+o0o

Assim, fixando y, > b, existe ny € N, tal que: ¢"(y2) > f(y2), para todo
n > ny. Defina entdo, q := f~1 o g™ € G, onde ng = max{ny, ns}.

Como g™ é do tipo (—,+,+), temos que g"(z) < z para todo = < a e
g™ (z) > x para todo > b. E como f também é do tipo (—, +, +), temos que
f(x) < x para todo = < @ e f(z) > z para todo = < b. Em particular f(a) < a
e f(b) > b, pois a < @ < b < b. Portanto, segue o esboco:

E de forma mais precisa, temos as seguintes desigualdades:

g ) < fly) = fog™ () <1 = q(y) <,

g"(a) =a> fla) = frog"(a) > a= qla) > a,
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gy =b< f(b) = fog™(b) <b=q(b) <b,

9" (y2) > f(y2) = [ o g™ (y2) > y2 = a(y2) > 1o

Por fim, lembre-se que a < b, e que escolhemos y; < a e y5 > b. Portanto:
Y1 < a < b < yo. Assim, usando o fato de que g é crescente e as quatro

desigualdades acima, fica claro que:

q(y1) <y < a<qla) <q(b) <b<ys <q(y2)

Além disso, o sinal de ¢(x) — = troca pelo menos trés vezes entre y; e ys.
Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [ |
Concluimos assim a prova da Proposigao 5.2.4 no caso (—, +, +).
e Caso (-,-,+), com b > b:

Afirmagao. Existem g € G e y € R, tais que:
a <q(a) <q(a) <a<b<qb) <qly) <y.

Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Tome f = hogoh™! € G. Note que pelos Lemas 5.3.6 e 5.3.7 temos
f* € G édo tipo (—, —,+) e tem pontos fixos {h(a), h(b)} = {a, b} para todo
n € N. Além disso,

ngl}rloo f"(x) = 400, para todo x € (b, +00).
Assim, fixando y > b, existe ng € N, tal que: f™(y) > ¢(y). Defina entéo,
q:=f"™oged.
Como ¢ é do tipo (—, —, +), temos que g(z) < x para todo x < be x # a.
E como f™ também ¢ do tipo (—, —, +), temos que f™(z) < & para todo z < b
e x # a. Esbogo:
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Mais precisamente, seguem as desigualdades:
gla) =a> f"(a) = [T o g(a) > a = q(a) > a,
g(a) <a=f"(a)= f"™ogla) <a=qa) <a,
g(b) =b> [ (b) = [ 0 g(b) > b= q(b) >,

gly) < f"y) = f™ogly) <y=qly) <y

Por fim, lembre-se que a € (a,b), e que escolhemos y > b. Portanto:
a < a < b < y. Assim, usando o fato de que ¢ é crescente e as quatro

desigualdades acima, fica claro que:
a<gq(a) <g(a) <a<b<qld) <qly) <y.

Além disso, o sinal de g(x) —z troca pelo menos trés vezes entre a e y. Portanto,
¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [ |
e Caso (-,-,4), com b<b:

Afirmacao. Existem g € G e yp,ys € R, tais que:

q(y1) <y < a<qla) <q(b) <b<ys <q(y2)

Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Tome novamente f = hogoh™' € G. Note que pelo Lema 5.3.4 g" € G

e é do tipo (—, —,+) com pontos fixos {a, b}, para todo n € N. Além disso,
LIIE g"(r) = —o0, para todo x € (—00,a).

Assim, fixando y; < a, existe n; € N, tal que: ¢"(y1) < f(y1), para todo
n > ny. E também temos que
LHE g"(x) = 400, para todo = € (b, c0)
Assim, fixando y, > b, existe ny € N, tal que: ¢"(y2) > f(y2), para todo
n > ny. Defina entdo, q := f~1 o g™ € G, onde ng = max{ny, ns}.
Como g™ ¢é do tipo (—, —,+), temos que ¢"(x) < z para todo z < a
e g"°(z) > x para todo « > b. E como f também ¢ do tipo (—, —,+), temos

que f(z) < x para todo x < @ e f(z) > x para todo x > b. Em particular,
f(a) < ae f(b) > b. Esbogo:
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De forma mais precisa, temos as seguintes desigualdades:

g () < fly) = Fog™ W) <1 = q(y) <,

g"(a) =a> fla) = fog"(a) >a=qla) > a,
g (b)) =b< f(b)= fog™(b) <b=q(b) <,

9" (y2) > f(y2) = [ o g™ (y2) > v2 = q(y2) > 1o

Por fim, lembre-se que a < b, e que escolhemos y; < a e y > b. Portanto:
1 < a < b < yo. Assim, usando o fato de que g é crescente e as quatro

desigualdades acima, fica claro que:

q(y1) <y < a<q(a) <q(b) <b <y <q(ya)

Além disso, o sinal de ¢(x) — x troca pelo menos trés vezes entre y; e ys.
Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos. [

Concluimos assim a prova da Proposigao 5.2.4 no caso (—, —, +).
5.3.2
Prova da Proposicdo 5.2.4 no caso (+,—,+)

Este ultimo caso demanda uma construciao diferente das anteriores, e
muito mais trabalhosa. Por isso, apresentaremos dois lemas que vao simplificar

um pouco o nosso trabalho.

Lema 5.3.10 Se g € G do tipo (+,—,+) com pontos fizos {a,b}, entdo
G.an(a,b) # 0 = existe h € G tal que h(a) € (a,b) e h(b) < b.

Prova. Se G.a N (a,b) # 0, entdo existe p € G com p(a) € (a,b). Sabemos que
p(b) # b pelo Lema 5.3.2. Temos entdo, dois casos: ou p(b) < b, ou p(b) > b.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613082/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613082/CA

Capitulo 5. Acdes com no maximo dois pontos fixos 106

No primeiro caso, basta tomar h := p, que conclui a prova do lema.

Para o segundo caso, defina
h:=pogop™,

dessa forma h tem pontos fixos {p(a),p(b)} e é do tipo (+,—,+), pelo Lema
5.3.7. Assim, h(z) > z, para todo = € (—oo,p(a)) e h(x) < z, para todo
z € (p(a),p(b)). Como p(a) € (a,b) e p(b) > b, temos:

a <pla) <b<p(b) = ac (—o0,pa)) ebe (pa),p(b))

Portanto, h(a) > a e h(b) < b. Como h é crescente temos h(a) < h(b) e

portanto:
a < h(a) < h(b) <b=h(a) € (a,b) e h(b) <b

como desejado. [

Lema 5.3.11 Seja g € G do tipo (+,—,+), com pontos fizos {a,b}. Se existe
h € G com h(a), h(b) € (a,b), entdo existem u,v € G com u(b) < a ev(a) > b.

Prova. Defina f = hog ' oh™!. Assim pelos Lemas 5.3.5 e 5.3.7, f é do tipo
(—,+, —) com pontos fixos {h(a),h(b)} € (a,b). Portanto:

a < h(a) = f(a) <a < h(a),

h(b) < b= h(b) < f(b) < b,

e temos assim f(a) < a < f(b) < b. Agora, definimos t = fogo f~!. Assim,
pelo Lema 5.3.7, ¢ é do tipo (+, —, +) com pontos fixos { f(a), f(b)}. Portanto,

a € (f(a), f(b)) = t(a) <a,

be (f(b),+00) = t(b) > b,

e temos t(a) < a < b < t(b).
Por fim, definimos s = togot~! que é do tipo (+, —, +) com pontos fixos
{t(a),t(b)}. Assim, para todo x € (t(a), (b)),

nl_i)rg@s (x) =t(a) e nl—i>I—Poo s "(z) = t(b).

Como t(a) < aebe (t(a),t(b)):

dny € N tal que s (b) < a.
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Definimos entao u = s™, e obtemos u(b) < a.
Agora, como t(b) > b e a € (t(a),t(b)):

dny € N tal que s7"(a) > 0.

Definimos entao v = s7"2, e obtemos v(a) > b. |
Agora, estamos prontos para concluir a prova da Proposic¢ao 5.2.4 no caso

(+,—,+).

Prova. Seja g € G do tipo (+,—,+), com pontos fixos {a,b}. Suponha por

absurdo que:

G.an(a,b) # 0.

Portanto, pelo Lema 5.3.10, existe h € G, tal que h(a), h(b) € (a,b). Defina
portanto @ := h(a) e b := h(b). Pelo Lema 5.3.11 existem u,v € G, tais que
u(b) <aeb<wv(a).

Afirmacgao. Existem q € G, e y1,y2 € R, tais que:

q(y1) <y <a<qla) <qd) <b<y <qy)

Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos.

Prova. Definimos os seguintes elementos de G:

— f=hogoh " do tipo (+, —, +), com pontos fixos {h(a), h(b)} = {a,b},
— hy =uogou!dotipo (+,—,+) e pontos fixos {u(a),u(b)},
— h, =vogov!dotipo (+,—,+) e pontos fixos {v(a),v(b)}.

Lembre-se que os pontos fixos estao ordenados da seguinte forma:
u(a) <u(d) <a<a<b<b<wv(a)<uvb).

Seja,
Sp= f"oh,o fT"

Note que para todo z € (—00,a), lim, 1 f7"(z) = —o0 e portanto existe
ny € N, tal que:
f™(a) < h;'(a), para todo n > n.

Portanto, como a é ponto fixo de ", temos:
sn(a) = f"ohy, o f(a) < f"ohy(hy'(a)) = f"(a) <a

= s,(a) < a, para todo n > ny
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Note também que para todo z € (b, +00), 1_15{1 f*(z) = +o00 e como b < v(a),

segue que hy(b) > b e portanto existe n, € N, tal que:

f"(hy(b)) > b+ 2, para todo n > ns.
E lembre que b > b. Assim:
su(b) = fohy o fTM(b) > frohyo fT(B) = f"ohy(b) > b+2

= 5,(b) > b+ 2, para todo n > na.

Definimos entao

s := sz onde, N = max{ny, na}

e temos: s(a) < ae s(b) > b+ 2.
Seja também,

t =g " 0 hyo g™

Note que para todo = € (a,+00), 1_1>r£ g "™x) = b > b e como ulb) < a,

segue que h,(a) > a e portanto existe m; € N, tal que:
g "™ (hy(a)) > b, para todo m > m.

Portanto, como a é ponto fixo de ¢, temos:

tm(a) =g " oh,og™(a) =g oh,(a) >b

= t,(a) > b, para todo m > m.

Note também que para todo z € (b, +00), 1_1}111 g " (x) =b<b+1e como
u(b) < b, segue que h,(b) > b e portanto existe my € N, tal que:

g " (hy(b)) < b+ 1, para todo m > ms.
E lembre que, b é ponto fixo de ¢g™. Assim:
tn(b) =g ™ oh,ogm(b) =g "oh,b) <b+1

= t,,(b) < b+ 1, para todo m > msy.

Definimos entéo

t :=ty onde, m = max{mq, mo}

e temos: t(a) > b e t(b) < b+ 1.
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Lembramos que

Fix(s) = f*(Fix(h,)) = {f"(v(a)), f*(v())}

Fix(t) = g7 (Fix(ha)) = {g7" (u(a)), 7" (u(b))}

g " (u(a)) < g™ (u(b)) <u(b) <a<b<wvla) < f(v(a)) < fM(v(b).

Defina, y; := g "™(u(a)). Assim, y; é ponto fixo de ¢ e y; ¢ menor que
os dois pontos fixos de s, que é do tipo (+,—,+). Portanto: t(y;) = y1 e

s(y1) > v
Defina yo := f™(v(b)). Assim, y, é ponto fixo de s, e ¥, ¢ maior que os dois

pontos fixos de ¢, que é do tipo (+, —,+). Portanto: s(y2) = y2 € t(y2) > yo.
1

Por fim, defina ¢ := s7 ot € GG. Segue o esbogo de s e t:

E temos as seguintes desigualdades:

ty) = <s(y) = s otly) <y =) <y,
t(a) >b>a>s(a) = s ' ot(a) >a= q(a) > a,
th)y <b+1<b+2<s(b)=s"'ot(b) <b= q(b) <b,

t(y2) > yo = s(y2) = s~ o t(y2) > y2 = q(y2) > 1o

Por fim, basta lembrar que a < b e que escolhemos y; < a e ys > b,
portanto: y; < a < b < ys. Assim, usando o fato de que q é crescente e as

quatro desigualdades acima, fica claro que:

q(y1) <y <a<qla) <qd) <b<y <qy)
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Além disso, o sinal de ¢(x) — x troca pelo menos trés vezes entre y; e ys.
Portanto, ¢ possui pelo menos trés pontos fixos. Concluindo a afirmacao. W
E portanto, temos uma contradi¢ao com o fato de ¢ € GG ser nao-trivial.

Concluimos assim a prova da Proposigao 5.2.4 no caso (+, —, +). [ |
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