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Resumo

Cardoso, Marilene Lobato; Dumont, Ney Augusto. Uma implementacao
em elementos de Contorno para problemas de mecanica da fratura
usando funcgdes generalizadas de Westergaard. Rio de Janeiro, 2017.
107p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Civil e
Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

No método dos elementos de contorno tradicional, a modelagem numérica
de trincas é usualmente realizada por meio de uma solucdo fundamental

hipersingular. Um procedimento mais natural seria utilizar uma solugéo
fundamental capaz de representar a singularidade 1/\/F que surge quando se

analisa o campo de tensfes proximo a ponta da trinca. Esta representacdo ja foi
realizada por Dumont e Lopes em 2003, com alguns refinamentos conseguidos
por Dumont e Mamani em 2011, numa formulacdo do Método Hibrido de
Elementos de Contorno, onde as solucdes fundamentais sdo desenvolvidas a partir
de funcGes de tensdo generalizadas do tipo Westergaard para problemas de trincas
com deslocamento prescrito, conforme proposto por Tada et al, em 1993. O
presente trabalho, que é uma continuacdo das pesquisas de Dumont e Mamani,
realiza um estudo sobre o uso destas funcdes generalizadas para a representacao
de grandezas na ponta da trinca em problemas de elasticidade e potencial. Os
resultados obtidos sdo comparados conceitualmente com os desenvolvimentos
classicos de Westergaard e Williams. Também foram analisados alguns resultados
com funcbes de tensdo generalizadas de trinca com abertura semieliptica e
polinomiais, além do uso de fungdes que representam a rotacdo relativa das faces
da trinca. Além disso, é apresentada a aplicacdo da funcdo de tensdo de
Westergaard generalizada como solucdo fundamental do método dos Elementos
de Contorno Convencional, mais especificamente para a obtencdo da matriz G do
sistema, uma vez que a matriz H ja foi desenvolvida, em trabalhos anteriores, com
bons resultados. S&o apresentados alguns exemplos numéricos de aplicagdo para
contornos externos, furos e trincas.
Palavras-chave

Elementos de contorno; mecénica da fratura; funcGes generalizadas de

Westergaard.
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Abstract

Cardoso, Marilene Lobato; Dumont, Ney Augusto (Advisor). A boundary
element implementation for fracture mechanics problems using
generalized Westergaard stress functions. Rio de Janeiro, 2017. 107p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

In the traditional boundary element methods, the numerical modelling of
cracks is usually carried out by means of a hypersingular fundamental solution. A
more natural procedure should make use of fundamental solutions capable of

representing the ]/ Jr singularity that arises when one analyses the stress field

near the crack tip. This representation has already been made by Dumont and
Lopes in 2003, with some refinements achieved by Dumont and Mamani in 2011,
in a formulation of the Hybrid Boundary Element Method, where the fundamental
solutions are developed from Westergaard-type generalized stress functions for
displacement-prescribed crack problems, as proposed by Tada et al in 1993. The
present work, which is a continuation of research work done by Dumont and
Mamani, carries out a detailed study on the use of these generalized functions for
the representation of quantities at the crack tip for problems of elasticity and
potential. The results obtained are compared conceptually with the classic
developments by Westergaard and Williams. Some results were also analyzed
with generalized stress functions for a crack with semi-elliptical opening shapes,
besides the use of functions to represent the relative rotation of the crack faces. In
addition, the application of the generalized Westergaard stress function as a
fundamental solution in the Conventional Boundary Element Method is presented,
more specifically for obtaining the matrix G of the system, since the matrix H has
already been developed in previous works, with good results. Some numerical
examples of application are presented for external boundary, holes and cracks.
Keywords

Boundary elements; fracture mechanics; generalized Westergaard stress

function.
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trincamento.

Tensdes referentes a solugao fundamental
Tens&o cisalhante

Tensdo em coordenadas polares

Tensdo cisalhante aplicada no meio infinito

Tensdes cisalhantes, tensdes cisalhantes devido aos
modos I e II de trincamento.

Coordenada paramétrica

Parte imaginaria de um nimero complexo

Parte real de um namero complexo
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Introducao

A eventual formacdo de trinca € um problema que a sociedade tem
enfrentado desde que surgiram as estruturas artificiais. Embora existam diversas
estruturas antigas que continuam de pé, as piramides do Egito, por exemplo,
supde-se que tenham existido na historia mais casos de insucesso que de sucesso,
com tempo de vida curto, uma vez que a maioria destas estruturas foi concebida a
partir de conhecimentos empiricos dos materiais e do comportamento estrutural.
As pesquisas sobre os mecanismos de fratura ganharam impulso a partir da
segunda guerra mundial, quando diversos acidentes em estruturas (0 caso mais
conhecido, por exemplo, os navios Liberty) ocorreram pelo fato de as juntas das
soldas conterem falhas semelhantes a trincas e 0 ago com o qual os navios foram
fabricados ter baixa resisténcia a fratura (tenacidade). Até entdo a mecanica da
fratura era tratada mais como uma curiosidade cientifica limitada ao meio
académico e cientifico. A partir de entdo seus conceitos passaram a ser aplicados
na indastria em projetos de novos equipamentos e estruturas.

No po6s-segunda guerra mundial uma das maiores contribuicdes no estudo
de trincas foi dado por Irwin (1957). Ele desenvolveu o conceito de taxa de alivio
de energia derivada da teoria de Griffith (1920), a qual por sua vez prevé que as
trincas progridem gquando a mudanca de energia de deformacéo resultante de um
incremento de crescimento de trinca € suficiente para superar a energia de
superficie do material. Irwin utilizou uma funcdo de tensdo complexa de
Westergaard (1939) para mostrar que tensdes e deslocamentos proximos a ponta
da trinca podem ser descritos por uma constante singular, que esta relacionada a
taxa de alivio de energia e denominada por ele como fator de intensidade de
tensdo (K). Esta é uma propriedade da trinca que, depende da geometria e
carregamento da estrutura e por meio do qual é possivel resolver os componentes
de tensdes, deformacdes e deslocamentos.

Atualmente existem tabelas com os valores de K, para varios tipos de

geometrias e carregamentos. Contudo, este numero ainda é reduzido e para
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configuracBes mais complexas utilizam-se métodos numéricos. Dentre os métodos
existentes, o mais utilizado é o método dos elementos finitos, devido sua
simplicidade e capacidade de obter solugbes préximas a analitica. Contudo, uma
desvantagem é a necessidade de grande refinamento da malha. Outro método que
também € utilizado € o método dos elementos de contorno, o qual € uma opcéo
viavel, uma vez que a propria natureza da solugdo fundamental se adapta bem a
problemas de altos gradientes e também porque a descontinuidade, ou trinca, é
representada somente pela discretizacdo com elementos retos ou curvos, no
problema bidimensional, ou superficies planas ou curvas, em problemas
tridimensionais.

Dumont e Lopes (2003) desenvolveram uma formulagdo que utiliza uma
modificacdo da funcdo de tensdo de Westergaard (para uma trinca em meio
infinito submetida a carregamento biaxial remoto) como solugdo fundamental no
Método Hibrido de Elementos de Contorno (HBEM). Esta formulagcdo em HBEM
permite que os fatores de intensidade de tensdo sejam obtidos de forma direta
como incognita primaria do problema.

Em 2011, Dumont e Mamani desenvolveram funcbes de tensédo
generalizadas do tipo Westergaard para trincas com abertura semieliptica. O
desenvolvimento foi inspirado a partir dos estudos de Tada, Ernst e Paris (1993,
1994), os quais propuseram um método de avaliar funcGes de tensdo de
Westergaard para analise de problemas da mecénica da fratura para trincas com
deslocamento e tensdes prescritas. Dumont e Mamani (2011) adicionaram um
termo, que considera rotacdo na face da trinca, e implementaram a superposicédo
de duas trincas semielipticas opostas como solucdo fundamental no Método
Hibrido de Elementos de Contorno. Esse método se mostrou eficiente para calculo
de tensGes na proximidade da trinca e obtencdo do fator de intensidade de tensao.

Mais tarde esta formulacao foi expandida para trincas com outras funcdes de
abertura, a fim de reduzir singularidades desnecessarias que surgiam na face da
trinca.

Esta dissertacdo é uma sequéncia dos estudos de Dumont e Mamani e
apresenta dois objetivos centrais. O primeiro é realizar um estudo da aplicagéo das
funcdes de tensdo generalizadas no célculo de grandezas em torno da ponta da
trinca, em problemas de potencial e elasticidade, com foco na interpretacdo fisica

destas solucGes. O segundo ¢ avaliar a aplicabilidade destas fun¢des como solugéo
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fundamental no Método Convencional de Elementos de Contorno em problemas
de potencial (por simplicidade), e utilizando trincas com fungdo de abertura
semieliptica.

O capitulo 2 apresenta um breve resumo sobre os fundamentos da mecanica
da fratura linear elastica.

O capitulo 3 traz a formulacdo e o0s principais conceitos da versao
consistente do Meétodo de Elementos de Contorno, bem como sua verséo
inconsistente, corresponde ao método convencional, e do Meétodo Hibrido de
Elementos de Contorno e sua particularizagdo para problemas de condicdes de
contorno de Neumann.

O capitulo 4 faz uma sintese das funcbes de tensdo de Westergaard
generalizadas, as quais sdo combinadas para desenvolver solugcdes fundamentais
em problemas tanto de potencial quanto de elasticidade.

No capitulo 5 é realizado um estudo comparativo entre o uso das fungdes de
tensdo generalizada, funcdo de tensdo de Westergaard e funcdo de tensdo de
Williams, na determinacdo de grandezas na extremidade da trinca, tais como
tensdes e deslocamentos (problemas de elasticidade) e fluxo e potencial
(problemas de potencial), com énfase na compreensao das expressoes geradas pela
formulacdo generalizada.

No capitulo 6 é apresentado o emprego da funcéo de tensdo generalizada no
Método Convencional de Elementos de Contorno para problemas de potencial,
utilizando trincas de abertura semieliptica. Sdo avaliados exemplos de aplicacdo

em contorno fechados e trincas.
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Conceitos basicos da Mecanica da Fratura

A mecanica da fratura nasceu da necessidade de quantificar e compreender
0 surgimento de fissuras no material estrutural quando sujeito a determinado
carregamento, o que pode levar a reducdo de sua resisténcia. Até 1960 os
conceitos da mecénica da fratura eram aplicadveis somente a materiais que
obedecessem a lei de Hooke. A partir deste periodo novas teorias foram
desenvolvidas para varios tipos de materiais com comportamento néo linear. Estes
estudos sdo na realidade extensdes da mecénica da fratura linearmente elastica
(MFLE).

O principal parametro definido pela MFLE foi o fator de intensidade de
tensdo (FIT) desenvolvido por Irwin (1956), o qual possibilita a caracterizacéo e
previsdo do comportamento de uma trinca. Outra abordagem de extrema
relevancia que deu alicerce a obtencdo do FIT foi a técnica semi-inversa para
analisar tensdes e deslocamentos em trincas, desenvolvida por Westergaard
(1939). Esta dltima também serviu como base para a formulacdo estudada no
presente trabalho.

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos fundamentais da Mecanica da

Fratura Linearmente Elastica, essenciais ao entendimento deste estudo.

2.1.
Solucédo de Inglis paratensfes em furos elipticos

A primeira evidéncia quantitativa do efeito de concentracdo de tensdes em trincas
foi verificada por Inglis (1913) através de seu estudo do campo de tensdes em
torno de uma elipse em placas planas. Inglis analisou um furo eliptico de
dimensdes 2ax2b, Figura 2.1, com tensédo perpendicular ao maior eixo da elipse.
Supde-se que as dimensdes da placa sdo muito maiores que a e b, de modo que

o furo praticamente ndo sofre influéncia do contorno da placa.
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Figura 2.1- Furo eliptico em uma placa plana.

A maxima tensdo na ponta da elipse esta relacionada ao seu tamanho e forma por
a
O isx =0'(1+ 26) (2.1)

Onde o é uma tensdo uniforme aplicada a uma distancia infinitamente grande.

Observa-se pela eq. (2.1) que a tensdo maxima tende ao infinito a medida que a

elipse aplana-se para formar uma trinca (b - O). Para este caso Inglis utilizou o

raio de curvatura, pzbz/a, para representar a tensdo (2.1) de forma mais

Crax = o{l+ 2\/5] (2.2)
P

Quando a>b aeq. (2.2) conduz a

Crsx = 20'\/E (2.3)
yo)

A solucdo de Inglis mostra que a medida que o raio de curvatura na ponta tende a

conveniente:

zero (a definicdo de uma trinca) as tensfes avangam para o infinito. Este resultado
foi bastante questionado, haja vista que nenhum material pode suportar tensdes
infinitas. Contudo, ndo deixa de ser extremamente valioso, uma vez que auxiliou
na compreensdo do comportamento da trinca quando Griffith o utilizou para

desenvolver o seu critério de fratura baseado no balanco de energia.
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2.2.
Balanco de energia de Griffith

Sete anos apos o desenvolvimento de Inglis, Griffith (1920) desenvolveu um
novo critério, baseado em energia, para a avaliacdo de fratura, o qual declara que
em materiais idealmente frageis uma trinca se propagaria de maneira instavel se a
energia de deformacéo liberada quando a trinca avancasse de um comprimento
infinitesimal fosse igual ou maior que a energia requerida para formar uma nova
superficie de trinca.

O problema estudado por Griffith foi o de uma placa contendo uma trinca de
comprimento 2a, muito inferior a largura da placa, sujeita a uma tensao constante

o . Na realidade Griffith estudou 0 mesmo caso resolvido por Inglis, Figura 2.1,
para quando o furo eliptico tem a altura reduzida (b - 0), formando assim uma

trinca.
Quando ocorre o crescimento da trinca, a energia potencial I1 sofre um
decréscimo, uma vez que aquela regido torna-se descarregada. Utilizando as

analises de tensdo de Inglis, Griffith chegou a seguinte expresséo:

2,2
H:HO—M—EaB (2.4)

onde II, é a energia potencial da placa anteriormente ao surgimento da trinca e
B é a espessura da placa.

Neste mesmo processo, em uma perspectiva molecular, para gerar uma
trinca é necessario o rompimento da ligacdo entre os atomos do material. Para que
isto ocorra a quantidade de trabalho realizada no sistema é

W =4aBy, (2.5)

Em que y, é a energia de superficie do material, 2aB ¢é a &rea e, uma vez
que hé duas superficies livres criadas pela trinca, é necessario o0 2 na equacao.

Baseado nos conceitos anteriores, o balanco de energia de Griffith para um

crescimento dA na érea da trinca, sob condicdes de equilibrio, pode ser expresso

como
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dE _dw dIl
dA  dA  dA
(2.6)
2
d—E=27/S—7m a_,
dA E

Resolvendo a eq. (2.6) para o, obtém-se a tensdo de fratura, representada

pelo subscrito f :

27.E
o, = % 2.7)

2.3.
Funcéo de tensdo complexa de Westergaard

Westergaard (1939) desenvolveu uma solucdo para o campo de tensdes em

torno da trinca. Ele escolheu uma funcéo de variavel complexa, Z =X+1y, como
funcdo de tensdo de Airy, @, para uma trinca sob tensdo

CD:%(Z)+ y3(Z) (2.8)
onde R e I denotam as partes real e imaginaria da funcdo de tensdo Z(z),

respectivamente, e a barra acima de Z (z) representa integracdo em relagéo a z,
ou seja,

7.9 e Z _4z (2.9)
dz dz
A funcdo da eqg. (2.8) proposta por Westergaard satisfaz V*¢=0

independentemente da escolha de Z(z). Isso possibilitou a Westergaard obter

variadas funcbes Z (z) cada uma sendo solucdo para um problema diferente.

Para o problema de uma trinca reta, de comprimento 2a, em uma placa
sujeita a tensdo biaxial remota, Figura 2.2, com origem definida no centro da

trinca, a funcéo de tenséo de Westergaard é dada por:

z(z)zzf—_zaz (2.10)
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Figura 2.2- Trinca em meio infinito carregada com tensé&o biaxial.

Considerando que as componentes de tensdo para um problema

bidimensional estdo relacionadas com as func¢des de tensdo de Airy pela relacao

_ 0’ 0D o’D

O Y o, = P Ty = _8x8y (2.11)
substituindo (2.8) em (2.11) tem-se:
0 =R(Z)-y3I(Z)
o, =R(Z)+y3(Z) (2.12)

7, =—YR(Z))
onde Z' representa a derivada de Z em relacdo a variavel complexa z .
Observa-se que as partes imaginarias das tensées anulam-se quando y=0.
Também, as tensdes de cisalhamento anulam-se quando y =0, implicando que o
plano da trinca € o plano principal. Portanto as tensfes sdo simétricas em torno de
0=0 e a eq. (2.12) corresponde ao chamado modo |. Seguindo neste caso, a

variavel complexa z torna-se z = x e as tensdes sao simplificadas

Gy =0y =R(Z) =2 (2.13)
X" —a

onde ¢ facil identificar que as tensdes o, e o, sdo nulas na face da trinca (
X <a|, logo Z(z) é imaginario), tendem ao infinito na ponta e depois diminuem

retornando para o a medida que X aumenta.
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Adicionalmente, pode-se utilizar a solu¢do de Westergaard, considerando a
distancia horizontal a partir da ponta da trinca como x” = x—a e substituindo-a na
eq. (2.13):

X +a
Oy =0y, =0 —F—=— (2.14)
T X +2xa
para X" < a obtém-se
oca__ova (2.15)

O. =0 = =
Y Joaxa Wax
As tensdes em (2.15) tém um termo com singularidade da inversa da raiz

quadrada (]/ \/x_ ) onde x* é a distancia horizontal do campo de tensdes até a

ponta da trinca. Esta singularidade surge sempre que se estudam as tensoes
préximas a ponta da trinca, conforme sera visto no item a seguir.

Convém destacar que, embora as equacdes de Westergaard tenham sido
originalmente desenvolvidas para um campo de tensdes biaxial e posteriormente

aplicadas para carregamento uniaxial, elas produzem uma componente o, nos

lados do contorno ao longo do eixo da trinca, para um carregamento puramente
uniaxial. Este comportamento é esperado uma vez que a solucdo de Westergaard
foi desenvolvida para um carregamento biaxial. Para eliminar esta componente
transversal, Irwin (1957) sugeriu 0 uso de uma componente transversal de tensao
(Gupta et al., 2015). Da mesma forma Sih (1986), considerando que a formulagéo
de Westergaard estéa restrita a uma classe de problemas envolvendo uma trinca em
meio infinito sujeita a carregamento externo remoto, desenvolveu uma formulacgéo
para o célculo de tensbes e deslocamentos que leva em conta um termo constante

que depende do carregamento aplicado.

2.4,
Fator de Intensidade de tenséao

O Fator de Intensidade de Tensdo (K) foi compreendido e definido pela

primeira vez por Irwin (1957) ao analisar o campo de tensfes na vizinhanga da
ponta da trinca, utilizando a funcdo de tensdo proposta por Westergaard. Ele
constatou que o campo de tensdes em torno da ponta de uma trinca se comportava

sempre da mesma maneira: as solugbes desenvolvidas em forma de série sdo
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sempre singulares na ponta da trinca e o termo que lidera esta singularidade é
sempre proporcional a um fator, designado por ele “Fator de Intensidade de
Tensdo”. Durante este mesmo periodo Williams, utilizando analises ligeiramente
diferentes, obteve resultados equivalentes aos de Irwin.

Um dos problemas resolvidos por Irwin foi o de uma trinca reta em meio
infinito sob tensdes biaxiais, Figura 2.2. Para retratar a ponta da trinca, ele
representou a variavel complexa z como

z=a-+re’ (2.16)
ou seja, com o campo de tensdes, em um sistema polar de coordenadas com
origem na ponta da trinca, Figura 2.3.

Substituindo a eq. (2.16) na eq. (2.10) e considerando que na é&rea

imediatamente proxima a ponta da trinca os valores de I sdo muito pequenos, de

modo que a>>T, as tensdes na eq. (2.12) sdo dadas por

o) = oN78 cos(ej(l—sin (gjsin(wn
- Jaar T 2 2 2
a;y = O\:’Z/%? cos (zj (1+sin (zjsm(gjjj (2.17)
= O-\/”_

I a o). (0 3
T COS| — [SIn| — |COS| —
Xy 2rr 2 2 2

Txy
| Txx

Crack
/’/ x

v

Figura 2.3- Definicdo dos eixos de coordenadas na ponta da trinca.

O fator que acompanha o termo singular ]/«/E é o fator de intensidade de
tensdo K, proposto pela primeira vez por Irwin em funcdo da taxa de alivio de

energia, &, como
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K=.|E2 (2.18)

T

onde & para a trinca da Figura 2.2 é dada por

2
o a

E
Substituindo a eq. (2.19) na eq. (2.18), chega-se ao fator de intensidade de

g =

(2.19)

tensdo dado na eq. (2.17), com o uso, por conveniéncia, do termo /7 /\z .

Em resumo, observa-se na eq. (2.17) que, quanto mais r se aproxima de
zero, mais a primeira parcela da expressao em série domina a resposta. Portanto,
as tensdes proximas a ponta da trinca variam com 1/\/F independentemente da

configuragdo do corpo trincado. O campo de tenses em qualquer corpo trincado
em um meio linearmente elastico pode ser dado por (Anderson, 1995)

oy = ( \/%J f; (0)+termos de ordem superior (2.20)

E importante destacar que o Fator de Intensidade de Tensdo usualmente é
apresentado com um subscrito que se refere ao modo de trincamento.

Existem trés modos fundamentais de trincamento de um corpo,
caracterizados pelo movimento relativo entre as duas superficies da trinca,
mostrados na Figura 2.4: modo |, de abertura, quando a trinca esta sujeita a tensdo
de tracdo; modo II, de deslizamento, quando sujeita a tensdo cisalhante; e modo
I11, de rasgamento. Este Gltimo modo refere-se agdes tridimensionais e ndo sera

considerado no presente trabalho.
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Modo III

Figura 2.4- Modos fundamentais de trincamento.

Para cada um dos modos de trincamento existe um Fator de Intensidade de

Tensdo relacionado. A Tabela 1 mostra o primeiro termo da série de Irwin para as

tensdes e deslocamentos nos modos | e Il de trincamento.

Tabela 1- Tens8es e deslocamentos para os modos | e Il de trincamento, onde

k =3—4v (estado plano de tensdo) e G é o mddulo de elasticidade transversal.

Modo [ Modo 11
Ky N[, . (6). (30Y]| Ky .. (6 0 360
Oy cos| — || 1-sin| — |sin| — ———sin| — || 2+cos| — |cos| —
2zr 2)| 2 2 )| N2nr 2 2 2
o) s s 3 )| a5 e[ 5 e[ 5
O'yy cos| — || 1+sin| — [sin| — ————=3In| — |cos| — [cos| —
2zr 2) 2 2 )| 2zr 2 2 2
T Ki cos(g)sin(—jcos(s—e) &cos Q 1-sin Q sin %
Yo a2 2) | rr \2 2)7 2
K K f
i Lcos(gj{x—HZsinz(gﬂJ Lsin(gj{x+l+2cosz(gﬂ
Uy 2G \ 2« 2 2)I| 2G \\2x 2 2
K K
1 Lsin(gj K+1—20032(—j i Lcos(gj K—1—25in2(g)
Uy | 26\ 2z 2 2G \2r 2 2

IS
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2.5.
Fator de intensidade de tenséo pela série de Williams

Conforme mencionado anteriormente, Williams (1957) também verificou o
mesmo comportamento de tensdes na proximidade da ponta da trinca que lrwin
(1957). Williams estudou tensbes no canto de uma placa com varias condicfes de
contorno e angulos incluidos. Uma trinca é um caso especial em que o angulo no
canto da placa é 27 e ela esta livre de forcas de superficie. Este problema é

apresentado na Figura 2.5.

(a) Canto de uma placa com um (b) Caso especial de uma trinca
angulo {/ com ponta

Figura 2.5- Configuragéo do canto da placa analisado por Williams (1957).

Williams deduziu a funcdo de tensdo para a trinca gerada na forma
c,sin(A+1)6" +c,cos(A+1)0 +c,sin(1-1)6" +
c,cos(A-1)6

ou (2.21)
®=r"'F(0,1)

@ — r;u+1

Onde 4, ¢, c,, c; € c, sdo constantes a determinar e & é o angulo

definido na Figura 2.5. Neste ponto é importante lembrar que as fungdes de tensao

de Airy sdo tais que
VVAD =0 (2.22)

sendo ® =®d(r,6) e as tensdes dadas por
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1 0°d 16D
O =2 p2 T A
r- o6 r or
R
- 2.23
lop¥ o (2.23)
1 8ZCD 100

Tro = AN
r 8r6¢9 r’ 00
As tensdes para a funcdo de tensdo proposta sdo obtidas substituindo a
equacéo (2.21) em (2.23):

o, = “[F”(@) (A+1)F(07)]
' A(A+1)F(07)] (2.24)
r[-aF(e)]
onde F’(H*) ¢ a derivada de F em relacdo a @ . Para o caso particular de
auséncia de  forcas de  superficie nas faces da  trinca,
o4 (0)=0,(27)=1,,(0)=1,,(27)=0, que implica as seguintes condigGes de
contorno:
F(0)=F(27)=F'(0)=F'(27)=0 (2.25)
Para 0 caso mais geral em que as constantes da equagdo (2.21) ndo séo

nulas, as condicdes de contorno s6 séo satisfeitas quando sin(27z/1) =0. Logo,

izg, onden=12,3,.. (2.26)

A equacdo (2.21) contém quatro constantes ainda ndo especificadas.

Aplicando (2.25) € possivel eliminar duas destas constantes, resultando em

c,| sin| 2 -1 o' - 2gin[ N i1)or |+
N 2 n+2 2

D =r2 (2.27)

C, cos(E —1) 0" —cos (E +1j g
2 2

Convém observar que esta expressdo € um caso particular da expressdo
geral de uma solugéo fundamental apresentada por Dumont (1995).

Para problemas de trinca é mais conveniente expressar a funcao de tensao de

(2.27) em termos de 6. Substituindo @ =6 —7z em (2.27), obtém-se a expressio
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3
®(r,0)=r2 sl(—cosg—lcos%jﬂl(—sinQ—sin%j +
2 32 2 T2 (2.28)
s,r’[1-cos(20)].

Onde s; e t; sdo constantes a ser definidas. Com isto as tensdes de (2.24) ficam na

forma
cyrr:i S, —5COSQ+COS% +1 —55ing+33inﬁ +4s,c05° 0 +..
4r 2 2 2 2

O = i{sl [—3005% ~ cos%ﬂ +1 {—SSin g —3sin 379}} +4s,sin* 6 +.. (2.29)

ar

1 0

Tpy=—F sl[—sing—sin3—9}+t1[cos——3cosg—9} —2s,8in20 +...
4r 2 2 2 2

Nota-se que as constantes S, sdo multiplicadas pelos termos em cosseno,

enquanto que t; pelos termos em seno. Logo, a fungdo de tensdo contém
componentes simétricas e antissimétricas. O carregamento simétrico corresponde

ao modo | de trincamento, e quando ele ocorre em #=0, t,=0. O carregamento

antissimétrico corresponde ao modo 1l e neste caso s; =0.

Geralmente simetria e antissimetria sdo tratadas separadamente. As

constantes s, e t, podem ser substituidas pelo fator de intensidade de tensdo no

modo I e II, respectivamente:

sl=—% e g:% (2.30)
Substituindo as constantes de (2.30) em (2.29), chega-se ao campo de
tensdes na ponta da trinca nos modos I e II, presentes na Tabela 2, em que os
termos de alta ordem s&o desconsiderados.
Convertendo os termos da Tabela 2 para coordenadas cartesianas chega-se

as mesmas expressoes dadas na Tabela 1.
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Tabela 2- Série de Williams para os modos | e Il de trincamento

Modo [ Modo 11
Ky [5 (ej 1 [39 } Ky [ 5. (ej 3 . (MJ'
[ 1
~cos| — |—=cos| — —=sin| = |+—=sin| —
orr 2;”{4 4\ 2)) | e | 4 2) 0\ 2 )]
K, [3 (aj 1 (3«9)‘ K 3. (9 3. (30
| |2 B > ]
o CcOoSs + —CO0S ——sinl — |—=sin| —
00 27[I’|:4 2 4 ] ¢27rr_ 4 2} 4 (2)
z K' l in(g}rlsin(% K” _Ecos(—}ﬁsin[%j
Ol |4 \2) 4 J2rr | 4 47\ 2
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Método dos elementos de Contorno

Neste capitulo serd apresentado um resumo do Método Consistente dos
Elementos de Contorno (CBEM) (Dumont, 2010), o qual tem uma pequena
diferenca conceitual em relacdo ao Método dos Elementos de Contorno
Convencional (BEM) (Brebbia et al., 1984). Também é mostrado um resumo do
Método Hibrido dos Elementos de Contorno (Dumont, 1989) bem como sua
aplicacdo a problemas de mecanica da fratura.

Neste trabalho serd utilizada a notacdo indicial para simplificacdo da
apresentacdo das diversas equagdes. Nesta notacdo, a utilizacdo de um
determinado indice i, por exemplo, representa os indices subscritos (1,2,3) para

consideracio das direcBes cartesianas (X,y,z). Indices repetidos em um mesmo
termo tém o significado de somatério e um subscrito depois de uma (,) denota

derivada segundo a direcao coordenada representada.

3.1.
Fundamentos da teoria de elasticidade

Seja um corpo elastico sujeito apenas a pequenos deslocamentos. Os
deslocamentos de um elemento infinitesimal deste corpo séo descritos, na teoria

da elasticidade, segundo dois sistemas de coordenadas:

a) Um sistema global onde se tém deslocamentos absolutos u; . Sobre estes
deslocamentos realizam trabalho forcas que podem ser classificadas em
dois tipos: forgas de corpo b; definidas por unidade de volume e atuam
no dominio Q, ou seja, no interior do corpo; forgcas de superficie t;

definidas por unidade de area que atuam na superficie do corpo, isto &,

no contorno I".
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b) Um sistema local em que se tém deslocamentos relativos (deformacdes)

g; , referidos a um elemento infinitesimal dQ, sobre os quais realizam

trabalho as tensGes o .

Figura 3.1- Corpo elastico submetido a carregamentos.

O contorno do corpo é conceitualmente dividido em duas partes
I'=I',ul,, onde se ttm em I'_ forcas prescritas e em I';, deslocamentos
prescritos, conforme esta representado na Figura 3.1. Seja um conjunto de forcas
externas conhecidas, atuando sobre o corpo elastico, e que sdo descritas no
sistema global por tT, atuandoem Q e f atuando em I'_. A andlise deste corpo

consiste na determinagdo dos deslocamentos u, que ocorrem em Q e I'_, das

reagdes de apoio que surgem em I'; e das tensGes oy em Q, causados pelas

solicitacOes externas.
As equacBes de equilibrio de forcas relacionam forgas descritas no sistema

externo com as tensdes do sistema interno:

oj=0; em Q (3.2)

onde 77; sdo os cossenos diretores, projecdes do vetor unitario 1, normal externa

ao contorno dI".
H& também relagbes entre os deslocamentos no sistema global e as
deformac6es no sistema local, chamadas rela¢des de transformacéo cinematica, as

quais para pequenos deslocamentos sdo dadas por
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1

onde &; € o tensor de pequenas deformagdes e u; € o campo de deslocamentos,

de tal modo que
u=0 em T, (3.5)
No sistema local existe a relagao entre o tensor de tensoes o;; € 0 de deformagdes

&; em qualquer ponto do corpo elastico, denominada relagdo constitutiva. Para

um material linearmente elstico, isotrépico e homogéneo, esta relacdo é expressa
por

ou em temos de deslocamentos, considerando a eq. (3.4),

onde C;,, € o tensor de constantes elasticas (Brebbia et al.,1984):

2Gv
Ciin :m@jgkl +G(5ik5j| +5i|5jk) (3.8)
em que v é o coeficiente de Poisson, G €é o coeficiente de elasticidade

transversal ou de cisalhamento e &;; € o delta de Kronecker.

3.2.
Formulagdo consistente e sua versao inconsistente do Método
Convencional dos Elementos de Contorno

Considere o caso de um corpo elastico como o da Figura 3.1, o qual obedece
as relacdes de equilibrio no dominio, egs. (3.1) e (3.2), as relacbes de equilibrio e
compatibilidade no contorno, egs. (3.3) e (3.5). Deseja-se obter uma adequada
aproximacdo que satisfaca as condicdes deste caso.

Este problema pode ser formulado em termo de residuos ponderados por
meio da eq. (3.10), utilizando como funcdo de peso um campo de solucdes

fundamentais de tensdes e deslocamentos, que tem a relagédo

oy =Cyyy 5u:’| (3.9)

e que satisfaz a parte homogénea o; ;=0 da eq.(3.1), mas ndo satisfaz as

*
i,

condigdes de contorno da eq. (3.5):
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—gj}(aii,j +b,)5ui*dQ+l[(Gji77j —t )ou; =0 (3.10)
onde ¢ significa variacdo.
Sobre a solucdo fundamental, considera-se que estd estabelecida em um

dominio Q" de dimensdes infinitas e contorno I~ no infinito (dominio aberto),

onde esta contido o corpo QT do caso em consideragdo, Figura 3.2.

Figura 3.2- Regifo da solugéo fundamental (Q*UF*) contendo o corpo QUIT.

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo da equagdo acima com

sucessivas aplicacbes do teorema de Green e uso da identidade
Gji5ui,j Euk,ICijklé‘ui,j =U, 00}, obtém-se

*

r Q r Q

As solugdes fundamentais 50;; e 5ua podem ser descritas adequadamente

em termos de parametros arbitréarios de forgas, &p,,, como:
80, =CynOPy € (3.12)
ou; = (ui*m +ulC,, )5 P (3.13)

onde ug (para S :1...nr) sd0 os N"deslocamentos de corpo rigido multiplicados

S e U

por constantes arbitréarias Cgp, . Entéo, oy, € Uy,

sdo funcbes de coordenadas e
direcbes de o p; referenciadas por m (ponto fonte), bem como das coordenadas e

direces referenciadas por i (ponto campo), onde os efeitos de & p; sdo medidos.
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Por conveniéncia a fungéo oy, , eq. (3.12), € normalizada de modo que, para um
dominio Q, que contém sp,,.

'[Qo Gjim,de:'[ro O jim;dl = =0, (3.14)

onde &, € o delta de Kronecker generalizado (igual a 1, quando i e m referem-se

ao mesmo grau de liberdade, ou 0 no caso contrario). Utilizando a equacdo acima,
0 lado esquerdo da eq. (3.11) pode ser reescrito como

*

.f&ﬁi,J'uiO'Q:—5imui5|0:1 =—U,J Py, (3.15)
Q

Substituindo 50{} e 5uf na eg. (3.11), de acordo com suas expressdes nas

egs. (3.12) e (3.13), e aplicando a identidade da eq. (3.15), obtém-se a expressdo

modificada da Identidade de Somigliana:
U = [ Um0 = [ o0+ [ B d Q-+ Cyp ([ tULd+ [ buidQ) (3.16)

A diferenca em relacdo a ldentidade de Somigliana obtida no Método
Convencional dos Elementos de Contorno esta nos termos que multiplicam a

constante arbitraria C,, 0s quais se anulam quando as forcas prescritas b, € t;

sm?
estdo em equilibrio, que ndo é necessariamente verdade se se esta se lidando com
aproximacdes. Portanto, os resultados sdo em principio influenciados pela

constante arbitraria C,. Esta € uma das diferengas entre 0 método convencional

(BEM) e 0 método consistente (CBEM).

Os deslocamentos u; e as forgas de superficie t; sdo aproximados ao longo
do contorno I' como
u, =u,d (3.17)
t =t (3.18)
onde d, (n=1..n") é vetor de deslocamentos nodais, u;, sdo as funcdes de

interpolacéo de d, com suporte local, t, (1 =1..n") séo atributos de forgas de

superficie ligados ao vetor normal 77, no contorno. Geralmente, n' > n®, uma vez

que o contorno nem sempre € inteiramente suave, de forma que se tem mais de

uma normal no mesmo ponto. As funcdes de interpolacéo t, também séo fungoes

com suporte local.
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Utilizando as aproximagdes das egs. (3.17) e (3.18) na eq. (3.16) e aplicando sp_,

em sucessivos pontos no contorno chega-se a

(jra’;imn.umdnamn)dn = [ tyupdry + [ buydo+

j i-im

(3.19)
Com (J‘rtiluirsdnl + IQ bluing)

A expressdo acima € a equacao basica do método dos elementos de contorno na
sua forma consistente, que considera o termo de erro relacionado com a constante
C

< -
A eq. (3.19) pode ser escrita na forma matricial como

Hd=Gt+b+g (3.20)
onde H é a matriz de transformacdo cinematica, G é a matriz do tipo
flexibilidade, b é o vetor de deslocamentos nodais equivalentes devido as forgas
de corpo existentes e € é o termo de erro que corresponde aos residuos cuja
magnitude depende da magnitude de deslocamentos de corpo rigido que estdo

sempre implicitos na solucdo fundamental. A expressao de cada um destes termos

é
H=Hyp = || 05utiodT+ 6, (3.21)
G =Gy, = [ tup,dr (3.22)
b=b, = buidQ (3.23)
e=¢&, =Cq, (Irti,ui;d It + IQ bui.d Q) (3.24)

Geralmente na literatura, o termo de residuos &, ndo é considerado ou é

utilizado como medida de convergéncia do modelo numérico. Contudo, na

formulacdo consistente este termo é levado em conta, bem como uma

simplificacdo do termo b, da eq. (3.20).
O vetor de residuos ¢, na eq.(3.20) pode ser escrito como
g=C'R"(t-t) (3.25)

Emque r_ = jh.uirsdr e o indice p refere-se a forcas e deslocamentos no
r

dominio e o produto R"t” vem da aproximagcéo
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[ butdQ=—[ ofnuf ~ [ tuidrt? (3.26)

IS
Partindo do mesmo raciocinio, o vetor b, de deslocamentos nodais

equivalentes pode ser escrito na forma

b, ~—G,,tP +H,dP (3.27)

mn™=n

Fazendo uso das egs. (3.25) e (3.27) e parametros de deslocamentos, d., e
da forca de superficie, t°, em termos das fungOes de interpolagéo das egs. (3.17) e
(3.18), apds algumas manipulagdes algébricas chega-se a equagdo consistente do
método dos elementos de contorno:

H(d—dP) =G, (t—t") (3.28)
emque G, =GP, € aparte admissivel de G.

Observa-se gque a versdo inconsistente da eg. (3.20) é a propria formulacéao
convencional do método dos elementos de contorno, obtida considerando nulo o
termo de erro &, ou seja, o procedimento descrito na eq. (3.25)-eq. (3.28) nédo é
considerado e tem-se

H(d—-dP)=G(t—tP) (3.29)

Em elementos curvos a versdo consistente apresenta outra diferenca em
relacdo ao método convencional (Dumont, 2010). A interpolacdo das forcas de
superficie da eq. (3.18) é feita como:

ti _ |‘J |(3m 1)

ut, (3.30)

Onde u; e t, seqguem as mesmas defini¢des da eq. (3.18), |.J| € 0 jacobiano

da transformacdo de coordenadas dF:|J|d§ e |J é 0 jacobiano calculado

|(em 1)

no ponto | de aplicagéo da forca.

3.3.
Método Hibrido dos Elementos de Contorno

O Método Hibrido dos Elementos de Contorno (HBEM) (Dumont, 1987)
difere do CBEM e BEM por partir de uma formulagéo de energia, ao invés de
uma formulagéo de residuos ponderados, tal como na eq. (3.10).

Tomando o mesmo problema de um corpo elastico descrito no item 3.1 e

apresentado na Figura 3.1, 0 modelo numérico que conduz a solugcdo aproximada
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das egs. (3.1) e (3.3) é estabelecido pelo potencial de Hellinger-Reissner em

termos de dois campos, um de deslocamentos u® no contorno F1 em que o

S

ij ho dominio

sobrescrito “d * significa deslocamento, e um campo de tensdes o

), em que o sobrescrito “s” indica tensdo. A forma estacionaria do potencial é

escrita como

(o) = [ [US (0F)+ (o +b )ul [dQ—[ opmuidT+ [ Fuldr (3.31)

onde US e a energia de deformagdo complementar. Os deslocamentos no

contorno sao aproximados por:

u'=u,d, emT (3.32)

exatamente como na eq. (3.17).
onde u;, sdo fungdes polinomiais de interpolagdo e d E[dn] sdo parametros que

podem ser fisicamente identificados como deslocamentos de determinados pontos

S

do contorno. O campo de tensdes oj;

é aproximado pela superposi¢cdo de dois

termos:

o = O';; + O'i? = O';;m P+ O'i? (3.33)
em que 05 é uma solucdo particular arbitraria da eq. (3.1) e aa é a solucdo
homogénea, de modo que

o ;+b =0 noQ (3.34)
O3 | = Oiim ;P =0 NOQ (3.35)

onde p; sdo parametros de forca a ser determinados como incognitas primarias

ijm

do problema. o;,, séo solugdes fundamentais com suporte global. Pode-se dizer

*

entdo que o campo de tensdes oy

¢ aproximado por uma série de solucGes

fundamentais. Os sobrescritos “*” e “b” referem-se respectivamente a solugdo

fundamental e a forcas de corpo particulares.
O campo de deslocamentos u’® correspondente ao campo de tensdes 05 é

€Xpresso como

u’ =u’ +uf +u’ =u; p, +u’ +ufc, em Q (3.36)
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em que u; esté relacionado a deslocamentos de corpo rigido e C, é um vetor de

constantes.
As integrais de contorno da eq. (3.31) podem ser reescritas utilizando-se as
aproximagcdes das egs. (3.32) e (3.35), na forma

[ (o5m; -t )ufdr = | tu;d,dT = [ o prr;ipd,dT -

(3.37)
b
Iraijnjuindndf
ou
d * b
Ir<6i?nj _ti )ui dl'= pndn - Hmn pmdn + pndn (3-38)
onde
H=H,, :Iraijmnjuindr (3.39)
p=p,= Ltiuindf (3.40)
b b
P =p, :Iro-ijnjuindr (3.41)
A energia de deformagdo complementar, na eq. (3.31), pode ser reescrita
como:
1 _ 1 1
Ug (0'5)55‘750“13@3 :Euis,jcijkluli,l :Eaﬁuﬁj (3.42)

Uma vez que Cy, =C,; , tem-se que:
* b * b b *
Ui, = Uy CijaUi j = 03U (3.43)
* * r ro*
oijUi j = Uy, Cija Ui j = ol j =0 (3.44)

Substituindo as expressdes de tensdes e deslocamentos apresentadas nas
egs. (3.33) e (3.36) naeq. (3.42), chega-se a
. 1 J.QO'Gui*’de+_[Qoauﬁde+jQ0;uir’de+.[Qai?u:jd§2+
J.QUOdgzi U dQ+ [ obul dO
Lz T j IQGU' i (3.45)

1 * % * b 1 b

Aplicando as egs. (3.43) e (3.44) na eq. (3.45), tem-se:
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jgung:%j oyu; Q-+ [ ou?jdQ+= jabub dQ

il i (3.46)

Apds integrar por partes e uso do teorema de Green, a eq. (3.46) pode ser

reescrita como

IUCdQ_—pm Fon P + BBy + = I opu’,dQ (3.47)

onde
J Jm77ju|ndF (3.48)
b=h j Oymi;UPdT (3.49)

Reescrevendo o potencial de Hellinger-Reissner da eg. (3.31), utilizando as
eqs. (3.38) e (3.47) chega-se a

1 «
11 ( o5 .U )ZE P Fo P+ Pob, += f opu?dQ— ppHpad, +
P.d, — pid, (3.50)

que na forma matricial é
_ (1 * p T b
Il =p [EFp —H(d—d )J+d (p—p ) (3.51)

Impondo que Jl1; =0 obtém-se, para variagBes arbitrarias sp” e od, o

sistema de equacBes matriciais que governam o problema no Método Hibrido de

Elementos de Contorno:
H'p =p-p° (3.52)
Fp'=H(d-d") (3.53)
A matriz H é a mesma definida para o método consistente de elementos de
contorno (CBEM), na eq. (3.21), e a matriz F é simétrica por construcdo e é uma
matriz de flexibilidade.
Resolvendo para p” nas egs. (3.52) e (3.53), chega-se ao sistema de
matrizes
HF ™ Hd =p (3.54)

onde HF™H=K & uma matriz de rigidez. A inversa F™ tem que ser

avaliada em termos de inversas generalizadas, pois F € singular para um
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dominio finito Q. Os resultados em pontos internos sdo expressos em termos das
egs. (3.35) e (3.36) uma vez que seja obtido p”.

Para condicBes de contorno de Neumann, isto € , quando o vetor de forcas
nodais equivalentes é conhecido em todo o contorno, caso da maioria dos
problemas da mecanica da fratura propostos na literatura, o vetor de parametros de

forca p” pode ser obtido diretamente da eq. (3.52), sem a necessidade de

avaliacdo da matriz de flexibilidade definida na eq. (3.17).
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Uso da funcao de tensao de Westergaard generalizada

Este capitulo apresenta um breve resumo sobre a utilizacdo de fungdes de
tensdo complexa, obtidas pela abordagem de Westergaard, como solucédo
fundamental no Método Hibrido dos Elementos de Contorno. Desenvolve-se a
funcéo de tensdo de Westergaard generalizada, sua concepc¢éo inicial para trincas
de abertura semieliptica e posterior extensdo para trincas com outras fungdes de
abertura.

Também é demonstrada a interpretacao fisica desta solucdo fundamental em

consisténcia com os conceitos apresentados no Capitulo 3.

4.1.
Funcdes de tensédo de Westergaard generalizada

Conforme exposto no item 2.3, a funcéo de tenséo de Westergaard ¢(z) foi

desenvolvida em varidvel complexa e proposta para uma trinca de abertura

eliptica presente em uma placa infinita sujeita a um carregamento biaxial remoto:

2(2)=0——— 4.1)
Z"+a

onde o é atensdo remota e a é metade do comprimento da trinca.
Diversas adaptacOes das funcdes de tensdo de Westergaard foram desenvolvidas
variando as configuragdes de geometria da trinca e carregamento. Destacam-se
aqui dois trabalhos que antecedem diretamente o presente estudo.

O estudo de Dumont e Lopes (2003) foi o primeiro a utilizar uma
modificacdo da fungdo de tensdo de Westergaard como solucdo fundamental no
Método Hibrido dos Elementos de Contorno. Eles alteraram a eq. (4.1)
adicionando um termo constante para forcar um carregamento na trinca e zerar as
solicitagGes em pontos distantes, sem que isso influencie na natureza do campo de
tensdes, conforme ilustrado na Figura 4.1, com as funcdes de tensdo modificadas

para 0 modo | e Il de trincamento na forma:
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Z(2)=0 — -1
" —a
4.2)
Z = \/2_2 1
(@)= ﬂ—

IR [
[ARERN)

2a

L ﬁ\\/\x R e ]

Figura 4.1- Representac¢édo gréfica da funcdo de tensdo de Westergaard modificada.

Na formulacdo de Dumont e Lopes (2003) uma trinca, como a trinca curva
representada na Figura 4.2-a, com pontos geométricos numerados de 0 a 6, é
aproximada por elementos lineares, para representar 0s pontos campo e cinco
parametros nodais numerados de 1 a 5 para representar os pontos fonte. Estes
parametros nodais estdo relacionados as forcas de superficie dadas pelas funcdes
complexas de Westergaard, indicadas na eq. (4.2), aplicadas como uma sucesséo
de elementos parcialmente superpostos. Desta forma € possivel aproximar
qualquer configuracdo de abertura (modo 1) ou deslizamento (modo Il) pela
superposicao de elementos retos de trinca relacionados a fungdes de Westergaard.
A principal desvantagem desta aproximacdo € que ela ndo é a mais apropriada

quando se deseja representar contornos curvos, quinas e reentrancias.
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point number

i element number

a) Contorno discretizado com 35 elementos b) Elemento de trinca eliptica

Figura 4.2- Trincas de forma eliptica para simular contornos curvos (Dumont e Lopes,
2003).

Dando continuidade aos estudos de aplicacdo da funcdo de Westergaard
como solucdo fundamental no HBEM, Dumont e Mamani (201la, 2011b)
propuseram uma formulagdo mais geral, em que um elemento de trinca, como
aqueles mostrados na Figura 4.2, por exemplo, pode ser representado pela
superposicdo de duas trincas semielipticas dispostas em sentidos opostos, como
ilustrado na Figura 4.4-b. Esta alteracdo proporciona melhor representacao
geométrica da trinca, bem como simular furos, quinas e reentrancias.

A fungdo de tensdo que represente uma trinca semieliptica foi determinada
com base nos estudos de Tada et al (1993), o qual consiste em obter as fungdes de
tensdo para trincas com deslocamentos prescritos a partir da abordagem de funcéo
de tensdo de Westergaard. Sua intervencdo foi restrita aos aspectos matematicos

da formulacéo, para varias formas de abertura de trinca.

A funcéo de tensao ¢(z) para uma trinca com abertura prescrita por uma
funcdo f(x), no intervalo [0,a], em fungdo do argumento complexo Z no

sistema de coordenadas (x, y) é definida pela expressdo

1 (" f(x)
7)=—— | ——=dx 4.3
#) - | 700 @3)
onde a funcéo f(x) para uma trinca semieliptica de comprimento a,, como
aiz g2
ilustrado na Figura 4.3, ¢ f = Utilizam-se os subindices 1 e 2 para
&

indicar cada uma das trinca semielipticas que sao superpostas.
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0.5 84

v

Figura 4.3- Semitrinca de comprimento &, rotacionada por um angulo 6’1.

A varidvel complexa Z da eq. 4.3 € dada pela expressao

Z=7T="Leg Ei(x+iy)(cos¢91 —ising)=—¢' "% (4.4)

I
& & &
onde T(a,6,) é um termo complexo de rotagdo e normalizacdo da trinca

semieliptica.

a) Contorno discretizado com 5 elementos b) Elemento composto por duas
semielipses

Figura 4.4- Trincas semielipticas para representar contornos curvos (Mamani, 2015).

Esta formulacdo mostrou-se eficiente para a obtencdo do campo de tensdes na
ponta da trinca, assim como para representar contornos externos e furos.

A partir de estudos mais detalhados da representagédo de contornos (trincas, furos,
etc.) por elementos semielipticos, Dumont e Mamani (2015) observaram a

existéncia desnecessaria de singularidades préxima as faces da trinca, devido ao
termo w/J/r gue aparece na ponta da semielipse e que nédo deveria existir ao longo

da face da trinca. A solucéo proposta por eles foi restringir o uso das trincas de

forma semieliptica somente aos elementos que retratam a ponta da trinca enquanto
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que segmentos internos da trinca passaram a ser representadas por elementos com
abertura de forma polinomial. Qutra alteracdo foi a consideracdo de graus de
liberdade que consideram a rotacdo relativa das faces opostas da trinca, incluidos
por meio de elementos de rotacdo e implementados tanto nas faces quanto nas
pontas da trinca.

As novas composicOes de elementos de trinca propostas por Dumont e Mamani

(2015), semelhantes como foi feito na Figura 4.4-b, para semitrincas de

comprimento a, e a,, sdo ilustradas na Figura 4.5. Reconhece-se que as fungdes

descritas no pardgrafo anterior e ilustradas na Figura 4.5 sdo polinbmios

hermitianos.

BN B
o

a) Elemento de abertura polinomial b) Elemento de abertura polinomial+semieliptica
na face da trinca na ponta da trinca
A
Ay 2
| i
i
| i
i
i
T el
L \Tﬁi/-\ - \l\
S e TN, a 4N a X
¢) Elemento de rotagéo na face da d) Elemento de rotagdo na ponta da
trinca trinca

Figura 4.5- Elementos usados para discretizar uma trinca curva geral.

A funcdo de tensdo para cada semitrinca que compde os elementos da Figura 4.5 é
obtida utilizando a eq. (4.3) para a funcdo de abertura ( f ) correspondente e

também fazendo uso da transformagdo de coordenada da eq. (4.4). A Figura 4.6
apresenta as semitrincas estudadas por Dumont e Mamani e suas respectivas

funcBes de tensdo e forma de abertura.
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a) Semitrinca de abertura semieliptica

F)=v1-x2, 0=x<l

442 lr{l lZ,:}2+Z,7r
2

T Z, 4z

b) Semitrinca de abertura polinomial

f=2x-3x2+1, 0<x<1

¢

13224273 [ Zm1)_5+127, ~1272
2 % 127
¢) Semitrinca de rotacgiio adjacente a ponta da trinca

F=xll-x2, 0<x<l

=
4oz =77 ]"[l./IZFJ x+4Z, 12072 N
- _
z

2r 87

1

d) Semitrinca de rota¢io na face da trinca

f=x0-2x%+x, 0<x<l

¢.=L((z‘722,2+z,3)1n(%J+z,2 3#} N\

2 T2z, '3

Figura 4.6- Propriedades das semitrincas usadas para representar efeitos de abertura e

rotagdo na face da trinca.

As funcgdes de tensdo da Figura 4.6 apresentam singularidades na origem
(Z=0) e na ponta (Z=1) da trinca. Estes casos de singularidade sé&o
apresentados e analisados em (Mamani, 2015), onde também foi estudado o
comportamento das primeira e segunda derivadas destas funcdes, visto que séo

necessarias em problemas de elasticidade. O resumo com cada tipo de

singularidade gue surge em tais funcGes é apresentado na Tabela 3.

Tabela 3- Singularidades das func¢des propostas (Mamani, 2015).

ORIGEM (Z =0) PONTA (Z =1)
do
do do’ O'=—— do’
Funcéo (o)) P=— | " =— 10 O =——
: iz iz e iz

Abertura | |n (r)

Y N N T

eliptica

Abertura | In (r)

Yr Yr _ _ _

polinomial

Rotagéo

B (S T NV S BV R YA o BTN =

eliptica

Rotagéo B In(r) In(r),1/r B _ In(r)

polinomial
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4.2.
Interpretacgdo fisica da solucédo fundamental

A implementacdo das funcdes de tensdo ¢ da Figura 4.5 nos métodos de

elementos de contorno se d& por meio da insercdo destas funcdes no
desenvolvimento das solugbes fundamentais, egs. (3.12) e (3.13) para 0 BEM e
egs. (3.35) e (3.36) para HBEM, as quais equivalem a tensdes e deslocamentos,
em problemas de elasticidade, e a fluxo normal e potencial, em problemas de
potencial.

O célculo destas grandezas em fungéo de ¢ é apresentado em (Dumont e

Mamani, 2011a) e também a seguir, no capitulo 5. Por ora interessa saber que

estas solugdes, conforme visto no capitulo 3, podem ser descritas em funcdo do
parametro de forca p,,.

Na abordagem que Tada et al. (1993) utilizaram para tratar de trincas com
deslocamentos prescritos, quando uma trinca interna em meio infinito é alterada
para tomar a forma de abertura eliptica surgem tensdes uniformes de compressédo
entre as faces da trinca, necessarias para manter a forma eliptica. Na formulacéo
de Westergaard generalizada tais tensdes séo desenvolvidas como parametros de
forcas distribuidas ao longo da trinca, 0s quais podem ser consistentemente

convertidos em uma forga p’ aplicada na face externa da trinca, de modo a

promover a sua abertura, ou em outras palavras, provocar a descontinuidade no
meio (Dumont e Mamani, 2011a). A Figura 4.7 esquematiza a interpretacdo de
p., que pode ser decomposta nas direcdes x e y.

Cyy
1

ooy

? P"y L- u <—D—~ Sl

T

Figura 4.7- Representacdo do parametro de forcas p* na superposicao de duas trincas

semielipticas (Dumont e Mamani, 2011a).
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Num problema fisico pode-se representar a trinca da Figura 4.7 como na
ilustracdo a seguir, em que a Figura 4.8-a representa a mesma trinca eliptica
proposta por Griffith e que pode ser resolvida pela funcdo de tensdo de
Westergaard. Na Figura 4.8-b tem-se uma tensdo remota unitaria em um meio
infinito. A Figura 4.8-c representa a trinca de deslocamento prescrito da funcéo de

tensdo generalizada, na qual se tem uma trinca em meio infinito onde atuam
tensdes de compressdo o, =1 na superficie, estas tensdes tendem a zero a medida
que se afastam da ponta da trinca. Quando a trinca da Figura 4.8-c € introduzida

no meio infinito da Figura 4.8-b, as superficies tornam-se livres de carregamento,

e o resultado é a mesma trinca eliptica da Figura 4.8-a.

PO IV N SOP L oo=l i
iTTTTTTTT; ;TTTTTTTT; TN
i sz o= 0 4 sz :
AL b I
a) b) c)

Figura 4.8- Interpretacdo fisica das tensdes numa trinca.
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Comparagao do comportamento na ponta da trinca
utilizando as formulagées de Westergaard, generalizada de
Westergaard e Williams

Este capitulo apresenta um estudo das grandezas calculadas na ponta de uma
trinca utilizando a formulacdo de Westergaard generalizada e ao mesmo tempo
realiza uma comparacdo com as formulacdes de Williams e Westergaard. Séo
analisados problemas de elasticidade, nos modos | e Il de trincamento, e
problemas de potencial. No caso de potencial, embora esteja se usando o termo

trinca, na verdade trata-se de obstaculos ao fluxo.

5.1.
Problemas de Elasticidade

Neste item sera realizada a anélise assintdtica dos campos de tensdo e de
deslocamento em uma trinca em meio infinito, utilizando cinco tipos formulagdes.
A primeira € a abordagem para andlise de tensGes de Westergaard, a segunda
apresenta a solucdo de Williams, que convertida para coordenadas cartesianas tem
0s mesmos resultados que o primeiro caso. A seguir vem a formulacéo que utiliza
a funcdo de tens@o generalizada do tipo Westergaard, em trincas com abertura
eliptica, semieliptica e que representam rotacdo relativa das faces.

As tensdes axiais nas direcdes x e y sdo representadas, respectivamente,

or o,, € o,, € a tensdo de cisalhamento por o Deslocamentos sdo
XX yy

Xy *
representados pelas letras u e v, que correspondem as direcbes x e vy,

respectivamente.
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5.1.1.
Formulacao de Westergaard

5.1.1.1.
Modo |

Conforme foi mostrado no item 2.3, Westergaard (1939) mostrou que o
campo de tensdes em uma trinca interna de abertura eliptica e comprimento 2a,
sujeita a uma tensdo biaxial uniforme o, no modo | de trincamento, pode ser

obtido com uso de uma funcdo de tensdo complexa, que neste capitulo serad

representada pela letra ¢,

H2) =0 ——— (5.1)
Z"—a

com campo de tensdes no modo I dado por
oy = R(4) - y3(4)
oy =R(4)+y3(4) (5.2)
Oy ==Y3(#)

O comportamento da funcdo na eq. (5.1) na extremidade da trinca é obtido
substituindo a variavel complexa z por sua forma em coordenadas polares
centradas na ponta (ver Figura 2.3), de modo que

z=a+r(cos@+isind)=a+re” (5.3)

e, fazendo r — 0, tem-se que as expressdes da funcéo ¢, e sua derivada sdo:

Iim@lz,/ie“’w: /i cos? —isin2 (5.4)
r—0 2r 2r 2 2
IimCI)iz—i,/ie‘”‘/Z=—i,/i cos 22 _isin (5.5)
r—0 2r \ 2r 2r \ 2r 2 2

Assim, chega-se as tensdes na eq. (5.2), extraindo as partes real e imaginaria
das egs. (5.4) e (5.5) e considerando y=rsiné.

A expressdo do campo de deslocamentos em torno da ponta da trinca no

modo I, valido para estado plano de tensdo e plano de deformacéo, ¢ dada por:
| 1 1 s ~
u ZE(E(K—WR(W‘ y"(¢))

o2 ' (5.6)
-2l
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em que

plano de tensdo

5.7
plano de deformacéo &7

K:{ (3-v)/(1+V)

3-4v
G é o0 modulo de elasticidade transversal e (Z(z) é a integral de ¢ em relacéo a

Z. A barra é a notacdo utilizada por Westergaard (1939) para representar

integracdo. A expressio da funcio ¢ (z) na extremidade da trinca é

Iin(w)q?l =/2ar (cosgﬂsing]

(5.8)

Os deslocamentos s@o obtidos usando as egs. (5.8) e (5.4) na eq. (5.6), do
mesmo modo que se chegou as tensdes. Os resultados de deslocamentos e tensdes
para 0 modo I de trincamento sdo apresentados na Tabela 4 abaixo. A fim de
facilitar a comparacdo com a formulacdo generalizada, esta sendo considerado que

atensdo o atuando na trinca é unitaria.

Tabela 4- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulacdo de Westergaard em

torno da ponta da trinca para o modo |.
TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO |

Funcdo de tensdo | O

Tensdes na ponta da trinca

| ae{s(2)
b | Al

! faﬂ o). (0 30
Oxy o,|——Cos| — [sin| — [cOS| —
2rr 2 2 2

Deslo

camentos na ponta da trinca

O

Jart

i cos
2GA/27

ez

)
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51.1.2.
Modo I

A funcdo de tensdo para o modo II de trincamento é
z

¢, (2)=1——x

I ( ) /Zz _ 32

onde z € atensdo cisalhante. Os campos de tensdes e de deslocamentos s&o

(5.9)

definidos por
T =23(¢)+ yR(¢#)
a;'y =—yR(¢') (5.10)
7y =R(4)-y3(#)

u" =%(%(K+1)3(<ZH)+ yiR(%)j

e (5.11)
ST EDE,

Como no procedimento para 0 modo I as tensdes e deslocamentos para o

modo II sdo apresentados na Tabela 5. Para efeito de comparacdo nos proximos

itens, esta se considerando que a tenséo cisalhante = é igual a 1.
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Tabela 5- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulacdo de Westergaard em

torno da ponta da trinca para o modo Il.
TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO 11

Funcdo detensdo | 7

Tensdes na ponta da trinca

| f;za . (9) (9) (39)
Oxx —7,[——sin| — || 2+cos| — |cos| —
2rr 2 2 2
1 ra . (9) (ej (39]
Oyy 7,|]—sin| — |cos| — |cos| —
2rr 2 2 2
oy ﬂ—acos Q {1—sin(‘9}sin[39ﬂ
o Nozr 2 2771 2

Deslocamentos na ponta da trinca

u" - ﬂ—arsin(gj k+1+20052(€j
2G \ 2« 2 2
v - ”—arcos(gj —k+1+25in2(gj
2G\ 2x 2 2

O termo \/;/ Jr & inserido por conveniéncia nas expressoes de tensdo e

deslocamentos. Nota-se que o fator de intensidade de tensdo, da eq. (2.20) é

Kzam.

5.1.2.
Formulacéo de Williams

Williams determinou o campo de tensdes e deslocamentos no canto
reentrante de uma placa, cujo angulo tende a 27, se assemelhando a ponta de
uma trinca. A funcdo de tensdo de Williams para um angulo & (ver Figura 2.5)

foi dada na eq. (2.28) e as tensbes o,,, 0, € r,,estdo definidas na eq. (2.29).

r?
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5.1.2.1.
Modo |

Abaixo estdo representadas as tensoes o, , o, € 7,, para 0 modo | de

r?

trincamento, ou seja, quando t, =0, desprezando-se os termos de ordem superior,

para r ->0:
| 1 { o 39}
o, =—=S,| —5C0S—+C0s—
4r 2 2
1 o 30
o), =—=—=5,| —3C0S— —C0S— 5.12
; 44? [ 2 2} 12
[ sme—sing—ﬂ
4J’ 2

As tensdes no sistema de coordenadas polares podem ser convertidas para

tensdes no sistema cartesiano através da conversao:

o, =0, C0s* O +0,sin’ @ —2sindcosor,,
- 2 2 -
o,=0,8In"0+0,C0s" &+2sindcosor,, (5.13)

7,, =(0, —0,)sinfcosd+(cos’ O —sin’ 0)z,,

Portanto substituindo as tensdes da eq. (5.12) na eq. (5.13), chega-se as
tensdes de Williams, apresentadas na Tabela 6.

O campo de deslocamentos determinado por Williams é€:

( 5 j 0 1 30

— COS— +=C0S—

4 2 2 2

5 e 3. 30

= sin—+ —sin—

2 2 2 2
(5.14)

1. 30

sl ——4 sm———sm—

2 2 j

= +
t1 - ——4v cosg+§cosﬁ
2 2 2 2
onde v é um termo apresentado por Williams (1957) e expresso por

= (5.15)

1+v
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Os deslocamentos apenas do modo | (para t;=0) e desprezando os termos de

ordem superior, séo

rrzg
ug,gzﬁs1 ! 4y sinZ _Lgin 30
2G 2 2 2 2

A conversdo de deslocamentos no sistema polar para o sistema cartesiano é:

u, ﬁsl 2247 |cos 8+ Leos ¥
4 2 2 2

(5.16)

U =cos@u,, —sin6u,, (5.17)
v =sindu,, +cos6u,, '

Substituindo v na eq. (5.16) por sua expressao na eg. (5.15) e em seguida

utilizando a converséo da eq. (5.17), temos:

u' = % cos (gj (cos2 (gj +cos® (g] v— 2)
v = %sin [g}(cosz (gj +cos’ (gjv —~ 2]

A fim de deixar os deslocamentos em formato semelhante ao da Tabela 4, o

(5.18)

coeficiente de Poisson, v, foi substituido por uma expressdéo em x para

problemas de estado plano de tenséo, v =(x—3)/(-1-«).
Lembrando que, conforme visto no item 2.5, a constante s, pode ser
substituida por —K, / J27 e que o fator de intensidade de tensdo para uma trinca

em meio infinito sob tensdo uniforme no modo | de trincamento é K =o+/7a , a

constante s, sera escrita em termos da tenséo remota unitaria o .
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Tabela 6- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulag&o de Williams para o

modo .
TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO |

s J
Funcéo de tenséo ¢(r,9)=r2[sl(—cosz—;coswjﬂl..}.. >J£

2

Tensdes na ponta da trinca

. (72 oo 2\ 1=sin & Jsin[ 3¢
Oxx o\ orr cos(z](l sm(ZJsm(z
| (72 cos( 2\ Lesin[ £ )sin[ 2
oyy o oot cos(zj(l+sm(2jsm( )
| wa . 0 0 30
ny o ﬁ (Sln (Ej COS(EJ COS(?j

Deslocamentos na ponta da trinca

' e aad it

e

Observando a Tabela 4 de Westergaard e a Tabela 6, conforme esperado as duas

N——

N—

apresentam resultados idénticos.

5.1.2.2.
Modo I

O campo de tensBes e deslocamentos de Williams no modo II de trincamento é

obtido considerando s; nulo nas egs. (2.29) e (5.14). Desprezando-se os termos de

ordem mais alta, tem-se:

| [ .0 .39}
o, =—="t | -5sin—+3sin—
4r 2 2
" 1 .6 _ . 30
=—=t | -3sin ——3sin— 5.19
NG [ 2 2} 1)

0 36’}
C0S——3C0S—
2 2

1
gl


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512794/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512794/CA

61

u" Zﬁtl (—§+417jsing+§8in3—6
2 2 2

2G 2 (5.20)
v :ﬁt1 - Z—4Vjcosg+§cos%
2G 2 2 2 2

Aplicando a eq. (5.19) na eq. (5.13) chega-se ao campo de tensdes para o sistema

de coordenadas cartesiano. A conversdo de deslocamentos é feita pela eq. (5.17).

O termo constante t, pode ser escrito em termos da tensdo de cisalhamento

unitaria =, assim como foi realizado com s,. A Tabela 7 apresenta os resultados

de tensdo e deslocamentos, e também coincide com a Tabela 5 de tensdes de

Westergaard.

Tabela 7- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulagéo de Williams para o

modo II.

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO I

Funcéo de tensdo

3 [
5 0 1 360
0)=r2|s | —cos”—Zcos " |+, |+.. >Li
#(r.0)=r [sl( cos cos 2)+t1 }+ :

2 3

Tensdes na ponta da trinca

elgle=C2)

Ixx
ra . (6 0 30
I 7,|—sin| — |cos| — |cos| —
ayy \}27[!‘ 2 2 2
1 /na (9} . (0). [39)
Oxy 7,/—cos| — || 1—sin| — [sin| —
2rr 2 2 2
Deslocamentos na ponta da trinca
u" -z ﬂ—arsin(gj k+1+2c052(€j
2G \ 27 2 2
e = ﬂ—arcos(gj —k+1+25in2(gj
2G \ 2« 2 2
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5.1.3.
Formulacdo generalizada de Westergaard para trinca eliptica

Antes de apresentar a avaliagdo usando as trincas de abertura semieliptica e de
rotacdo relativa das faces, propostas por Dumont e Mamani (2011a, 2011b),
Figura 4.6, sera estudado um caso que se assemelhe mais com a trinca estudada

por Westergaard, portanto a trinca de abertura eliptica e comprimento 2a.

A funcdo de tensdo é obtida substituindo na eq. (4.3) a fungdo f (x) de abertura

de trinca, que neste caso é f(x)=+1—x2 para —1<x<1, considerando a=1. A

funcdo gerada e sua primeira e segunda derivada em relacdo a funcdo complexa
Z séo (Dumont et al., 2017):

_ NZP-1Z% zZ

% 2z 2

RN E 1

h=—"TF——="7 (5.21)
2\Jz%-1 2

"__ \IZZ
1 22(22 _1)3/2
Nas expressdes acima se aplicou a identidade csgn(Z) E\,ZZ/Z, a qual é

mais conveniente para se implementar em um cddigo computacional (Dumont e
Lopes, 2003).
A funcdo Z na sua forma polar, eq. (4.4), com centro de coordenadas na

ponta da trinca é

_ I aito-a)
Z=a+—e (5.22)
&

Substituindo (5.22), para uma trinca horizontal (¢, =0), nas funcbes em

(5.21) e levando ao limite quando r — 0, tem-se o comportamento da funcéo de

tensdo e suas derivadas na ponta da trinca:

Iim(/ﬁzl,/ﬂe‘gi/z—lzl,/ﬂ cosZ +isin2]-1 (5.23)
r—0 ay?2 2 a\?z2 2 2) 2
Iimqﬁ’:l,/ie9‘/2—E:E"i(cosg—isingj—1 (5.24)
r—0 2\ 2r 2 2\2r 2 2) 2
limg" =2 fie‘%"/z:_—a fi cas2 _isin 3 (5.25)
r—0 4r \ 2r 4r \ 2r 2 2
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Observa-se que nas expressdes (5.23) e (5.24) surge um termo constante
quando fazemos r — 0. Estes termos ndo fazem parte da expressdo original de
Westergaard e correspondem as “T stresses”, que sdo tensdes causadas pela
contracgdo transversal a trinca, conforme visto no item 2.3.

5.1.3.1.
Modo |

O campo de tensdes para uma funcdo de tensdo de Westergaard

generalizada de uma trinca com abertura genérica € expresso por

7= M) 253

4
Co L i Yo x( g
%=y R(g)+ > \s(¢1 ) (5.26)

== ar ()

0 campo de tensdes acima esta definido no sistema de coordenadas local da trinca,

(x,y;) da Figura 4.6, o qual coincide com sistema global (x,y) neste capitulo,

uma vez que estd sendo considerado que a trinca ndo tem rotacdo em relacéo ao
eixo horizontal (6, =0).

As partes real e imaginéria da funcéo de tensdo e suas derivadas sdo obtidas
a partir das egs. (5.23)-(5.25) e substituidas nas expressdes do campo de tenséo da
eq. (5.26). Deste modo chega-se ao resultado de tensdes que surgem na ponta de
uma trinca eliptica sob 0 modo | de trincamento, apresentadas na Tabela 8.

O campo de deslocamento para a funcdo de tensdo de Westergaard

generalizada em uma trinca no modo | é expresso por

+v Yi (.,
o 22 1-a(a)- D)

| 1+v - Y1 ,
V —?{2(1—1/)\5(%)—% (¢)J
Apobs aplicar as egs. (5.23)-(5.25) a eq. (5.27), chega-se a funcdo de

(5.27)

deslocamentos na forma
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o = o) [ 2 on{ 8800 )] L )02)

=) (1o ysin( 2] S0 s 2| L) x5

(5.28)

2 2E a

A fim de deixar os deslocamentos em formato semelhante aos de

Westergaard, na Tabela 4, o modulo de elasticidade (E) foi substituido por
E=2G(1+v), e para o coeficiente v usou-se uma expresséo em &k para

problemas de estado plano de deformagdo, v = (K'—S)/4. A solucgéo assintdtica de
tensbes e deslocamentos para uma trinca sob tensdo remota o no modo | é
apresentada na Tabela 8. Antes disso, é importante destacar que quando se calcula
o campo de tensdes e deslocamentos, surge na solucéo o fator 1/2a multiplicando
as expressoes, ele corresponde a tensdo atuando na trinca (Figura 4.8-c) a qual é
descrita na solugdo fundamental em termos de parametros de forca p’, através da
eq. (3.35), para tensdes, ou (3.36), para deslocamentos.

Quando ocorre somente 0 modo | apenas a componente p, é necessaria, e

quando s6 ha o modo Il de fratura, p;. No caso de uma trinca de comprimento

2a sob carregamento unitario no modo | de trincamento (caso da Tabela 8) o
parametro de forca p; éigual a 1.

As expressdes nas Tabelas a seguir estdo multiplicadas por 2a para efeito
de comparagdo com os resultados de Westergaard e Williams, onde esta sendo
considerada uma tensdo o =1.

Observa-se na Tabela 8 que o comportamento do campo de tensbes e
deslocamentos é similar aos das Tabelas 4 e 6. A diferenca entre elas esta presente
apenas na tensdao de compressdo unitaria, discutida adiante, e que se refere ao

efeito “T stress” que surge de forma natural na formulagéo generalizada.
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Tabela 8- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulacdo de Westergaard
Generalizada na ponta da trinca eliptica para o modo | (multiplicado por 2a).

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO |

Funcéo de tenséo \/221: -1 \/Z:rz zn d@—
z

Tensdes na ponta da trinca

i
ol \/7 (1+sm i
fzon{ 3ol )3

Deslocamentos na ponta da trinca

S it
S e o(3)rer-2e?(3)

N
[2)
oD

VR
w
'\’|%
N
N—
|
(MY

N |
o,
5
7\
KN
N
N—
|
=

‘ kl

i
u 2G

N D

5.1.3.2.
Modo I

O campo de tensGes e de deslocamentos para uma funcdo de tensdo de

Westergaard generalizada de uma trinca com abertura genérica € expresso por:

(¢1)+a1 ()

ol = —%m(@”) (5.29)

2 - 255(a)
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(5.30)

Substituindo as partes real e imaginaria da fungdo de tensdo e suas

derivadas, egs. (5.23) e (5.24), nas egs. (5.29) e (5.30), ttm-se as tensdes e

deslocamentos no modo II que ap6s simplificacdes, semelhantes ao processo para

0 modo |, séo expressas na Tabela 9. Considera-se que a tensdo cisalhante = seja

unitéria e neste caso o parametro de forga, das egs. (3.35) e (3.36), é p: =1.

Resultados semelhantes aqueles encontrados no comparativo entre as tabelas

do modo | sdo obtidos entre as tabelas do modo I, Tabelas 9,5¢e 7.

Tabela 9- Campo de tensfes e deslocamentos usando a formulacdo de Westergaard

Generalizada na ponta da trinca eliptica para o modo Il (multiplicado por 2a).

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO II

Funcdo de tensao

V2121771 T dﬂ
2 T 2 "

Tensdes na ponta da trinca

\/g S‘”(?J(Zﬂo{gjco{%}

Oxx
n za o 0 36
Oyy 7,/——sin| — |cos| — |cos| —
27r 2 2
I a (QJ . 39)
o 7,/—cos| - || 1-sin| — |sin| — | [-1
Xy \2mr \2 ( ( j (2
Deslocamentos na ponta da trinca
I 7 [mar g (O 2( 0
u G\ 21 S|n(2j(1+;<+2cos (ZD
I _t |zar 93, _ 200 _iM
v G\ 21 cos(zj[l K+2sin (ZD G 2
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Avaliando as expressdes das Tabelas 8 e 9 observa-se que as expressoes
obtidas sdo semelhantes aos resultados de Westergaard (Tabelas 4 e 5). Verifica-

se que o campo de tensdes & composto por um termo principal proporcional l/\/F
e por um segundo termo que corresponde a tensdo de compressdo transversal na
trinca, resultado do efeito T stress, o qual ndo aparece na formulacédo original de
Westergaard, contudo surge naturalmente na formulagédo generalizada.

A medida que o0 campo de tensdes se aproxima da ponta da trinca (r —0),
o efeito da tensdo de compresséo vai diminuindo, uma vez, que o termo singular
passa a dominar a solucdo. Portanto, pode-se dizer que para trinca em meio

infinito o fator de intensidade de tenséo € 0 mesmo reconhecido na formulacéo de
Westergaard, Tabelas 4 e 5, porém com tensbes obtidas em termos de p’,

conforme a solucdo fundamental do Método Hibrido de Elementos de Contorno.
Observando apenas os deslocamentos da formulacdo de Westergaard
generalizada, observa-se que apenas o deslocamento u sofre influéncia do T
stress quando esta ocorrendo o modo I de trincamento, Tabela 8. Este fendmeno
se inverte quando ocorre 0 modo II (Tabela 9), o qual, na extremidade da trinca

somente o deslocamento v apresenta o termo constante.

5.1.4.
Formulacao generalizada de Westergaard para elemento de trinca
semieliptica
A funcdo de tensdo de Westergaard generalizada para uma trinca de abertura
semieliptica com rotagdo 6, e comprimento a, é apresentada na Figura 4.6-a e
repetida aqui por conveniéncia, juntamente com suas primeira e segunda

derivadas em relacdo a funcdo complexa Z :

2 2
¢1:1/1—zl In[—l—Jl—Zl J_2+zln

2 Z 4r
_ 1 1/1—22
P BN (s e U P (5.31)
27| J1-2} Z zZ, 2

1
27

. 1 1 1-2} .\
©o2n(1-27)| -z Z,
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Substituindo a eq. (5.22), para um trinca horizontal (¢, =0), nas fun¢des da

eq. (5.31) e levando ao limite quando r — 0, identifica-se o comportamento
qguando se aproxima da extremidade da trinca semieliptica, onde é possivel
perceber que a diferenca em relacdo a trinca de abertura eliptica (egs. (5.23)-

(5.25)) esta no termo constante.

Iimgzrﬁzi,/ge‘gi/z—i—i:1 ﬂ(cos€+isingj—1—i (5.32)
r—0 a\?2 4 27 a\ 2 2 2) 4 2«
limg/ = gz 1 1 l‘/a cosZ_ising|-1_1 (5.33)
r—0 2«% 4 2 2 2 4

limg'= f e 302 = ,f cos——lsmg—ej (5.34)
HO 4r 4r 2

Na expansdao em série das egs. (5.32)-(5.34), bem como nas expressoes

. H i 2 i
seguintes, aparece 0 termo csgn(la(1+,/1—(a+re“’) J/(a+re'9)j. A

avaliagdo desta funcdo csgn( ) se da pela analise das partes real e imaginaria do

termo entre parénteses, no qual
csgn()=1seR()>00uR()=0e3()>0

(5.35)
csgn()=-1seR()<0ouNR()=0e3()<0
Para a funcdo avaliada tem-se
R = % cos (g}
(5.36)

JI=1+ \/Z—Tsin(gj
a 2

Avaliando-se as egs. (5.35) e (5.36), observou-se que para & variando no

intervalo de [0,7/2], a funcéo csgn( ) vale 1.

5.1.4.1.
Modo |

Calcula-se o campo de tensdes no modo |, na ponta da trinca de abertura
semieliptica, substituindo a parte real e imaginaria das egs. (5.32)-(5.34) na
expressdo de tensdes dada na eq. (5.26). Os resultados das tenses sdo mostrados
na Tabela 10.
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De forma semelhante sé@o obtidos os deslocamentos no modo I, ou seja,
aplicando egs. (5.32)-(5.34) no campo descrito na eq. (5.27):

o -2 ) oo )22 Zamosn( 3

2 (g ol (34

As mesmas substitui¢des, no médulo E e no coeficiente v, realizadas para

(5.37)

a trinca de abertura eliptica sdo feitas também na eq. (5.37), resultando nas

equacdes da Tabela 10, onde o =1 e, portanto, p; —1. Comparando-se a Tabela

10 com as Tabelas 4, 6 e 8 observa-se que o campo de tensdes e deslocamentos €
semelhante aos resultados encontrados para trinca eliptica da formulagdo
generalizada, tendo como principal diferenga o termo constante decorrente da

tensdo T stress.

Tabela 10- Campo de tens@es e deslocamentos usando a formulagéo de Westergaard
Generalizada na ponta da trinca semieliptica para o modo | (multiplicado por 2a).

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO |

22 T 2
Funcéo de 1- 2272 (_1_ 1-271 ) 1 T E&
¢ = In (

tensao 2r T E 7 : } .

a,

Tensdes na ponta da trinca
| za 0 . (8. (36 d+7
oxx o —cos(—j 1-sin| —{sin| — | |—
\l27rr 2 2 2 27
I a P2, . (8) . (30 4+
oyy o —cos(—j 1+sin| — |sin| — | [—
27r 2 2 2 27
! rTa . (6 0 360
oxy o ’—sm — |cos| — |cos| —
2xr 2 2 2

Deslocamentos na ponta da trinca

. o [zar (O 1. 0sin2( 8 [i][@][—nﬂ
u G\ 2, cos(zj[zc 1+2sin (2D+ Gl 2 o7

| O [zar (0 200822
v G\ 2,7 S|n[2j(z<+l 2cos (2
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51.4.2.
Modo I

As tensdes e deslocamentos no modo Il de trincamento sdo definidos
aplicando as egs. (5.32)-(5.34) as egs. (5.29) e (5.30), de forma a gerar 0s

resultados apresentados na Tabela 11, onde 7 =1 e, portanto, p, =1. A Tabela 11

difere das Tabelas 5 e 7 pelas mesma razéo que a Tabela 9: o termo constante

referente ao T stress.

Tabela 11- Campo de tens@es e deslocamentos usando a formulagéo de Westergaard
Generalizada na ponta da trinca semieliptica para o modo Il (multiplicado por 2a).

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO II

3 2.2 T o
Funggo de 1—22T2| (—1— 1=21 ) 1 T JZ?
= n _—— /0
tensio ¢1 27 T 2r 4 > ‘

a

Tensdes na ponta da trinca

ou — ”—asin[gj 2+cos(€Jcos(%j
XX \lzﬂr 2 2 2
I f;za _ [0) (9} (39)
oyy 7,|——sin| — |cos| — |cos| —
2zr 2 2 2
I wa 2] . o) . 30 4+
Oxy T —cos(ij 1-sin| —|sin| — | |-
2xr 2 2 27

Deslocamentos na ponta da trinca

I 7 [mar g (O 2( 9
u G\ 27 sm(2](1+/<+2cos (2

I _t_|mar 214 in2( ¢ i(ﬁ-j(_ﬁ_zj
v G\ 2, cos(z](l K+2sin (2 e 5 5y

Avaliando-se os resultados de tensdes e deslocamentos apresentados nas
Tabelas 10 e 11, verifica-se que a unica diferenca com referéncia as expressoes de

Westergaard (Tabelas 4 e 5) sdo: o fator 1/2a, citado no item 5.1.3.1, que esta

relacionado com a tensdo atuante na trinca e é descrito na solucdo fundamental em
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termos de parametros de forca p =1, egs. (3.35) ou (3.36); e 0 termo constante,
que surge naturalmente na solucéo, devido a “T stress”.

A diferenca em relacdo a trinca de abertura eliptica estd nos termos
constantes que divergem devido a mudanga na geometria da trinca.

Considerando que a solugdo fundamental proposta é constituida ndo por
uma trinca semieliptica, mas pela superposi¢cdo de duas trincas dispostas em

sentidos opostos, com tensdes calculadas, em sintese, pela expressédo o,, =0, -0,

, constatou-se que o termo constante resultante desta superposicdo € o mesmo
termo —1 que surge na trinca de abertura eliptica nas Tabelas.
As expressdes de deslocamentos das Tabelas 10 e 11 também mostram o

mesmo comportamento que as da trinca eliptica, onde apenas o deslocamento u'

apresenta influencia do T stress na resposta (Tabela 10) e no modo Il (Tabela 11)

acontece o fendbmeno inverso, isto é, em (r:O) somente o deslocamento v"

apresenta o termo constante decorrente do T stress.

5.1.5.
Formulacéo generalizada de Westergaard para elemento de trinca
com rotacéo relativa das faces

A funcdo de tensdo de Westergaard generalizada para um elemento de trinca
com rotacdo relativa das faces (“drilling rotation” na literatura em inglés),

mostrada na Figura 4.6-c €, juntamente com suas derivadas:

j oz In[—l— 1—sz _n+4Z,4277°
- _

27 8r

1

g (-7
g4l In[ 1]2”21 (5.38)

27\ 1-2} Z, 2

2_ —1-f1-Z27
#= 22125 lez)?z 'n[ . }(“”21—225 -aZi)((2i-2-21-Z)
w\l-4, 1

Substituindo (5.22) nas funcGes em (5.38) e levando ao limite quando

I — 0 chega-se as expressoes:

limg= /Le“"/z—l—i:,/L(cosgﬂsingj—l—i (5.39)
r—0 2a 8 2rx 2a 2 2) 8 2x
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Iimgzﬁl’:l,/ie9‘/2—(—3“[):&"i(cosg—isingj—(—3+”j (5.40)

r—0 2\ 2r 27 2\2r 2 2 27
Iim(/ﬁl”z—i,/ie““"/z=—i /i(coss—e—ising—gj (5.41)
r—0 4r \ 2r 4r \ 2r 2 2

Nas expressfes acima também surge o termo em csgn( ) que aparece nas

trincas semielipticas, o qual, conforme indicado no item anterior, é igual a 1.

5.1.5.1.
Modo |

As tensdes e deslocamentos no modo | sdo gerados empregando as egs.
(5.39)-(5.41) nos campos definidos pelas egs. (5.29) e (5.30), que apds as mesmas
simplificacGes descritas para os casos anteriores da formulacdo generalizada
(trinca eliptica e semieliptica) resultam nas expressdes presentes na Tabela 12,
com tensdo o unitaria. As expressfes da Tabela 12 sdo semelhantes aos
resultados das Tabelas 8 e 10, com Unica diferenga decorrente da mudanca na

geometria da trinca.

Tabela 12- Campo de tens@es e deslocamentos usando a formulagdo de Westergaard
generalizada na ponta da trinca de rotacao relativa das faces para o modo | (multiplicado

por 2a).
TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO |

Funcs T-22T2 [ —1-\1-2%T2 ) —z+ 42T + 272272
uncao ¢l - In _

. 2z zT 87
de tenséo

Tensdes na ponta da trinca

| ,”a 0 (8. (30 3+
Oxx o,|— cos—| 1-sin| = |sin| — | |[-—=—
2xr 2 2 2 T
I za 0 . (6. (30 3+7
Oyy o ’—COS— 1+sin| = |sin| — | |-——
2xr 2 2 2 T
y rTa . (6 0 30
Oxy a‘,—sm — |cos| = |cos| —
2xr 2 2 2
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Deslocamentos na ponta da trinca
u' % 7;‘?;cos(gj(zc—HZsinz(g)}r%(’(f][_;’;‘j
v' % gsintgj(zcﬂ—mosz (gD
5.1.5.2.
Modo I

Os campos de tensdes e de deslocamentos no modo II de trincamento séo

obtidos substituindo as partes real e imaginaria das egs. (5.39)-(5.41) nas egs.

(5.29) e (5.30). A Tabela 13 mostra os resultados, os quais tem 0 mesmo padrao

que os das Tabelas 8 e 11.

Tabela 13- Campo de tens@es e deslocamentos usando a formulagéo de Westergaard

Generalizada na ponta da trinca de rotag&o relativa das faces para o modo I

(multiplicado por 2a).

TENSOES E DESLOCAMENTOS NO MODO I

Funcao - 2472 . 1-1-22T% |z 4T + 222%T2
de ¢l_ 2 T 8
tenséo
Tensdes na ponta da trinca
I zra . (ej 0 36
o —-7,]——sin| 5 || 2+cos| — |cos| —
X N2 S\ 2 ( (2 2
I fﬂa . (6 0 36
O'yy T,/—SIn| — |COS| — |COS| —
2y 2 2 2
I za 2l . (@) . (30 3+
Oxy T —cos[—j 1-sin| — [sin| — | |-——
\}2721’ 2 2 2 P
Deslocamentos na ponta da trinca
I 7 [mar . (O 2( 9
u G\ 21 Sln(zj[l+x+2003 (2
I _t_|zar 2, _ 20 i(l_i’(j(_”“lj
Vv G\ 2r1 cos(zj(l K+ 2sin (2 +ZG > 4r
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Novamente a analise das Tabelas 12 e 13 reforca a resposta ja verificada nos dois
ultimos exemplos de utilizacdo da funcdo de tensdo generalizada, sendo que a
unica diferenca entre as expressdes sao 0s termos constantes, diferentes para cada
funcdo de abertura da trinca. Logo, as mesmas observacGes descritas
anteriormente podem ser aplicadas para este modelo de trinca que representa
rotacéo relativa das faces.

5.2.
Problemas de Potencial

2 2
A solucéo da equacao de Laplace %Jrgy—lj =0 para o estado estacionario
X

de transferéncia de calor em uma placa homogénea, de espessura constante t, com

coeficiente de condutividade k, pode ser obtida em funcdo da tensdo de

Westergaard generalizada ¢ (Dumont e Mamani, 2011a), pela seguinte

expresséo:

1

u, = ES(¢1) (5.42)

com fluxos referenciados ao sistema global de coordenadas cartesianas (X, y):

ou ,
0, =K 6_)(1 =-3J (T1¢1)

ou ,
qyl =-k El =-R (T1¢1)

(5.43)

onde ¢ é aderivada da fungdo ¢ em relagdo a fungdo complexa z = x+iy.

O célculo do potencial e fluxos a partir da funcdo de tensdo de Westergaard
é realizado seguindo a mesma abordagem das fun¢des de tensdo generalizadas:

u :%3(5) (5.44)
X =—kg—i —-3(¢)
-y (5.45)
-k —==—%

onde ¢ éaintegral da funcdo de tensdo em relacdo a z .
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Neste item serd avaliada a relagdo entre as solucdes de fluxos e potencial
gerado por dois métodos: a abordagem de funcéo de tenséo de Westergaard e a de
Westergaard generalizada para trincas com abertura eliptica, semieliptica e de

rotacdo das faces.

Conforme sera observado a seguir, o fluxo ¢, tem comportamento
semelhante a tensdo o, quando se trata do modo I de trincamento e o fluxo q,

corresponde a tensdo o, no modo II.

5.2.1.
Funcéao de tensédo de Westergaard

Substituindo as partes real e imaginaria das egs. (5.4) e (5.8) nas expressdes
de fluxo e potencial das egs. (5.44) e (5.45), chega-se aos resultados apresentados

na Tabela 14, onde esta sendo considerado que o fluxo g € unitério.

Tabela 14- Potencial e fluxos obtidos pela funcdo de tenséo de Westergaard.
FLUXOS E POTENCIAL

Funcéo de tensdo:
z°-a

Potencial e fluxos na ponta da trinca

qx qy u
fa : (0) fa (0) q far : (0}
g,/—sin| — —q,[—cos| — 2—,|—sin| —
2r 2 2r 2 k\ 2 2

Uma analise interessante entre os resultados de elasticidade e potencial pode

ser feita, supondo-se que o fluxo g das expressdes na tabela acima tem a mesma
magnitude das tensdes nos modos | e Il de fratura em problemas de elasticidade.
Se desconsiderarmos os termos em & e os parametros elasticos (referentes ao
campo de tensdo), bem como o coeficiente k (propriedades do potencial),

verifica-se que o fluxo g, é igual a tensdo —ai,y (Tabela 4). A mesma relacdo é

verificada entre o fluxo g, e atensdo —oyy (Tabela5).
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Além disso, comparando-se a expressao do potencial u com os resultados
de deslocamentos, nota-se que o valor do potencial é duas vezes v' (modo 1) e

u" (modo II). Convém destacar que as relagdes na ponta de uma trinca para um
problema de elasticidade e as relagcdes para um problema de fluxo em torno de um
obstaculo ndo existem na literatura técnica, exceto pelos trabalhos de Dumont e
Lopes (2003) e Dumont e Mamani (2011).

5.2.2.
Funcéao generalizada de Westergaard para trinca eliptica

A funcdo ¢ (04,/0z), na eq. (5.43), para funcdo de tenséo da trinca de

abertura eliptica, eq. (5.21), é

jie V2T P 7Pz T
nz2-1 2Jz% 27z 2

Levando em consideracdo a forma polar de Z na ponta da trinca, eq. (5.22),

(5.46)

e fazendo r — 0, tem-se:

limg'=— —_— =
r—0 2a\2r 2a 2a\2r

L Bgae_ 1 1 J3700 jin2|-L (5.47)
2 2) 2a

O potencial e os fluxos sdo obtidos aplicando as partes real e imaginaria das
eqs. (5.23) e (5.47) da trinca de abertura eliptica nas expressdes das egs. (5.42) e
(5.43).

Assim como foi verificado nos problemas de elasticidade da formulagéo
generalizada, itens 5.1.3-5.1.5, nas expressdes do potencial e fluxos surge um

fator 1/2a, devido a analise original da formulagdo generalizada ter sido feita para
a aplicacdo de uma tensdo unitaria, isto é, com parametro de forca p =1, e que
consequentemente leva a tensdo, ou fluxo em problemas de potencial, 1/2a
(Figura 4.8-c).

A Tabela 15 mostra os resultados obtidos ap6s a multiplicacdo dos termos
por 2a, a fim de obter um fluxo unitario q e facilitar a comparacdo com 0s

demais casos.
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Tabela 15- Potencial e fluxos obtidos pela funcdo de tenséo de Westergaard

Generalizada em trinca de abertura eliptica (multiplicado por 2a).
FLUXOS E POTENCIAL

V2T -1VZT? T
2 4 2

Funcéo de tensao

Potencial e fluxos na ponta da trinca

0y qy u
q\/Esin(g) —q\/Ecos(Qjﬂ 24 ﬂsin(g)
2r 2 2r 2 k\ 2 2

Comparando-se as solucGes de elasticidade e potencial, ambas para trinca

eliptica da formulacdo generalizada, verificam-se as mesmas relacfes de

similaridades entre o fluxo g, e tensao ag,y (Tabela 8), fluxo q, e tensdo oyy

(Tabela 9), e potencial u sendo o dobro de v' e u", desconsiderando as
propriedades do campo de tensdo e potencial.

As expressdes de fluxo e potencial geradas pela fungdo de tensdo de
Westergaard generalizadas para a trinca eliptica correspondem as mesmas
solucdes obtidas anteriormente pela funcao de tensdo de Westergaard (Tabela 14),
porém com o fluxo g sendo calculada em termos de p” como p”/2a e levando
em conta o fato que o termo constante que surge da abordagem de trinca com
deslocamento eliptico prescrito tem efeito reduzido na reposta a medida que se
aproxima da ponta da trinca.

Os resultados acima se repetem nas proximas trincas avaliadas de abertura
(semieliptica e de rotacdo das faces), tendo como Unica diferenca os termos

constantes, que variam com a funcao de abertura da trinca.

5.2.3.
Funcéo de tensédo de Westergaard generalizada para elemento de
trinca semieliptica

Em problemas de potencial a derivada da fungdo ¢ para trinca semieliptica

é (Dumont e Mamani, 2011b)
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= 1 «/1—22
L In[ " 1J+1 d (5.48)

Y| \i-z? Z, Z, 2

Calculando-se o limite da eq. (5.48) quando r —0:

Iimd)izi 2 (cos2_isin2 | ===4 (5.49)
r-0 2a\2r 2 2 4ra

Aplicando as egs (5.32) e (5.49) nas egs. (5.42)-(5.43), chega-se ao

resultado apresentado na Tabela 16, com fluxo q=1.

Tabela 16- Potencial e fluxos obtidos pela funcdo de tenséo de Westergaard
Generalizada em trinca semieliptica (multiplicado por 2a).

FLUXOS E POTENCIAL

77 | [-1-\1-2%72 Ej
x ~ 1-2°T 1 T g
Funcéo de tenséo | ¢ = 5 In - e D
T z T ;

Potencial e fluxos na ponta da trinca

qx qy u

/a . (9) fa (9} 3 q far : (0)
g,/—sin| — —Q,[—cos| — |+ 2=, [—sin| —
2r 2 2r 2 Vs k\ 2 2

Comparando-se as expressdes de potencial e fluxo da Tabela 16 com o
resultado de Westergaard (Tabela 14), verifica-se novamente que o que difere é o

calculo do fluxo g dado na formulacdo generalizada em termos de p~ como
p*/2a e 0 termo constante que surge devido a abordagem de trinca com

deslocamento eliptico prescrito e que tem efeito reduzido a medida que r — 0.
Também a mesma relacdo entre fluxo e tensdo, e potencial e deslocamentos

verificados na trinca eliptica podem ser reproduzidos para a trinca semieliptica.
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5.2.4.
Funcéo generalizada de Westergaard para elemento de trinca de
rotacao relativa das faces

A funcdo ¢ (0¢,/0z), na eq. (5.43), para funcdo de tensdo da trinca que

representa rotacdo relativa das faces (“drilling rotation™), eq. (5.38), €

2_ ~1-1-2?
o =1 24t ), L |_2%7Z, (5.50)
2;n/1—zf Z, 2z
Quando se expande em série aparece 0 termo
(a+re”) | o
csgn| | —1—4/1- > i |, em que as parte real e imaginaria do termo entre
a

parénteses sdo il%:—a/Zr/a cos(gj e I=-1- 2r/asin(§j. Para @ variando

entre [0,7/2] e [37/2,2x], csgn( ) vale —1.

Calculando-se o limite da eq. (5.50) quando r —0:

Iimd>;:—i,/i cosg—ising _(3£7 (5.51)
r—0 2a \ 2r 2 2 2ra

Aplicando as egs. (5.39) e (5.50) as egs. (5.42)-(5.43), chega-se ao resultado
apresentado na Tabela 17, com gq=1.

Tabela 17- Potencial e fluxos obtidos pela funcdo de tenséo de Westergaard

Generalizada em trinca de rotacdo relativa das faces (multiplicada por 2a).

FLUXOS E POTENCIAL

272 2.2 2
Fungéo de ¢l:zT 1-2°T In -1-N1-2"T _—7z+4zT+27rz T
. 2 T 8
tensdo
Potencial e fluxos na ponta da trinca
qx qy u

q isin(gj a 0\ 3+rx 29 ﬂsin(g)
2r 2 —q ECOS 5 R— k\ 2 2

T



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512794/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512794/CA

80

Assim como as outras trincas da formulacdo generalizada (eliptica e
semieliptica), o que diferem os resultados da Tabela 17 com os de Westergaard

sdo as particularidades da formulacdo generalizada: o calculo do fluxo dado como
solucdo fundamental em termos de p°, e o termo constante que surge da

formulacdo de deslocamentos prescritos.

As mesmas relacOes entre problemas elasticidade (Tabelas 12 e 13) e
problemas de potencial com fluxo em torno de um obstaculo (Tabela 17), ja
verificadas nos casos anteriores foram observadas neste modelo de trinca também.

5.3.
Exemplo de aplicagdo da formulagdo de Westergaard generalizada a
trincas retas inclinadas

Os exemplos a seguir tém por proposito ilustrar a validade da funcéo de

tensdo generalizada no estudo de parametros na ponta da trinca. Sera obtido o

fator de intensidade de tensédo (K) através da formulacdo generalizada de

Westergaard, com a funcdo de tensdo aplicada como solucdo fundamental nos
pontos nodais do contorno externo e da trinca. Exemplos semelhantes de trincas
retas e curvas foram resolvidos em trabalhos anteriores, com bons resultados, por
Mamani (2011, 2015). Neste item é verificada a aplicagdo do método a trincas
inclinadas e também com carregamento biaxial.

Os exemplos serdo resolvidos utilizando-se 0 Método Hibrido de Elementos
de Contorno, o qual para problemas de mecéanica da fratura pode ser simplificado,

de forma que os valores dos fatores de intensidade de tensdo s@o obtidos
diretamente a partir dos elementos do vetor p (dado na eq. (3.52))
correspondentes a ponta da trinca. Os fatores K; e K, para uma trinca descrita

pela funcdo generalizada sdo

wa
K — (n) *
I Za(n) y(n)
(5.52)
7Z'a(n)
K, ="——
T o Pxn)

onde n corresponde ao elemento da extremidade da trinca.
Quando ocorre 0 modo misto os fatores de intensidade de tensdo sdo dados

pela expressédo
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{K](n) } _ @[—sin 0 cos HH p:(n)} (5.53)

Kiin) 2a | cos® sind || pyy

na qual {pi‘”) sdo as incdgnitas primarias do problema.
Pym

5.3.1.
Trinca em meio infinito

Utilizando-se apenas elementos de trinca semielipticos analisa-se o
problema de uma placa infinita com uma trinca de tamanho 2a num angulo &

com o eixo x, sob tensdo biaxial, o, =so,, Figura 5.1. A solugdo de referéncia

para este exemplo foi apresentada por Castro e Meggiolaro (2009):

{K } GF|:COS 0 +ssin? 9} (5.54)

K, (1-s)cos@siné

ﬂlﬂ%

SO

T

o

Figura 5.1- Trinca em uma placa infinita e carga biaxial.

Adotou-se a=1 e o,=0=1. O exemplo foi avaliado para trés casos
diferentes. No primeiro caso o, =20, e o angulo de rotagdo ¢ ¢=30", no

segundo caso usou-se 0 mesmo carregamento anterior com =60, e no ultimo

mudou-se o carregamento, o, = 4o, , e manteve-se 0 mesmo angulo ¢ =60".
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Os valores de K, e K, numéricos sdo apresentados na Figura 5.2. Nota-se

que resultados obtidos numericamente tendem a manter a mesma resposta
independente da quantidade elementos utilizados na discretizacdo, exceto uma

pequena variagdo verificada quando se utiliza 3 elementos.

Fator de intensidade de tensao calculado em termos de p*

8 —
S U e W= m oo n
+ — = =+ Klnum Sx=2 Sy. v=30
4 — ¥ — = = ¥ KlInum Sx=2 Sy, v=30
e @ ——— @ ———— === @ ————————— o @ ———®KInum Sx=2 Sy, v=60
= ] *-o-o & — - - & Kllnum Sx=2 Sy, v=60
5 2 e = —m— = —————————. + It — — — W KInum Sx=4Sy, v=60
= & = = = € Kllnum Sx=4Sy,v=60
M -
0—
i | T A emm -%
-2 e i e ppp—— Gmmmmmm &
A B B — | T
1367 1 19 29

Numero de elementos ao longo da trinca

Figura 5.2- Fatores de intensidade de tensdo para cada tipo de carregamento do item
5.3.1.

avaliando-se os

ana !

A Figura 5.3 mostra os resultados da relagdo K,,,/K

fatores K, e K, dos trés casos. Observa-se que os trés exemplos obtiveram

resultados idénticos, ocorrendo inclusive a sobreposicao dos graficos. Este fato se

evidencia mais quando se calcula a norma de erro da resposta

P =w (5.55)

ana |

cujo resultado esté ilustrado na Figura 5.4.
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Fator de intensidade de tensao calculado em termos de p*

1.06

1.04

Knum/Kana
o
—_ N

0.98

0.96

Figura 5.3- Fatores de intensidade de tenséo K para a trinca da Figura 4.6.

R
KT
P - -
¥
rd
/
/
/
7/
*
’
/
/
x K
\ !
\
1
“ ! + =+ Klnum/Klana Sx=2 Sy, v=30
\ ” * 3 KllnunvKllana Sx=2 Sy, v=30
k. @ — - — @ KInun/Klana Sx=2 Sy, v=60
& — — — A KllnunvKllana Sx=2 Sy, v=60
Il - - — H KInunvKlana Sx=4Sy, v=60
& = — — © Kllnum/KIlana Sx=4Sy,v=60
13567 11 19 29

Nuimero de elementos ao longo da trinca

Erro do fator de intensidade de tenséo calculado em termos de p*

0.1
0.01
0.001
0.0001
1E-005
1E-006

o 1E-007
= 1E-008
1E-009
1E-010
1E-011
1E-012
1E-013
1E-014

Figura 5.4- Erro dos fatores de intensidade de tenséo K para a trinca da Figura 4.6.

> .3
H# ¥ X %
K

+ =+ erro KI Sx=2 Sy, v=30
¥ 2k erro KII Sx=2 Sy, v=30
@ - - — ®crro KI Sx=2 Sy, v=60
& — — — A crro KII Sx=2 Sy, v=060
I - - — M crro KI Sx=4Sy, v=060
& — = =< erro KI Sx=4Sy.v=60

*

13 5 7 11 19 29

Numero de elementos ao longo da trinca
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Tambem se avaliou o problema com o caso de carregamento o, =o,, com

apenas o modo | acontecendo.
comportamento para varias razdes de distribuicdo (progressdo geométrica) dos

elementos ao longo das faces da trinca, comegando nas extremidades da trinca até

Pretende-se neste exemplo avaliar

0

0 centro. As Figuras 5.5 e 5.6 mostram os resultados de K,, onde é possivel

observar um padrdo na natureza da resposta, que € 0 mesmo para 0 exemplo
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anterior e que também ja havia sido verificado em estudos anteriores, em que a

utilizacdo de apenas um elemento de trinca alcancga o resultado analitico, com erro

de aproximacdo 107", para razdo igual a 1. Também se percebe que a razdo de

distribuicéo igual a 1 atinge resultados melhores quando se usam até 5 elementos.

Para nimeros maiores de elementos a razdo de distribuicdo igual a 1.1 gerou

menos erros, porém de modo geral, para todas as razdes de distribuicdo o erro

tende a crescer com o aumento de elementos.

Fator de intensidade de tensio em termos de p*

1.06

Knum /K, ana

__--m
[ °
e T - *
’4”¢"‘)9' _______ A
I:”’,"’,”A’-__
-
K e
I’III,F‘ -7 -*
| KaNs -
I’/’ -7
I} -~
e’ B - - - WRazio 1.00
v Wi @ - - - ®Razdo 1.02
' ':,’, pid * —— — ¥ Razéo 1.04
A .:,P& / & - = - 4 Razfio 1.06
. ,’.;f,/ 4 -——®Razéo 1.1
w0
e,
57y
’
7
*
13 56 7 11 19 29

Nuamero de elementos ao longo da trinca

Figura 5.5- Fatores de intensidade de tensdo para varias razfes de distribuicdo de

el

ementos de trinca.

Erro do fator de intensidade de tensio em termos de p*

0.1
0.01
0.001
0.0001
1E-005
1E-006
E 1E-007
1E-008
1E-009
1E-010
1E-011
1E-012
1E-013

R ik i ficdifoforodd. 4
SN
"o\ s
Il,l 7
",'
]
P
.
1
I
[}
1
[
; B - - - WRazéio 1.00
1 @ ---®Razdo 102
H % = — =% Razéo 1.04
] 4e — — =& Razio 1.06
|I 4 —-—-—-#Razédo 1.1
1
[]
)
1)
]
1
]
1 3 5 7 11 19 29

Numero de elementos ao longo da trinca

Figura 5.6- Erro dos fatores de intensidade de tenséo Kl para varias razdes de

distribuicdo de elementos de trinca.
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5.3.2.
Trinca em meio finito

Neste segundo problema tem-se uma placa retangular com trinca central
inclinada. A trinca tem comprimento 2a e esta inclinada a 45° em relacdo aos
lados da placa. A geometria e 0 carregamento sdo dados na Figura 5.7. Para a
discretizacdo do contorno da placa, utilizaram-se nas arestas onde esta aplicado o
carregamento 8 elementos de trinca, e nas laterais selecionou-se uma regido mais
proxima a ponta da trinca, para ser dividida em dois segmentos, cada um com 10
elementos e razdo de distribuicdo de 0.995 para um segmento e 1.005 para o
segmento adjacente, de maneira a melhorar a discretizacdo & medida que se

aproxima da ponta da trinca. A discretizacdo é detalhada na Figura 5.8 .

1111111 -

o 1.0
w = 50
a'w = 0.6

/ hw = 2.0
2h A/
A4s°

2w

AL &

Figura 5.7- Placa retangular com uma trinca inclinada central.

5.76 } 4 elementos

2,12 L_ 10 elementos com
razao de 0.955

8§ elementos

2,12 10 elementos com
razio de 1/0.955

2,12

2,12 10

L 8 elementos

8 elementos

Figura 5.8- Discretizacdo do contorno finito contendo a trinca utilizada no exemplo da
Figura 4.11.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512794/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512794/CA

86

Os valores utilizados como referéncia sdao os fatores de intensidade de

tensdo normalizados dados por Murakami (1987, apud Murthy e Mukhopadhyay,
2001).

K, =0.6611
o+ra (5.56)
Ky =0.5674
o\rza

As Figuras 5.9 e 5.10 mostram, respectivamente, os resultados da relacédo
Ko/ Kaa € doerro ¢ da eq. (5.55). Observa-se que a relagdo K, /K., para

acima de 5 elementos apresenta uma resposta semelhante aquelas apresentadas
para meio infinito, Figura 5.5 e Figura 5.6, em que resultados numéricos e de
referéncia vao se distanciando a medida que se aumenta o nimero de trincas. Este
comentario também ¢é facilmente observado nos graficos de erro.

Para poucos elementos de trinca (1 a 5) ndo ha uma concordancia entre o0s

resultados de K e K

Inum mum » diferente do que foi observado no exemplo em meio

infinito, no qual ambos os fatores apresentaram melhores resultados quando se

utilizou somente um elemento de trinca, no atual caso K, obteve
£=256x107 com trés elementos de trinca, enquanto que K, gerou

£=153x10" com 5 elementos de trinca. Esta perda de precisdo deve ser
decorrente da proximidade da ponta da trinca ao contorno externo.

Fator de intensidade de tensao em termos de p*

1.08
?
\
\ IS -+
\‘ - -
8 \ - - - -
g \ o -
\ -~
£ 1.04 v 7
QL \ » b 4
b /
|5) v, ’
— y s
¥ 2
o ¥
3] ’
= ’
g ;
/
= 1 o
o !
[ f' 4 — — — ® Kl numérico / KI referencia
! I — — — B KII numérico / K1l referencia
LY !
Y
0.96
1357 11 19 29

Numero de elementos ao longo da trinca

Figura 5.9- Fatores de intensidade de tenséo para trinca inclinada em meio finito.
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Erro do fator de intensidade de tensao em termos de p*

0.1
<
\ ’,o-—--‘-"“:' _________________ -
\ ’»” T
\\ //0 /F'
o
| ///
' ra
! L
! I
o] 1 I
= 0.01 d :
= )
Vo
[
Vo
‘| : I -l - MW error K[|
' & -¢-ecrror K|
W
&
0.001
13567 11 19 29

Numero de elementos ao longo da trinca

Figura 5.10- Erros dos fatores de intensidade de tens&o para trinca inclinada em meio

infinito.

Os diversos casos analisados nestes dois Ultimos itens, exemplos de meio
infinito e finito para trinca inclinada, exemplificam a consisténcia do método para

a analise de trincas. Embora os exemplos de meio infinito tenham apresentado
resultados mais satisfatorios, erros da ordem de 10™ para um elemento de trinca
da Figura 5.6, por exemplo, os casos para meio finito atingiram também valores
razoaveis, haja vista que se trata de problema com relagdo a/w=1/1,5, onde, para
essa mesma razdo, Mamani (2011) ja havia verificado queda nos resultados

numéricos de K, ,, decorrente da influéncia do contorno. Também deve ser

necessario investigar como os resultados de referéncia foram obtidos.
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Formulagao no Método de Elementos de Contorno para
problemas de potencial

Neste capitulo é apresentada a aplicagdo da funcdo de tensdo de
Westergaard generalizada como solugdo fundamental no método dos elementos de
contorno convencional, mais especificamente na elaboracdo da matriz G, que
compde o sistema de equacgdes do BEM. Seu desenvolvimento segue a abordagem
utilizada por Dumont e Mamani (2011a), no qual é construida a matriz H do
Método Hibrido dos Elementos de Contorno e que € a mesma matriz do BEM.

O presente desenvolvimento esta direcionado a problemas de potencial, e
utilizam-se na solucdo fundamental somente trincas de abertura eliptica, ou seja,
superposicao de duas trincas semielipticas.

A convergéncia do método € avaliada para a representacdo de contornos

fechados e abertos.

6.1.
Construcao das matrizes do BEM

Conforme apresentado no Capitulo 3, a equacdo basica da formulacdo
convencional do método de elementos de contorno € a eq. (3.29), com a matriz H
expressa na eg. (3.21) e a matriz G na eq. (3.22). Em problemas de potencial, a
solucdo fundamental se refere ao potencial u”e ao fluxo ¢ . Recorda-se que fala-
se genericamente de trincas, como para problemas de elasticidade, porém na
verdade trata-se de obstaculos ao fluxo.

Recorda-se que a solucdo fundamental estd sendo representada por uma
trinca eliptica, composta pela superposicdo de duas outras trincas de abertura

semieliptica, de comprimentos a, e a, rotacionadas de angulos 6, e 6,, de forma

a comporem linhas de salto potencial (que correspondem a linhas de
descontinuidade de deslocamentos ou trincas no caso de elasticidade) ao longo do
contorno I'" de um corpo de dominio ©, com o segmento 2 antes do segmento 1,

como esta mostrado na Figura 6.1.
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Potencial e fluxo para cada semielipse s&o calculados a partir da funcéo de
tensdo generalizada, por meio das egs. (5.42) e (5.43). O fluxo normal €

O =0y, — 0N, aolongodeT (6.1)

onde n, e n, sdo as projecdes do vetor normal unitario externo n.

Sentido do contorno
N

1
4

Descontinuidade
Dominié?

a) Descontinuidade geral b) Construcio de um elemento de trinca

Figura 6.1- Construcdo de um elemento de descontinuidade a partir de duas semitrincas
(Adaptado de Dumont e Mamani, 2015).

O efeito combinado do campo potencial devido a superposicdo das
semitrincas 1 e 2 é dado por
u=u,—u, (6.2)
e a superposicao de efeitos dos fluxos é
0, =0y =0, € G, =0y, =0y, (6.3)
6.1.1.
Matriz H

A elaboracdo da matriz H foi desenvolvida por Dumont e Mamani (2011a,

2011b). Sua expressdo geral para problemas de potencial é

H=H, =—j(q;knx+q;kny)Ni|J|d§ (6.4)

r
no qual o fluxo g  é definido pelas egs. (6.1) e (6.3). O indice k representa o
ponto fonte ou ponto nodal onde a descontinuidade é aplicada, enquanto que o

indice i corresponde ao ponto fonte, ou seja, ponto nodal em que o fluxo é

medido.
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6.1.2.
Matriz G
A expressao da matriz G para problemas de potencial €

Gy, = [U;N, Jd& (6.5)
r

na qual a solucdo fundamental u” esta definida pela eq. (6.2), os indices k e g,

referem-se, respectivamente, ao ponto fonte e ao ponto campo. N, e N; séo

fungdes de interpolacdo do elemento linear com coordenada natural & e [O,l] :

6.2.
Aplicacdo numérica

Neste item serdo avaliados exemplos de aplicacdo da solugdo fundamental
baseada na funcdo de tenséo de Westergaard generalizada em contornos fechados,
externos e internos (furos), e para uma trinca em meio infinito.

Em contornos externos e furos, um contorno genérico € composto por uma
sucessdo de elementos da solucdo fundamental. Estes elementos ficam

superpostos, conforme ilustrado na Figura 6.2.

Figura 6.2- Exemplo de um corpo discretizado com 12 elementos de contorno lineares

(Dumont e Mamani, 2011a).

O sentido da numerag&o €é anti-horario (positivo) para contorno que encerra

um dominio Q e horéario (negativo) para furos ou cavidades.
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A simulacdo de uma trinca interna é obtida de modo semelhante a
modelagem de um furo no dominio, ou seja, com numeracdo no sentido horario.
Contudo, para uma trinca com n noés, trés nos ficticios sdo introduzidos,
conforme ilustrado na Figura 6.3-a. Em seguida, ap0s as avaliacbes numericas de
todas as matrizes, os graus de liberdade que ndo compdem a trinca original sdo
eliminados. Na matriz H eliminam-se linhas e colunas (pontos fonte e campo,
respectivamente) referentes aos nés 1, n+2 e n+3, de forma a se obter uma
matriz H da ordem de nxn. Na matriz G eliminam-se as mesmas linhas da matriz
H (ponto fonte), enquanto que para as colunas (pontos campo), uma vez que
correspondem aos fluxos normais no contorno t, da equagéo (3.18), consideram-
se mais pontos nodais, de modo que sdo eliminadas as colunas 2x(n+2)-1,
2x(N+2), 2x(n+3)-1 e 2x(n+3), resultando em uma matriz G de ordem

nx2n. A Figura 6.3-b ilustra como é feito esse arranjo nas matrizes.

NGs eliminados
numero do elemento

\ 2(n+1)

PR /

2(n+1)

2{!’142)-1‘3E

Numero do né

a) Curva discretizada com n elementos b) Nos desconsiderados na representacio
da trinca

Figura 6.3- Modelagem da trinca interna.

Os vetores também sdo adaptados para retratar a trinca. Os nds dos pontos
campo anulados em H e em G correspondem aos pontos nodais eliminados em d
et.

A seguir sdo apresentados exemplos de aplicacdo da funcdo de tensdo de
Westergaard para a verificagdo do seu uso no desenvolvimento das matrizes que
compdem o sistema de equacdes do metodo convencional. A matriz H é avaliada

inicialmente no item 6.2.1 a partir da obtencdo de potenciais e fluxos em pontos
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internos, como formulado no Método Hibrido de Elementos de Contorno, que
utiliza a mesma matriz H do método convencional. Em seguida as matrizes G e H
sdo analisadas por meio da norma de erro do sistema de equacdes do metodo
convencional, para problemas de dominio finito, item 6.2.2, e dominio aberto,
item 6.2.3.

6.2.1.
Exemplo de anélise em pontos internos

Este exemplo consiste em obter o potencial e gradientes em pontos do
dominio do problema. Esta tarefa pode ser realizada utilizando somente a matriz
H do sistema de equacdes, no contexto da formulacdo hibrida de elementos de
contorno.

O problema é resolvido usando as condi¢des de contorno do tipo Neumann.

Para dominio finito, H € uma matriz singular e os gradientes nodais equivalentes
p sdo autoequilibrados. Este problema admite uma Unica solugdo para p~, a ser
obtido com a ajuda dos conceitos de matrizes inversas generalizadas.

O exemplo a ser verificado consiste em um meio continuo Q” onde é
aplicada uma fonte potencial logaritmica Flz%ﬁln((x+5)2+(y—5)2),

ilustrado na Figura 6.4. O potencial e os gradientes gerados por esta fonte sdo
aplicados ao longo do contorno mostrado na figura, criando um problema (para a
equacdo de Laplace) com solugdo analitica conhecida. O contorno da Figura 6.4
também apresenta um furo e uma trinca interna com comprimento 2a=7,5.
Recorda-se que o sentido da numeracdo do contorno externo é anti-horario, e do
furo e da trinca é horério.

O segmento de reta AB contém 40 pontos internos uniformemente

distribuidos, onde serdo medidos os potenciais u e os gradientes g, e q,. Os

resultados numéricos sdo comparados com a solucdo analitica.
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Coordenadas de 50
alguns pontos nodais e
QO(
Ponto| x y
1 0 0
17 10 15
27 | 20 | 10 69 92
50 15 35
87, 97
69 0 20 S .B
il > 2 102 108
92 | 10 | 21 S
17
97 11 20
102 | 25 | 19
£y - T 27
108 | 15 19 ®

A 5 | 195

X,
B 15 | 19,5 I
F1 | -5 5
X,

S |

Figura 6.4- Estrutura para a avaliacdo de potencial e gradientes em pontos internos

devido a um campo potencial F1.

Avaliaram-se quatro situagdes: 1) sem presenca de furos ou trincas; 2) com
presenca apenas do furo; 3) apenas com a trinca; e 4) com furo e trinca. Os erros

entre as respostas numeéricas e analiticas foram calculadas por

(6.6)

valor numérico —valor analitico
erro = abs

valor analitico

e sdo apresentados nas Figuras 6.5 a 6.8.
A Figura 6.5 mostra os resultados para um dominio sem furo ou trinca, onde

se obtém para o potencial erro inferior a 0,0001, nos gradientes erro inferior a

0.01.
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Erro do potencial e gradientes ao longo do segmento de linha A-B

Erro

0.1
0.01
0.001
0.0001
1E-005 @—® Erro do gradiente gy
»—X Erro do gradiente gx
B—H Erro do potencial u
1E-006 ] T T T T T T T ]
0 10 20 30 40

Pontos ao longo do segmento AB

94

Figura 6.5- Erro de potencial U e gradientes (, e {, ao longo da linha tracejada AB

sem furo ou trinca.

Na Figura 6.6 € visivel a influéncia da presenca do furo, sobretudo nos

gradientes, conforme pode ser observado comparando-se as Figuras 6.6 e 6.5, nas

quais é possivel perceber uma perturbacdo entre os pontos 15 e 25 do segmento de

reta AB (trecho mais préximo do furo).

Erro do potencial e gradientes ao longo do segmento de linha A-B

Erro

0.1 3
0.01 4
0.001 o
0.0001 o
3 @—@ Erro do gradiente qy
] *— Erro do gradiente gx
E B—H Erro do potencial u
1E-005 T T T T T T T 1

0 10 20 30 40
Pontos ao longo do segmento AB

Figura 6.6- Erro de potencial U e gradientes (, e gy ao longo da linha tracejada AB

quando se tem apenas a presenca do furo.

Destaca-se, para a interpretacdo dos resultados da Figura 6.7, que a trinca se

estende ao longo de quase todo o comprimento do trecho de medicdo AB. Isso
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provoca a flutuagdo dos resultados ao longo de todo trecho. Contudo, mesmo
assim, o erro nos resultados de gradientes permaneceu inferior a 0,01, e de

potencial, a 0,0001.

Erro do potencial e gradientes ao longo do segmento de linha A-B

0.01 3
0.001 3
o
= 0.0001 o
o 3
1E-005 <
] @—® Erro do gradiente gy
] »—x Erro do gradiente gx
e W—M Erro do potencial u
1E-006 T T T T T T T 1

0 10 20 30 40
Pontos ao longo do segmento AB

Figura 6.7- Erro de potencial U e gradientes (, e {, ao longo da linha tracejada AB

quando se tem apenas a presenca da trinca.

A Figura 6.8 é muito semelhante & do exemplo com apenas a trinca, 0 que
evidencia que, neste exemplo, a presenca da trinca tende a provocar mais erros no

resultado que o furo.

Erro do potencial e gradientes ao longo do segmento de linha A-B

0.01 3
0.001 5
2 0.0001
L :
1E-005 o
3 @—® Erro do gradiente qy
] »—x Erro do gradiente qx
B — Erro do potencial u
1E-006 T T T T T T T 1

o

10 20 30 40
Pontos ao longo do segmento AB

Figura 6.8- Erro de potencial U e gradientes (, e {, ao longo da linha tracejada AB

guando se tem a presenca da trinca e do furo.
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Vé-se pelas figuras que os resultados dos potenciais sdo melhores que dos
fluxos, como esperado, ja que fluxos sdo valores obtidos da derivada do potencial.
Consideram-se as repostas identificadas acima coerentes com o problema, e
acredita-se que a maior discretizacdo do contorno possa reduzir o erro nas
respostas.

6.2.2.
Estudo da convergéncia do método em furos e contorno externos

A fim de estimar a precisdo numérica que se possa esperar nos testes,
avaliou-se a convergéncia do método convencional com a solucdo fundamental
proposta.

O exemplo de aplicacdo consiste no mesmo meio continuo Q* da Figura
6.4, onde sdo aplicados, para cada caso, 0s campos potenciais da Tabela 18.
Potencial e gradientes gerados por esses campos sdo aplicados, criando uma série

de problemas com solucdo analitica conhecida. As posi¢cdes dos potenciais

logaritmos S, e S,,, da Tabela 18, séo respectivamente (-5,5) e (30,10),

sendo que S,,; € 0 mesmo campo representado por F, no exemplo anterior.

Tabela 18- Campos potenciais com solucdo analitica usados na analise de convergéncia

das matrizes.

Nome Fonte potencial

S1a X

S1b y

S2a Xy

Sab x> —y?

S3q x® —3xy?

S3b y? —3x%y

S4a X' +yt—6x°y?

Sap X’y —xy®

Sin1 In((x+5)2+(y—5)2)
4

S2In((x-30)" +(y-10)’)
4
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A convergéncia da aplicacdo desta solucdo fundamental no Método
Convencional dos Elementos de Contorno é verificada através da norma de erro
proveniente da eq. (3.29)

_|Hd-ct|

£(Hd—-Gt) =R 6.7)

para o conjunto de solucOes analiticas de contorno, onde os vetores d e t
representam potencial e fluxo normal, correspondentes aos campos potenciais da
Tabela 18, medidos diretamente nos pontos nodais. Esta avaliacdo proporciona
verificar o funcionamento das matrizes que compdem o sistema.

A convergéncia foi verificada aumentando-se a quantidade de nos no contorno T,
partindo de 10 pontos nodais, 2 em cada lado do contorno, até 100. Os resultados

da eq. (6.7) estdo ilustrados na Figura 6.9, onde é possivel observar que os campos

lineares, S, e S, obtiveram resultados mais satisfatorios que os demais, com

normas de erro da ordem &~10°, que é proximo ao limite de precisio da

integracdo numérica implementada, ¢~10". Este resultado acontece porque
campos potenciais dados por polindbmios lineares sdo 0s Unicos que podem ser
bem representados por elementos lineares.

Avaliac¢io da convergencia do método por meio da norma de erro

0.1 3
° 0.01 3 --
2 3 — +—351a
z ] &---©81b
3 7 B—S2a
o 0.001 5 F---EIS2b
E 3 ®—®85S3a
<23 4 G---©83b
0.0001 3 #——# Sda
3 G — — — % S4b
h p— Sin1
1E-005 - - ———F SIn2
3 e=—=—7T ? !
] e O mm————— “— -
1E-006 T T I [ |
10 20 40 80 100

Numero de elementos no contorno externo
Figura 6.9- Avaliagdo da convergéncia do BEM convencional usando a fungéo de
Westergaard em problemas com furo quando se aumenta a discretizagdo no contorno da

placa.
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As simulagBes que apresentaram menores erros de integragdo (S,,, S, e S,,)

la !
foram contrastadas com os modelos sem o furo e apresentaram resultados muito
semelhantes entre si, de onde se pode concluir que o contorno irregular da figura,
com angulos agudos, tem influéncia maior no resultados das matrizes que o furo.

6.2.3.
Estudo da convergéncia do método para a simulac&o de trincas

Neste item serd verificada a aplicabilidade da solugdo fundamental no
método convencional de elementos de contorno para a representacao de trincas.

O exemplo estudado trata de um caso apresentado por Mamani (2011), em
que se analisa 0 problema de uma trinca de comprimento 2a em um meio

infinito. Neste meio atua um campo potencial linear u(x,y) =y e derivada normal

q=gq, =1. O problema ¢ ilustrado na Figura 6.10.

TTTTTTTT&TTTTTTTTT

—

2a

WL

q, =1

Figura 6.10- Trinca reta de comprimento 2a submetida a um fluxo remoto unitario.

A convergéncia do modelo sera verificada pela eq. (6.7).
Este exemplo é equivalente ao da trinca interna sujeita a uma tensao

constante no modo | de trincamento, adaptada de Westergaard (1939). Logo, por

associagdo com a solugdo de abertura da trinca, 7,, € considerando

2(1-v*)/E =1, os valores em d sio obtidos calculando 7, =q,+/(a* —x*) em

cada ponto nodal, o qual, em elasticidade, equivale a se obter uma abertura
unitaria da solucdo analitica no centro da trinca. Os valores de t correspondem ao

préprio g, nos pontos nodais.

A Figura 6.11 mostra o resultado da convergéncia para 5, 10, 20, 30 e 100

elementos de trinca eliptica com comprimento 2a=2, contida no intervalo
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[—1,1]. Nota-se que o erro atingiu valores elevados em comparacdo com 0s

resultados para contorno fechados (caso do item anterior), onde o campo potencial

linear Sy, (g, =1) obteve resultados inferiores a ¢ ~107.

Avaliacio da convergencia do método por meio da norma de erro
24

0\‘\’\’

Norma de erro

1 T T T 1
5 10 30 100
Niimero de elementos no contorno externo

Figura 6.11- Norma de erro ||Hd —Gt||/||Hd|| de uma trinca em meio infinito sujeita a

um fluxo unitario qy=1.

Devido aos altos valores da norma de erro, realizou-se uma segunda
verificagdo, de abertura de trinca, onde foi possivel compreender o motivo de se

terem obtidos altos valores de erro. Esta verificacdo consiste na analise

comparativa entre o vetor d, obtido analiticamente, pela expressdo de 7,, e
numericamente, por meio da expressao:

d=H"Gt (6.8)

Na Figura 6.12 apresenta-se o resultado da eq. (6.8) variando-se a

quantidade de elementos de trinca. Os valores de d exatamente nas extremidades

datrinca, Xx=-1 e x=1 sédo nulos.
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a) 5 elementos de trinca eliptica
1.2

-----==- Numérico

P

Analitico

-2 -08 -04 0 0.4 08

12

100

b) 10 elementos de trinca eliptica
1.2

-======- Numérico
Analitico

o .
1.2 08 -04 0 04 08 12

eixo x eixo x
¢) 30 elementos de trinca eliptica d) 100 elementos de trinca eliptica
12 129
-==-=== Numérico umerico
Analitico Analitico

10— .
-12 -08 -04 0 04 0.8 12
eixo x

Figura 6.12- Forma de abertura da trinca em meio infinito.

Visualmente nota-se que o resultado numérico converge para o analitico

guando se aumenta a quantidade de elementos na trinca. Contudo, para uma

analise mais precisa calculou-se a norma de erro & =|d,,, —d,,|/|dma| 20 longo

dos pontos nodais da trinca, com excecdo dos nds da ponta, uma vez que nesse

ponto a abertura é nula. Observar-se na Figura 6.13 que o erro entre os resultados

numeéricos e analiticos sdo reduzidos a medida que se aumenta a discretizagdo,

com exce¢do dos pontos proximos a extremidade da trinca. Nesta regido nota-se

uma alta discrepancia dos resultados, que é pouco afetada pela discretizacao.

Erro entre os valores do vetor d analitico e numérico

0.1

Erro

=====-====== 5 elementos
----- 10 elementos
=+=-===-= 30 elementos
100 elementos

0.001 —

eixo x

Figura 6.13- Erro relativo da trinca.
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Pensando no resultado da convergéncia da Figura 6.11, calculou-se a
diferenca absoluta entre os elementos dos vetores {Hd} e {Gt}da eq. (6.7),
através da expressao |Hd —Gt|l para uma trinca discretizada com 100 elementos,

onde é possivel perceber que o erro ao longo do corpo da trinca é baixo e aumenta
a medida que se aproxima da ponta. Recorda-se, para melhor avaliacdo dos

resultados, que o vetor d estd sendo obtido através da solucdo analitica de

Westergaard (7, :qy,\j(a2 —x%)). Por consequéncia supde-se que os altos erros

verificados na Figura 6.11 possam estar ocorrendo devido a alguma divergéncia
entre a solucdo analitica de Westergaard e a solucdo fundamental para potencial,
contida na matriz G, divergéncia esta que aumenta a medida que se aproxima da
extremidade da trinca. Este erro elevado quando se calcula a abertura nas

proximidades da ponta da trinca também foi verificado por Mamani (2015).

0.1
0.01
0.001

0.0001

|Hd-Gt|

1E-005

1E-006

1E-007

-0.8 -0.4 0 0.4 0.8
coordenada na trinca

Figura 6.14- Diferenca |Hd — Gt| para trinca com 100 elementos.
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Conclusao

7.1.
Conclusdes

Um dos objetivos deste trabalho foi estudar as solugdes obtidas pela funcéo
generalizada quando se analisam as grandezas na ponta da trinca, com foco na
interpretacdo fisica destas solucGes, para a0 mesmo tempo confronta-las com as
solugdes obtidas pelas formulagdes de Westergaard e Williams.

Nesse contexto verificou-se que as expressdes geradas pela formulagéo
generalizada apresentam naturalmente um termo constante conhecido na literatura

como “T stress”, 0 qual ndo tem efeito quando se analisa o fator de intensidade de

tensdo (K), conforme é amplamente observado na literatura e também no

exemplo do item 5.3.1, no qual o fator de intensidade de tenséo chegou a atingir
erro com a resposta analitica da ordem de & =10"°, para a trinca com apenas um
elemento de trinca. Em exemplo semelhante para trinca num dominio finito

obtiveram-se erros mais expressivos, & =2.56x107em K, e £=153x10" em

Inum

K Porém estes valores sdo coerentes quando consideramos que a

IInum *
proximidade da trinca ao contorno leva a diferengas maiores entre os resultados de
K numérico e de referéncia, conforme ja apresentado por Mamani (2011). Além
disso, os valores usados como referéncia ndo sdo analiticos e podem eles préprios
estar afetados por algum erro.

Esta primeira parte do estudo também evidenciou a relacdo de
correspondéncia entre os resultados de tensdes e fluxos e potencial e
deslocamento, verificada em ambas as formulacbes, de Westergaard e
Westergaard generalizada. Contudo, deve-se destacar que a relagdo entre tensoes
num meio contendo uma trinca e fluxo em torno de um obstaculo, é
intuitivamente compreensivel, enquanto que a relagdo de potencial e
deslocamento, em que o potencial ¢ o dobro do deslocamento, necessita ser

melhor estudada.
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O segundo objetivo do trabalho foi apresentar o emprego da funcdo de
tensdo de Westergaard generalizada como solugdo fundamental no método dos
elementos de contorno em problemas de potencial e utilizando somente trincas
com abertura semieliptica.

Para avaliagdo do método na representacdo de contornos fechados, utilizou-
se um exemplo de meio finito com um furo no centro, com aplicacdo de varios

campos potenciais. A convergéncia do método, avaliada pela norma de erro das
matrizes, atingiu erros aceitaveis, em torno de & =10"°, para aplicacdo de campos
lineares, S, e S, , enquanto que para campos potenciais de ordem superior e

logaritmicos este erro foi maior, porém com uma tendéncia de queda a medida
que a discretizacdo aumenta.

Tendo obtido bons resultados na analise de contornos fechados, passou-se
para a aplicacdo a trincas, também por meio do célculo da norma de erro.
Verificou-se 0 caso de uma trinca reta em meio infinito. Esta analise constatou
erros elevados, superiores a ¢ =0.1. Em vista disso, fez-se um segundo estudo
calculando a abertura da trinca, por meio da eq. (6.8), onde foi possivel observar a
convergéncia entre resultados numéricos e analiticos, com excecdo dos segmentos
proximos a ponta da trinca. Nesta regido verificou-se uma alta divergéncia entre
valores numeéricos e analiticos, a qual consegue esconder na norma de erro a boa
convergéncia ao longo do corpo da trinca. Portanto esta questdo ainda deve ser
mais bem investigada.

Em suma, pode-se concluir que a analise das funcbes de Westergaard
generalizada, para a determinacdo de grandezas na ponta da trinca, mostrou
através de uma abordagem complementar a de Dumont e Mamani, a consisténcia
desta formulacéo e a justificativa fisica de sua adequabilidade para a determinacéo
de parametros importantes da mecanica da fratura, como o fator de intensidade de
tensdo. O uso destas fungdes no método convencional de elementos de contorno
fornece bons resultados para contornos fechados. Contudo, para representacédo de
trincas, uma melhor investigacdo das expressoes de deslocamento e potencial e a
introdugdo destas nas matrizes envolvidas deve ser realizada.

Espera-se que algumas questbes identificadas neste estudo sejam

esclarecidas até sua versdo final, sdo elas:.
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Compreender a relacdo onde o potencial € o dobro do deslocamento
ou abertura da trinca.

Identificar a razdo pela qual as respostas deslocamento e potencial
divergem da solucdo analitica de Westergaard a medida que se

aproximam da ponta da trinca.

Sugestdes para trabalhos futuros

O presente trabalho abre caminho para futuros desenvolvimentos dentre 0s

quais se destacam:

Analisar pelo método convencional problemas de mecanica da
fratura mais complexos, similares aos problemas apresentados por
Lopes (2002) e Mamani (2011).

Realizar a analise de potenciais e fluxos na ponta da trinca utilizando

a funcdo de tensdo de Williams.

Realizar o estudo de grandezas na ponta da trinca utilizando trincas

de abertura polinomial que representam a face da trinca.

Aplicar as funcdes de abertura polinomial e de rotacdo no método

convencional de elementos de contorno.
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