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Resumo

De Souza, Simone de Freitas; Mandini, Alessia. A construcgao
de Delzant para variedades toéricas simpléticas. Rio de
Janeiro, 2018. 80p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Em 1988, Delzant classificou as variedades compactas téricas simpléti-
cas por meio da imagem associada da aplicagao momento. Como estabele-
cido pelo Teorema de Convexidade [Atiyah, Guillemin-Sternberg, 1983], a
imagem pela aplicagdo momento de uma variedade compacta torica sim-
plética é um politopo convexo. A construcao de Delzant proporciona uma
receita para formar, dado um politopo de Delzant, uma variedade compacta
torica simplética. Nesta dissertacao revisamos essa construcao e estudamos

alguns exemplos.

Palavras-chave
Variedades Téricas Simpléticas;  Construcao de Delzant;  Aplicacao

Momento;  Politopo de Delzant; Teorema de Convexidade.
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Abstract

De Souza, Simone de Freitas; Mandini, Alessia (Advisor).
Delzant’s construction for toric symplectic manifolds. Rio
de Janeiro, 2018. 80p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In 1988, Delzant proved a classification Theorem of compact toric
symplectic manifolds by means of their moment image. By the convexity
Theorem [Atiyah, Guillemin-Sternberg, 1983] the moment image of a com-
pact toric symplectic manifold is a convex polytope. Delzant’s construction
gives a recipe to construct, given a Delzant polytope, the corresponding
compact toric symplectic manifold. This thesis describes this construction

and studies in detail some examples.

Keywords
Toric Symplectic Manifolds; Delzant’s Construction; Moment Map;
Delzant Polytope; Convexity Theorem.
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1
Introducao

Esse trabalho se baseia no estudo das variedades téricas simpléticas 2n-
dimensionais, mais especificamente, a associacdo de cada uma delas a um
objeto no R", chamado politopo, através de uma correspondéncia dada pela
imagem da aplicacao momento. Tal fato é afirmado no Teorema de Delzant,
que estabelece que essa correspondéncia é biunivoca, provado no artigo original
[1].

A ferramenta crucial para a construcao da variedade, dado o seu politopo
de Delzant, é o quociente simplético por meio do Teorema de reducao simplética
de Marsden-Weinstein-Meyer ([2], [3]). Para isso, estudaremos variedades
simpléticas munidas da acao de um grupo de Lie que preserva a estrutura
simplética, mais especificamente, a¢gdes simpléticas que possuem uma aplicacao
momento, conhecidas como ac¢des hamiltonianas.

Comecgamos, no capitulo 2, introduzindo conceitos iniciais tais como
variedade simplética e campos vetoriais hamiltonianos, além de enunciar o
Teorema de Darboux, que mostra que toda variedade simplética possui um
atlas simplético, cujas mudancas de cartas preservam a forma simplética.

No terceiro capitulo iremos relembrar a nogao de algebra de Lie, fun-
damental nas ag¢des hamiltonianas e sistemas integraveis. Serd enunciado o
Teorema de Arnold-Liouville.

No capitulo 4 estudamos as acdes de grupos sobre variedades, mais
precisamente as a¢oes hamiltonianas: de um grupo de Lie sobre uma variedade
simplética e, em particular, de um toro n-dimensional sobre uma variedade
simplética 2n-dimensional (agOes téricas). Sera definida a variedade térica
simplética e enunciado o teorema de Convexidade.

O capitulo 5 defimos o politopo de Delzant, sera enunciado o teorema
central deste trabalho, o Teorema de Delzant, que associa biunivocamente a
um politopo de Delzant (a menos de equivaléncia pela acdo do grupo afim
Affz(R™)) uma variedade térica simplética (a menos de simplectomorfismos)
através da imagem da aplicacdo momento.

No capitulo 6 vamos descrever a reducao simplética, técnica que diminui
o total de simetrias por meio da a¢ao hamiltoniana de um grupo e sua aplicacao

momento. Como elemento final, teremos uma variedade simplética dada pelo
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Capitulo 1. Introducio 11

par quociente simplético e forma reduzida.

Nos dois tultimos capitulos encerramos com a construcao de Delzant,
parte da teoria descrita em seu artigo que, mais informalmente, se traduz
em uma receita para a construcao da variedade térica simplética associada a
um politopo de Delzant conhecido. A conclusao se dard com alguns exemplos

dessa construcao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

2
Variedades Simpléticas

Neste capitulo iremos definir o conceito de variedade simplética e enunciar

o Teorema de Darboux.

2.1
Conceitos Iniciais

sz

Definicdo 2.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma 2-forma® w € Q*(M) é

dita simplética se w é:
i) fechada: i.e. dw =0,

i) ndo degenerada: i.e. ¥p € M a forma bilinear w,, : T,M x T,M — R emp é
ndo degenerada:

wy(X,Y) =0, VY € T,M = X =0.

Definicdo 2.2 O par (M, w), de uma variedade suave e uma 2-forma simplética,

é chamado de variedade simplética.
Algumas consequéncias:

i) anti-simetria: como toda 2-forma é anti-simétrica, vale

wp(X,Y) = —w,(Y, X), Vpe M,

ii) a variedade M possui dimens3o par: se A, é a matriz n x n associada a w,
entdo A, é ndo singular. Logo
AT
Ap=—A,.

2Para consultar assuntos tais como variedades diferenciaveis, formas diferenciais e ope-
ragoes entre elas recomendamos [4], [5], [6].
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Capitulo 2. Variedades Simpléticas 13

Assim,
det(A4,) = det(—AZ) = (—1)"det(4,).

Portanto, n é par.

Definicao 2.3 Seja U subconjunto aberto de uma variedade M. Uma k-forma
diferencial w € QF(U) é exata se existe uma (k — 1)-forma a € QFY(U)

satisfazendo da = w. Neste caso, o é chamado de potencial para w.

Proposicao 2.4 Localmente toda forma fechada é exata.
Prova. Considere M variedade diferencidvel e w € Qk(M ), k > 1. Para cada
p € M, existe U, vizinhanca de p tal que

dw = 0= Ja € Q"1(U,) tal que w = da.

Exemplos
1. Seja M = R?*" com coordenadas 1, ..., T, Y1, ..., Yo € considere a 2-forma
n
Wy = Z dxy N dyp.
k=1
Verifiquemos que a forma wy é simplética:

i) a forma wy é fechada: porque é exata.

Por exemplo, wy = —da para o = 3 y;dx;.

ii) a forma wy é ndo degenerada: seja v € T,M,w, € Q*(M) tal que
wo(u,v) = 0,Yu € T,M,

n
queremos mostrar que v = 0. Seja u = ) (a] oo; T b; ag ) entdo
j=1

i) = St (55 (s + 5 ) o)

Z:: dzy, N dys, (Chaxl,v) —|—Zdwk/\dyk (blﬁyl’U) 4+

k=1

. 9 n 0
NI gdm A dyy, (anaxn,v> + dek A dyy, (bnayn,v>

k=1 =1
= a1dy; (v) — bydz1(v) + -+ - + apdyn(v) — bpdz, (v)

= Zn:l(ajdyj(v) — bjdz;(v)) = 0.
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Capitulo 2. Variedades Simpléticas 14

Da igualdade acima, segue que v = 0 ou v = wu. Como v ¢é
fixo, descartamos a segunda opcdo. Portanto, v = 0. Assim, o par

(RQ”, S dxy A dyk> é uma variedade simplética.
k=1

2. Seja M = S? a esfera unitéria em R® e T,S? o espaco vetorial tangente em
p a S?. A forma simplética candnica em S? é a forma induzida pelo produto
misto

wp(u,v) := (p,u x v), Vp € $*,u,v € T,S?

i) a forma w é fechada porque é de grau maximo (forma volume);

ii) aforma w é n3o degenerada: de fato, Vp € S?, u € T,S? u # 0, existe
v € T,S? tal que (p,u x v) # 0. Por exemplo, considere v = u X p.

Logo, (S? w) é uma variedade simplética.

3. O cilindro S' x R com coordenadas (6, h) é uma variedade simplética com

a forma candnica w = df A dh.

i) a forma w é fechada porque é exata. Por exemplo, w = da com
a = h db;
ii) a forma w é n3o degenerada: de fato, Vp = (0, h) € S* x R, os vetores
tangentes u, v € T,(S' x R) sdo da forma
0 0 0 0

au% + bu%7 U= av% + bv%a

u =
com ay, by, a,,b, € R. Assim,
wp(u,v) = df A dh(u,v) = ayb, — ayby.

Logo, para cada vetor u n3o nulo existe pelo menos um vetor v tal que
wy(u,v) # 0 e, consequentemente, w, é ndo degenerada. Assim, como
o argumento é verdadeiro para qualquer p € S' x R, temos que w é n3o

degenerada.’

Definicdo 2.5 Sejam (My,w;) e (M, we) variedades simpléticas 2n-
dimensionais. Um simplectomorfismo® entre as duas variedades é um difeo-

morfismo ¢ : My — M, tal que p*ws = wy. Isto é, se ¢ preserva as formas

®Observe que, dada a projecdo 7 : S' x R — S!, o quociente herda uma estrutura
simplética da original, através das cépias por difeomorfismos. Ou seja, existe uma tnica
estrutura simplética em S' que torna a projecdo m uma aplicacdo de recobrimento.
“Recomendamos a leitura de [7].
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Capitulo 2. Variedades Simpléticas 15
simpléticas. Neste caso, dizemos que (M, w;) e (Ms,ws) sdo simplectomorfas.

Teorema 2.6 (Darboux) Seja (M?",w) uma variedade simplética e p € M.
Entdo, existe uma carta coordenada (U, xy,...,xn,y1,...,Yn) Centrada em p tal

que
w o= dei A dy;

i=1

tal carta é chamada Carta de Darboux.

Aqui o Teorema de Darboux ndo serd demonstrado, mas faremos alguns
comentérios. Ele afirma que uma variedade simplética (M?",w) é localmente
simplectomorfa a um aberto de R?", com estrutura simplética wg := anldqi A dp;.

i=
Ou seja, todo p € M?" possui vizinhanca simplectomorfa a uma vizinhanca de
0 € R?" munida da forma simplética candnica. Como consequéncia, toda variedade
simplética possui um atlas simplético (aquele cujas mudancas de cartas preservam
a forma simplética). O Teorema de Darboux mostra que formas simpléticas
sdo localmente rigidas, além de fornecer uma classificacao local de variedades
simpléticas em termos de um Unico invariante: a dimens3o. Para a demonstracao,

consulte [8].

2.2
Campo Vetorial Hamiltoniano

Seja (M, w) uma variedade simplética.
Definicdo 2.7 Dado um campo vetorial X € X(M) e uma k-forma diferencial

w € QF(M), a contracdo ou o produto interior de w por X é a (k — 1)-forma
ixw € Q"1 (M) definida por

in(Xl, ...7Xk;_1) = w(X, Xl, ...,Xk_l).
Dados dois campos vetoriais X,Y : M — TM, podemos construir uma
aplicacdo XY : M — TM através da igualdade XY f = X(Y f),Vf € C®(M).

Em geral, XY ndo é um campo vetorial em M, mas é possivel obter um novo

campo vetorial a partir de X e Y denotado por [X, Y] através da expressdo
X,Y]=XY - YX (2.1)

chamada de colchete de Lie nos campos X e Y.

Observacdo: O colchete de Lie entre os dois campos X,Y € X(M) mede

a comutatividade entre X e Y. Assim, se X e Y comutam, temos [X,Y] = 0.
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Nesse caso, XY : M — T'M determina um campo vetorial em M.

Definicao 2.8 Para quaisquer campos vetoriais suaves V e W em M, a derivada
de Lie do campo vetorial W na direcao do campo V' na variedade M é dada

pela expressao
LyW = [V,W].

Proposicdo 2.9 ¢ Sejam f € C*(M), df a 1-forma correspondente e X um

campo vetorial em M, ent3o

Lx [ = df(X) = X(f).

Definicao 2.10 Um campo vetorial X em M é simplético se a contracdo ixw
é fechada (d ixw = 0).

Pela Formula de Cartan
ﬁxw =d in—i-ixdw =0

o fluxo de um campo vetorial simplético preserva a forma (Lxw = 0).

Definicao 2.11 Um campo vetorial X;; em M é hamiltoniano se a contracdo

ix,w € exata.

Disto, segue que os campos hamiltonianos sao simpléticos. Resumindo,

Xy campo simplético & ix,w € QY(M) é fechada

T

Xp campo hamiltoniano < ix,w € Q'(M) é exata.

Definicao 2.12 Um campo vetorial Xz em M é localmente hamiltoniano se
para cada ponto p € M existe uma vizinhanca U, tal que Xy é hamiltoniano em
Up.

Definicao 2.13 Uma funcdo suave H : M — R ¢€ dita funcao hamiltoniana

para o campo vetorial X em (M,w) seixw = dH.

4A demonstragio se encontra em [9)].
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Proposicao 2.14 Se M ¢é variedade simplética, dada a funcdo hamiltoniana
H: M — R, He C®°M) e seu campo vetorial Xy € X(M) satisfazendo a
equacdo de Hamilton ix,w = dH, o campo Xy € X(M) € dnico (neste caso,

chamado de campo hamiltoniano ou gradiente simplético da hamiltoniana H ).

Prova. Suponha que existam X,,X, € X(M) satisfazendo ix,w = dH, para
7 =1,2. Entao,

VY € %(M), W(Xl - XQ,Y) = W(Xl,Y) — CU(XQ,Y>
=dH(Y) - dH(Y)
=0

Como w é ndo degenerada e obtemos esse resultado para um Y qualquer, temos
X1 = Xo. O

Lema 2.15 X € X(M) € simplético se, e somente se, for localmente hamiltoni-

ano.

Prova. Suponha X simplético. Pela Proposicdo 2.4, para cada p € M, existe U,
vizinhanca de p, tal que ixw € Q'(U,) é exata. Entdo, existe H : U, — R, para
H e C>(U,) tal que

in:dH \:i/ X:XHemUp

w é naodegenerada

ou seja,
in =dH = iXHw

assim, X é hamiltoniano em U,. Suponha X localmente hamiltoniano. Entao,
para cada p € M existe U, vizinhan¢a de p e H : U, — R diferencidvel tal que
dH = ixw|y,. Assim,

in = iXHw =dH.
Logo, ixw € exata e, portanto, fechada. Portanto, X é simplético. O

Proposicao 2.16 O fluxo de Xy preserva a funcdo hamiltoniana H.

Prova. Para isto, devemos verificar que Lx,,H = 0. Temos que

£XHH = iXHdH = iXHz'XHw = 0.
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Exemplos

1. O cilindro (S! x R,df A dh) com coordenadas (6,h) e X(0,h) = ﬁ O

Ooh

campo vetorial X é simplético, mas n3o é hamiltoniano.

)

O campo vetorial X é simplético. De fato,

(d@/\dh)
) dh — df i o (dh)

10
ﬁ
0 0
(8) dh — dh <8h> df = —db.

1

’in— 10
8

Portanto, d(ixw) = —d(df) = 0, logo, X é simplético.

O campo vetorial X nao é hamiltoniano. Significa que ixw = —d# nao
é exata. Considere o caminho fechado em S' x R dado por v tal que
v : [0,27] — S', com v(t) = (cost,sint) e § : V — R a funcdo
angulo, V aberto de S!.

Vamos supor, por absurdo, que ixw = —df seja exata. Desta forma,
queremos mostrar: [ df # 0, encontrando assim uma contradi¢do com
a hipétese. De fato,

:Zw:2w¢o

Temos que, pelo Teorema de Stokes, a integral em torno do caminho

fechado é nula, portanto, a igualdade acima contraria o Teorema.

2. O conjunto (R? \ {0},dz A dy) com coordenadas (x,y) e campo vetorial
X(z,y) = G(I’w;x + b(az,y)aay para a base {é?x’ c%} fixada.

i)

O campo vetorial X é simplético em R? \ {0} se, e somente se,

Oa ob
%(a:,y) = —a—y(x,y). Temos

ixwo = ix(dz A dy)
= (ixdz) Ndy — dx A (ixdy).

Como
ixdr = dx(X) = dx a£+bg =a
X ox ody)
ixdy =dy(X) =dy aﬁ%—bﬁ =b

ox oy
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entdo ixwy = ady — bdx. Além disso, a 1-forma ixwy é fechada se

d(ixwo) = 0. Assim,

b b
d(a(x,y)dy — b(z,y)dz) = gde Ady — gxdx Adx + gZdy Ady — gydy A dx
da b
= —dx Ndy+ —dx Nd
p T Y+ 3y T Y
da  0Ob
=|—+—|dxAd
<8:c * 83/) Ly
porque dz A dz = dy N\ dy = 0. Portanto,
oa b
d(i = — =
(ixwo) =0 < pe a9y
0 ob
Logo, X é simplético se, e somente se, a—Z(w,y) = —8—y(as,y).
Tomemos, por exemplo, a(z,y) = T e b(x,y) = — Y Entio
'p p ’ 7y _$2+y2 ’y _$2+y2'
%_ 4yt =20yt —a?
or (22422 (22 +y2)2’
@_ 2+t —2y-y B 2 — 9
gy (@42 (@ 4y
oa . , ~
Logo — = ——. Desta forma, ixwy é fechada para as funcdes a(z, y)
ox dy

e b(x,y) escolhidas.

O campo vetorial X : U — R? n3o é hamiltoniano para as mesmas

funcdes a(z,y) = 2_in e b(zr,y) = :BQ—giJ—yz do item anterior.

Seja U C R?*\ {0} um aberto de R?\ {0} que contém uma circunfe-

réncia 7y de raio r > 0, centrada na origem.

Pergunta: Serad que existe uma funcao diferenciavel f : U — R tal que
ixw =df?

Vamos supor, por absurdo, que a contracio da forma w pelo campo X
seja exata. Como ixwy = a(x,y)dy—b(z,y)dx e y(t) = (rcost, rsent),
t € [0, 27], temos

x d Y
.Z'2 + y2 Y :1;.2 + y2
rcost . rsint

= ———(sint dr +rcost dt) — —
,

=dt

dx

(cost dr —rsint dt)
r
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e [Z7dt = 2 # 0. Como no exemplo (ii), pelo Teorema de Stokes
temos uma contradicao. Logo, X nao é hamiltoniano para as funcdes

a(x,y) e b(x,y) escolhidas.

0

3. Sejam a 2-esfera (S*,d0 A dh) e X = —.

i)

00

O campo vetorial X é simplético.

Temos

. . 0
ixw =12 (0 Adh) = (df A dh) ((99) = dh,

portanto, d(ixw) = d(dh) = 0. Assim, ixw é fechada, logo X é

simplético.

O campo X é hamiltoniano.
Temos que ixyw = dh e h: S? — R é suave.

Observacdo: O movimento gerado por este campo vetorial é a rotacdo

ao redor do eixo vertical, o que naturalmente preserva a area e a altura.

: 0 0
4. Sejam o 2-toro (T?,df, A dbs), X| = 20, e Xy = 26,

i) Os campos vetoriais X; e X5 sdo simpléticos.

De fato, temos
— 0
—_——~

@Xlw =7 (g (d@l A deg) = <.691 d91) /\dQQ - dgl VAN Z%(d@g) == d@g
Portanto, d(ix,w) = d(dfs) = 0 = ix,w é fechada e assim X; é
simplético.
E também

/—’;
it = g (A0 A dB) = < 2 ) AdOy = dby N g (d05) = —doy
Portanto d(ix,w) = df,) =0 = ix,w é fechada e assim X, é

simplético.

Os campos vetoriais X; e X5 ndo sdo hamiltonianos.
Como as contracbes sdo fechadas, X; e X, sdo simpléticos e, pelo
lema 2.15, s3o localmente hamiltonianos. Porém, todo o campo de

vetores localmente hamiltoniano que n3o se anula sobre uma variedade
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simplética compacta n3o pode ser hamiltoniano. De fato, se X; = Xy
para alguma funcio H em T?, temos que X; tem um zero porque H
tem pontos criticos sobre a variedade compacta T?. Assim, X; n3o
pode ser hamiltoniano. Analogamente, temos o mesmo resultado para

o campo de vetores X5.
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3

Sistemas Integraveis

Neste capitulo recordamos um importante conceito da teoria dos grupos de
Lie que sera usado até o final deste trabalho, a algebra de Lie. Também trataremos
do sistema hamiltoniano, cuja teoria leva ao enunciado do importante Teorema de

Arnold-Liouville, que caracteriza o espaco de fases de um sistema integravel.
Lembremos que uma algebra de Lie* é um espaco vetorial g com uma
operacdo [.,.] : g X g — g que satisfaz:
(i) a anti-simetria:
[z,y] = =ly, 2], Yo,y € g,
(ii) a bilinearidade:
l[ax 4+ by, z] = alx, 2] + by, 2], Vx,y,2 € g;a,b € R,
(iii) a ldentidade de Jacobi:
[, [y, 2] + [y, [z, 2] + [2, [2, 4] = 0, Vo, 9,2 € g.

Seja (M,w) variedade simplética. O espaco X(M) com o colchete de Lie
[, | definido em (2.1) é um exemplo de algebra de Lie.

Agora, considere o campo vetorial hamiltoniano X5 na variedade simplética
(M,w) com a funcdo hamiltoniana H € C*(M).
Definicdao 3.1 Seja (M,w) uma variedade simplética. O colchete de Poisson de
duas fungées f,g € C*(M) € a operagdo {.,.} : C°(M) x C®(M) — C*(M)
que associa cada par (f,g) a {f, g} definida da seguinte forma:

1,9} = w(Xp, Xg) = Xo(f),

em coordenadas de Darboux (x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn), ESCrevemos

{f, g} = ; (5332. dy;  Ow; 0yz’> .

“Para aprofundar, consulte [10].
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Definicao 3.2 Uma algebra de Poisson é uma algebra de Lie com um produto

associativo para o qual a Regra de Leibniz é valida, isto é, satisfaz a propriedade:

Definicdo 3.3 M é dita variedade de Poisson se (C*>°(M),{.,.}) é uma algebra
de Poisson. Neste caso, dizemos que {.,.} é uma estrutura de Poisson em M.

Proposicao 3.4 Toda variedade simplética é uma variedade de Poisson.

Prova. Sejam (M,w) variedade simplética e f,g,h € C*(M). Esta proposicdo
signica que o colchete de Poisson é um colchete de Lie que satisfaz a Regra de

Leibniz. De fato temos, pela definicao 3.1 e pela proposicdo 2.9, que

{f, 9} = w(Xy, Xg) = Xo(f) = Lx, (f)-

Verifiquemos as trés condicdes para que seja um colchete de Lie, seguida da Regra
de Leibniz:

i) anti-simetria:
{19} = w(Xp, Xy) = —w(Xy, Xy) = —{g, [},
ii) bilinearidade:

{af +bg,h} = Xp(af + bg)
= Xp(af) + Xn(bg)
= aXu(f) + bXn(g)
=a{f,h}+0b{g,h}, Va,beR,

ii) identidade de Jacobi:

{f {9, n}} +{9.4{h, f}} = —X;({g, h}) = X,({, [}
= —X;(Xn(g)) — Xg(X;(h))
= X(Xy(h)) — X4(Xy(h))
= Xn(X,([))
= Xn({/,9})
=—{h.{f 9}},
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iv) Regra de Leibniz:

{f, gh} = w(Xy, Xgn)
= Xgn(f) = —Xy(gh)
= —(Xs(9) - h+g-Xs(h))
= —(w(Xg, Xy)  h+ g w(Xn,Xy))
:w(Xf,Xg)-h-f—g-w(Xf,Xh)
={f,gth+g{f h}.

O

Lema 3.5 Sejam Xy, X, campos hamiltonianos associados as funcbées hamiltoni-
anas f e g, respectivamente . Entdo X(;, = —[Xy, X,], sendo [.,.] o colchete
de Lie.

Prova. Para quaisquer f,g,h € C*°(M), temos

(X1, Xglh = Xp(Xgh) — Xg(Xyh)
= X;({h.g}) — X,({h, f})
={{h. g}, f} —={{h, f}. 9}
= {9, {h, f}} +{f. {9, h}}

= —Xypgthe

Proposicao 3.6 As dlgebras de Lie C*°(M) e X(M) sdo anti-homomorfas.

Prova. Seja L : (C*(M),{.,.}) = (X(M),].,.]), que associa cada fun¢do hamil-

toniana H a um campo vetorial hamiltoniano X .

.L € linear: Devemos mostrar que para F\H € C*(M) e a € R, temos
L(F+aH)=L(F)+aL(H).

De fato, seja K € C*(M)

bsto 6, Xy e X, sdo campos tais que ix,w = df e ix,w = dg.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

Capitulo 3. Sistemas Integraveis 25

L(F +aH)(K) = Xpion(K)
={K,F+aH}
={K,F}+a{K, H}
= Xp(K) + aXp(K)
= L(F)(K) +aL(H)(K).

L é anti-homomorfismo: Ou seja, L({F,H}) = —[L(F),L(H)], para
F,H e C®(M).
Equivalentemente, seja K € C*°(M), vale

[L(F), L(H)|(K) = [Xp, Xp](K)
= XpXyg(K) — XgXpr(K)
= Xr({K,H}) - Xu({K, F})
={K.H},F} - {{K,F'}, H}
={K.H}, F} + {{F,K},H}
= —{K {F . H}}
= —Xruy(K)
= —L({F, H})(K).

O

Definicdo 3.7 Um sistema hamiltoniano é uma tripla (M,w, H), onde (M,w)

é uma variedade simplética e H € C*°(M) é uma funcdo hamiltoniana.

Seja X campo vetorial na variedade suave M. Se v : J — M é uma curva
suave para cada t € J, chamamos curva integral ou caminho® de X a curva

diferencidvel v tal que v'(t) = X, Vt € J.

Definicao 3.8 Uma integral primeira ou constante de movimento de um
campo X é uma funcdo H tal que X(H) = 0, ou seja, H é constante em relacio

ao campo X ou curva integral de X .

Teorema 3.9 S3o equivalentes as afirmacées:

(i) {f.H} =0.

®Também chamamos de curva integral ou caminho de uma equacado diferencial
F(z,y,y") = 0 ao grafico de solu¢ao y = ¢(h) dessa equagio diferencial.
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(ii) f € uma integral primeira de um campo hamiltoniano X .

(iii) H é constante ao longo das curvas integrais do campo X .

Prova. (i) = (ii):
Sejam H € C*°(M) e ¢y o fluxo do campo hamiltoniano associado a Xj.

Ent3o
d

(0 om)(tp) = {f, HHu (L)), ¥(t,p)

d
Se {f,H} = 0, entdo %(f o ¢y)(t,p) = 0. Logo, f é constante ao longo
das curvas integrais de Xp.

(11) = (i):

Assumimos f constante ao longo das curvas integrais de Xp.
={f, H} = f{1,H}.

Pela Regra de Leibniz,

{LH}={1.1,H}=1{1,H} + 1{1,H} =2{1,H}
={1,H} =0.

Logo, {f,H} =0.

(i7) < (vii)
Pela antissimetria de {f, H}. O

Nota: Como consequéncia do teorema anterior, toda funcao H é uma
integral primeira de seu préprio campo hamiltoniano, ja que, pela antissimetria,
temos Xy H ={H,H} =0.

Teorema 3.10 (Poisson) Sejam f,g,h € C*°(M), M uma variedade de Pois-
son. Se{g,f} =0e{h,f} =0, entdo{{g,h}, f} =0.

Prova. Segue da identidade de Jacobi. OJ

Definicao 3.11 Sejam (M, w) variedade simplética, H € C*°(M) fungdo hamil-

toniana e fi = H, fs, ..., [ constantes de movimento. O conjunto {f1,..., fn} €

dito em involucéo se { f;, f;} = 0 para todo 1 <i,j < n.

Definicao 3.12 As funcées { fi, ..., fn} em M sédo ditas independentes se suas
diferenciais (df1),, ..., (df,,), sdo linearmente independentes para todo p em algum

subconjunto denso aberto de M.
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Definicdo 3.13 Um sistema hamiltoniano (M?",w, H) é dito completamente
integravel se possui n constantes de movimento independentes e em involucao,

ou seja, se possuir tantas integrais primeiras quanto possivel.

Definicdo 3.14 Seja (V,w) um espaco vetorial. O anulador de um subconjunto
Y C V é o subespaco

YO={feV*| fly)=0,Vy €Y}

Definicao 3.15 Seja (V,w) um espaco vetorial simplético. O ortogonal (ou
complemento) simplético de um subespaco linear Y C V é definido como

o subespaco

Y :={veV ] wu) =0,YueY}

Proposicdo 3.16 Em um espaco vetorial simplético (V,w), dado o subespaco
Y €V, temos
dimY +dimY® =dim V.

Prova. Seja ¢ : V. — V* a funcdo linear definida por ¢(x)(y) = w(x,y). Como w
€ uma forma simplética, é portanto ndo degenerada e ¢ é um isomorfismo. Além

disso temos que ¢(Y“) =Y é o0 anulador de Y. Assim

dimY¥ =dimY?=dimV — dimY.

Lema 3.17 SejaY C V., (V,w) espaco vetorial simplético, entdo (Y*)* =Y.
Prova. Segue, da definicdo que Y C (Y¥)“. Da proposicdo anterior, temos
dimV =dimY + dimY* = dim Y* + dim(Y*)~.
Logo, dimY = dim(Y*“)“ e, portanto, Y = (Y“)“. O

Definicdo 3.18 Um subespaco Y C V de um espaco vetorial simplético (V,w)
é chamado lagrangiano ou de isotrépico® seY =Y* ouY C Y, respectiva-

mente.

4Veja exemplos em [11].
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Definicdo 3.19 Seja (M,w) uma variedade simplética. N C M é dita subva-
riedade lagrangiana (ou subvariedade isotrépica) se, para todoy € N, o

subespaco T,N C (T,,M,w,) é lagrangiano (ou isotrdpico).

Nota: A subvariedade N da variedade simplética (M?", w) é lagrangiana se N

é n-dimensional e se i*w = 0, onde i : N — M é ainclusao e dim M = 2 dim N.

Teorema 3.20 (Arnold-Liouville,[12]) Seja (M?*",w, H) um sistema integravel
com n integrais primeiras fi = H, fo, ..., fn. Seja f = (f1,..., fn) propria com
fibras conexas e considere ¢ € R™ um valor regular de f. Entdo f~'(c) é uma

subvariedade lagrangiana de M*". Temos:

(i) o conjunto de nivel f~'(c) é invariante para toda funco f, ..., fn, isto é, toda
a curva integral de X, que comeca em p € f~*(c) permanece em f~*(c).
Além disso, f~(c) é difeomorfo a T™ com coordendas 0, - - - ,0,, (chamadas

de coordenadas dngulo),

(ii) existem 4y,--- 1, (chamadas de coordenadas acdo), de forma que
(01, ,0n, 01, ,1y,) é uma carta de Darboux em M e

i=1

Nota: Temos que a subvariedade é langrangiana por possui dimens3do n e seu fibrado

tangente é isotrépico (o fibrado estd contido em seu complemento simplético).
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Acoes de Grupos Sobre Variedades

Muitos problemas matematicos apresentam mais informacdes que o neces-
sario, isto é, simetrias. No estudo da geometria, as simetrias sdo codificadas por
acOes de grupos. O objetivo serd poder tornar algumas informac¢es numa lin-

guagem mais simples através das acoes, tendo como ferramenta a forma simplética.

4.1
Acoes de grupos

Definicdo 4.1 Seja (G,-) um grupo e S um conjunto. Dizemos que G atua
sobre S ou G ~ S (a esquerda) se existe uma aplicacdo o : G x S — S, com

a(g,s) = g- s tal que
(i) ale,s)=e-s=s,Vse S,
(i) a(g,a(h,s)) = algh,s), ou seja, g- (h-s) = (gh)-s,Vg,h € G,s € S.

Chamamos a aplicacdo o de acao do grupo GG sobre o conjunto S.

Definicao 4.2 Seja G um grupo de Lie. A acdo de G em uma variedade M é

um homomorfismo de grupo dado por
Y G — Diff M) tal que (g) = 1,

que associa cada elemento do grupo de Lie a um elemento do grupo de di-
feomorfismos da variedade M. Dizemos que a acdo é suave se a aplicacao
evy © M x G — G definida por evy(p,g) = 4(p) é suave. Nota: Sempre

assumiremos que a acdo é suave.

Definicao 4.3 Sejam (M, w) variedade simplética, G grupo de Lie e considere a
acao
GxM — M
(9.p) +— g-p
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o estabilizador ou grupo de isotropia de p é definido por
Gy={9€G|g-p=p}CG.

A orbita de G em p é definida por
G-p={9-plgeG S M.

Denotamos o conjunto de todas as érbitas por M /G :={G -p|p e M}.

Definicao 4.4 Uma acdo ) : G x M — M é dita

i) transitiva: se houver apenas uma orbita, isto é, se existir p € M tal que
G- b= M7

ii) livre: se G, = {e},Vp € M e localmente livre se todos os estabilizadores

sdo discretos.

Um campo vetorial completo é um campo cujas curvas integrais existem

para todo o tempo.

Definicao 4.5 Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel.
Suponha G ~ M pela acdo i) : G x M — M. Para todo £ € g, o campo
fundamental associado em M é definido por

XS(p) i= Sab(exp(t€). p)

t=0

comp € M, onde a funcdog > £ — X¢ é chamada acdo infinitesimal associada

ay.

4.2
Acoes Hamiltonianas

Definicao 4.6 Dado G um grupo de Lie e g sua agebra de Lie, considere a
acdo ¢, : G — G com Yy(a) = gag™'. Chamamos de acdo adjunta ou

representacao adjunta (Ad,) a derivada da aplicacdo 1), na identidade, isto é

Ady =depg :Gxg — g

(0.6) — Ady(€) = (g exlt€) 7).
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Como definimos uma acdo do grupo de Lie em sua algebra de Lie, também

podemos definir uma acdo do grupo no dual da sua algebra de Lie:

Definicao 4.7 Chamamos de acdo coadjunta do grupo de Lie G a aplicacao
Ad* : G x g* — g* definida por

Ad*(g,n) = Ady"(n) :=mno Ad(g~").

Definicdo 4.8 Sejam (M,w) e G variedade simplética e grupo de Lie, respec-
tivamente e considere a acdo v : G — DiffM). A aplicacdo v é uma acao

simplética se atua por simplectomorfismos, ou seja, se
Y G — Sympl(M,w) C Dif M),

sendo Sympl (M, w) o grupo de simplectomorfismos da variedade (M, w).

Exemplos

(i) Na 2-esfera simplética (S?, df A dh), em coordenadas cilindricas, o grupo a 1-
parametro de difeomorfismos® dado pela rotacao em torno do eixo vertical,

«(0,h) = (0 +1t,h),t € R éa acdo simplética do grupo S! ~ -2 uma
(2m)

vez que preserva a forma de area (df A dh). De fato, considerando a agdo
w@-}—t . Sl X 82 — 82
(L(O,R) —> t-(0,h) = (8+1,h)

e a forma simplética w = df A dh, temos

Vo w=d(@+1t)Nd(h)
= (dO + dt) A dh
=di Ndh = w.

(ii) No 2-toro simplético (T2, df; A dby), os grupos a 1-pardmetro de difeomorfis-

mos dados pela rotacdo em torno de cada circulo ¢y ,(0y,02) = (01 + t,02)

®Temos que a familia {p; | t € R} é chamada grupo 1l-pardmetro de difeomorfismos
da variedade M e denotado por

pr = exp(tX), X € T.M.
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e y4(01,602) = (01,00 +t),t € R, sdo acdes simpléticas de S'. De fato,
temos para w = df; A db,

77/1*171‘/ w = d(@l + t) A d@g
= (dOy + dt) A dbs
= d91 VAN d(gz = W.

Analogamente, %, , w = w.

Definicao 4.9 Sejam M, N variedades e G um grupo de Lie. Considere as acées
¢ e de G sobre M e N, respectivamente, e f : M — N uma aplicacdo
diferencidvel. Dizemos que f é equivariante com respeito a essas acdes se, para
todo g € GG, temos

fogg=1hgof

isto €, se [ preserva a acdo de grupo.

Definicao 4.10 Sejam (M,w) uma variedade simplética, G um grupo de Lie com
a acdo : G — DiffM) e g= Lie(G), sendo g* o seu espaco vetorial dual. A
acdo 1 é chamada de acao hamiltoniana se houver uma aplicacdo p : M — g*

satisfazendo:

(i) para cada X € g, seja p* : M — R tal que p*(p) = (u(p),X) a
componente de 11 ao longo de X e seja X* o campo vetorial em M gerado

pelo subgrupo a 1-pardmetro {exp(tX) |t € R} C G. Entdo
dp™ =iyw

ou seja, a funcdo uX é a funcio hamiltoniana para o campo vetorial X*,

(ii) a aplicacdo |1 é equivariante em relacdo a acdo ¢ de G em M dada e a acdo

coadjunta Ad* de G em g*, ou seja,

popy = Adyopu, Vg € G.

Chamamos a (M,w,G, 1) de G-espaco hamiltoniano e | de aplicacao
momento.

Nota: Além disso, sendo i a aplicacdo momento, qualquer uma de suas
translacbes i + C, C € g*, é também uma aplicacio momento para essa acio,

fato esse vindo pela integracdo (onde é inserida a constante C').
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Proposicdo 4.11 Seja (M,w) variedade simplética. Os campos vetoriais simplé-
ticos completos em M estdo em correspondéncia biunivoca com acées simpléticas
de R em M. Similarmente, existe uma bijecdo entre os campos vetoriais hamilto-

nianos completos em M com as acées hamiltonianas de R em M.

Prova.

(i) {Campos vetoriais simpléticos completos} <> {Acbes simpléticas de R em M }.

Seja X um campo vetorial simplético completo em M. Para cadat € R
temos uma correspondéncia biunivoca com a aplicacdo exponencial calculada

por exp(tX) € R. Assim, existe 1expx) acdo de R em M tal que
Vexpiex) : M — M Vv:RxM — M

equivale a
Xp — wexp(tX) (p) (eXp(tX)ap) — eXp<tX) "D

além disso, dada a acdo simplética y» : R — Sympl(M,w), cada campo

vetorial completo é determinado por X, = %@Dt(p).

(ii) {Campos vetoriais hamiltonianos completos} <> {AcSes hamiltonianas}.
A escolha de X € T.M define biunivocamente cada u~ : M — R,
X
e (
equivariante por ser uma acdo de R em uma variedade.

p) = (u(p), X) e, consequentemente, a aplicacdo momento y, que €

Como a acdo v é hamiltoniana, entdo existe a funcdo H : M — R tal que
dH = ixw, onde X é campo vetorial hamiltoniano em M gerado por 1.

Logo, X é completo, pois o dominio de X; é M, para todot € R.

4.3
Acoes Téricas Hamiltonianas

Uma acdo térica hamiltoniana sobre uma variedade simplética (M, w) é uma
acdo hamiltoniana de um toro T" para dim M = 2n. Acbes do toro podem ser
vistas como uma colecao de acOes do circulo, que comutam entre elas. Nesta
secdo veremos o caso em que um toro n-dimensional atua de forma hamiltoniana
sobre uma variedade simplética 2n-dimensional e quando podemos classificar esta

como uma variedade térica simplética.
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Definicdo 4.12 Sejam (M?**,w) uma variedade simplética e G = T" o n-toro
com a acdo ) : G — Diff(M). Dizemos que 1) é acdo térica hamiltoniana se

houver a aplicacdo ji: M — g* = R" satisfazendo:

(i) para cada base de vetores X; de R™, a funcdo ji~i é a funcdo hamiltoniana
para X}, Isto §,

X .
dp™ =iy,
(ii) a aplicacdo 1 € invariante pela acdo do toro.

Nota: p é invariante pela acdo de T" < u(z) = p(¢y(z)),Ve € M, g € T

Consequéncia da invariancia: Lxtp = ixtdp = 0.

Exemplos

I) Seja (C,wy = idz A dz) e considere a agdo do circulo S' = {¢ € C | [¢] = 1}
por rotacoes:
Ye:S'xC — C
(£2) — &2

para k € Z fixo. Vamos calcular a aplicacdo momento pelos passos seguintes:

. Passo 1: Célculo do campo fundamental e do campo vetorial X*

Considerando a acdo dada como S' ~ R? ~ C e a forma w = dx A dy,
temos Lie(S) ~ R e exp(X) = e?™¥ € SV X € Lie(S'). Portanto,

— Cjtw(e%ritX’ Z)

t=0 t=0

2 p(exp(tX), 2

como a ac3o é 2m-periédica, entdo (> 2) = (X, 2). Logo, identifi-

cando R? ~ C como habitual z = z + iy, temos °

d )
Eqﬂ(eltxa Z)

d . .
= ae”‘x’“ = [2e"** i X K] —g = iXk(z+iy) = k(iz—y).
=0

t=0

z

Assim, temos o campo vetorial X* gerado pelo subgrupo a 1-parametro como

0 0
Xt = —ky— y
kyaw—i—k‘xay

. Passo 2: Calculo da funcdo hamiltoniana ;X para o campo vetorial
Xt
bObserve que X € Lie(S') e que X é base de R, portanto, podemos escolher X = 1.
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Como du™X = iy:w, entdo

Ixtw = <ikx§—kyaadx> ANdy —dx A (ikxaa_kyaady)
=dx kxﬁ ANdy — dx ky2 ANdy — dx N\ dy kxg —dx Ndy —ky2
oy ox dy ox
= —ky dy — kx dx

desta forma, temos duX = —ky dy — kx dx. Entdo

L k
MX _ _5(332 + y2) + constante = —§|Z’2 +C.

. Passo 3: Calculo da aplicacdo momento
Como 1~ (2) = (u(2), X) e X = 1, entdo X (2) = u(z).

Portanto, a aplicacao momento é

k
(z) = =5l + C.

IT) Seja T" = {(&,---,&,) € C* | |&] =1, Vj} o n-toro que atua em C” pela
acao
:T" xC* —s C»
(572) — (lflzlu"' 757’?12%)'

—_—
A acio T" ~ C" equivale 3 acdo S! x --- x S! ~ R?". Considerando a
n
2-forma simplética como w = ‘21 dz; N\ dyj, zj = xj +iy; e k;j € Z fixos,
]:
sigamos, novamente, os passos anteriores para determinar a sua aplicacao

momento:

. Passo 1: Calculo do campo fundamental e do campo vetorial X*

Temos exp(X) = (e¥™X1, ... ?™Xn) para X = (X,---,X,) € t=R"
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Logo,*
L oep(tX),2)] = L@, 6, (o)
dt =0 dt =0
d . .
— 7(€ZtX1klzl, . eltXnk‘nZn)
dt -0

= i(Xlklzl, s ,Xnknzn)
= (Xlkl(il'l - yl), s ,Xnkn(m'n - yn))
= (kl(le - yl)? ot 7kj(ixj - yj)a T ,k}n(ZIn - yn)>

Assim, os campos definidos pela ac3o infinitesimal associada a ¢ sdo

0 0
t L
j a kj <$Jay7 _y]aa:‘]>’ j —27... ’n.

. Passo 2: Calculo da funcdo hamiltoniana ;X para o campo vetorial
Xt

dps = i = zk( - > daj A dy; = —kj(xdr; + y;dy;)
J

Tjs——Yjz— |
! Toy; Y25 ) =i

portanto,

phi(z) = —5 @+ ) + 0 = =z + G

. Passo 3: Calculo da aplicacdo momento

Como u%i(z) = {(u(z),X) e X = (X1,---,X,), observemos que a

aplicacdo momento ¢é definida por
p:Cr — R”
2 o— (W (2), e pt(2)

entao 1

1
Wl ) = (—2k1|z1|2,~-- ,—anyan) el (4.1)

I1T) Seja S' atuando sobre C™" pela acdo

Ye:SIxCr — Cn
(&2) — (o, 2)

com k € Z fixo. Semelhante aos itens anteriores, temos:

¢Aqui usaremos o fato de que X ¢é base de R", portanto, X; =e;, Vj=1,--- ,n.
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. Passo 1: Calculo do campo fundamental e do campo vetorial X*

=k(izy —y1,- -+ iz, —yn) = k(ix — y), z,y € R"
=0

n 0 0
X=kY |(—y— +a,— .
= ]Z:l( y] 81:]- +x] E)yJ)

2 v(exp(tX), 2)

. Passo 2: Calculo da funcdo hamiltoniana ;X para o campo vetorial

b
du® =ixiw =1 = ) ) dej Ndy; = —k Z(dexj + y;dy;)
63 (st wioty ) = =1
X k = 2 2 k - 2 k 2 2
= (z):—§Z(xj+yj)+C:—§Z|zj| +C:—§(\21| + 4|z + C
j=1 =1
k
= —§|Z|2+C

. Passo 3: Calculo da aplicacdo momento

P = (2. X) e X =12 plar, - 2) = p¥(2) = 2| 4 C

Nota: Observe que o exemplo acima n3o é o de uma acdo térica, pois a

dimens3o do grupo de Lie S! n3o é a metade da dimens3do da variedade C".

IV) Seja (S?,w = df A dh) e considere a ac3o do circulo S*:

P:Stx§? — §?
(€, (0,h)) — (0+1t.h)

. Passo 1: Calculo do campo fundamental e do campo vetorial X*

Como Lie(S!) = R, entdo exp(X) = *™X € S!, X base de R. Assim:

o (eitX .
e ,(e,h))tzo_ dt(9+tX,h)t:0
= (X,0)=(1,0)

o 0 0

= o6 7% = a9
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. Passo 2: Calculo da funcdo hamiltoniana ;X para o campo vetorial
Xt

dp = ixaw =i g (A0 A dh) = dh = (0, h) = .

. Passo 3: Calculo da aplicacdo momento

X (0,h) = {(u(0,h), X). Como X =1, entdo u(6,h) = h.

Seja f : A — B uma aplicacdo linear entre espacos vetoriais e seja

f*: B* — A* a sua aplicacdo dual (ou adjunta), i.e, a aplicagdo

(f*(b),a) = (b, f(a)), a € A, be B*. (4.2)

Consideremos o espaco C¢ equipado com a acdo do toro T¢:

T x C¢ — e

((eit17... ’eitd)7(21,... 7Zd)) — (eitlzl,"' ’eitdzd)

tal acdo é hamiltoniana com aplicacdo momento

1
,LL(ZD e 7Zd) = _§(|Zl|27 e 7|Zd|2) + ()\17 e 7)\d>

e o subtoro N = T"~% atua por restricio sobre C? com aplicacdo momento
pn i opu:Cl—n*

para n = Lie(N).

Lema 4.13 Seja (M,w) uma variedade simplética e N um subgrupo do grupo de
Lie compacto GG, com suas respectivas algebras de Lien e g. Sejai :n — g a
inclusdo e i* : ¢* — n* sua aplicacdo dual.

Suponha que G atue em M de forma hamiltoniana com a aplicacdo momento
i M — g*. Entdo, a restricdo da acdo de N em M é também hamiltoniana

com aplicacdo momento dada pela composicdo i* oy : M — n*.
Prova. Seja X € n. Entéo

A((i* o w)¥) = (™)) = 1w = xw,

sendo 1 x)w a contragdo da forma w pelo campo i(X) € g.
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A equivariancia de i* o ;n vem do fato de i ser equivariante e da igualdade
i = d.f, sendo f : N — G. Portanto, N atua de forma hamiltoniana em M

com aplicacdo momento i* o L. 0

Exemplo

Consideremos C¢ ~ R?? munido com a forma simplética candnica

d
wo =Y _dz; A dy;.

j=1
Seja v a acdo térica hamiltoniana
T x C? —
((eitl,"' ,eitd),<21,"' 7Zd>) — (eitlzl’... ,eitdZd).

Vimos, em 4.1, que a aplicacdo momento para esta acdo é

W Cd — RA
(Zlv.” sz) — _%<|Zl|27”' 7|Zd|2)+()\17"' 7)\d)

consideremos N = S' C T, que atua por restricio em C¢ da forma

St x C? — 4
i0 0
(617(21"‘7211)) — (Zl"'7€ZZj7"'7Zd)
para algum j =1,--- ,d, i.e., a rotacao em torno do eixo z;. Nesse caso, a acao

de N é hamiltoniana com aplicacdo momento

Uy =1 o : Cd — n*~R

1), |2

(21, to 7zn) — _§|Z]| + Aj'

Teorema 4.14 (Convexidade- Atiyah, [13]; Guillemin-Sternberg, [14]) Seja
(M,w) uma variedade simplética compacta e conexa e seja iy : T" x M — M

uma acao torica hamiltoniana com aplicacdo momento i : M — R™. Entdo:

(i) ©#'(c) é um conjunto conexo, para todo ¢ € R".

d

(ii) A imagem de (M) é o casco convexo “ em R", gerado pelas imagens dos

pontos fixos da acdo toérica.
40 casco convexo de um conjunto de pontos no plano é o menor poligono convexo que

os envolve, isto é, todos os pontos do conjunto devem estar dentro do poligono ou sobre a
sua borda.
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Nota: A imagem é chamada de politopo momento.

Vejamos mais alguns exemplos:

V) Vimos, no exemplo IV, que a acdo de S' na esfera S? possui aplicacdo
momento (0, h) = h. Neste caso, os pontos fixos sdo da forma
(S ={peS?|t-p=p}={N}U{S},VteS,

onde N = (0,0,1) e S = (0,0, —1). Portanto

A= p((8)¥) = [-1,1).

VI) Como dltimo exemplo, citaremos a acdo de T3 em CP? definida como

T3 x CP* +— CP?
((efr €2 ") [zg: 21 1 291 23]) +— [z0:€M2y ez : 32y
com a respectiva aplicacdo momento
p:CP? — R3

1 (=l |2l |2s)

2 202 + [21]2 + |22] + |25

[20:21: 201 23] —>
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Os pontos fixos sdo mapeados da seguinte forma:

[1:0:0:00 — (0,0,0)
0:1:0:0] > (-3,0,0)
0:0:1:0] — (0,-},0)
0:0:0:1] — (0,0,-3)

portanto, o politopo é um simplexo em R? cujos vértices sio os pontos

acima. Nesta dimens3o, o simplexo é um tetraedro.

Definicao 4.15 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. Dizemos que a

acdo G x M — M ¢ efetiva se cada elemento do grupo g # e move ao menos

um ponto dep € M, ie, N G, = {e}, onde G, ={g € G|g-p=p}éo
peEM

estabilizador de p.

Proposicdo 4.16 Seja (M,w,T", 1) um T"-espaco hamiltoniano compacto e co-

nexo. Entao, para algump € M, a érbita T"-p é uma subvariedade isotrépica de M.

Prova. Como a aplicacio momento . é T"-invariante, entdo i leva & € t*,
t = Lie(T"), na orbita T" - p. Segue que o diferencial dy, : T,M — Tet* ~ t*

leva o subespago T,(T™ - p) em 0, ou seja,
T,(T" - p) C ker(dpp) = (T,(T" - p))“r.

Portanto, T" - p é uma subvariedade isotrépica de M. O

Proposicao 4.17 Seja (M,w,T", ) um T"-espaco hamiltoniano compacto e

conexo. Se a T"-acdo € efetiva, entdo dim M > 2n.

Prova. Escolha qualquer p € M de modo que a T"-acdo seja livre, isto é,

(T™), = {e}. Assim, a érbita T™ - p é difeomérfica a = T" e, portanto, tem

(T"),
dimensao n. Porém, como T" - p é uma subvariedade isotrépica de M, entio

1
n=dim(T" - p) < §dimM.

O

Definicao 4.18 Uma variedade torica simplética é uma variedade simplética
(M,w) compacta e conexa de dimensdo 2n, equipada com uma acdo hamiltoniana
efetiva de um toro de dimensdo n, com a escolha de uma aplicacio momento

i M — R™ correspondente.
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Definicdo 4.19 Duas variedades tdricas simpléticas (My,wq, T1, 1) e
(Ms, ws, Ty, u2) sdo equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo

A : Ty — Ty e um simplectomorfismo A-equivariante ¢ ¢ : My — M, tal que

H1 = H2©@.
Exemplo

Sejam S? com a estrutura simplética w; = df A dh, S? com a estrutura
simplética wy = 2df A dh e considere as a¢des 11 : S' ~ ST e b, : St ~ S2 por
rotacdo ao redor do eixo z. Vamos calcular o isomorfismo ) : St — S! que torna
as variedades téricas simpléticas (S%,wy, T, p1) e (S? ws, TY, po) equivalentes:

primeiramente, temos que para a acao

P ST x$? — $?
(€, (0, ) — (O+1h)

p1(6,h) = h é uma aplicacdo momento, como calculada no exemplo IV. Agora,

calculemos a aplicacdo momento iy referente a acdo

Py St x §E — §?
(e, (0,rh)) > (0+t,rh).

Assim, seja X, = 1 € Lie(S'), temos

d
= %<8 +tX2,7’h) = (XQ,O) = (1,0)

t=0 t=0

d
" YPo(exptXy, (0,7h))

0
Analogamente, Xg =

1 1 h
" lgwz =g (rd“dh) =~ dh = p*(0,rh) = —+C

h
= 152(0,7h) = (ua(0,7h), X3) = (0, 7h) = " +C.

Portanto, (S,w;,S', 111) € equivalente a (S2,1 wi,S', 2 1) se, e somente se,
existe isomorfismo \ : S! —— S! tal que o simplectomorfismo ¢ : S? — S?, que
associa p = (0, h) a p(p) = (0,rh), é A-equivariante. Isto &,

€p é A-equivariante < @(tomy) = A(t) xo(m1),¥ my € My e t € Ty, sendo ¢:= agdo de
T, sobre M; e %: agdo de Ty sobre M.
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. se ( é um simplectomorfismo: de fato, temos

(¢ wa)p( X1, Xa) = (w2) () (dpp(X1), dpp(X2))
— Lo nd(rh)
;
—dO A dh = w,,

. se ¢ € \-equivariante:

o(t-(0,h) =At)-@(0,h) < @0+t h)=(0+ A1), rh)
& (O +t,mh) = (0+ \(t),rh)
S At) =t

Logo, as variedades simpléticas sdo equivalentes para o isomorfismo calculado por

A:St — St
t — .
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5
Teorema de Delzant

Neste capitulo veremos o conceito de politopo necessario para enunciar um
importante teorema, o Teorema de Delzant, que classifica as variedades téricas

simpléticas.

Definicao 5.1 Um poliedro convexo é um subconjunto de R" formado pela

intersecdo de um ndmero finito de semi-espacos afins.

Definicao 5.2 Um politopo em R" é o casco convexo de um nimero finito de

pontos em R"™, isto é um poliedro convexo delimitado.

Temos que H C R™ é um hiperplano se H := {z € R" | (z,v) = a},
sendo v € R™ vetor ndo nulo e a € R. H é um hiperplano suporte de X € R" se
dX,H)=inf{||z—h]| |z X,he H} =0.

Definicao 5.3 Seja A C R"™ um politopo. Dizemos que o subconjunto F = ANH
de A\, sendo H o hiperplano suporte de F', é:

e vértice de A: Se dim(F) =0,

e aresta de A\: Se dim(F) =1,

e faceta de /\: Se dim(F) = d — 1 quando dim(A) = d.

Definicdo 5.4 Um politopo de Delzant /A é um politopo em (R™)* que satisfaz:

(i) simplicidade: em cada vértice se encontram exatamente n arestas,

(ii) racionalidade: as arestas que se encontram em cada vértice p devem estar
contidas entre pontos reticulares *, isto é, devem ser da forma p + tu;, onde
u; € 2" parat > 0,

(iii) suavidade: em cada p, o correspondente uy,--- ,u, forma uma Z-base de
ZTZ

2Pontos reticulares sdo aqueles que pertencem a uma rede diagonal em R"™, que por sua
vez é um subgrupo de R™ isomorfo a Z"™ e que gera o espaco vetorial real R".
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Exemplos de politopos de Delzant:
e Em R: O-politopo equivale a um ponto (vértice).

e Em R: 1-politopo equivale a um segmento (aresta).

A

Figura 5.1: 1-politopo de Delzant

A Figura 5.2 n3o representa um politopo de Delzant porque o primeiro

elemento fere a suavidade e o segundo elemento a racionalidade.

Figura 5.2: 1-politopo nao Delzant

e Em R?: 2-politopo

Figura 5.3: 2-politopo de Delzant

Na Figura 5.4, os dois elementos falham na condicdo de suavidade.
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Figura 5.4: 2-politopo nao Delzant

e Em R3: 3-politopo

Figura 5.5: 3-politopo de Delzant

Na Figura 5.6, o politopo n3o é de Delzant porque ndo é simples, nem

suave e nem racional.

Figura 5.6: 3-politopo nao Delzant

Seja Affz(R™) o grupo afim que atua num ponto x € R" por Az + A, com
A€ GL,(Z) e A € R™. Note que se A é um politopo de Delzant, também a sua
imagem g(A) por g € Affz(R™) é um politopo de Delzant.

Teorema 5.5 (Delzant, [1]) Existe uma correspondéncia biunivoca entre va-

riedades tdricas simpléticas equivalentes e politopos de Delzant mdédulo a acio
Affz(R™).

Essa correspondéncia se da através da imagem da aplicacdo momento, ou

seja, se (M?",w, T", 1) é uma variedade térica simplética compacta, entdo (M)
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é seu politopo de Delzant associado e vice-versa. Isto é, dado um politopo de
Delzant A, é possivel construir uma variedade térica simplética (M?",w, T", i)
tal que p(M) = A. Essa contrucdo serad detalhada no Capitulo 7.
Podemos descrever um politopo em (R"™)* como a intersecdo de semi-
espacos:
A={xeR") | (r,v;) <Ayi=1,---,d},\ €R.

Nesta dissertacdo, acompanhando [15], escolheremos os vetores v; apontando
para fora.

Um vetor v € Z" é primitivo se ndo pode ser escrito da forma
v=ku, ueZ" keZelkl>1.

Proposicao 5.6 Seja A um politopo de Delzant. Ent3do os vetores v; sdo todos

primitivos.

Prova. Suponha, por absurdo, que exista i € {1,--- ,n} tal que v; ndo seja

primitivo. Portanto, existe k € Z, |k| > 1 tal que v; = kv, parav € Z".

Como o conjunto vy, - - - , v, forma uma base de Z" sobre 7, entdo v pode ser
escrito como uma combinacao linear desses vetores, isto é existem a1, - -+ ,a, € Z
tais que

V=V + -+ U,

Multipliquemos ambos os lados por k, assim
v; = arkvy + -+ kv 4 - 4 ko,

portanto, ok =1 < k = £1. O que é uma contradicdo, ja que |k| > 1. O

Exemplo

A ={(z1,25) € (R*)*/z1 > 0,21 + 2 <
= {<I17x2) S R2/<(I1,SL’2), (_17 O)> <

V1 v2 v3

k}, keZ
0

=<(x17x2)7w> < 07<(I17‘7;2)7@> < k}
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00) v, (0)

Figura 5.7: Vetores normais primitivos
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Reducao Simplética

A reducdo simplética é uma importante ferramenta utilizada para reduzir o
total de simetrias de um sistema mecanico. A técnica consiste em considerar o
quociente simplético, para tal, iremos utilizar o Teorema de Marsden-Weinstein-
Meyer, que mostra que variedades simpléticas podem ser reduzidas por uma acao
de um grupo de Lie, sob certas condicdes de regularidade e que tal quociente

herda uma estrutura simplética.

6.1
Espaco das Orbitas

Vimos, no Capitulo 4, definicdes tais como 6rbita, grupo de isotropia de
uma acdo e sua classificacdo perante esses elementos (acdo transitiva, livre e
localmente livre). Neste breve capitulo iremos aprofundar sobre o espaco das
6rbitas, importante para construcdo da variedade térica a partir de um politopo de

Delzant.

Seja a acdo ¥ : G x M — M entre um grupo de Lie G e uma variedade

M. Indicamos com ~ a relacao de equivaléncia de pertencer a uma mesma 6rbita,
i.e., p ~ q < p e qestdo na mesma orbita. Chamaremos de espaco das 6érbitas
M M M

0 quociente 7 := - e de projecdo ponto-oOrbita a aplicagdo 7 : M — .

Além disso, temos que 7 é chamada de quociente topolégico quando temos ¢
7~ 1(U) aberto em M < U aberto em 28, U C &,

E importante notar que se o conjunto original é um espaco topoldgico,
sempre serd possivel conferir ao quociente uma topologia para o qual a aplicacdo
projecdo seja continua. Porém, no caso do espaco original ser uma variedade, o

espaco quociente muitas vezes nao é.

@A projecio w: M —» % é automaticamente continua, pois a imagem inversa de aberto
no conjunto % é, por definicdo, aberta em M.
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Exemplos
Seja G = C* atuando em M = C" pela acao

CxC — C"
(/\7 (zla o 7Zn)) — ()\Zly e a)\Zn)
dado z = (z1, -+ ,2,) € C", temos:
orbita: G - z = C*z, isto é, sdo linhas complexas menos a origem,
das é6rbit M_
espaco das orbitas: — =
p 7 G C*
Temos uma topologia quociente restrita ao espaco projetivo complexo

=P U {x}.

(subvariedade do espaco das érbitas), logo, recuperamos a topologia usual
M
€]
de C", temos que P"~! é um espaco das érbitas Hausdorf.

de P"~!. Assim, a topologia em n3o é Hausdorff mas, ao remover o zero

Nota: Além da identificacao acima, também temos o espaco projetivo

complexo associado pela acao do circulo como

((Cn)* B SQn—l

Pnfl —
C~ St

Analogo ao exemplo anterior, para G = R* e M = R", a acao

R* x R" — R
(Aa(zla"' 7xn)) — (Axla"' 7)\xn)
possui, para x = (z1,--- ,x,) € R™

orbita: G-z = R*z, ou seja, retas que passam pela origem (menos a origem)

se x # 0 e um ponto quando = = 0,
espaco das orbitas: P(R") U {x}.

Caso fosse considerada a mesma acdo de (G, mas em (R")*, o espaco das

orbitas seria apenas o espaco projetivo real.

G = R atuando em M = R pela acdo

RxR — R
(t,a) +— ea

temos:
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orbitas: G.a = R™,R™ e {0}, quando a > 0,a < 0 e a = 0, respectiva-
mente e

espaco das orbitas: % = B sendo a relacdo de equivaléncia definida
por a ~ b < a e b pertencem a mesma Orbita, isto é, se tém o mesmo
sinal. Desta forma, o espaco das 6rbitas consiste em trés pontos, cada um
correspondente as Orbitas semirreta positiva, semirreta negativa e origem.
Portanto, a topologia quociente ndo é Hausdorff, j4 que ndo é possivel

termos vizinhancas disjuntas desses pontos.

6.2
O Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer

Comecamos relembrando, pela definicdo 3.14, que o anulador de g, é

g?):{geg* | <£7k>:07 VkEQI’}

Lema 6.1 Sejam G um grupo de Lie e (M,w) uma variedade simplética.
Sejap : G x M — M uma acdo hamiltoniana e seja n : M — g*
a aplicacdo momento, com g = Lie(G). Considere g, = Lie(G,). Entdo, para

dpy, : T,M — g*, temos

i) ker(dpp) = (Tp(G - p))*
i) im(dp,) = g,
Prova. Para algum v € T,M e £ € g, temos w,((X%),,v) = (du,(v),£), sendo
X¢ o campo fundamental de &.
Como (T,(G - p))*» = {v € T,M | wy(v,w) = 0, Yw € T,(G - p)}, disto
segue que ker(du,) = (T,(G - p))“».

A prova do segundo item resulta do Teorema do Nicleo e da Imagem e da

proposicdo 3.16. Como
dim gg =dim g —dim g,,

dim (7,(G.p))*» = dim T,M — (dim g —dim g,).

De fato,

dim g + dim (7,(G - p)*r) = dim T,M = dim (ker(dp,)) 4 dim (im(dp,)).
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Devemos mostrar que im(du,) C g) e que ker(dpu,) C T,(G - p)*». Como,
Véeg, veT,M, temos wy((X¢),,v) = (du,(v),£), entdo

v € ker(dp,) = Wp((Xg)an) =0, V¢ eg.

Assim, ker(dp,) C T,(G - p)¥». Também,

d d
X¢(p) = — t = — =0, V.
(p) = v (exp(t€), ) a0 § €0
logo, (dp,(v),&) =0, Yv € T,M = im(du,) C gp. O

Lema 6.2 Seja (V,w) um espaco vetorial simplético e Y C V um subespaco
. L. - ) . Y«
isotrépico de V', entdo w induz uma forma simplética w,.q em v

w

Prova. Considere u,v € Y*, entdo [u], [v] € v define

wred([u], [v]) = w(u, v).

Assim, w,.q € fechada porque w é fechada. Devemos mostrar que w,.q esta bem

definida e que é ndo degenerada. Para isso,
u € [u],v € V] = =utz, vi=v+ty Vr,yeY
comoY C Y¥ porque Y é isotrépico, temos

w(ug,vy) =w(u+z,v+y)

w(u,v) +w(u,y) + w(@,v) + w(z,y)

(u, v)

|
(S

observe que w(u,y) = w(x,v) =0, poisu,v € Y* ew(z,y) =0 porque x,y € Y
ex,y € [0]. Assim,

Wrea Nd0 degenerada < wicq([u], [v]) =0 = [v] = [0].
Dado v € Y*. Temos
Wrea([ul], [v]) = w(u,v) =0, Yu € Y¥

portanto, [v] = 0. O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

Capitulo 6. Reducdo Simplética 53

Proposicdo 6.3 Uma G-acdo é localmente livie em cada p € p~'(0) se, e

somente se, dy, € sobrejetivo, ou seja, se p é ponto regular de 1 : M — g*.

Prova. Temos que a agdo é localmente livre em p se, e somente se, g, = {0} e se,

e somente se temos im(dyu,) = g*, ou seja, dyu, € sobrejetivo. 0

Corolario 6.4 Se uma G-acdo em ;1= 1(0) é livre, entdo 0 é um valor regular de ju e,

portanto, 1~ (0) é uma subvariedade de M de codimens3o igual & dimens3o de G.

Prova. Como G age livremente sobre ;1~'(0), temos que G, = {e} para todo
p € u(0). Logo, g, = 0. Assim, a proposicdo 6.3 garante que dj, é sobrejetivo.
Portanto, 0 é valor regular de 1 e u=*(0) é subvariedade de M com codimens3o

igual a dimenséo de G. U

Lema 6.5 Suponha que G atua liviemente em 1~ *(0) e que 0 € g* é um valor
regular de pi. Sejap € = '(0). Entdo T,p'(0) = T,(G - p)*, onde G-p C M é a
Srbita que passa por p. Em particular, T,1.~*(0) é um subespaco isotrépico de T,M .
Prova. Temos que

0 valor regular = T~ (0) = ker(du,), para cada p € u=*(0).

Isto significa que T, '(0) = T,(G - p)*. Logo
Gp ' (0)=G-pep'(0),vpeu ' 0).
Portanto, T,(G.p) C T, *(0). O

Teorema 6.6 Se G é um grupo de Lie compacto e age livremente sobre M,

entdo o espaco das orbitas % é uma variedade e a aplicacdo m : M — % é um

G-fibrado principal.

Prova.® Considere a aco

ev:GxM — M
(9,p) = g-p

se a acdo é suave, ev é suave. Dado p € M, considere a aplicacdo
ev,: G — M
g —— g-p

A demostragao foi baseada em [15], p. 143.
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a imagem de ev,, é uma G-6rbita através de p e ev, € injetivo porque a acdo de G em
M é livre. Portanto, temos que para um subconjunto A C M compacto e, portanto
fechado, a sua imagem inversa (ev,) '(A) é também compacta (subconjunto
fechado do grupo de Lie G compacto).

Mostremos que ev,, é uma imersdo. Para X € g ~ T.G, temos
d(evy)(X) =0& XE =04 X =0.

Logo, como a acdo é livre, entdo d(ev,). € injetivo. Além disso, para g € G,
X e T,G, temos

d(evp)g(X) = 0 < d(evy 0 Ry)e 0 (dRy-1)4(X) =0,

sendo R, : G — G a multiplicacdo pela direita por g. Assim, por ev,o R, = evg,,
possuir um diferencial injetivo em e e (dR,-1), ser um isomorfismo, entdo d(ev,),

€ sempre injetivo. O

Teorema 6.7 (Marsden-Weinstein [2],Meyer [3]) Seja (M,w,G, ) um G-
espaco hamiltoniano para um grupo de Lie G compacto. Suponha que G age

livremente em =1 (0), entdo, se i : u='(0) < M é a inclusdo, temos que:

1 (0)
G

i) a aplicacdo 7 : = *(0) — M,.q é um G-fibrado principal,

i) o espaco das orbitas M,eq = é uma variedade,

iii) existe uma forma simplética w,cq em M,qq tal que i*w = T*W;eq.

Prova.
Temos, pelo coroldrio 6.4, que como G atua livremente em /fl(()), entdo
0 € g* é valor regular de i e, portanto, u~(0) é uma subvariedade de M.
21
p~(0)

7w (0) — M,eq é um G-fibrado principal. Com isso, finalizamos a prova dos

Além disso, pelo teorema 6.6, M,.q; =

é uma variedade e a aplicacdo

dois primeiros itens.

Para provar o terceiro item, temos pelo lema 6.5
pen(0)= T,(G - p)*» = ker(dp,) = Tp:u_l(O)-

Assim, T,(G - p) € isotrépico. O lema 6.2 garante que existe uma estrutura linear

simplética em I\, M,.q induzida por wy,.
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Queremos mostrar que (wWyeq)[) Ndo depende da escolha do representante em

[p]. Por isso, sejaq=g-p comg € G,
d(evy)(Tu™'(0)) = Tyn™' (0)

d(evyg)(Tp(G - p)p) = Ty(G - p),

= [u] = [d(evy)(u)] € Ty Myea, Vu € Ty~ t(0).

Logo, considerando a escolha de p para a forma induzida w,.; € do ponto g

para a forma (wreq)q, temos

(wrea)pp) ([0]; [u]) = wp(u, v)
= wppl(d(evg) (w), d(evg)(v))
= (Wrea) g ([d(evg) (W], [d(evy) (V)]).

Assim, se w,.q for fechada, entdo sera uma forma simplética em M . De fato,

T dwWyeq = AT Wyed
= di*w

=3"dw =0

pela injetividade de ©*, segue que dw,.q = 0 ou seja, w,.q € fechada. Pelo lema

6.2, w,.q € N30 degenerada e portanto, simplética. O

A variedade simplética (M, cq, wyeq) € chamada de quociente simplético ou
de quociente de Marsden-Weinstein-Meyer da variedade (M, w) com respeito

a acao do grupo de Lie G.

Exemplos:

1) Recordemos a ac3o térica do Grupo de Lie G = S! sobre C do exemplo (I)

da secdo 4.3.

A aplicacdo momento é dada por p(z) = —l;]z|2 +C, z€ CekeZfixo,
onde C' é uma constante que podemos escolher arbitrariamente. Escolhamos
C = I; Assim, supondo que GG age livremente no conjunto de nivel zero,
temos

wz)=0=|z|* =1.
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Portanto, 1 1(0) = {z € C | |z|* = 1} = S'. A variedade reduzida, isto é,

o espaco das oOrbitas da aplicacio momento no nivel zero é calculada por
gt
L ==
G St

com a estrutura simplética trivial.

Dada a acdo do Grupo de Lie G = S* sobre C™ do exemplo (Ill) da secéo
4.3:

k :
A aplicacio momento é igual a u(z) = —51212 +C, z€ C" e k € Z fixo,

k :
facamos novamente a escolha de C' = 5 Desta vez temos, para S' agindo

no conjunto de nivel zero,

u(z) =0= \z|2:1,z: (21, Zn)-

Portanto, = 1(0) = {z € C" | |2|*> = 1} = S*"~!. A variedade reduzida é

calculada por
/L_l(()) _ SQn—l
G St

conhecido como o espaco projetivo complexo, equipado com a forma sim-

Mred = = Pn_l

plética w,.q = wrs chamada de forma Fubini-Study.¢

°Temos que, para Myeq = P! ~ S?, wpg = %dﬁ A dh. Para melhor aprofundar, consulte

[16].
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Construcao de Delzant

Em seu artigo [1], Thomas Delzant descreve como construir, dado um

politopo de Delzant A C (R™)*, uma variedade térica simplética (M, w, T", p) tal

que u(M) = A. Neste capitulo descrevemos essa construcio.

Dado um politopo de Delzant, os passos seguintes levam a construcido da

variedade térica simplética associada a ele:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Identificar os dados do politopo: dimensao, facetas, vetores normais primiti-

vos e descrever o politopo por meio de inequacdes.

Temos que a construcdo descreve uma sequéncia exata® entre grupos de Lie

e suas respectivas algebras de Lie:

e N —5Td T, e

Lo

0 n——RI_T LR 0

Este passo consiste em determinar N e, posteriormente, a aplicacao «.

Determinada ¢, chegamos a aplicacdo momento uy : @* o i1 que, por sua
vez, nos indica o conjunto de nivel zero Z = uy'(0) e, finalmente, temos
a variedade térica simplética Ma associada ao politopo de Delzant pelo

quociente de Marsden-Weinstein-Meyer Z/N.

A construcdo faz uso da reducdo simplética, que prova a existéncia (ou

sobrejetividade) do Teorema de Delzant

[{(M,w, T 1)}] — [{politopos de Delzant}].

Seja A um politopo de Delzant com d facetas. Podemos descrever A

analiticamente, associando a cada semi-espaco que contém A um vetor ndo nulo

v; € Z™, ortogonal (apontando para fora) a cada faceta e um ndmero real \; como

A={zeR") |(x,v;) <N\, i=1,---,d}, d>n

“Uma sequéncia de aplicagoes é exata se o ntcleo de cada aplicagao é igual a imagem da
aplicacao anterior.
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onde (.,.) é o produto interno euclidiano em R™.

Seja {e1,- - ,eq} a base candnica de R?. Considere a aplicacio

m:RY — R™

e H—— U

Lema 7.1 A aplicacio 7 é sobrejetora e mapeia Z¢ em 7", isto é, m(Z%) = 7Z™.

Prova. O conjunto {ey, - ,eq} é base de Z¢ sobre 7. Iremos mostrar que o Z-
espaco gerado por {vy,--- v} € 2"
Pela simplicidade, em um vértice do politopo, os vetores uy, - - ,u, € (R")*

formam uma base para (Z")*. Assumamos o conjunto desses vetores como base
canénica, sem perda de generalidade. Disto, pela racionalidade, cada vetor normal
primitivo v; que aponta para fora das facetas que se encontram no Vértice é
simétrico em relacdo ao vetor u; correspondente. Logo, pela suavidade, o conjunto

deles forma uma base de 7. O

Como consequéncia do lema anterior, existe um homomorfismo sobrejetivo

de grupos de Lie 7 : T — T™ de forma que o seguinte diagrama comuta:

R? T R

|

T T 5T — e

d n

R
onde T? = 74 © ™ = T O nlcleo da sobrejecdo

N :=kerm ={g€ T | n(g) = e}

é um toro (d — n)—dimensional contido em T¢, onde i : N < T¢ é a inclus3o.
Por i ser injetiva, temos uma sequéncia exata de toros, que induz também uma

sequéncia exata de suas respectivas algebras de Lie.

e N _—‘t,qd_T . e

L]

0 n——RIT LR 0

Desta forma, o dual da sequéncia das algebras de Lie é a sequéncia exata

3

0—— (R™)* " (RY)* 5 n* 0 (7.1)
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Seja Z := uy'(0) = (i* o 1) ~*(0) o conjunto de nivel zero.

Lema 7.2 Seja A = {z € (R")* | (z,v;) < N, @ = 1,---,d} um politopo
de Delzant com d facetas, d > n e seja A’ sua imagem por 7*. Seja i a
aplicacio momento da acdo hamiltoniana do toro T? na variedade C? tal que
p: C4— (1) ~ RY, entdo

w(Z) = () = A
Prova. Queremos provar que, dado y € (R%)*, entdo
ye AN sye ).

Isso equivale a mostrar que y € im(p) e i*y = 0. Pela sequéncia exata 7.1, essas

condicées equivalem as (y,e;) < N, 1 =1,---,d ey = 7*(x), para algum
z € (R")*.
A condicdo y = m*(x) implica que, para algum x € (R")* ei € {1,--- ,n},
temos
(y,e)) = (m"(2), &) = (@, m(e;)) = (2, v3).
Logo,

(y,ei) K e (r,u) <\ & reA

e, portanto, y € u(Z) <y e 1 (A) = A, ou seja, u(Z) = n*(A) = A'.

Lema 7.3 O conjunto Z é compacto e N atua livremente sobre Z .

Prova. Temos, pelo lema 7.2, que Z C pu~(w*(A’)). Afirmamos que Z é um
subconjunto fechado de um conjunto compacto. De fato, ' (7*(A’)) é a imagem
inversa do compacto m*(A') pela aplicacio momento ji, que é prépria®. Portanto,
Z é compacto.

Resta mostrar que N age livremente sobre Z, isto é, que o estabilizador
N, = {e} para x € Z arbitririo. Novamente pelo lema 7.2, existe p € A tal que

p(x) = 7*({p,-)). Disto, temos trés casos:

(i) p é vértice de A.

bUma aplicacdo M; — My, é prépria se para todo compacto K € M,, sua imagem
inversa em M; é também compacta em M;.
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Pela simplicidade de A, existe I = {iy,- - ,i,} conjunto de indices tais que

p € caracterizado por equacdes (p,v;) = \;, i € 1. Isso equivale a

(p,vi) = (p,m(e;)) = (7" (p), &) = (W(x), €:) = \;

1

Sem perda de generalidade, podemos assumir I = {1,--- n}.
Assim, x = (0, ,0,Zp41, ** ,Tq); Tnp1 #0,--+ x4 # 0. Portanto

(T, = {(t1,- -+ ,tn, 1, -+ ,1) € T.

Como a restricido 7 : (R?), — R"™, que é uma Z-base de Z" pela suavidade,
mapeia ey, €, em vy,--- ,v,, segue que 7 : (T?), — T" é bijetiva e

ker(m |(ra),) = {e}. Logo

NN (Td>x - {6}

E, como N, C (T¢),, donde N, C N N (T%), = {e}, entdo N, = {e}.

(ii) p é ponto interior de A.

Neste caso, p satisfaz as desigualdades
(pyvy <N, Vi=1,---,d.

Anélogo ao caso anterior, concluimos que x; # 0, Vi = 1,--- ,d, levando
ao mesmo resultado N, = {e}, entdo N, C (T%), = {e}.

(ii) p € F, F = face (diferente dos vértices e de A).
Também andlogo aos casos anteriores.

Portanto, N atua livremente sobre Z.

0J

Lema 7.4 O conjunto de nivel Z = (i* o 1)~1(0) é uma subvariedade de C* com

dimens3do d + n.
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Prova. Vimos, pelo lema 7.3, que Z é compacto. Alem disso, temos que a acao

do toro T em C¢ é livre, entdo sua aplicacio momento i : C¢ — (R%)* é uma
submersdo. A aplicacdo inclusdo i : n — R é injetiva, logo, i* : (RY)* — n* é
sobrejetiva.

Das afirmacées acima, concluimos que Z = (i* o)~ *(0) é uma subvariedade

de C? com dimens3o real igual a
dim(C?%) — dim(n*) = 2d — (d —n) = d + n.
Il

Portanto, dado um politopo de Delzant A, é possivel a construcao da

variedade térica simplética reduzida (Ma,wa ), donde

é uma variedade 2n-dimensional® e wa é a forma simplética reduzida determinada,

segundo o teorema 6.7 da Reducdo Simplética de Marsden-Weinstein-Meyer, por
1w = T wa

onde i : Z — C? é a aplicacdo inclusio e m : Z — M é a aplicacdo quociente.

Lema 7.5 Seja o : T" — (T9), a aplicacdo inversa® de 7 : (T%), — T", para

x € Z. A acdo residual

’QD T x MA — MA
(g,p(x)) — plolg) - x)

é hamiltoniana com aplicacdo momento i, cuja imagem pua(Ma) = A.

Prova. Seja ju : M — R?, a aplicacido momento da acdo hamiltoniana do toro
T? na variedade M entdo, pela T?-equivaridncia de i, temos pi(x) = pu(o(g) - )

e, como Z = (i* o 1)71(0), temos

(i 0 1) (0lg) - x) = (i* o ) (&) = 0.

Logo, Z é invariante pela acdo de o(T").
Observe que o : T — (T4), C T?. Temos sua aplicacio dual das algebras
de Lie como o* : (R%)* — (R")*. Disto, segue pela invaridncia de u que o

¢dimp MA =dimZ —dim N =d+n — (d — n) = 2n.
4Pelo lema 7.3, ™ |(re), € uma bijecao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

Capitulo 7. Construcdo de Delzant 62

diagrama abaixo comuta:

7 C { Cd H (Rd)* a* (Rn)*

p
J{ HnA

Ma

Portanto, a composta o* o y o i é N-invariante. Logo, existe a aplicacao
momento pa : Ma — (R™)* pela acdo do toro T™ sobre Ma. Logo, 1) é uma
acao térica hamiltoniana com aplicacdo momento pn .

Agora, concluimos a demonstracdo afirmando que pa(Ma) = A. De fato,

pa(Ma) =pa(p(2))
=(c*opoi)(Z)
:0*(W*(A)) pelo lema 7.2


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

8

Exemplos da Construcao de Delzant

Neste capitulo construiremos explicitamente alguns exemplos. Para isso,

seguiremos os passos citados no inicio do capitulo anterior.

8.1
Segmento de Comprimento L

Passo 1 Descricdo do politopo

. Dimensao: n = 1.

. Facetas: d = 2 (aquelas que possuem dimensdo igual a n — 1, isto é, sdo

os pontos 0 e L).

. v = 1 (base vetorial canénica em R).

A={zeR"|0<z<L},LeZ
={z eR" | (z,—v) <0,(z,0) <L} =\ =0, s = L.

Passo 2 Determinar o nicleo N e a aplicacdo inclusdo @

. Projecao
7:R? — R

e —— —v

ey —— U
Assim
m(1,0) = -1
( ) = T1x2 — [—1 1]
7(0,1) =

. Toro N:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613096/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613096/CA

Capitulo 8. Exemplos da Construcdo de Delzant 64

N =kerm = (a,b) € N & [-1 1][a b)" =0
& —a+b=0
& (a,b) = (a,a) = a(l,1).

Disto, segue que dim(N) =1 = N = S!. Temos, portanto, a sequéncia
exata de toros e de suas respectivas algebras de Lie:

1 St 2 T ,§! 1

Pl

0 R—SR2-" LR 0

. Aplicacdo inclusao:
iR — R? .
= lox] — [1 1]T
a — (a,a) =a(l,1)

. Dual da aplicacdo inclusao: Temos abaixo a sequéncia exata do dual das

algebras de Lie

0— R =R—5 (R2)*=R2L S R* =R——0

Comoi* =[i]f =[1 1], entdo

i*: R — R
(a,b) — a+b

Passo 3 Determinar a aplicacio momento u, o conjunto de nivel Z e a variedade

reduzida Ma.

. Aplicacdo momento: Consideremos C? com sua estrutura simplética cand-
o2

nica wseqg = 5 >, dz; Adz; e com a agado diagonal de T?2. Como calculado em
i=1

4.1, a aplicacio momento pela acdo diagonal de T? em C? é
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Além disso, temos pny = i* o 1 : C2 — R tal que

pun (21, 22) =i o pu(z1, 22)

. Bl
— o2 =y
' ( > T2 T

1
—5(\21]2—1— |22|?) + L.

. Conjunto de nivel zero:
Z = ux'(0), entdo
1 2 2 1 2 2 2 4
—§(|Zl| +|22| )+L:O<:>L:§(‘21’ +|22‘ )C(C ~ R

logo, Z = Sf’/ﬁ (observe aqui que dimg Z = d +n = 3).
. Variedade reduzida:

zZ S}
Mp ==Y ~ CP.

N St

Pelo Teorema 6.7, CP' herda de (C? wyq) uma estrutura simplética
definida pela equacdo

s *
1 Wstd = T Wred,

ondei:Z < C%éainclusioe n: Z — Z/N = CP' a projecio. Quando

1
L= o a forma simplética w,eq em CP' é a forma Fubini-Study

i dzNdz
WFS == 77— 575"
P2 (14 2P

8.2
Triangulo Retangulo de Catetos L

(L)

Passo 1 Descricdo do politopo
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. Dimensdo: n = 2.

. Facetas: d = 3 (aquelas que possuem dimens3do igual a n — 1, isto é, sdo

os lados do triangulo).

. Vetores normais primitivos: v; = (—1,0), vy = (0,—1),v3 = (1,1)

A={x=(r1,29) € (R)* |21 > 0,29 > 0,21 + 25 < L}
= {x S (R2)* ’ <l‘, (_170)> < 07 <I7 (07_1>> < 07 <CL’, (17 1)) < L}

:>)\1:)\2:O,)\3:L.

Passo 2 Determinar o nicleo N e a aplicacdo inclusdo ¢

. Projecao

7:R? — R?
e — vq
€y —> s
e3 +—— s

Assim

1,0,0) = (-1
7(1,0,0) = (-1,0) o
7(0,1,0) = (O,—l) = T9x3 = 0 11
7(0,0,1) = (1,1)
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. Toro N:

a
-1 01 0
N =kerm = (a,b,c) € N & b | =
0 -1 1
c

< —a+c=0,-b+c=0
< (a,b,¢) = (a,a,a) = a(1,1,1).

Disto, segue que dim(N) = 1 = N = S e, em particular, N é o S! diagonal
em T3. Temos, portanto, a sequéncia exata de toros e de suas respectivas

algebras de Lie:

P o]

. Aplicacdo inclusdo:
i:R — R?

= i3x1 = |1 1 1"
a — (a,a,a)=a(l,1,1) B = | ]

. Dual da aplicacdo inclusdo: Temos abaixo a sequéncia exata do dual das

algebras de Lie

00— (R2)*=R2" 5 (R¥)*=R3-Z S R*=R——0
Comoi*=[i|T=[1 1 1], entdo

(A R3 — R
(a,b,c) — a+b+c

Passo 3 Determinar a aplicacio momento p, o conjunto de nivel Z e a variedade

reduzida Ma.

. Aplicacio momento: Consideremos a acio diagonal de T? sobre a variedade

3
(C*,wsq = 5 3 dz; A dz;) com aplicagdo momento
=1

(21,22,23) —%(|21|2, |20]%, [23]%) + (A1, A2, A3)
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Além disso, temos iy = i* o i : C* — R tal que

,MN(Zh 22, 23) =i'o M(21, 22, 23)

— —|Zl,2,—’22|2,L— 1
2 2 2

1
= —§(|21|2 + | 2z0]?® + |23)*) + L.

. Conjunto de nivel zero:

7 = ux'(0), entdo

1 1
—§(|Zl|2+|22|2+ |23|2)+L =0« L= §(|Zl|2—|— |ZQ|2+ |23|2) C (C3 ~ R6.

Logo, Z = Sf/ﬁ (observe aqui que dimg Z = d +n = 5).

. Variedade reduzida:

Z Sf/i 2

Pelo Teorema 6.7, existe uma estrutura simplética sobre CP?. Como no
caso da linha projetiva, a 2-forma sobre CP? obtida pela reducio simplética

se chama de forma Fubini-Study.

8.3
Quadrado de Lado L

(L0) Ly

oL

Passo 1 Descricdo do politopo

. Dimens3o: n = 2.

. Facetas: d = 4.
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v,=(0,1)
(L,0) (LL)
V,=(-10) v3=(1.0)
oL
v,=(0-1)
\l
. Vetores normais primitivos: v; = (—1,0),v2 = (0,—1),v3 = (1,0) e

Vg4 = (O, 1)

A:{ZL‘: (Il,l‘g) S (RQ)* | OS,I’l SL,OSZEQ S L}
={z € (R*)" [ (z,(-1,0)) <0,{z,(0,-1)) < 0,(x,(1,0)) < L,(,(0,1)) < L}

= A =X=0, \g=\s = L.

Passo 2 Determinar o nicleo N e a aplicacdo inclusdo 7

. Projecao

m:RY — R?

e — U

()] — ()

€3 — U3

€4 —> Uy
Assim
7(1,0,0,0) = (—1,0)
7(0,1,0,0) = (0,—1) 1 0 0
©(0,0,1,0) = (L,0) WN[ 0 -1 0 ]
7(0,0,1,0) = (0,1)
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. Toro N:

Q

—1 0 1 0
N =kerm = (a,b,c,d) € N & =
0 —1 0 1

o o
| —
o O
S

S —a+c=0,-b+d=0
< (a,b,c,d) = (a,b,a,b).

Disto, segue que dim(N) = 2 = N = T? = S! x S'. Temos, portanto, a

sequéncia exata de toros e de suas respectivas algebras de Lie:

1 T2 T4 T T2 1

Lol

0 R? —— R* " R? 0

. Aplicacdo inclusdo:

iR — R4 ]
= lx2 =
(a,b) — (a,b,a,b) =a(1,0,1,0) 4+ 6(0,1,0,1)

O = O =
_ O = O

. Dual da aplicacao inclusdo: Temos abaixo a sequéncia exata do dual das

algebras de Lie

0 (R2)* — RZ * (R4)* — R4 o (R2)* — R2 0

1010
Como i* = [i|]T = [ 010 , ent3o
. R — R

(a,b,c,d) —— (a+c,b+d).

Passo 3 Determinar a aplicacio momento u, o conjunto de nivel Z e a variedade

reduzida M.

. Aplicacdo momento da acdo do grupo sobre a variedade:

I ct — Rt
(217Z27Z3724) — —%(|Zl|2,|22|2,|23|2,|Z4|2)+()\1,)\2,/\3,A4)
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2 2 2 2
:>,LL(2,’1,22,2'3,Z4) = <_‘Z;’ 7_’Z;’ aL_ ‘Z;’ 7L_ |Z;‘ )

Além disso, temos jy = i* o : C* — R? tal que

,LLN(Zla 29, %3, 24) - 7/* o H(Zla 22, 23, Z4)

2 2 2 2

(7 _ |21 + |Z3|2,L 4zl
2 2

. Conjunto de nivel zero:
7 = /Ljivl(()) = {<21,22723,Z4) € (C4 | ‘21‘24—‘23‘2 = 2L, |22‘2+|Z4‘2 = 2L}

Logo, Z = S?/Z X Si}/ﬁ (observe aqui que dimg Z = d + n = 6).

. Variedade reduzida:

3 3 3 3
MAZEZS@XS@:SVEXS@:@PW@F
N T2 St x St

Como calculada anteriormente, a acdo de N em um ponto (21, 22, 23, 24) € Z

é (a,b,a,b) - (21,22, 23,24) = (az1,bza,az3,bz4) e a estrutura simplética
2

obtida por reducio sobre CP* x CP' é w,.q = Y. 7} (wrs) onde temos
i=1

m; - CP' x CP* — CP! é a projec3o sobre o i-ésimo fator.

8.4

Trapézio

Passo 1 Descricdo do politopo

. Dimens3o: n = 2.
. Facetas: d = 4.

. Vetores normais primitivos: v; = (—1,0),v9 = (0,—1),v3 = (1,L) e
Vg4 = (O, 1)

A={r=(r,2) € RN |0< 2, <L+1,0<2y < 1,21+ Lay < L+1}

={z € (R)* | (x,(~1,0)) <0,(z,(0,-1)) <0,{z,(1,L)) < L+1,{x,(0,1)) <1}

=AM =XM=0, Na=L+1 \=1
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Passo 2: Determinar o nicleo N e a aplicacdo inclusdo i

. Projecao
7:R* — R?
e —— U1
€y FH—— Uy
€3 FH—— Vs
€4 H——> Uy
Assim
7(1,0,0,0) = (-1,0)
7(0,1,0,0) = (0,—1) -1 0
= Toxq4 =
7(0,0,1,0) = (1,L) 0 —1
7(0,0,1,0) = (0,1)
. Toro N:
-1 0 1
N =kerm = (a,b,¢,d) € N &
0 -1 L
—a+c=0
=4
—b+Lc+d=0
a=c
iS4

d=b-La

S Q

@)

72
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Disto, segue que dim(N) = 2 = N = T? = S! x S'. Temos, portanto, a

sequéncia exata de toros e de suas respectivas algebras de Lie:

1 T2 T4 T T2 1

o1

0 R?2 R4 T . R2 0

. Aplicacdo inclusao:

i R? — R*

(a,b) — (a,b,a,b— La)=a(1,0,1,—L) +b(0,1,0,1)
0
, 0 1
= lyx2 = 1 0
—L 1

. Dual da aplicacdo inclusdo: Temos abaixo a sequéncia exata do dual das

algebras de Lie

0 (RZ)* — RZ * (R4)* — R4 v (R2)* — R2 0

1 01 —L
Como i* = [i|]T = , entdo
01 0 1
" RY o R

(a,b,c,d) +— (a+c— Ld,b+d).

Passo 3 Determinar a aplicacio momento u, o conjunto de nivel Z e a variedade

reduzida Mx.

. Aplicacio momento: Consideremos a ac3o diagonal de T* sobre a variedade

!
(CYwea = % Zldzi A dz;) com aplicagdo momento
1=

e c* — R*
<Z17227Z37’Z4) — _%(|Zl|27’z2|27|Z3‘27|Z4|2)+(/\17/\27/\37)\4)

Els _|Z2|2 23] _ |24
2 72 2 2

:>,LL(217Z27237'Z4) - <_ 77[/_'—1_77
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Além disso, temos py = i* o : C* — R? tal que

N (21, 22, 23, 24) = 0" 0 pu( 21, 22, 23, 24)

2 2 2 2
iy (_w T E N EN )

2 2 2 2
_ (1 |zl ezl = Ll 1 |22|* + ’2’4|2>
2 ’ 2

. Conjunto de nivel zero:

Z = pn'(0) = {(21, 22,23, 21) € C| |21 + |2* = Llzaf* = 2, |22 +
|24 = 2}.

Sabemos que a segunda equacdo se trata da esfera S?/i e que a dimensao

real de Z é calculada por dimg Z = d + n = 6, mas resta estudar com

cuidado a primeira equacao.

. Variedade reduzida:

Lembremos que a acdo do toro /N sobre um ponto (21, 22, 23, 24) € Z é
(a,b,a,b— La) - (21, 22, 23, 24) = (az1, bze, az3, (b — La)zy).

O associado espaco das érbitas, i.e, a variedade reduzida é

Z 1
MA:N:S%Xgl(C]P’,

onde, usando em coordenadas ((z1,23), [22 : 24]) em S?/i x CP' com a

relacdo |21|? + |23]*> — L|z4]* = 2, temos que a ac3o de S' é

a-((z1,23), [20: 24)) = ((az1,azs), [29 : —Lazy))
|

((az1,a23), [—(La) 2y 1 24)).

Segue que a variedade simplética reduzida Mx é uma fibracdo sobre CP* com
fibra CP', chamada Superficie de Hirzebruch. Para aprofundar, consulte
[17] e [16].
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8.5

Tetraedro

(00-1)

Passo 1 Descricdo do politopo
. Dimensao: n = 3.
. Facetas: d = 4.
. Vetores normais primitivos:

v1 = (1,0,0),v2 = (0,1,0),v3 = (0,0,1),v4 = (—1,—1,—1)

A= {x=(11,79,23) € (R)* | 21 < 0,20 < 0,23 < 0,21 + 15 + 25 > 1}

={z e ®’)"| (2,(1,0,0)) <0, (z,(0,1,0)) <0,
(z,(0,0,1)) <0, (z,(—1,—1,-1)) <1}

:>)\1:)\2:)\3:O, A= 1.

Passo 2 Determinar o nicleo N e a aplicacdo inclusdo ¢

. Projecdo

temos
7T(7 , U, ) (7 Y ) 1 0 0 —]_
7(0,1,0,0) = (0,1,0)

= Mxa= |0 1 0 -1
7(0,0,1,0) = (0,0,1) 00 1 —1
7(0,0,1,0) = (=1,-1,-1)
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. Toro N:
- a
1 0 0 -1 b 0
N =kerm = (a,b,c,d) e N |0 1 0 —1 =10
001 —1/|° 0
- d
a—d=
S hb—d=
c—d=

Disto, segue que dim(N) = 1 = N = S'. Temos, portanto, a sequéncia

exata de toros e de suas respectivas algebras de Lie:

1 St L 4 T3 1

o]

0 R—"3R* ™R3 0

. Aplicacdo inclusao:

i: R — R4 )
= lax1 =
a +— (a,a,a,a)=a(l,1,1,1)

—_ = =

. Dual da aplicacdo inclusao: Temos abaixo a sequéncia exata do dual das
algebras de Lie

0— (R¥)* =R} "5 (RY)* =R Z S R* =R——0
Comoi*:[i]T:[l 11 1},ent§o

Y R* — R
(a,b,c,d) — a+b+c+d.

Passo 3 Determinar a aplicacio momento u, o conjunto de nivel Z e a variedade

reduzida Ma.
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. Aplicacdo momento da acao do grupo sobre a variedade:

o c* — R4
(217'227’23724) — _%(|Z1|27|22|27|Z3|27|Z4|2)+()\17)\27)\37)\4)

|le2 |Z2|2 |Z3|2 |Z4|2
_ — _ 1—
, .

:,U/(217227237Z4):( 2 ) 92 ) 9 T

Além disso, temos uy = i* o : C* — R tal que

MN(zla 22,23, Z4) = Z* o N(zb 22, 23, Z4)

_ R s 1 |24/
2’ 2’ 2 2

a2 4z + 2
2

=1

. Conjunto de nivel zero:

Z = py'(0) = {(21, 22, 23, 21) € C* | [s1* + |20]? + |23]* + |24] = 2} = ST

. Variedade reduzida:

zZ Sl
My = = = X2 = CP.
s=y=@ - C

Analogo as secdes 8.1 e 8.2, pelo Teorema 6.7, existe uma estrutura

simplética sobre CIP* chamada de forma Fubini-Study.

8.6
Cubo de Lado L

(00L)

(0,00

(0L,0)
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Este exemplo estd diretamente ligado aos exemplos 8.1 e 8.3. De fato, temos
que, dadas duas variedades téricas simpléticas 2n-dimensionais (M, wys, T™, par)

e (N,wn,T", uy), a variedade térica simplética produto é descrita por
(M X N7w = 7TI(")J\/[ —|—7T§(,UN,TTL,ILL = Um +MN)7

com o grupo T" atuando diagonalmente sobre M e N e m; como a projecao de
M x N sobre o primeiro e segundo fatores, respectivamente, para i = {1,2}.

Entdo
(bar + p ) (M X N) = par (M) X py (N).

Prova. Suponha (p1,p2) € (s + pin)(M x N). Assim, existe (m,n) € M x N

tal que

(s + pv)(myn) = (p1, p2) & (par(m), un(n)) = (p1, p2)-

O
Disto, temos a variedade reduzida com dimensao real igual a 6, isto é, igual

ao dobro da dimensao do politopo cubo de lado L. Portanto,

Ma = CP! x CP! x CP!

3

com estrutura simplética wyeq = Y. 7 (wpg), para m; : CP! x CP! x CP* — CP!
i=1

sendo a projecdo sobre o i-ésimo fator.
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