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3
Métodos Numeéricos

A dindmica de sistemas mecéicos normamente é modelada mwmo um
sistema de euages diferenciais. Estas equagdes diferenciais devem ser
resolvidas a fim de reladonar as variaveis entre s quando osistema interage com
suas perturbagdes ou para identificaa os parametros do sistema utilizando
perturbagdes conheddas.

Quando uma eauacd dferencid ndo € fadl de ser resolvida
andliticamente, usam-se métodos numéricos adequados para representar 0
comportamento dnamico.

No capitulo 2 desenvolveram-se sistemas de ejuagies diferenciais. Para a
solucdp destas equagies emprega-se 0 método e Runge-Kutta Fehlberg de 5°

ordem (RKF5) com controle de pas variavel.

3.1.
Analise das Equacdes de Movimento

As equagdes diferenciais podem ser divididas em dois grandes grupcs:
equagdes lineaes e ndo lineaes. As equagdes lineaes em geral séo simples de
serem resolvidas, paque suas olucdes tém propriedades gerais que fadlitam o
trabalho e eistem méodos padronizados para resolver a maioria delas. No
entanto, as equagdes ndo lineaes so dficas de serem resolvidas analiti camente;
0 que implicao uso de métodas aproximados, métodos numéricos, para encontrar
asuasolucéo.

Analisando as equagdes de movimento desenvalvidas para os subsistemas
eixo-rotor e estator, Egs. (2.21) e (2.25, respedivamente, chega-se a onclusdo
que sdo equagdes diferenciais ndo lineaes. A ndo lineaidade édevido a forcade
impado; a forca de impado s6 aparecequando orotor entra en contato com o
estator, caso contrario, esta for¢ca énua. Outra caaderisticaque mostra a €uacé
de movimento do subsistema éxo-rotor, Eq. (2.21), é que amatriz de massa
depende do tempo. Uma andlise do determinante desta matriz mostrara se da é
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singular para dgum dominio do tempo. Mas, o cdculo do dterminante,
M| = I (my +m)(myJ +myme? +mJ), mostra que de n3o depende do tempo,

chegando-se & onclusdo de que amatriz de massa ndo tem singularidade em todo

o daminio temporal, o gqte implicaque suainversa sempre existe.

3.2.
Resposta Dinamica do Sistema

Existem vérios métodcs para a determinacd® da resposta temporal de

sistemas rotativos do tipo eixo-rotor quando estdo submetidos a cagas externas.

Um dos méodaos mais usados na determinacé da resposta do sistema €0
da integrac® dreta. Neste método, as equagdes de movimento sdo resolvidas
através de dgoritmos adequados de integrac@® numérica, com incrementos

temporais em um certo intervalo de tempo, esta éuma solucéo paso a pasP.

A témicade integracé dreta mnsiste an obter a solucéo doproblema am
interval os discretos de tempo At (os intervalos At podem ser fixos ou variaveis).
Durante 0 proces de integracd temporal, séo consideradas as cond ¢des iniciais
de deslocamento e velocidade, e 0 periodo ce observacé é dividido em intervalos
de tempo ce tal forma que asolugcd num instante t + At sgja cdculada apartir de

resultados ohtidos no instante anterior t.

3.3.
Método s de Integracédo

Na literatura sobre méodos de integrac® numérica existem muitas
témicas para resolver problemas de valor inicial (PVI) de primeira ordem, Maron
& Lopez [20Q].

OsPVI sdo daforma:

dy _
a f(t,y) (3.2
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sujeitas a ondgéo inicia y(t =ty) =y, once f(t,y) € ontinua para (t,y) em
torno e (tg, yg) € % =y € aderivada an relacé ao tempo.

Os metodos auto-iniciantes aproximam o valor de Y(t;+h) COMO
Yj+1 =) +h* zclf(fi,yi), onck h=At, C; éuma mnstante eas f(fj, ;) sfo
as derivadas mostradas que se cdculam depois de obter o valor de y -

Um dos métodas tradicionais usados na integracé@® numérica éo de Runge-
Kutta de 4% ordem (RK4), e, embora este seja 0 mais usado, no pesente trabalho
utili za-se o método & Runge-Kutta Fehlberg de 5% ordem (RKF5) dadas as

limitagdes do RK4.
Umadas limitagdes RK4 é anecessdade de quatro cdculosde f(t,y) por

pasw, 0 gLe pock ser grave quandoafuncdo derivada € omplicada. Uma segunda

limitacd® de RK4 é afaltade uma estimacgé doerro para Yj+1 POr pas.

3.3.1.
Método d e Rung e-Kutta de 4% Ordem (RK4)
Este método consiste na estimativa do valor da funcdo f(t,y) em vérios

portos intermediarios. O porto final (escolhido) serd amédia ponderada entre
esEes portos intermediarios. Este método € baseado ra série de Taylor e sua
ordem sera definida pela ordem desta série. O RK4 implementado é de quarta

ordem global.

ky =hf (tj,y})

kp = hf (t; +%h,yj +%k1)
ks = hf (t; +%h, Y +%k2)
ky =hf (t; +h,y; +ka)

A partir das k’s € posdvel encontrar o valor de Yj+1 através de:
Yj+1=Yj +5 (ke + 2Ky +2kg +ky)

Os fatores 1,2,2e 1 definem o0 peso para os termos kg, ko, k3 e Ky,

respedivamente. Com este método consegue-se dingir uma predsao bem melhor
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se @mmparado com outros métodcos, pa exemplo, o método e Euler, mas
conseguentemente 0 método uili za uma maior cgpaddade computadonal, e sendo
asdm € mais lento para chegar ao porto final. Mas is® pock ser contornado com

0 uso de computadores de bom desempenho.

3.3.2.
Método d e Rung e-Kutta Fehlberg de 5% Ordem (RKF5)

Entre os métodos de tamanho ¢ pas varidvel, o mas confiavel € o
método ce Runge-Kutta Fehlberg de 5% ordem (RKF5), este méodo sa 6
equagdesde f(t,y) paraobter osvaloresde kq, Ky, k3, ks, ks € Kg.

Runge-Kutta Fehlberg utiliza aidéia gera do Runge-Kutta aéma, dues
estimativas do Runge-Kutta s30 caculadas, uma de 4° (y) e outra de 5% ordem
(y), mas ambas utilizando & mesmos k'’s para os cdculos, com is a funcéo

serd cadculada genas 6 vezes. Este métodotambém poce ser fadlmente extendido

para variagdes de pas, pds com os mesmos k’s cdculase um erro (ErrEst)

gue poce servir como funcd de guste do ps. Os vaores dos k's S0 as

seguintes:

ky =hf (t},y;)

1 1
ko =hf (t; +=h,y; +=k
2 (] 4 Yj 4 1)

3 3 9
ka=hf(t; +=h,y; +—ks +—Kk
3 (J 8 Yj 321 32 2)
12 192, 720 72% (3.2
ky=hf(t; +==h,y; + ky — ko + k
4=ht (L 1301 e Y a7 2 2107 3)
439 3690 845
=hf(t: +h Yy +——k, -8k, + Ka — K
ks =hftj +hyj+ o gk 8kt gk~ ke)
8 3544 189

1 11
—hf(t; +=h,y; —— ki + 2K, + ke + Ky ——=
ke = Nt (t; o MYiT 57 225663410444Ok5)

e aseguir usam-se ky,..., kg paraobter duas aproximaqgdes de y(tj +h), que sdo:

25 1408, 2197
Kk + ks +
216 * 2566 ° 4104
Jomy 410, 0655, 2850
77 1351 11085 2 5643

N 1
Yi+1=Yj * k4_§k5’ ordemO(h4)

(3.3

9 2 5
ks ——ks +—kg, ordemO(h
4 50k5 55k6 (h°)
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Uma estimacgé® doerro pock ser obtida ammo:

1 128 2197 1 2
k, — ko — ky +—ke +— 3.4
360 T 4275 ° 7524 ° 5okL5 55k6 S

A maioria dos agoritmos para resolver equagdes diferenciais,
espedamente glicando ométodo e RKF5, podm ser encontrados em Maron &
Lopez [20] e Kreyszig [21].

3.4.
Solucédo das Equac6es de Movimento: Equacdo de 1* Ordem

A equacd de movimento dosubsistema, eixo-rotor, esta definida pela Eq.
(2.21), oktidanoitem 2.4: esta éuma equacd de segunda ordem daforma:
MZ +(Z+KZ+P=Q
Esta equacd também pode ser escrita amo:

Z=-MYkz-Mmkz-MmP+M1Q (3.5

Para passar auma equacé de primeiraordem, introduz-se avariavel nova
Z=2, (3.6)
Logo, aEq. (3.5) transforma-se para

Z,=-M %z, -Mmkkz-mP+Mm1Q (3.7
Ordenando adequadamente & Egs. (3.6) e (3.7) naforma cmmpada:

zOo O O I Oz o oC

20 Bv ik v igrd HE &9

once F=-M1(P-Q).

Constatou-se, no item 2.4, g o determinante da matriz de massa é

diferente de zero (|M|#0). Isto indica que a resolver a Eq. (3.8) ndo teremos

problemas de singularidade.
Das Egs. (2.21) e (2.29, equagdes de movimento para os subsistemas
eixo-rotor e estator, respedivamente, podemos isolar a varidvel acderac® para

cada um das equagdes, da seguinte forma:
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%= f,(t,x %, ,0,8,0,0)
y=f,txx%Y,7.6.6,0.9
6= fa(t,x,%Y,Y.6,6,0,0)
¢ =t %% Y,,6,6,0.9)
X = fy (t, X, X,Y,Y)
Y = fy (t, X, X,Y,Y)

(3.9

Seja aseguinte definicdo de novas variavels:

00,0 000C
0 ig 0 DIC
B0 p O 0 WL
0.0=0'0 - O.0°0.C
WE Ao [P0 AC
, 3 "8 O C
Ef.(D %klm %D 9&[
BYg B0 ©'g EME

% = Ty (t, %, %, Y, ¥1,6,61,0,9) (3.10

1= fy(t x4, y,%1,6,61,0.¢)
0 = o (t, X, X, ¥, ¥1.6,0,.0,@)
@ = fo(t, X%, Y, ¥1,6,61,0,¢)
Xy = fy (t, X, X,Y,Y)

Yy = fy (t, X, X,Y,Y)

Este novo sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem, Eq. (3.10),

€ resolvido para os deslocamentos e velocidades de cala um das varidveis,
[x v 6 0 X Y % vy 6, ¢ Xg Yl]T, aplicando as equagdes de

integrac® numéricadesenvolvidanoitem 3.3.2.
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3.5.
Rigidez das Equagbes de Movimento

Qualquer méodoauto iniciante, tracaa asolucdo y(t) quandosetomaum

tamanho e pas h o suficientemente pequeno. Infelizmente, esta dirmacé ndo é
ceataseo PVI érigido.
Os PVI que se apresentam no controle de processos quimicos, nateoria de

circuitos elétricos e an vibragdes mecéicas, sdo com fregiéncia rigidos porque
suas Dlugbes posuem termos exporenciais da forma cie')‘it onck

0< (A)min << (A )max -

As equagdes diferenciais em estudo, Egs. (2.21) e (2.25, sdo rigidas
basicamente devido a0 valor elevado do coeficiente de rigidez de cntato (K¢ )

comparado com as outras constantes de rigidez, amortedmento ou massa que
apareceam no sistema.
Na literatura reladonada & impado, existem véarios autores que dtam

diferentes valores para K¢ , pa exemplo:

» Zapomel [14] usa K¢ =1.0x10°N/m, para dois materiais iguais (ag-aq)
baseado rateoriade mntato de Hertz.

= Bartha[5] experimentalmente encontrao valor de K paradiferentes pares de
materiais (segundo naneac® DIN): Ke = 2.45x108 N/m (St52-Ck45) e
Kc = 7.2x10% N/m (St52-X6CrM017.1).

* Chu and Zhang [22] usam o valor de K¢ = 6.0x10” N/m para & sSmulagdes

numérices.

Na teoria de mntato de Hertz, o valor de K € funcd das propriedades

dos materiais e da geometriadas superficies em contato.

No presente trabalho adota-se: K =1.0x10% N/m para & smulages

numeéricas, ja que no instante do impado, vai primar a deformaca elasticado anel

(supatado com 4 parafusos) antes que adeformacé plasticano porio de mntato.
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Para poder resolver as equagdes de movimento é necessrio hamogeneizar
os coeficientes da equacé@ dferencial. Algumas vezes, uma escolha alequada de
um sistema de unidades para a grandezas pode resolver o problemadarigidez.

Outra forma de homogeneizar os coeficientes, que foi adotado reste

trabalho, € mudando a escda do tempo, T =wgt, como se mostra no item 2.1.1.

Neste ca0 o0 valor de w, deve ser escolhido convenientemente (por exemplo

Wo :1.0x103) para que os coeficientes das equagdes de movimento tenham a

mesma ordem de magnitude. Depois de homogeneizar os coeficientes, mediante
uma mudanca ®nveniente na escada do tempo, o sistema de equagdes pode ser

integrado numericamente sem problemas de rigidez.
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