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Modelos de Sistemas Rotativos com Impacto

Para estudar devidamente um sistemamecéiico é necessario recrrer aum
bom modelo matematico que represente de forma cnsistente 0 comportamento
possvel do mesmo. A andlise dindmica do sistema mecéaico particular,
compreendido e um eixo elastico sobre mancas, rotor e estator, parte das
equagdes de movimento que governam adinamicado sistema.

Muitas vezes usam-se @ leis de Newton-Euler para descrever a dinamica
de uma particula ou un sistema de particulas, empregando-se um sistema de
coordenadas e forgas fisicas que podem ser representadas vetorialmente. Por este
motivo, as equagdes de movimento encontradas, usando as leis de Newton-Euler,
sdo0 referidas como equagdes vetoriais (mecaica vetoria). Uma das principais
desvantagens de usar estas leis € anecessdade de mnsiderar separadamente 0s
comporentes individuais do sistema ede cdcular as for¢as que interagem entre
eles. Muitas vezes, o cdculo destas forcas € complicado quando o sistema an
estudoé complexo, e en muitos casos, algumas destas forgas ndo sdo de interes<e.

Muitas vezes, visando olier somente & equagdes de movimento dcs
sistemas mecéaiicos £m cdcular as reades dinamicas, faz-se uso do pincipio da
poténcia virtual, ou pincipio de Jourdain. O resultado final das equagdes de
Newton-Euler-Jourdain sdo apenas as equagdes de movimento, ja que & forgas e
momentos de reac® ndo redizam trabalho rem geram energia, Santos [8].

Outro método dferente para descrever 0 movimento de uma particula ou
de um sistema de particulas, parte do pincipio variadonal. Neste método
considera-se 0 sistema @mo um todo, sem a necessdade de adisar cada
comporente separadamente, o que dimina o cdculo das forgas de interacé®. Este
método é dribuido a Leibnitz e Lagrange, comumente conheddo como o método
de Lagrange, e aformulacd® do poblema éfuncdo de duas grandezas escdares:
energia e trabalho. Este método formula o problema dravés de @ordenadas e
forcas generdizadas que ndo necessariamente representam as coordenadas ou

forcas fisicas, mas em certos casos podem ser 0S mesmos.
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Neste trabalho, as equagdes de movimento dorotor sdo oktidas utili zando
0 método & Lagrange, formulada a partir das grandezas escdares Energia

CinéticaT, Energia Potencia U, Trabalho W e das for¢as ndo conservativas.

2.1.
Modelos de Impacto

Muitos modelos na teoria de impado ja se encontram desenvolvidos e
apresentados na literatura: 0os modelos mais sSmples consideram unicamente
coeficientes de restituicén. Neste modelo, o coeficiente de restituicdo representa a
perda de energia no poces de impado. Um modelo classco de impado
utili zado em sistemas rotativos € 0 modelo de Brach [9]: este modelo esta baseado
no wo de eficientes generalizados de impado e equagdes em termos de impulso

e quantidade de movimento linea para @rpos rigidos.

Outros modelos mais completos levam em considerac@® a magnitude da
forca de impado e a @ergia disspada no impado, Liebich [10]. A energia poce

ser disgpada por atrito, caor, som, vibrag@, deformacé das corpos, etc.

Uma aordagem ainda mais complicada para o estudo ce impado é
redizada por Cohen & Sithigh [11], once os corpos em colisdo sdo considerados
como pseudorigidos. Quando se mnsideram corpos pseudorigidos em colisdo, as
tensdes 0 asaumidas uniformes, ousega, é funcd dotempo, mas ndo da posicéo,
Chatterjee& Ruina[12].

2.1.1.
Modelo de Impacto a Partir de um Sistema com um Grau de
Liberdade

Em dindmica o conceto de forca de devada magnitude d@uando duante
um curto intervalo de tempo é usado para caaderizar o estudo domovimento
impulsivo de dois corpos em colisdo. Se aduracd® doimpado é mnhedda, a
magnitude média da forca de impado pock ser estimada apartir da mudanca de
guantidade de movimento das massas em coli s&o.

Quando uma wlisdo é perfeitamente dastica diz-se que ndo existe perda
de energia. Este tipo e wlisdo pock ser representado perfeitamente dravés de
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uma mola auando entre os corpos em colisdo noinstante do impado. Entretanto,

desde que eistauma quantidade de energiadisspada, a olisdo seraineléstica
Para representar uma ©lisdo inelastica € mais adequado 0 80 de um

modelo visco-elastico. Por exemplo, a @nfiguracd® de Kelvin-Voéigt pode ser

conveniente no estudo doimpado com perda de energia.
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Figura 10 — Modelo de impacto visco-elastico (Kelvin-Vigt)

Na Fig. 10 mostrase 0 modelo adotado para o0 estudo do impado

inelastico entre duas masss My € Mg, estas masss estdo sobre uma superficie
sem atrito (u =0). Este modelo representa um modelo visco-eléstico linea, oncke
amola tém rigidez K (rigidez de mntato) e o amortecedor tém coeficiente de

amorteamento viscoso C (amorteamento de antato).

-Koixa-xp) KC(xA-XB)

-CC(xa-Xp) Cr(XA-XB)

Figura 11 — Diagrama de corpo livre dos corpos em coliséo

Asamindo que avelocidade de my € maior que avelocidade de mg, as
forcas que agem sobre cala uma das massas 0 a €lastica e ade anortedmento,
como indica aFig. 11. Para este sistema simples de duas massss, aplicando a
segundalel de Newton, a equacd® dnamicapara calaum delas €

Para amassa My :
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~Kc(Xa=Xg) =Cc (Xa — Xg) = MaXa (2.0

Para amassa mg :

+Kc (Xa = xg) + Cc (Xa —Xg) = Mg X (2.2

Somandoas Egs. (2.1) e (2.2), oltém-se a guac@® que vincula o movimento dos
corpos que se dhocam:

mAXA + mBXB =0

Fazendoa seguinte mudancade variavel:

SZ =Xa —Xg

[(Z=Xp~Xg (2.3
=% %

once z, z e Z sdo o ceslocamento, a velocidade ea acéeraca relativa entre mp
e mg, respedivamente. Combinam-se & Egs. (2.1), (2.2) e (2.3 para dhegar a
equacd® domovimento relativo entre a duas massas durante o impado:

O O

MATB 5 + Coz+ Kez=0 (2.49)
OMa+Mg [
Introdwzindo resta equaca dferencia os parametros de freqiéncia natural e fator

de anortedmento dosistema, tém-se:

Z+2ZW02+WOZZ:O (2.4b
Onde:

mAmB , Rk . R .
m=—"-2- €& a massa quivdente do sistema no movimento relativo,

Mp + Mg

Ko R G . :
W =,/—= & afreqiéncia natural e { =—S— é o fator de anortedmento
m 2mig

ViSCOSO.
Para & condclesiniciais:

Z0) =0 e Zp) = Vg, & considerando fator de anortedmento ¢ <1 a solucéo da

equac® dferencial, Eq. (2.4b &

_ Voe ¢ "0t sen(wgy1- 2t) (2.5
wpy1-¢2

Z0)
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Derivandoa Eq. (2.58) em relac@® ao tempo, as expreses para avelocidade Zt)

e a ackeracd® %y séo:

0 C
4t) = voe! 7 o) E“&en—mzt) + COS(Wat)E (2.5
0 vi-¢ C

U 72, (-{wot) .
{ Wo€ Sen(Wat) - Woe(‘f Wot) COS(Wat) - Wae(_Z Wot) sen(wat)E

4r) =Vo
] V1-¢7 C

(2.50)
Onde:

Wy =Wpy1-¢ 2 ¢ afreqiéncianatural amortedda.

No proceso de impado € posdvel distinguir duas etapas. a dapa de
compressio e a dapa de separac®. A etapa de ompressio tém umaduracd t., a
etapa de separacd® tém uma durac® Oe tg e o tempo total do impado e
t =t +t.

O tempo e mmpressio é obtido resolvendo a Eq. (2.5b) até Li=t,) =0, guandoa
tendéncia do movimento relativo se inverte.
te = ! atan W E

wh et 8

e o tempo total do impado € ohtido resolvendo a Eq. (2.5c), quando a forca de

contato entre & massas desaparece ousgja Zi—) = 0.

U 2L
1_
t=— 2t _aan VL

wheit B ¢

Dos resultados anteriores mostra-se que o tempo de ompressio é igua ao tempo

de separacd.

Outra grandeza importante no estudo ce li sdes € amagnitude da forcade

impado. Segundo omodelo de Kelvin-Vaigt, estaforca édada por:
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Fiy =Cc (*a—%g)+Kc (xa—xg) ou Fity =Ccz+Kcz
substituindo @& respedivos valores de z= Zy) € 2= 2y), avariach da forca @
longo doimpado €

mwoe‘f Wo tVO E—Zzzsen(wat)+ 20 1_{2 COS(Wat)+sen(wat)[

F(t) = = = (2.6)
1-¢

A partir variacé da forcade impado € posdvel encontrar o coeficiente de

restituicéo. O coeficiente de restituicéo e define-se como arelacéd do impulso na

t.
. ok Fodt
etapa de separacé@® e 0 impulso na dapade mmpressio: e= tc—
Jo Fndt
Da definicdo de weficiente de restituicdo deduz-se que para cala vaor do

fator de anortedmento ¢ o valor do coeficiente de restituicéo € diferente.

Exemplo 1.1: Sgam os seguintes dados numéricos a serem substituidos na Eq.
(2.48): Kc =1x10°N/m, Cc =1x107IN-sm e & masss my =2.46kg e
mg =0.38kg. Se avelocidade relativa inicial é vy =0.1m/s, a variagd® da forga

de impado, Eq. (2.6), resulta @mo se mostra na Fig. 12, com uma magnitude

méxima de 58N.

Zonade mmpressio Zona de separac®

0 I 1 1 1 1 I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Tempo, s w10’

Figura 12 — Variacao da forca de impacto com o tempo
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e Tempo Adimensional — Mudanca da Escala do Tempo

Mulitas vezes é vantajoso trabalhar com um tempo adimensional para saber
qual € o comportamento de um sistema quando se mudam alguns parametros de
interesse. Outro oljetivo de trabalhar com tempo adimensional é para uniformizar
os coeficientes da euac@® dferencia em estudo, ou glo menos que os
coeficientes tenham ordem de grandeza de mesma magnitude.

Para adimensionalizar o tempo ra Eq. (2.4b), faz-se aseguinte mudancana
variavel tempo: T =wgt, once T €0 tempo adimensional.

Aplicando convenientemente aregra da caleia para aprimeira e asegunda
derivada tem-se:

. _dz _— d?z 2, ., _3az " d?z
z2=—=WpZ, 2=—5=WyZ onte: z=—-ez' =—.
dt dt? dr dr?
Substituindo estas novas expresfes na Eq. (2.4), a euacd® dferencia do
movimento relativo das duas massas durante o impado ficada seguinte forma:

Z'+2{Z+2z=0 (2.7)

A solucéo da Eq. (2.7) tem amesma formaque aEq. (2.59), exceto que neste cao

o variavel tempo é alimensional:

_vpe T sen(y1-2%1)
A0 = 2

e os tempos adimensionais de compressio e impado total estdo dados por:

0 2 L U 2 L
I—Nl_ 1- .
T, = ! atan ¢ E er= ! atan —ZE respedivamente.
1-¢> 5 ¢ ¢ NS R

No exemplo 1.2,graficase avariac@® dotempo ce impado adimensional 7 com

o fator de anorteamento ¢ .

Exemplo 1.2: Em continua¢g@® doexemplo 1.1, ra Fig. 13, mostra-se avariac@®
do tempo doimpado.
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35 T T T T T T T T T
— tc: Tempo de compresséo
- -~ ti: Ternpo total do impacto
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Figura 13 — Tempo de impacto adimensional com o fator de amortecimento {

Um estudo mais detalhado sobre 0 proces de impado encontra-se no
trabalho de Rgaingham & Rakhegja[13]. Eles mostram que & forgcas de impado
variam consideravelmente am o coeficiente de restituicéo, Fig. 14. Também
chegam a onclusdo gue weficientes de restituicdo menores a 0.3 sG0 perigosos

nas aplicages de engenharia quando se quer reduzir a magnitude da forca de

impado.
30
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Figure 6. Dependence of impact force varation on coefficient of restitution: -, e = 0:1; - ——,
=02 Le=03 — — 04 - - -, 0t . D& . 10

Figura 14 — Variacdo da forca de impacto (resultados de Rajalingham & Rakheja [13])
A solucéo encontrada para aforca de impado, Eq. (2.6), sempre vai dar
um resultado dotipo parabdlico (Fig. 12), e os modelos com e=1 ({ <1), sdo

bem representados por este modelo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115594/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0115594/CA

Modelos de Sistemas Rotativos com Impacto 19

2.1.2.
Resultados Experimentais de Forcas de Impacto

Para verificar a variac@® parabdica e adurac® da forca de impado, em
continuac® mostram-se resultados experimentais para diferentes materiais
impadantes. Eles foram obtidos utili zando omartelo de impado e o sistema de
aquisicédo de dados (freqiiéncia de aguisicdo: 12.8KHz). Os experimentos 1 e 2
foram obtidos batendo omartelo sobre fundagdes lidas. Os experimentos 3 e 4
foram ohtidos batendo omartelo sobre apropria bancada experimental.

Experimento 1: Aluminio-Ago Experimento 2: Aluminio-Celeron

o

25 25
w 2f w 2
S 3
=18} "5
] ]
= k=
£ £
27 e’
] ]
“os “os
0 . . 0 ‘ ‘
1.5 2 25 3 1.5 2 25 3
Tempo, & %10 Tempo, & x10°
Experimento 3: Ago-Ago Experimento 4: Aco-Ago
25 25
22 & ?
i S
T T
QO O
= k=
= =
2 e
g g
“os| /\ o5 /
. i
-3

2 25 3 2 25 3
Tempo, & w0 Tempo, § w10

in
n

Figura 15 — Variacdo da forca de impacto para diferentes materiais

A Fig. 15mostra que avariacd daforcade impado € parabdlicapara os 4
experimentos, mas, o tempo total do impado depende dos materiais em coli sdo.
Os tempos sio: = 0.4x107%s, =1.2x107°s, = 0.35x10°s, e = 0.35x10°°s para 0s
experimentos 1, 2, 3e 4, respedivamente. Cabe asgnaar que o tempo ce durac@®
do impado é funcdo da rigidez no contato, Zapomel [14]. Observe-se que nos
experimentos 3 e 4, apenas a primeira variac@® tem a ver com aforcade impado,
enquanto as seguintes correspondem a medi¢éo feita no sensor do martelo daonda
gue se propaga & longo da cdeca e énuito polco amortedda.

Celeron: Produo fabricado a partir de teddo e dgodéo impregnado com resina
fendlica Usa-se para afabricac® de dementos de maquinas nas indistrias.
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2.1.3.
Modelo Baseado na Determinacdo Direta das Forcas de Impacto

Este modelo é baseadlo ma determinacéd dreta da forca de impado,
corresponcente a forca de impado nama F,, que dua eitre os corpos em

colisdo. A partir deste item, introduz-se uma @nfiguracd® geomeétrica do tipo
rotor-estator para a adli se das for¢as de impado.

7

Para excontrar a forca de impado namal, é necessario modelar a
deformacé radial no porio de @mntato. No instante de impado é @nsiderada a
configuracd de Kelvin-Voigt cuja mola tem uma rigidez de mntato Kz e o
amortecelor tem coeficiente de amortedmento viscoso de mntato C. A Fig. 16

mostra & forgas que surgem durante 0 impado sobre o rotor que se move.

md

Colisfo visco-elastica
no ponto de contato P

md=massa do rotor
trie = massa do estator

Estator

Figura 16 — Forcas de impacto sobre o rotor

Cada vez que o rotor entra en contato com o estator, aém de eistir a
forcanormal F,, surge uma outra forga tangencial F . A forgatangencia surge
pelo fato dorotor estar girando (Q) e pela existéncia de um coeficiente de drito
(1) entre o rotor e o estator. A forga tangencial pode ter 0 mesmo caréter

impulsivo da mmporente normal, ja que da € somente limitada pela forca de

adesdo entre & superficies em contato.
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A forcatangencial atua sobre o rotor tangencialmente, na direc@® opasta
ao sentido ¢k giro dorotor. Para cdcular esta forca € aaumida alei de arito de
Coulomb, onck aforcatangencial é o produo daforcanormal com o coeficiente

de arito, F = uF,,. Para cdcular a magnitude da forgade impado namal F,, é
necessrio medir o valor do deslocamento relativo do centro do rotor (R), ter
como dados o valor da folga radial () entre o estator e rotor, e, as constantes

Kc e Cc no porto de ontato. Uma vez obtidas estes dados, a forga de impado

normal, nosistemade referenciainercial (x,y), cacula-se @wmo:
) . d o o\
Fn—§<c(R 5)+Ce o (R-8)H (o) (2.9

[l se R-0>0

Onde H(,) é afuncéo Heavyside: H(R_é) :%) © R_5<0’

Rg representa o deslocamento do centro do rotor, R¢c € o deslocamento do
centro do estator e Rp representa @& coordenadas do porto de impado. O

deslocamento relativo docentro dorotor € R =Ry —-R¢, ver Fig. 16.

2.2.
Frequéncias Naturais do Sistema Livre

Uma forma de caaderizar o comportamento dnamico de uma estrutura é
através de suas freqiéncias naturais e seus modos de vibrac®. Os gstemas
rotativos também experimentam uma situacé de risco quando operam em certas
velocidades de rotacd® chamadas de Velocidade Criticas. Uma velocidade é
critica quando a velocidade de rotacéd® coincide cmm aguma das freqiéncias
naturais do sistema (que por suavez dependem da vel ocidade de rotacé).

O modelo em estudo, g se mostra na Fig. 17, também experimenta
vibracd® guando opera em velocidades consideradas como criticas. Este modelo é

constituido de um eixo elastico de didmetro d e um disco de massa My,

momento de inércia polar de massa J, momento de inércia diametral de massa

Jg eraio Ry, sendo que o disco esta unido solidariamente @ eixo na parte

inferior. Para encontrar as freqUéncias naturais deste sistema, usam-se, par

exemplo, as equagdes de movimento desenvalvidas por Dimarogonas [15].
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(X.¥,Z) = SR, inercial

Modos de wibracdo Coordenadas para o movitnento do rotor

Figura 17 — Modos de vibracéo e definicdo do sistema de coordenadas

Considerando un movimento giratério em torno do eixo z com
velocidade angular constante Q, as equagdes de movimento, para um sistema
perfeitamente balancealo e ndo amorteddo, se escrevem como:

Mg X+ Ky X + Kyl =0
Mg ¥ +Kyyy+ ky¢¢ =0
Jgfl+3Q¢ +kyp +Kyyx =0
Jgf —IQn +kpp¢ +kyyy =0

Onde x ey sd0 os deslocamentos do centro dorotor, e, os angulos ¢ e n dorotor

(2.9

s80 definidos por rotagdes em torno dcs eixos x e y respedivamente, como se
indica na Fig. 17. As constantes k”- (i,j=%xv,n,¢) sdo os coeficientes de

influencia de rigidez, cujos valores $o:
_12El
_?
_ _4El
kan =Kep =~
Ky =kyx =Kgn =kpp =0
6El

Kxy = Knx =Kgy =Ky :?

Kx = Kyy
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El
—— , resulta

EscrevendoaEq. (2.9) em termos da mnstante 3 = 2 3
L

mgX+6L6x+3BLn =0
mgy+68y+36L¢ =0

Jgfi+3Q¢ +2B1%n +3BLx=0 (2.10
Jqf —IQn+2B12% +3BLy =0
As Dlugdes da equac@® hamogénea Eq. (2.10), sdo daforma:
x=xpe™; y = ypet;n = noen' ;¢ = g
e a guac® caaderistica é
myw,” + 68 0 38L 0
0 My, + 68 0 36L o o1
3pL 0 Jgw’+2B%  JQw,
0 3L ~JQuw, 40,2 +2BL2

A Eq. (2.11) leva adetermina¢® de duas grandezas fisicas importantes de
um sistema mecanico: os autovalores e os autovetores. Os autovalores 50 em
gera numeros complexos, onde a parte imaginaria indica a freqiéncia do
movimento e vibrac® e aparte red reladona-se wm o fator de anorteamento
ou cecamento deste movimento. J& os autovetores contém as informagdes bre
0s modas proprios de vibrar.

Em sistemas mecéaiicos que gresentam efeitos giroscopicos, tanto os
autovalores quanto os autovetores dependem da velocidade de rotacd®d Q. A
dependéncia das freqiéncias naturais em relac@® a velocidade de rotacd Q €
representada nos Diagramas de Campbell. J& avariac® dos modos naturais de
vibrac@® em funcé davelocidade de rotacd® Q é representada fundamentamente
no espaQ tridimensional. SolucBes andliticas para determinar os autovalores e

autovetores de um rotor em balanco encontram-se no trabalho de Atala[16].

As lucdes da Eqg. (2.17), raizes da equacd caraderisticapara wy, , S80 as

freqUéncias naturais do sistema para uma velocidade de rotacd® do rotor Q
conhedda
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Como sistemas rotativos sempre caregam um desbalanceanento residual,
sempre haverd uma perturbac@® sincrona (na velocidade de rotac®), assm se a
velocidade de rotac@® dorotor Q coincide com alguma das freqiéncias naturais
do sistema, ela éuma Velocidade Critica. Para encontrar as velocidades criticas,
tracan-se @ freqiéncias naturais obtidas da Eg. (2.11) com a velocidade de

rotacé® do dsco Q, e, neste mesmo grafico, tracase alinha w, =Q; os portos

once esta linha interseda a airva de freqiéncias s80 as velocidades criticas. Este
diagrama é onheddo como Diagrama de Campbell, que se mostra na Figs. 18 e
19 para os dados da tabela 1. Os dados da tabela foram tomados da bancada

experimental do laboratério de vibragdes.

Disco
Massa my 2.46 kg
Raio Ry 0.05 m
Espesara h 0.04 m
Momento deinércia diametral de massa Jd | 1.87x108 | kg-m?
Momento deinérciapdar de massa J| 308x10° | kg-m?
Eixo

a d -3
Diametro 8.0x10 m
Comprimento L 0.62 m
Momento de Inérciade aea I 0.2x1072 m?
Moduo de Young E | 2ax10 | N/m?

9

Densidade 7850 kg/m?®

Tabela 1 — Paradmetros fisicos e geométricos do sistema eixo-rotor

Para um sistema néo rotativo (Q =0) osdois primeiros modas de vibrac&®
s80 uma de flex&o e outra de rotac® (Fig. 17). Quando osistema gira, estes dois
modas continuam a existir, mas cada um deles € “dividido” em outros dois: um
direto e o ouro retrogrado. Isto ndo indica a ciac® de novos modos, ja que 0
movimento de precessio dreta e retrograda do pimeiro modo sdo

geometricamente semelhantes, e, nosegundomodo acorre o mesmo.

Na Fig. 18 mostra-se avariacé das 4 freqiiéncias naturais wy, Who, Wh3

e w4 com avelocidade de rotaga dosistema rotativo, assm como s portos das
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velocidades criticas. As velocidades criticas @y, ey corresponcem ao
movimento de precessio retrograda edireta, respedivamente, no primeiro modo
de vibracé, e, as velocidades criticas wg3 € w4 corresponcem ao movimento

de precessio retrograda edireta, respedivamente, no segundomodo ¢k vibraca,
ver tabela 2.

Simbolo | Velocidade critica, Hz. Tipo de movimento Modo de vibracdo
We1 2.27 Precessio retrograda  |Primeiro modo
We2 2.29 Precessio dreta Primeiro modo
We3 36.7 Precessho retrograda  |Segundomodo
W4 r Precessio direta Segundomodo

Tabela 2 — Velocidades criticas e modos de vibracdo

No diagrama de Campbell observa-se que w., ndo existe, além dis: wy

~

e w3 ha redidade sdo “falsas velocidades criticas’, isto pode ser demostrado

analiti camente resolvendo a solucé perticular para um sistema de equagdes
diferenciais ndo hamogéneas, Atalla[16]. Portanto, somente existirA avelocidade

critica wep =2.29Hz do pimeiro modo dreto, que sera chamada simplesmente

velocidade aitica w, = 2.29Hz.

As Figs. 18 e 19 mostram que & freqiéncias naturals wy; € wyy estéo

sobre retas quase horizontals, ou sgja, elas variam muito powco com a velocidade
de rotac. Isto significa que o efeito giroscopico concentra-se principalmente no
segundomodo ¢k vibragd, enquanto que o primeiro modo poe ser praticamente
analisado pa um modelo simplificado gue ndo inclui as deflexdes do dsco.

Destes gréficos, também é posdvel encontrar o valor da freqiéncia natural

estatica do sistema rotativo para 0 primeiro modo (ay,) ), isto € @m rotacé zero
(Q=0), cujo valor € wy = 2.28Hz. Ja para o segundomodo, a freqiiéncia natural
estatica é60Hz, ver Fig. 18.
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Figura 19 — Diagrama de Campbell - Velocidades Criticas Wy = 2.27HZ e

Weo = 2.29Hz
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2.3.
Descricdo do Modelo e Suposicdes

O modelo consiste do conjunto: eixo elastico, rotor e estator, montado em
formaverticd, como se mostrana Fig. 20.0 eixo é a¢onado através de um torque

(Tyy) gerado num motor elétrico.

O eixo leva penduado um disco rigido ra parte inferior e 0 movimento
lateral do dsco est4 limitado pa um anel. Uma estrutura de base suparta o anel,
esta estrutura é onsiderada déstica, e, € representada dravés de uma mola eum
amortecador, ambas de mportamento linea, e dispostos dSmétrica e

diametralmente na periferiado anel.

As hip6teses para desenvalver as equagdes de movimento sdo as eguintes:

» Considera-se que 0 eixo estd engastado ra parte superior e toda amassa do
disco esta mncentrada no extremo inferior livre.

» QOdiscogira an torno ao eixo verticd z e redizaum movimento plano.

» Considera-se que 0 sistema rotativo vibra sO no gimeiro modo, como se
mostranaFig. 17.

» N&o se @nsidera o0 efeito giroscopico, jA que este deito concentra-se
principalmente no segundomodo ¢k vibraca.

= No porto de mntato assume-se um comportamento visco-eléstico linea da
forcadeimpado namal.

= A forcatangencia, noimpado, okedece de de arito de Coulomb.

= Considera-se um eixo eléstico esbelto que posali rigidez aflexdo e atorcéo.

* O estator esta supatado nuna base visco-eléstica linea e éisotropico ncs

eixosxey.

2.4.
Equacdes do Movimento Plano

No item 2.2 mostrou-se um sistema de equagdes para aandise dindmica
de um rotor em balanco sem desbalanceamento e livre de forgas externas. Aquelas
equagdes foram deduzidas para um sistema rotativo com velocidade de rotac@®

constante esem amortedmento, e, paraum e xo com umarigidez atorgéo infinita.
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z {x,572) = Sistarna de

referencia nercial

¥
o a Ivbtor elético
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|« T
=]
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Q

Figura 20 — Sistema dindmico eixo-rotor-estator

Para o sistema an estudo (Fig. 20) considera-se que 0 eixo eastico posali
umarigidez ator¢céo e que podem ocorrer forgas externas devido ao impado. Para
a andlise deste sistema énecessrio deduzir novas equagdes de movimento para
cada um dos aubsistemas. eixo-rotor e estator, que descreva adinamicade cala
um deles. No caso do subsistema axo-rotor, considera-se que de possa ter uma
acderac® angular ou pessa operar avelocidade de rotac@® constante.

Estas novas equagdes devem levar em consideracé@® as forgcas externas
devido ao impado dorotor com um elemento estatico (estator), 0 anortedmento e

também arigidez ator¢éo doeixo eastico.

Mantendo as hipdteses anteriores, na ntinuacd® desenvolve-se &
equagdes de movimento do conjunto eixo-rotor-estator. Para 0 subsistema @xo-
rotor, s80 desenvolvidos dois sstemas de equagdes. uma quando ele acéera em

forma @ntinua eoutra quandogira auma vel ocidade de rota¢cé constante.
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2.4.1.
Subsistema Eixo-Rotor com Aceleracéo

Para 0 estudo aqui desenvalvido parte-se de um modelo matematico mais
completo, considerando 4graus de liberdade: o giro dorotor (8), o deslocamento

angular de torcéo doeixo (¢) e dois deslocamentos laterais ortogonais do centro
do dsco no pano haizontal dorotor (X,Yy).

A Fig. 21 mostra um esquema dos sstemas de mordenadas empregado. O
sistema de referéncia (x,y) € inercial; (Xm, Ym) € (Xg,Yq) S8 sSistemas de
referéncia méveis que giram solidérios a posicédo doeixo domotor e mwm o dsco,
respedivamente. A massa m, representa o desbalanceanento do dsco, qe pode

ser prodwzido pa uma ma celtragem na montagem ou pa uma desuniformidade
geomeétricado rotor. Estamassa m, estalocdizadanaposiGéo € = @X syg em

relacd® ao sistemade mordenadas (Xq, Yq) -

o

i

Wi
g FPonto de
itmpacto
% v ‘f; X
5 7
B

Figura 21 — Graus de liberdade do modelo no estado deformado
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As pasigdes do centro dorotor e estator estdo definidas pelos vetores de

posicid Rq =[x y]T e Rc =[X Y]T , respedivamente.

Para encontrar as equagdes de movimento usam-se & Equacles de
Lagrange. A equac® de Lagrange para um sSistema ndo conservativo,
considerando a fungé de disgpacd® de Rayleigh, Meirovitch [17], escreve-se
Como:
doT O T oU 00
dtpa 5 og og oG
oo_n
Ezszlcis%

Na equac® de Lagrange, T e U sdo a energia dnética epotencial do sistema,

Q 1=12,...n
(2.12

respedivamente, [1 é afuncé de disspac® de energia de Rayleigh das forgcas
néo conservativas (forgas de anorteamento viscoso) e & quantidades Q sdo as
forgas externas generali zadas asociadas com as coordenadas generali zadas ¢ .

No modelo em estudo, as varidveis g =[x y 6 ¢] e g=F y 6 o¢F

representam os deslocamentos e vel ocidades generali zadas, respedivamente.

A expressioda Energia Cinética T para o subsistema éxo-rotor é:

21 2 o\ 1./ 2 1 n2 1 DT
T—Emd(x +y )+§J(9+(p) +§Jm(6) +§mg(R£ Rg) (2.13

O primeiro termo vem a ser a energia dnética devido a trandacé® do
centro do dsco ncs eixos X ey, 0 segundotermo é a @ergia dnética devido a
rotacé dorotor, oterceiro é a @ergia dnéticado rotor do motor e o Utimo termo
corresponce a @ergia dnética da massa ecéntrica A locdizacd da

excentricidade m., no sistema de @ordenadas (x,y), é dada pelo vetor de

posicdd: Ry =Rg+A(g+g)e ONce £ = &y syg

[cos(@+¢@) —-sen(B@+q)C

A matriz A(B+¢) = &n(@ﬂp) cos(6+ ) E

€ resporsavel pela transformacéd

de mordenadas (x, y) 0 1 (o, ym) O P (%, g)
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Finalmente, o vetor R, define-se @mo:

[cos(@+¢) —-sen(d +(p)D8
Ben(@+¢) cos+9) I

A derivada en relacd ao tempo e R, €

R£:R0+

R —R0+(6+ )E}-sen(6+go) —cos(6+qo)D
fcos(6 +¢) Sen(9+<0)m

Logo, substituindo ra Eq. (2.13), a equacd da energia dnéticaresulta:

T :%md (x2+y2)+%J(9+¢)2+%Jm(9)2+

%mg %9+¢)(—sxsen(6+qo)—sy cos(6+go))+>‘<g+
7
[l

~me {6 +9)(~e, 5en(@+ )+, co%0 + @) + ¥

A expressioda Energia Potencial U do subsistema @xo-rotor &

1, 2.1 > 1 -
U="kx+= +=
Zkb 2kby Zk[fp

31

(2.14

(2.19

O primeiro e segundo termo sdo a energia potencial devido a flexdo do

eiXo, e o tercaro termo é devido atorgéo. Nesta equac®, ki, e k; sdo arigidez de

flexdo e tor¢cé do eixo, respedivamente (para o primeiro modo), caculados via

coeficiente de influencia

A expressio da Funcao de Disspacao Energia de Rayleigh [0 do subsistema

eixo-rotor para calaum das variaveis generali zadas €

00 _ . ie veoafac
% Cxx X+ Cyy Y + CxgU + Cyp@
o0 + +Cynb +

a_y‘cyxx Cyy ¥/ +CygB +Cypp

o0
50 = CGXX"'Cny"'CGGe +C9(p§0

00 _ . e vrcbrc
a—¢—c¢Xx+c¢yy+c¢9 * Cpf
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Considerando um amortedmento viscoso do tipo popacionad e
desamplados entre si, a expressio anterior reduz-se a

o] o] o0 o0 .
— =CyX, — =CwY, — =0 e —=¢ 2.1
ox % o wY 00® (2.19

Onde Cyy =Cyy =Cy € Gy =G s30 0s coeficientes de anortedmento aflexdo e a

torcéo respedivamente.

Representando as forgas externas generalizadas nos graus de liberdade

(x,y,6,p) pelo vetor Q:EQX Qy Q(,,ET e glicandoa Eq. (2.12 para

cada umadas variaveis generali zadas, resultam as seguintes equagies.

Para avariavel x:

(My +mp )%+ (6 +@)[ -, 5en(6 +¢) - £y cos(6 + )] + (217
M (6 + §) (&, cOS(0 +p) + £, 5en(6 + )] + CpX + kpX = Q, |
Para avariave y:

(My +m.) Y +m (6 +@)[e, cos(6 +¢) - &, sen(6 +@)] + (218
me (6 +¢)?[ £, 5en(8 + ) + £, oSO + )] + G,y + kpy = Q, '
Para avariavel 6:

me[—€y sen(6 + @) — &y, cos(6 + )] X+ m.[+€, cos(6 + @) -

2.1
£y (0 + )]y +[ Iy +J +m.e?)6 +[J +m.e?]p=Qy 19
Para avariave @:

me[~€y sen(6 + @) — &y, cos(6 + @)X + m.[+€, cos(6 +¢) -
§ L (2.20
£y sen( + )]y +[J +me1f +[J + me]p+go+k@=Q,

Ordenando convenientemente & Eqgs. (2.17), (2.18, (2.19 e (2.20, na forma
matricial, tem-se:

MZ +(Z+KZ+P=Q
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Onde

M é amatriz de mass,

¢ é amatriz de anortedmento,

K é amatriz de rigidez,

Z éo0 vetor das varavel's de deslocamento,
P é o vetor das forgas ndo lineaes e

Q €0 vetor das forcas generali zadas.

Finamente a euagc&® de movimento dosubsistema dindmico eixo-rotor resulta:

oy 0 m, mpOXO [ O O OO [k, 0 0 OmxO (RO XL
O 0 0O

00 M m %’ 0 O%’DJ,DO b 0 Oyp, QDVD BDVE
b, mg my WBDED DO 0 O o0 00 0 O OE@D oU 9
0 .0 O .0 O O O C
o my ms msge @0 O O gowoO 0 O kt[BIDD B0 B QD(pE

(2.21)

Onde & componrentes da matriz de massa séo:
m =my +m

m, = -m, @Xsen(6+(p)+£ycos(6+(p)g
Mg =+ (, cos(6 +¢) ey sen (6 +¢)R
my = mgs2 +J+J,

mg :mgsz+J

As comporentes das forgas néo lineaes so:
.2
P, =-m, (6 +(p) Fex cos(6 +¢) —&y sen (6 +p)H
.2
P, =-m (6+¢)" By sen (6 +9¢)+¢y cos(6 +p)F
As forgas, P, e R,, corresponcem as forcas centrifugas geradas pela massa

desbalanceada m. quando osubsistema esta girando.

O determinante da matriz de massa [M| = I (my +mp)(mgJ + mymge? +mpJ) é

diferente de zero, 0 que asgura que ndo teremos problemas de singularidade a

resolver o sistema de equagies diferenciaisda Eq. (2.21).
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2.4.2.
Subsistema Eixo-Rotor com Velocidade de Rotacdo Constante

A Eq. (2.2]) foi deduzida considerando um subsistema cm quatro graus
de liberdade, isto € quando orotor encontra-se acéerando ou @sacderando em
forma ntinua

Muitos gstemas rotativos acderam unicamente no arrangue ou
desacderam na parada € passada a ¢apa de aranque, o0 sistema opera en
velocidade constante. Para estudar a dindmicado subsistema quando ele gira aom
velocidade de rotac& constante, adapta-se aEq. (2.21).

Considerando a velocidade de rotagé® do motor constante 8 =Q , ent&o

0 =0. Para obter a equac® de movimento para um subsistema de 3 graus de

liberdade, elimina-se alinha e ®luna crresponcdente avariavel 8 nakEq. (2.21).

0 0xO EPXB %&E
3ok o0k R, 7= 0, (2.22
0 oEPH B0 0 KEWE HoH e

As comporentes da matriz de massa s&o:

my =y +me

mp =-m; [, sen(Q t+¢) +ey cos(Q t+g)f
mg =+, [, cos(Q t+@) -, sen(Q t+¢)H
mszrr%szhl

As comporentes das forgas néo lineaes so:
\2
P, =-m (Q +go) Fex cos(Q t+go)—sysen(Q t+(p)%

Ry =~ (2+6)] Fresen(Q t+) e, cos(@ t+9)f

Novamente, poce-se mostrar que 0 determinante da matriz de mass,

M| = (my +m)(myJ +mymee? +m,J) , resulta diferente de zero.
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2.5.
Movimento do Rotor Com Impacto

Segundo omodelo da Fig. 16, quando o aslocamento radial do centro do
rotor € maior que afolgaradia d ocorre impado. Durante o contato gera-se uma
forcade impado namal que é céculada pela Eq. (2.8) em relacé® ao sistema de
referencia inercial (x,y). No entanto, se 0 deslocamento radial do centro dorotor
€ menor que afolgaradial, aforcadeimpado é zero.

: (R-5)§H(R-5)

F, = §<C(R—5)+cCa

Onde R=Ry-Rc; Rp=[x y]' e R.=[X Y] sf as coordenadas do

centro do rotor e estator, respedivamente, em relac@® ao sistema de referencia

inercial (x,y) e R:\/(x—X)2+(y—Y)2 € 0 deslocamento radial do centro do
rotor.

A forcade drito, aplicando a lei de drito de Coulomb & F = uF,. Esta
forca de drito K (no porio de @ntato) pocde ser substituida por uma forga

paralela de igua magnitude que passa pelo centro do rotor e um conjugado

Tt =-FKRy, once Ry éo radio dorotor. Na Fig. 22 estéo representadas as forgas

que a@uam sobre o rotor.

As comporentes da resultante das forcas F; e F, noseixosxeyséo F, e

Fy, respedivamente, e, a resisténcia oferedda pelo meio fluido circundante @

rotor € representado atraves do torque T.. O torque T. obedece aum

comportamento quedrético pa estar, o rotor, imerso num meio fluido, resta
situacé, aforcade drito é esenciadmente proparciona a velocidade para baixas
velocidades de rotac@ e dhega aser propacional ao quedrado da velocidade para
atas velocidades de rotacé, Ogata [18].

As expresses das forgas externas que d@uam sobre o rotor, segundoaFig. 22,s80:
Fy =+F sen(a) — F, cos(a)

Fy =~k cos(a) - F, sen(a)

onde

X X=X

y-Y y-Y _
J(x=X)2=(y-Y)?

Jx-x)2-(y-v)?

sen(a) = . cos(ar) ===
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Ordenandoem formamatricial:

(A0 OF, O3 (y—Y)  —=(x= X)L

- 2.2
#,8 HRHFx-x) ~(y-v)HF (229

Os torques gerado pela forgade drito noimpado e pelo meio fluido, qe

atuam sobre o rotor, sdo T; e T, respedivamente, que se expressam como:

T, =-F
Tt __O;;d (2.24
c=
K -
Linha de
/ @%@ impacto
y G\
Rd -
y c
4

Figura 22 — Forgas que agem sobre o rotor e o estator elastico

Para 0 subsistema éxo-rotor, as for¢as generaizadas Q corresponcem as
forcas externas dadas pelas Egs. (2.23 e (2.24). Escrevendo estas forgas na forma

vetoria, oltém-se 0 seguinte caregamento que aye sobre o rotor:

Q= Q prH'ZB:X Fy Tm*Te Ttg
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2.6.
Equacdo de Movimento do Estator

O model o e xo-rotor-estator em estudo considera que o estator é supatado
numa base visco-elastica linea, com coeficiente de rigidez K e weficiente de
amortedmento viscoso C. Sob esta hipdtese, o estator tem sua propria dindmica
As Unicas forcas que @auam sobre o estator sdo a forca de impado namal e a

forgade drito tangencial, cujas resultantes 0 as forgas (—F,, —Fy) Ncs eiX0s X e

y respedivamente, no sistema de referencia inercial (Xx,y), estas forcas S0

mostradas na Fig. 22.

Por ser um subsistema simples de 2 graus de li berdade, trandagé@ no pano
(X,Y), € posdve aplicar a segunda lei de Newton para encontrar as equagdes de
movimento:
mX +2CX +2KX = -F,

meY +2CY +2KY =-F,

Logo, estas equagies podem ser escritas naformamatricial como:

OOXO @C O0OXO @K O0mXOg [ORC

[mb = —
Jo mMHH Ho 2cHyEHo axHYH HyE (2.29

Onde m, representa a massa do estator, (X,Y) € o deslocamento do
centro do estator e & forgas F, e Fy s80 as resultantes das forgcas de impado

dedwzidas na Eq. (2.23.

A Eq. (2.25 representa adinamica do estator, esta equaca® € utili zada,
somente, quando orotor bate @m o estator; em caso contrario, 0 deslocamento do

estator é nulo.
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2.7.
Contato Permanente do Rotor com o Estator

No caso de um rotor desbaancealo, quando ele entra en contato
permanente com a parede do estator, a forca centrifuga devido a massa excéntrica

m,, pock ser maior ou menor que a forca restauradora do eixo. Se aforga

centrifuga for maior que a restauradora, a forca de arito tangencia tende a
acderar o rotor na direc® opacsta asua direcd de rotacd. Supondo ge o motor
elétrico gera energia en forma ilimitada, a acéerac® pocde ndo parar até que a
velocidade relativa entre rotor e estator sgja nula. Quando a velocidade relativa é
nula, orotor rola sob a superficie interna do estator (Rolling).

Um rotor sem desbalanceanento também pode entrar em contato
permanente mm a parede do estator e redizar precessio, una das maneiras de
conseguir isto, € introdwzindo uma perturbac@® ao sistema (por exemplo, uma
pancada). Segundoa caaderisticada perturbacd orotor pode rolar ou escorregar
sobre aparede do estator.

2.7.1.
Precessao Direta e Retrograda

Para reconhece em que momento o rotor rediza movimento de precessio
direta ou retrégrada (Forward or Backward Whirl), necessta-se uma expressio
matemati caque possa representar este fenémeno.

Definindocomo ¢ o éngulo formado pelo eixo x e alinha de contato que

passa pelos centros O e C, como se mostra na Fig. 23, po@-se escrever a seguinte
relac® trigonamétrica

tan() =§ Ly =atan(§)

Logo, derivando ¢ em relaca ao tempo, avelocidade de precessio (U resulta:

Xy
= (2.26
X2 +y2

NaFig. 23, e Q, tem 0 mesmo sentido ce giro, entdo: se Y resulta paositivo, 0

disco rediza precessio dreta en caso contrario redi za precessio retrograda.
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2.7.2.
Rolamento e Escorregamento

Quando orotor entra en contato permanente com a parede do estator (Full
Annular Rubbing), este pock rolar ou escorregar (Rolling or Jiding).

Rolamento: Sgam A e D dais corpos rigidos (Anel e Disco) que se

movem de tal modo que, a calainstante, ha um porto P, dasuperficiedoane A
em contato com um porto Py dasuperficie do dsco D . Diz-se que harolamento
entre A e D se, para dgumareferencia S, se awmpre: SVPa = SVPd ou, o qe é
equivalente, SVpa/ P, = 0, ousga, quando a velocidade relativa dos portos em

contato é nula.

DaFig. 23, considerando um sistema de referencia S fixo noand (x,Y),

avelocidade do porto Py emrelacd ao sistema S escreve-se @mo:

sVp, = sVo +QXrop, ~ gV =Pk xrco + QK xrop,

Também:

SVPa =0 - SVPd =0

rco =dcosyi +dsenyj; rop, = Rycosyi + Ry cosyj

Finalmente:

sVp, =(-0ysenys ~ RyQsenyy)i — (3 cosy + RyQcosy)j =0

Na w@ndcdo de rolamento do rotor, adotamos a seguinte notacdo para a
velocidade de precessio: Qi = .

Portanto, a cnd¢éo cinematicapara o rolamento é:

Quh = —%Q (2.27)

Se a ond¢do daEq. (2.27) ndo é satisfeita, orotor encontra-se escorregando.
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IC: Ponta de welocidade
instantanea nuila

N

Figura 23 — Contato permanente do rotor com a parede do estator

Quando orotor rola, 0 porto de wntato entre o rotor e o0 estator tem
velocidade nula, assm este porto representa o Centro Instantaneo de Velocidade

Nula parao rotor, panto IC, Hibbeler [19].

Como a folga radia & € pequena en relagd® ao raio Ry do rotor, a
velocidade de precessio resulta Q,,, >> Q , estabel ecendo-se patencialmente uma

situac@® derisco ncs sstema rotativos.
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