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APENDICE |

Determinacao das constantes pertencentes aos modelos em guestdo

1- Modelo de Papadopoulos:

2
/"3—“+rg+a"“+%sﬁ 1)

Ao aplicar a equacéo acima em torgdo pura, i.e., g, =t_, € 0, = 0,, = 0,

obtém-se:

t,=p (2)

Aplicando a mesma equacdo, agora em flexdo pura completamente

reversivel, ou seja: o, = f_1; o, = 0 € T, = 0, Obtém-se:
—t+a—= t—l (3)

Nesta condi¢do: o, = f_4

Assim a equacéo (3) pode ser resscrita:

Liyaliog, @
Logo:
a=31_.3 (5)
1

2- Modelo de Matake
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Co+ UNpgyr <A (6)

Para aplicacdo da equacao (6) em tor¢cdo completamente reversivel, C, =

t_1 € Ny = 0. Logo:

t,=2 (7)

Aplicando a mesma equagéo (6) Em flexdo completamente reversivel, isto

e, 1,=0:

C, = % sen2y (8)
1 1

Ninax = Na = 504 + 50, €05 21 9)

Maximizando para g = 45° e considerando que ¢, = f_;:

1

Co = Ef—l (10)
1
Ng = Ef—l (11)
Ent&o:

1 1

Sfaatusfa=ty (12)
=2

== 1 (13)

3- Modelo de McDiarmid:
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TAB
Ca + 20 Nmax < TA,B
u
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(14)

Para flexdo e tor¢do combinadas, 7,4  ha equagéo do modelo, € simplesmente

substituido por 7, = t_4

4- Modelo de Findley:

Ca+ kNmax < f

(15)

Utilizando a equacéo de Findley para cisalhamento puro, completamente

reversivel, t, =t_, € g, = 0:

N, = t,sen 2y

C,= 14C052Y

A equacéo (15) pode ser reescrita como:

7,082y + k(t, sen2y) = f

Maximizando a equac¢ao acima:

—21, sen 2y + 2kt cos 2y =0

k = tan2y

Substituindo k na equacéo (18):

Tg OS2 + tan 2y (1, sen 2y) = f

Desenvolvendo a equagé&o anterior:

(16)

17

(18)

(19)

(20)

(21)
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f
cos 2y

Ty + Tatan?2y =

t_1+ k%t_; = f sec 2y

sec2y = \/m
sec2y = V1+ k2

Voltando para a equacao (23):
to+ k%, = fV1+Ek2
t_,(1+k?)=fV1+k2

t.Vi+k?2=f

2

1+k* =5

2
t2y

Em flexdo pura, completamente reversivel, t, =0 e 6, = f_;:

N, = %aa +%aacoszl,b
1
C, = 5 0a S€n 2y

Substituindo na equacéo geral do modelo:

1 1 1
5 JaSen 2V +k (E Oq + 5 0q COS 21/))

105

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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Maximizando a equacao anterior:

04082y — kozsen 2y =0
tan 2y = %

1
2

2 = —
tan 21/)—k

2 . 1 1+k?
sec” 2y =1+-5=—5
2 20 = k2 . 2 20 = 1
cos” 2y = 1ek2 *SEM Y= 1+k2
cos 2¢Y = K ;sen 2y = L
V1+k2 V1+k?2

Substituindo os valores de ag,, cos e sen na equagédo do modelo:

l ;_l_lf k+l k_z—f
zf‘1\/1+k2 2/-1 Zf_1\/1+k2_

1

1 1
S+ k45 fak =]

VT HRZ = f =S f ik

\/1+k2=}f—f—
-1
2
1+k2 ==t i

Af% —Akff —f2 =0

106

(34)

(39)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(49)
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; akf 1+ /16k2f_21+16f_21

8
f=Skfo+5faVit k2

Substituindo k pelo valor encontrado anteriormente:

1 f? f?
F= it ]

_ =
=
f= |

Sabendo que k = /{Tz — 1, pode-se obter:
-1

k= L1
a(f=2-1)e2,

107

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(59)
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(56)
(57)
2
()
k= |25 (58)
4(%—1)
f=1,
4(:=4-1)
Optou-se pelo sinal negativo para garantir que k seja positivo:
gt
k= —t1 (60)

5- Modelo de Liu & Mahadevan:

A orientacdo do plano critico é definida pelo critério em que a contribuicéo
da amplitude da tenséo hidrostética seja minimizada para zero. Primeiro, o modelo
procura pelo plano que tem a amplitude maxima da tensdo normal, que
corresponde ao plano de fratura. O angulo deste plano com o plano critico € a e

tem que ser determinado. O modelo é originalmente expresso como:

[ e () = o

E passa a ser expresso como:
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Oa,a 2 Ta,a 2 _
\/ () + (=) =8 (62)
Uma vez que a ainda é uma variavel a ser determinada.

Para carregamento uniaxial completamente reversivel (o, = f_1; T4 = 0),
o plano de fratura € perpendicular ao eixo de carregamento e o plano critico faz

um angulo a com o plano de fratura. Assim, obtém-se:
1 1
Oga = Ef—l + Ef—l cos 2« (63)

Toa = %f_l sen2a (64)

g

Para carregamento em torcao completamente reversivel (o, = 0; 7, =
t_1), o plano critico também deve fazer um angulo a com o pano de tensao normal
maxima (que € plano de fratura). Esse plano de tensdo normal maxima faz um

angulo de 45° com o plano onde a tor¢ao esta aplicada.

Assim sendo, g, , € 7,4, S840 obtidos como:

Ogq = t_15en 2 (% + a) (65)
Ogq = t_q5en (g + Za) (66)
Ogq = t_q cos(2a) (67)
Tgq = t_1 COS 2 G + a) (68)
Tgq = t_1 COS (g + Za) (69)

Tgq = Tt_g5en (2a) (70)
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Para carregamento uniaxial, o critério de Liu & Mahadevan pode ser escrito
como:

[1+cos(2a)]?
4

+ %({:—1)2 sen? (2a) = p? (71)

Para carregamento em tor¢do, 0 mesmo critério pode ser escrito como:

(;:—1)2 cos?(2a) + sen?(2a) = [? (72)
Entao:

t 2
= [1 + 2cos(2a) + cos?(Ra)] + (::—1) sen’(a) = (i) cos?(2a) + sen?(2a) (73)

= + cos(Za) +3 L cos?(2a) + = (f:l) [1—cos?Qa)] = (;‘—1)2 cos?(Qa) +1 —

cos2 2a) (74)

cos?(2a) E - i (&)2 -

t_1

(;‘—1 + 1] + - cos(Za) +2 14l ({_1) -1=0 (75)

[ e
2[3—(%1)2-%(%) ]

cos(2a) = (76)

(77)

tq

Vale lembrar que os termos e B sao fungdes das propriedades do

-1
material, i.e., seus valores ndo variam com a razdo e/ou diferenca de fase entre

o, e 1,. Além disso, os valores de 3 sdo préximos de 1 para materiais com a razao

t_q . 1
— na faixa entre = e 1.
faa V3
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. t_ . . .
Deve-se notar que a aumenta a medida que f—1 diminui e que a varia entre

1

Oe % De acordo com a equacgéo (77), a ndo tem solugdo real para ;‘—1 > 1. Isto

-1
indica que, para um material extremamente fragil a contribuicdo da amplitude da
tensao hidrostética ndo pode ser minimizada para zero e, assim sendo, deve ser
considerada durante a avaliacdo do dano por fadiga. A determinacdo do valor de

k, neste caso, pode ser realizada de acordo como seguinte procedimento:

Supbe-se que, para um tipo especifico de material, o plano critico coincide

com o plano de fratura (o angulo entre eles é zero).

Para um carregamento uniaxial, completamente reversivel (o, = f_; €1, =

0) obtem-se:

Ogc = J-1 (78)
Tgce =0 (79)
ol =1 (80)

3

Para um carregamento em tor¢do completamente reversivel (o, = 0e 1, =

t_,), obtém-se:

Ogc =11 (81)

Tge =0 (82)

ol =0 (83)
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Os critérios para a previsao de falha por fadiga sao, respectivamente:

h+§=ﬂ (84)

(=) =45 (85)

Assim sendo, k e B podem ser expressos como:

k:9K%§2—4 (86)
p=>7 (87)

Para que haja contribuicdo devido & amplitude da tensdo hidrostética, k

. . t_ . . . . e
deve ser positivo, ou seja, f—l deve ser maior que 1, e o plano critico pode coincidir
-1

. s o gLt—
com o plano de fratura, somente para um material extremamente fragil (f—1 >1).
-1

t_q

E interessante observar que k se tornara nulo para f‘ = 1 e a tensdo hidrostatica

1

ndo terd nenhuma contribui¢cdo para o critério de falha por fadiga.
- Efeito da tensdo média

Normalmente uma tensdo média trativa reduz a vida em fadiga, enquanto

gque uma compressiva aumenta a mesma. A tenséo média, o,, ., € introduzida no

Om,c »

modelo de Liu & Mahadevan através do fator de corregao “1 + n onde n é
-1

um parametro do material. Deste modo, o critério de fadiga € reescrito como:
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01PN | rogel? L, [ohe]?
[f—] el k3] = (88)

n pode ser calibrado utilizando ensaios de fadiga em carregamento uniaxial na

~ Jo T . ~ t_
presenca da tensdo média, g,,. N varia com a razao f—l de acordo com as
-1

expressdes abaixo:

ESRY (i (T (89)

m=a7 3|V (P fo1 ©

n=0para;;1>1 (90)
-1
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APENDICE I

Influéncia da tensdo cisalhante média nos calculos dos modelos

- Findley:
Carregamento cisalhante puro na presenca de t,,:
N, = 1,5en 2y
N, = t,,sen 2y
Npax = (Tg + ) sen 2y
C, = 0,4c0582Y
Entdo pelo critério de Findley, escreve-se:
04 CoS2Y + k(Tq + Tr) Sen 2y < frindiey
Maximizando o lado esquerdo em relacao a g, obtém-se:

—2t,sen 2y + 2k(t, + T,) cos 2 =0

k(tg+tm)
Ta

tan 2y =

Ta

/T§+k2(ra+rm)2

cos 2y =

k(Ta+Tm)

/T§+k2(ra+rm)2

sen 2 =

114

(1)

(2)

®3)

(4)

(®)

(6)

(7)

(8)

(9)
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2

Ca = T—a (10)
/T(Zl+k2(ra+‘rm)2
k(Tg+Tm)?

Npax = —fattm (11)

/T(Zl+k2(ra+‘rm)2
z k% (14 +Tm)*
d + fatt < ffindley (12)

\/T(zl+k2(ra+rm)2 \/rg+k2(ra+rm)2

Na falha por fadiga, 7, passa a ser equivalente a t_, e o lado esquerdo

se iguala a ffinaiey

\/Tg + kZ(Ta + Tm)z = ffindley (13)
T + k*(1q + T)? — ffzindley =0 (14)
T2(1 + k?) 4 2k* T Tq + k2T — ffinatey = 0 (15)

Isso significa que t, = 7_; sera dada pela seguinte expressdo, mostrando

a dependéncia de 7_; por t,,:

t—l = kZTm \/ k4T12n (kzrgn_ffzindley) (16)

T (k) | |(+k2)Z T (1+k2)

- Matake e McDiarmid
Carregamento cisalhante puro na presenca de t,,
N, = 1.5en 2y (17)

C, = 0,C082Y (18)
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Maximizando C, em fungéo de y:

cosyp =1 (19)
% =0 (20)
N, =0 (21)
C, =1, (22)

O critério de Matake é dado por:

Ca + kmatNa < -4 (23)

Tqa Sty (24)

Na presenca da tenséo cisalhante média (t,,), N,, € igual a t,sen 2y =0
e o critério continuara sendo t, = t_;, confirmando que na presenga de 7, em
carregamento de torcdo pura, a falha sera definida somente pela amplitude da
tensdo t,=t_,, caracteristica essa levantada em carregamento totalmente

reversivel.

7

O procedimento apresentado anteriormente é valido também para o
modelo de McDiarmid no qual o plano critico € definido através da maximizagéo
da amplitude da tensdo cisalhante C,, significando que em carregamento

cisalhante puro t_; € independente de t,,, assim como o0 modelo de Matake.

- Carpinteri & Spagnoli

Carregamento cisalhante puro na presenca de t,,:

N, = t,5en 2y (25)

N, = tp,Sen 2y (26)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1321797/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1321797/CA

Npax = (T4 + T,) sen 2y

Maximizando N,,,, em termos de y, obtem-se ¢y =

O plano critico sera definido pelo angulo (y + &), onde 6 é dado por:

Assim sendo, (@ + 8) sera dado por:

W +6) :%[5—3(;:—1)2]5
W +6) = [5—3(;:—1)2]5

2 +6)=5- 3(%1)212

s
4

117

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

A tensé@o perpendicular ao plano critico, também discriminado N,,,,, € a

tenséo cisalhante C,sdo dadas por:
Npax = (Tg + T)sen2(y + 6)

Npax = (T4 + T)sen {[5 -3 (

Cyp=714c082(Y+ 9)

C, =14 cos{[S -3 (;:—1)2]%

(32)

(33)

(34)

(35)

Assim sendo, o critério de Carpinteri & Spagnoli pode ser expresso por:
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\/(‘L’a + T,)%sen? {[5 -3 (%)2] %} + (f:—i)z 72 cos? {[5 -3 (;:—i)z] %} <f (36)

Para condicdo de carregamento correspondente ao estado limite de fadiga,
7,6 igual a t_; e os dois lados da desigualdade tornam-se iguais. Deste modo,

escreve-se:
(t_y + T,5)%sen? {[5 -3 (%)2] g} + (f:—i)z t2, cos? {[5 -3 (;:—i)z] %} =f% (37

f-1
da relacdo acima, t_, depende de t,,. Isso significa que o limite de resisténcia a

2
Como o termo [5 -3 (t‘—l) ] depende de t_,, pode-se concluir que, a partir

fadiga em torcdo varia com a tenséo cisalhante média. Este fato parece ser uma
limitacdo ao modelo de Carpinteri & Spagnoli, uma vez que t_, deve ser

independente da tensdo média T, superposta.

- Papadopoulos

Para carregamento torsivo puro, mesmo na presenca da tensdo cisalhante
média, 1,,, O critério de Papadopoulos é simplesmente expresso por t, = t_;, para
condicdo de carregamento correspondente ao estado limite de fadiga em torcao,

0 que em nada depende de 1,,.

- Liu & Mahadevan:

Carregamento cisalhante puro na presenca de t,,:

N, = 145en 2y (38)
N, = tp,Sen 2y (39)
Npax = (T4 + Tn) Sen 2y (40)

Maximizando N,,,, em relagdo ao y, obtém-se ¢ = %. Assim o plano critico

faz um angulo de G + SL&M). Desta forma, N, e C, no plano critico sédo dados por:
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N, =1, sen?2 G + SL&M) (41)
N, = 1, sen (g + ZSL&M) (42)
C,=714cC052 G + SL&M) (43)
C, =14 COS (g + ZSL&M) (44)

De acordo com o critério de Liu & Mahadevan, a equacéo principal do

modelo pode ser reescrita, para a condigdo do carregamento em questdo, como:

\/(Na)z + (Ca)z = \/0052(25L&M) (;:—1)2 + sen?(28.em) (45)

- 2 s 2
@ =426 a 2128 2
[r Sen(;: L&M)] [T COS(E_-'-1 L&M)] = c0s2(28,8m) (;:—i) + sen?(28,¢1) (46)

72 sen® (28 gm)
t2
-1

73 cos?(281.em)

2

t_1
y

+ = c052(26L&M)( )2 + sen®(28,em) (47)

Para o estado limite de resisténcia a fadiga em torcao, tem-se

72, cos?(281.am)

2
= + sen?(28,¢y) = c0s?(28,em) (jc'—l) + sen?(26,¢1) (48)
Pela equacao acima é possivel observar a nao dependéncia de t_; por t,,.
Esse resultado é atestado pelo préprio critério onde nao consta nenhuma

referéncia a t,,.
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APENDICE I

Convergéncia das equacoes propostas por Papadopoulos e Carpinteri & Spagnoli

As equacdes gerais apresentadas por Papadopoulos e por Carpinteri &
Spagnoli séo dispostas em seus artigos de forma diferente. Entretanto, por meio
de substituicbes trigonométricas, é possivel comprovar que ambas levam ao

mesmo resultado.

Segundo Carpinteri & Spagnoli:

N, = Va? + b? 1)
a = ozsen? (g — lp) + 14c08f sen2 (% — 1,[)) (2)

Onde o termo (g - 1/)) é referente ao dngulo complementar entre a tensao

de carregamento normal e um plano com angulo y qualquer.

a= 0,c05%()) + T,c05p sen(m — 21h) ©)

a = 0,c05%() + T4c05B sen(2) (4)

b = —1,senp sen2i (5)
Logo:

N, = \/agcos“(ll)) + t2c0s2f sen?2(2y) + 20,T,c0s2p cosP sen 2 + t2sen?f sen?2y  (6)

2
N, = cosy \/J,fcosz W) + Tasen®2y | 20,T, CcOS 3 sen 2y (7)

cos?
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N, = cos/o2cos2(P) + 4t2seny + 20,7, cos B sen 21 (8)

Essa expressao de N, é a mesma apresentada por Papadopoulos em seu

artigo.

Para a determinacéo de N,,, Carpinteri & Spagnoli apresentam a seguinte
equacéo:
N,, = o, sen? (g - 11)) + T, Sen 2 G — 1,[)) (9)
N,, = 0,, cos?(}) + t,, sen(m — 21)) (10)
N, = 0, c0s%2(Y) + T, sSEn(29) (11)

Novamente, a equagéo de Carpinteri & Spagnoli se mostra convergente a

equacdo do mesmo termo de Papadopoulos.

Para o calculo de C,, os dois artigos apresentam a mesma equacao:

2
Ca= \/f”gt””qz + \/(f”gz;pz”z) - (fa - gp)? (12)

Entretanto as equacdes de cada termo (f, g, p € q) sdo aparentemente
diferente em cada artigo. Mais uma vez, ao se manipular trigonometricamente
essas equacdes é possivel mostrar que em ambos artigos o resultado seria o

mesmo.

Em Carpinteri & Spagnoli, os termos f e g sdo zerados. Os mesmos
ocorrem com os termos p e g em Papadopoulos. Com isso, a Ultima parte da

equacédo anterior fica zerada, independente do modelo usado.

Para os termos p e q de Carpinteri, seguem-se as equac¢des abaixo:
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p= %aasen 2¢ + 1, cos B cos 2

p= %aasen (r — 2) + 74 cos B cos(m — 21)

p= %aasen (2y) + 1, cos B cos(2y)

q = —1, Sen fcos(2¢)

q = —1, sen 3 cos(m — 2yY)

q = —14 sen B cos(2y)
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(13)

(14)

(15)

(16)

17

(18)

Os termos p e g de Carpinteri & Spagnoli correspondem, respectivamente

aos termos f e g de Papadopoulos. E possivel observar que p encontrado em

Carpinteri & Spagnoli tem sinal oposto ao f encontrado em Papadopoulos. Porém

como na equacédo (12) todos os termos sdo elevados ao quadrado, o sinal ndo

influencia.
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