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Capitulo 3

Simetrias do Estado

Supercondutor

A Hamiltoniana efetiva do supercondutor, definida pela Eq. (2.20), é
simétrica perante a atuacao do grupo de simetria G, o qual é formado por
quatro subgrupos:

(i) grupo de simetria pontual g da rede de simetria do cristal;

(ii) grupo de rotagoes no espaco de spin SU(2);

(iii) grupo de simetria de reversao temporal K;

(iv) grupo de simetria de calibre U(1);
A representacao do grupo de simetria pode entao ser decomposta na forma

de produtos diretos, a saber,
D(G)=D(®)® D(S)® D(K)® D(g),

onde as representacoes do lado esquerdo desta expressao denotam,
respectivamente, simetrias de calibre, spin, reversao temporal e da rede
cristalina. Deve-se também lembrar que o grupo de simetria espacial do
sistema no estado normal inclui, além das rotacoes e reflexoes, o subgrupo
das translagoes. No entanto, como as dimensoes dos pares de Cooper (que, a
temperatura 7' = 0, sdo da ordem o comprimento de coeréncia &y) s@o bem
maiores do que a constante de rede, a estrutura discreta do cristal nao tem
efeito na classificacao dos estados supercondutores. Pode-se entao considerar
o supercondutor como um meio com simetria espacial g®7T', onde T' é o grupo
abeliano de translacoes tridimensionais e g é o grupo pontual da estrutura

cristalina.
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Em sélidos, quando ha invariancia perante a atuacao de operacoes do
grupo pontual, pode-se expandir o elemento de matriz do potencial em
fungoes de base da respectiva representagao irredutivel que corresponde a
mais alta temperatura critica (assim como foi feito no Capitulo 2 para o caso

de simetria esférica):

Vogou(k, k') = Vp(k, k) Q[WZ@Z; P (K),

onde a funcao I'yg ), descreve a dependéncia de spin do potencial de
interacao. Repare que o potencial construido dessa forma é invariante perante
o grupo pontual cristalino.

Podemos entao listar as varias relacoes de simetria da funcao gap perante
esses quatro subgrupos de G. Como ja foi observado previamente, a funcao

gap é antissimétrica na permuta de dois fermions,
Akap = —A_kga- (3.1)
A simetria de reversao temporal é expressa por
KAy as = 6,A%y 150y (3.2)

Ja as operagoes do grupo pontual g na auséncia de acoplamento spin-érbita
Sa0 expressas como

gAk,aB = A (33)

Dig) (@k.ap’
onde D(G)(*)(g) ¢é representacao tridimensional do grupo G no espacgo k. Ja
as operacoes de rotacao no espaco de spin sao expressas da seguinte forma
[h € SU(2)],

hAkap = D{gArasD ). (3.4)

A matriz 2 x 2 b(s)(h) ¢ a representacao de SU(2) no espago de spin—%.

Finalmente, a aplicacdo de um elemento do grupo U(1) (simetria de calibre)
fornece

DAy s = €Ak ap. (3.5)

Se a simetria do sistema no estado normal incluir a inversao espacial, a
funcao gap (consequéntemente, também a funcao de onda do par) deverd se

comportar da seguinte forma perante atuacao do operador I:

IAkas = Ak ap.
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Se, no entanto, o sistema no estado normal nao possuir simetria de inversao,
estados mistos podem aparecer.

Quando a interacao spin-érbita é nao desprezivel, o que ocorre
normalmente em materiais contendo elementos quimicos com grandes
numeros atomicos, as transformacoes do grupo pontual g nao podem mais
ser tratadas independentemente das transformacoes de spin. Isso porque
os spins devem ser considerados presos a rede, ou seja, qualquer operagao
de simetria da rede deve ser seguida pelos spins. Esse acoplamento afeta os
estados de uma particula, pois estes nao podem mais ser autoestados de spin.
No entanto, apesar do spin do elétron deixar de ser um bom nimero quantico
([S H } =+ O), os estados eletronicos continuam duplamente degenerados (em
campo zero) gragas a degenerescéncia de Kramers. Ou seja, os elétrons na
fase supercondutora continuam caracterizados por funcoes de onda com duas
componentes (1/) =« ‘% %> + ’% — %>) Dessa forma, podemos classificar
esses estados em termos de 'pseudospin’ e continuar denominando os estados
quanticos como singletos e tripletos. Conclui-se entao que, na presenca do
acoplamento spin-érbita, as Unicas operacoes de simetria do estado normal
sa0:

(i) reversao temporal;

(ii) as operacoes do grupo pontual g (que inclui o grupo de rotagoes de
spin);

(iii) o grupo de simetria de gauge U(1).

Utilizando as FEgs. (2.31) e (2.32) podemos reescrever essas
transformacoes de simetria utilizando as fungoes g(k) e d(k). As relagoes

de simetria para a fungao d(k) sao

onde ﬁ%g(g) sao, respectivamente, as representacoes no espago de spin e no
espaco k.

Como ja foi dito, o maior valor de v na Eq. (2.46) nos fornece a
temperatura de transicao, que constitui a primeira instabilidade do estado

normal (se examinarmos o sistema decrescendo a temperatura) e o respectivo
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espaco de autofungoes de Ay ,3. Como o espago de autofuncoes associado a
qualquer autovalor v forma uma base para representacao do grupo de simetria
G da equagao (grupo de simetrias da hamiltoniana), podemos classificar
os respectivos autoespacos da funcao gap com respeito as suas simetrias
através da analise das representacoes irredutiveis do grupo GG. No Apeéndice
B encontra-se um exemplo deste procedimento para o caso de um sistema
isotropico invariante sob quaisquer rotagoes.

No caso do 3He superfluido, o sistema é simétrico perante o grupo
completo das rotacoes, que possui infinitas representacoes irredutiveis. Ja
num cristal supercondutor, a simetria do sistema ¢ diminuida devido ao
campo do cristal; neste caso, o grupo G passa a ter um nimero finito de
representacoes irredutiveis. Contudo, entre as representacoes irredutiveis
' do grupo pontual é provavel que haja uma tal que T.(I') seja muito
maior do que as demais temperaturas criticas T.. Desta forma, pode-se
escrever a funcao gap do estado supercondutor imediatamente abaixo de
T.(T") como uma combinacao linear das fungoes de base Akﬂg(F, m; k), onde

m =1,2,..d(T") e d(T") é a dimensao de I". Ou seja,
Ak,a,@(r;k) = Zn(ram)Ak,aﬁ(va;k)v (310)

onde 7(I',m) sdo nimero complexos.

A transi¢ao para a fase supercondutora acarreta a quebra de diversas
simetrias da hamiltoniana efetiva microscopica e que estao presentes no
estado normal. Ha, por exemplo, uma quebra na simetria de calibre global
devido a coeréncia de fase supercondutora, ou seja, devido ao fato de que
diferentes fases do parametro de ordem complexo passam a descrever estados
distingiiiveis (Efeito Josephson). Essa quebra da invariancia de calibre
estd relacionada com a nao conservacao do nimero de particulas no estado
supercondutor. Além desse, outros tipos de simetria sao quebrados. Dessa
forma, apenas invariancia sob algumas operagoes de simetria (formando um
subgrupo H do grupo completo de simetrias do estado normal G) persiste.
Essa quebra de simetria introduz um pardmetro de ordem complexo, a
fungdo gap Akap(I',m;k), que mede a existéncia de pares de Cooper no
supercondutor. Esse parametro de ordem supercondutor é nulo para altas
temperaturas e passa a ser finito para T' < T, . Além disso, como o estado

coerente supercondutor é descrito apenas por uma fungao gap (que comporta-
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se, por sua vez, como a fung¢ao de onda do par), esta fungao deve ser invariante
sob estas transformagoes que nao alteram o estado supercondutor (mas, em
geral, nao deve ser invariante perante a atuagao de quaisquer elementos de
grupo total G) .

Entre os estados supercondutores que sao permissiveis do ponto de vista
das propriedades de simetria, deve-se escolhe aquele que pode se formar
diretamente a partir da fase normal, ou seja, sem transformacoes adicionais
dentro da fase supercondutora. Esse estado corresponde a maior temperatura
critica T.. De acordo com a teoria de Landau, esses parametros de ordem
transformam-se de acordo com as representacoes irredutiveis do grupo de
simetria G da fase normal [Eq. (3.10)].

Os estados supercondutores convencionais sao invariantes perante todo
grupo de simetria pontual da rede cristalina isto €, esses estados pertencem
a representacao identidade Ay, (Dg(A1,) = g(A1y),VD € g) e sao descritos
pela classe de simetria supercondutora trivial D(H) = D(K)® D(g) (apenas
a simetria de calibre é quebrada). Ja os demais estados supercondutores
descritos por fungoes gap de outras representacoes I' nao-triviais tém suas
propriedades de simetria pontual quebradas, o que lhes confere o nome de
nao-convencionais.

Para exemplificar, consideremos as classes de simetria supercondutora
obtidas a partir das representacoes irredutiveis unidimensionais do grupo de
simetria hexagonal. No estado normal, a simetria do sistema ¢ caracterizada
pelo grupo G = U(1) x D¢, x K, onde D¢, = Dg x I, sendo I o operador
de inversao. O grupo Dg = {C),, U, } consiste em seis rotacoes C,, em torno
de z por angulos 7n/3 (onde n = 0,1,...5) e rotagoes U,, de 7 em torno dos
eixos

—2 sin(mn/6) + y cos(mn/6).

Ele possui seis representacoes irredutiveis, quatro delas unidimensionais
(Ay, Ay, By e Bs) e duas delas bidimensionais (E; e FEj). Verifica-se
neste caso que para as representagdes nao-idénticas (que correspondem a
supercondutividade nao-convencional), alguns elementos de G multiplicam
o parametro de ordem por uma fase w. Como conseqiiéncia, o médulo
do parametro de ordem se mantém invariante por G (transforma-se como
Ai4). Entre os subgrupos de G' que caracterizam os estados supercondutores

(classes) existem quatro subgrupos H que correspondem aos estados
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supercondutores caracterizados pelas fungoes das quatro representagoes
unidimensionais de Dg. Esses subgrupos H sao Dgx K, Dg(Cg) x K, Dg(D3) X
K e Dg(D}) x K, onde os termos entre parénteses incorporam os elementos
do grupo Dg, que nao sao multiplicados pelo fator de fase de U(1) [25]. Os

trés ultimos sao, respectivamente,
Dg(Cg) = {Ch, €U},

Dg(D3) = {Cok, Uap, €™ Copr1, €™ Uspy1 }

Dg(D%) = {Cok, Uspy1, €™ Copp1, €™ Usy}.

A funcao gap que é invariante ao subgrupo Dg corresponde evidentemente
a representacao identidade A;. A funcao base correspondente a tal

representacao irredutivel possui simetria tipo

ak?+b (k2 +k)) + e (kS — 15k3K2 + 15k2k; — kY)

perante as operacoes do grupo Dg,. Repare, no entanto, que a transformacao
pontual U, muda o sinal do parametro de ordem supercondutor com simetria
Dg(Cg). Dessa forma, o parametro de ordem invariante perante tal subgrupo
corresponde a representagao nao-trivial Ay do grupo Dg, cuja fungao base

correspondente possui simetria do tipo
(3 — 3koky) (k) — 3kyk2)
no caso singleto e
0 % ke (K2 = ko) (K5 = 8kyhk2) + b (iky — iky)

para o caso tripleto. Verifica-se que, da mesma forma, Dg(D3) corresponde
a By e Dg(D3) corresponde a Ba.

Para representacoes multidimensionais, pode-se redefinir o subgrupo H
que descreve a quebra da simetria do grupo pontual como aquele que mantém
o espectro das excitagoes invariante. Para exemplificar, consideremos uma
rede cibica. Se o parametro de ordem supercondutor em questao for, por
exemplo, dado por

k.k

zhvy,
o qual pertence a representacao tridimensional Fy,, ele quebra a simetria

pontual do grupo G = Oj, para o subgrupo H = Dy, (representacdo Bsg)
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que é, por sua vez, o maior subgrupo que deixa E) invariante. Outro exemplo

¢ o parametro de ordem tipo singleto com simetria
k. (ky + iky)

que também pertence a representacao tridimensional Fy, e quebra a simetria
pontual de G = O, para o subgrupo H = Dy, (representacao E,).

Deve-se observar que a definicao do subgrupo H que quebra as simetrias
do grupo total G depende apenas de conveniéncia. Ele pode ser definido de
duas formas: operagoes que mantém o espectro de excitagoes invariante [24]
ou operacoes mistas que mantém o parametro invariante [26].

Uma classe bastante importante é aquela dos supercondutores
magnéticos. Verifica-se que a atuacao dos elementos do grupo pontual sobre
o parametro de ordem supercondutor pode ser compensada também pelo
operador K, visto que a operacao K leva os estados em seus complexos

conjugados, ou, mais precisamente,
Kd(k) = —d*(—k). (3.11)

Ou seja, nessas classes a simetria K é quebrada, sendo portanto denominadas
magnéticas. Os parametros de ordem sao essencialmente complexos e
nao podem ser transformados em parametros reais pela atuacao de uma
transformacao global de calibre [Kd (k) # e**d(k)]. Repare que a atuacio
do operador K sobre parametros de ordem unidimensionais é sempre
equivalente a apenas multiplica-los por uma fase global. Conclui-se entao
que estados supercondutores magnéticos devem possuir parametros de ordem
multidimensionais (dimensao > 2).

Neste tipo de supercondutores, campos magnéticos podem aparecer
espontaneamente mesmo sem aplicagao de campo magnético externo. Para
estados magnéticos, originados por momentos orbitais ou de spin, isso
pode ocorrer em regioes onde o parametro de ordem é nao-homogéneo.
Uma impureza num supercondutor nao-convencional perturba o parametro
de ordem em distancias da ordem do comprimento de coeréncia &(T).
(Aqui, vale lembrar que para supercondutores convencionais, impurezas nao-
magnéticas nao alteram o parametro de ordem.) Além disso, quando esse
supercondutor é magnético, um padrao de correntes persistentes é gerado

em torno da impureza. Essas supercorrentes produzem uma magnetizagao
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na regiao (geragao de um campo magnético intrinseco). Outra regiao
onde também aparecem variacoes no parametro de ordem é a superficie do
material. Nessa regiao, da mesma forma, ocorre o aparecimento de uma
magnetizagao espontanea.

Além disso, pode-se esperar o aparecimento de um campo magnético (em
geral fraco, porém finito) no interior dos materiais em que hd momento de
spin devido ao condensado nao-unitario. Ou seja, pode aparecer um momento
ferromagnético que prevalega sobre o momento diamagnético convencional
gerado pelas supercorrentes (auséncia de Efeito Meissner). Obviamente a
penetracao do campo magnético externo dentro do supercondutor nao é
surpreendente mesmo nos materiais convencionais, pois ocorre no caso tipo
IT através da criacao de vortices. A formacao de vortices é acompanhada
por um ganho de energia devido a penetracao do campo, e uma perda de
energia devido a prépria formagao dos filamentos (Apéndice A). No caso
do supercondutores ferromagnéticos, no entanto, a formacao dos vortices
é acompanhada por um ganho adicional de energia, gracas a interacao do
campo com o momento magnético do condensado. Dessa forma, o estado
misto podera adquirir propriedades ferromagnéticas. Se essa interacao tipo
Zeeman for suficientemente forte, pode se desenvolver uma instabilidade
que originard um estado espontaneo de vértices mesmo na auséncia de
campo externo aplicado. Em outras palavras, quando o ferromagnetismo
é suficientemente forte, esses supercondutores ferromagnéticos poderao se
apresentar num estado espontaneo de vortices gerado autoconsistentemente
pela prépria magnetizacao intrinseca do sistema.

A contribuicdo dos momentos angulares orbitais na geracao do campo
magnético interno é desprezivel. Isso ocorre porque as func¢oes de onda dos
pares de Cooper se superpoem fortemente (§y > a, onde a é o parametro
de rede e & é o comprimento de coeréncia) e correntes locais que geram
momento angular orbital compensam-se quase inteiramente no interior do
supercondutor.

O momento angular orbital de um par de Cooper num estado

correspondente as representagoes E; do grupo Dg com parametros de ordem

9(kK) ~ ks (kg +iky), S =0 (3.12)
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ou

d(k) ~ 2 (ke +iky), S =1 (3.13)

possui valor 1 (estamos utilizando h = 1). O segundo estado corresponde a

seguinte funcao de onda do par:

U = Gt [ 00 | = (s i) 010+ 1) ~ Va1 + 1),

o qual possui valor esperado de spin total zero,

e momento angular orbital 1,

LW = 1(1+ 1) T = 20,

iijpar = \ijar-

Existem também estados que possuem spin nao nulo, a saber,

d(k) ~ k, (z +iy) .
Deve-se observar que um requisito béasico para que o estado possua spin
nao-nulo é que o mesmo seja do tipo tripleto (o que nao ocorre para o caso
orbital).
O momento magnético M de um material supercondutor pertencente a
essa classe é composto por momentos magnéticos de todos os pares de Cooper
e, numa amostra com volume V' cuja maior parte é ocupada por pares com

momentos magnéticos direcionados ao longo de uma direcao /i, ¢ dado por

M=MYV, (3.14)
onde

M ~ 122 (3.15)
Nessa equagao, n, ¢ a densidade de elétrons supercondutores e v = 35— ¢é a

razao giromagnética (razao entre o momento magnético e o momento angular
do elétron).
Em geral, a presenga de elementos de simetria nao-triviais (como as

transformacoes de calibre) acarretam uma importante conseqiiéncia: a
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existéncia de nés no parametro de ordem. Por exemplo, o parametro de
ordem ¢(k) com simetria Dg(Cg) X R obedece as seguintes relacoes de

simetria:

Crng(k) = g(k)

e"Up g(k) = g(k).

Nao ¢é dificil mostrar que g(k) = 0 em todos os planos perpendiculares aos
eixos de simetria de U, (linhas nodais, visto que |k| = kp). Para valores de

g(k) no plano (k,, k), utilizando as relagoes acima, obtemos

UO g(kmv kz) = _g<k:ra kz)»

onde Uy corresponde a uma rotagao de © em torno do eixo y. Contudo, por

outro lado, uma rotagao de m em torno de y troca o sinal de k, e k,, ou seja,

Uo g<kxa kz) = g<_kx; _kz>

Como g(k) é par, ou seja, g(—kz, —k,) = g(ks, k), concluimos que g(k,, k,) =
0 e o parametro de ordem se anula no plano (k. k,). Utilizando o
mesmo raciocinio, pode-se mostrar que g(k) se anula em todos os planos
perpendiculares aos eixos de simetria de U,.

Procedendo-se da mesma forma, pode-se demonstrar que o parametro
de ordem tipo tripleto d(k) invariante por Dg(Cs) possui nés pontuais (nos
pélos norte e sul da superficie de Fermi). Para tal, no entanto, utiliza-se
a suposicao da presenca de uma interagao spin-orbita intensa. Ou seja, o
operador C,, atuou sobre d(k) de acordo com a Eq. (3.7).

Em geral, para estados supercondutores com S = 0, o parametro de
ordem se anula em linhas e pontos isolados da superficie de Fermi. J& no
caso de estados com S = 1, o mesmo se anula apenas em pontos isolados.
No entanto, essas propriedades (como foi exemplificado acima) se aplicam
apenas ao caso de fortes interagoes spin-érbita [27] [um contra exemplo é o
parametro de ordem na fase polar tipo p, onde d(k) = (0,0, IAcZ)] Observa-se
entao que a presenca de nés no gap do espectro dos estados supercondutores
é conseqiiéncia direta das simetrias do respectivo estado. Estes nds sao entao

denominados nods de simetria.
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