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Capitulo 2

Propriedades Gerais dos

Supercondutores

2.1 Instabilidade do Estado Normal

Um géas de elétrons livres possui como estado fundamental um completo
preenchimento dos niveis de energia ¢, = % até o nivel de Fermi, ou seja, até
ep = % (daqui em diante faremos 7 = 1). No entanto, na presenga de uma
interacao atrativa, por mais fraca que seja, esse estado fundamental torna-se
instdvel [20]. Para entendermos esse efeito, consideremos dois elétrons acima
do nivel de Fermi. Suponhamos que o tnico efeito dos demais elétrons seja
o de proibir a ocupagao dos estados com k < kp. Seja ¥ (ry,rs) a funcdo de
onda dos dois elétrons localizados em ry e ry. A equagao de Schrodinger para

o sistema é

5= (V34 V3) ¢(ri, 1) + V(|ry — 1o )eb(ry,15) = [A + %] P(ry,12)

(2.1)
(Repare que A é o valor da energia medido a partir de 2cp, ou seja, a partir
do estado onde ambos os elétrons estao no nivel de Fermi.) Se utilizarmos as

coordenadas de centro-de-massa e as coordenadas relativas r; — rp e

(ri+ra)
2
assumirmos que o centro-de-massa do par estd em repouso (o que equivale a
dizer que ambos os elétrons possuem momentos opostos), podemos reescrever

a equacao de Schrodinger da seguinte forma:

—%V%p(r) + V(r)e(r) = [A + k—F] p(r). (2.2)
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Utilizando a funcao de onda ¢ na representacao de momento

= /dgr e T o(r), (2.3)

nos obtemos

Lizg00 + V-0 = [+ E g0, )

Como o potencial de interacao na representacao de momento,
V(k—k') = /d3r eIk Ty (2.5)

é uma funcao apenas de |k — k’| [o que decorre do fato de que V = V (|r|)],

ele pode ser unicamente expandido da seguinte forma:

Vik—k)= i (%4; D

=0

‘/l(ka k/)Pl(COS 9)7

onde

Vi(k, k) = /dQ V(k — k') Py(cos 8).

Utilizando o teorema da adi¢cao dos harmonicos esféricos,

4 ! N .
P 9) = Yin (k)Y (K'),
(e0s0) = 5y 32 Vi)Y, )
obtemos entao
Vik-K) = Zvlk:/«: S Vi)Y () (2.6)

m=—1

E possivel mostrar que se a interacao V' for atrativa podem existir solucoes
de estados ligados com A < 0. Suponha, por exemplo, que Vl(k k’) = —V;na

camada de largura ¢; em torno da superficie de Fermi ep < < ep+e

2m’ 2m

e Vi(k, k") = 0 fora dela (onde ¢; < ep). Substituindo as Egs. (2.5) e (2.6)

em (2.4) e utilizando a mudanca de varidveis

[ = [ o = o [ ean = [ e

(onde Ny = T;’:QF ¢ a densidade de estados na superficie de Fermi para uma

. ~ . 2
orientagao de spin e £ = Qk—m — ep) obtemos

{%Uf?—k%) } No/d§/4 ZVlmZZYzm )Yim(K')g (k') = 0.
(2.7)
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A partir da Eq. (2.7) observa-se que a cada valor do momento angular [
corresponde uma solugao {g;(k),A;}. Substituindo-se a expansdo g;(k) =
[ .
> aim(k)Yi(k) e utilizando a propriedade de ortogonalidade entre os
m=—I

harmonicos esféricos Yj,,,

dS) ~ -
4_ }/2:1<k)m'm’(k) = 6ll’ 6mm’7
T
obtemos 5
1
(K~ k) = A] (k) = NVt [ de ) =, 2.3
0

que pode ser reescrita como

NoVi
91(k) BTy / dé gi(k (2.9)

Integrando ambos os lados da Eq.(2.9) e utilizando o limite de interagoes

fracas NoV; << 1 obtemos
A= —2,¢ TV (2.10)

ou seja, existe um estado ligado dependente do momento angular [ para
interacoes arbitrariamente fracas entre os elétrons.

Deve-se observar que essa é solucao nao é 6bvia. Em geral, estados ligados
requerem um valor minimo do potencial de interacao. Esse aspecto nao-
trivial é conseqiiéncia do Principio de Pauli. Ou seja, dentro de um metal, a
presenca de um mar de Fermi de elétrons condutores bloqueia o decaimento
do par de Cooper e acarreta a formacao de pares estaveis.

Pode-se mostrar que a extensdao da funcao de onda ¢(r) do par de
elétrons é dada por & ~ h”F [21]. Esse valor pode chegar a centenas de
angstrons, o que impede que os pares de Cooper possam ser tratados como
particulas isoladas (gas de bésons). Conclui-se entao que supercondutividade

é essencialmente um problema de muitos corpos.

2.2 Natureza da Funcao de Onda

Pares de Cooper sao em geral compostos por dois férmions. No caso dos

metais supercondutores, os pares sao formados por elétrons e no caso do *He
)

superfluido, por atomos de hélio-3, que contém dois elétrons, dois prétons e

um s6 néutron (spin total Siear = 1/2). A componente de spin da respectiva
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funcao de onda do par pode ser caracterizada pelo valor do spin total do
mesmo, que pode ser S = 0 (estado singleto) ou S = 1 (estado tripleto). A
funcao de onda orbital no espago de momento g(k) é par para valores pares

do momento angular orbital [ e impar para valores impares de [:

ai(=k) = (-1)\gi(k). (2.11)

(Essa simetria da fung¢ao de onda do par pode ser facilmente demonstrada a
partir das propriedades de simetria dos harmonicos esféricos Yy,.) Contudo,
devemos lembrar ainda que pelo Principio da Exclusao de Pauli, a funcao de
onda total do par deve ser globalmente antissimétrica perante a troca dos

dois férmions. Obtemos entao a seguinte relacao:

gi(=k)x21 = —aqi(k)x12, (2.12)

onde xi12 é a componente de spin da funcao de onda das particulas 1 e
2. Conclui-se entao que a componente de spin de um estado emparelhado
de momento angular orbital par (impar) deve ser antissimétrica (simétrica)
perante a permutacao de duas particulas. Utilizando a notacao de Pauli

podemos escrever as fungoes de onda de spin fermionicas da seguinte forma:

1
a=| |=m
0
e
s={ | =
1

§2:§ 10
4101
e
. 1({10
S, ==
2101

A autofuncao no espaco de spin que corresponde ao estado tipo singleto do

par (antissimétrica na permutagao das particulas) tem a seguinte forma:

0 1

o= )y —
10 :Wy—\@(m) 11T)),

T T
annfb,, — fuo,, =
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onde o, ¢ uma das matrizes de Pauli e T" indica o vetor transposto. Pode-se
entao escrever a funcao de onda total do par com S = 0 da seguinte maneira

l
U = gik)ioy = > amm(k)Yim(k)io,. (2.13)

m=-—I

Os coeficientes a;, dessa expansao, denominados parametros de ordem
do supercondutor, sao ideénticos para todos os pares de Cooper de
um determinado estado supercondutor (estado coerente). Para um
supercondutor convencional tipo onda s (S = 0 e [ = 0), a expansdao possui
apenas o termo agg. Em geral, um supercondutor com momento angular
orbital [ par genérico possui parametro de ordem com dimensao 2/+1. Repare
que a dimensao 2[+1 refere-se a componentes complexas. Consequéntemente,
em termos de componentes reais, o parametro de ordem possui dimensao
2(20+1).

No caso de supercondutores com spin total S = 1 as duas particulas
podem ocupar qualquer um dos trés estados que correspondem aos
autovalores da componente z do spin total: S, = —1,0,1. Utilizando
novamente a mnotacao de Pauli, pode-se escrever as funcoes de onda

correspondentes aos trés valores de S,:

—_
e}

SZ = 17 al)\a; = = |TT>
0 0
01 1
S.=0, anf,, + Puna,, = Lo )T T+ 1),
0 0
S.= -1, Bub,, = =[11).
01

A funcao de onda do par nesse caso é escrita como

Uy = g1(k) [T1) + g2(k)(ITL) + [11)) + g3(k) |[L]), (2.14)

ou seja

U, = gl(k) 92(k) . (2'15)

92(k) g3(k)

Analogamente ao caso singleto, cada uma das componentes g,(k) dos

subestados pode ser expandida em termos dos harmoénicos esféricos Yj,,:
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l

galk) = > af, (k)Y (k), (2.16)
m=—1
onde a = 1,2,3 correspondem aos estados com S, = -—1,0,1

respectivamente. Os estados correspondentes aos valores de [ = 1, 3,5, ... da
Eq. (2.16) sao denominados estados supercondutores p, f, h, etc. Para esse
caso nés podemos escrever a funcao de onda do par de uma forma alternativa
utilizando a notagao de Balian e Werthamer [18]:
—dg (k) +id,(k d,(k
U, =i[d(k)-olo, = () + iy (k) (k) : (2.17)
d.(k) dy(k) + idy(k)

onde as componentes de d(k) estdao relacionadas com as amplitudes g, (k)

através das seguintes relagoes:
g1 = _dx’ + idya

g2 = d27
gs = d»n + ’Ldy

Assim como os g,(k), as componentes de d(k) podem ser expandidas em

termos dos harmonicos esféricos Yj,,:

do(k) = i b (k) Yim (k). (2.18)

m=—I

Os coeficientes bj, fazem o papel dos parametros de ordem, analogamente
ao caso dos supercondutores tipo singleto.

E importante lembrar que, como os pares de Cooper estao em geral
restritos as proximidades da superficie de Fermi, a dependéncia de d(k)
[assim como a de g(k)]) na direcdo k é mais importante do que a dependéncia
no moédulo. Pode-se em geral utilizar a seguinte aproximagao para o médulo
de k correspondente a um par de Cooper: k =~ kp. A interpretacao fisica do

parametro de ordem vetorial vem da seguinte observacao:

%w = = [lg1(0)[* + 2]g2(K)|” + |gs (k) [*] = |d(k)[*. (2.19)

N | —

A partir dessa equagao concluimos que a magnitude de d(k) é uma medida
da amplitude de condensacao do par de Cooper num ponto k da superficie

de Fermi.
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A anédlise feita nesta secao omitiu o tratamento das propriedades
translacionais do par de Cooper. Pode-se mostrar que para sistemas com
invariancia translacional no estado normal, o estado do par de Cooper mais
estavel (frente a interagdo atrativa) corresponde aquele que possui momento
linear do centro de massa nulo. Ou seja, o movimento translacional do par
com relagao ao gas de Fermi reduz a energia de ligacdo do par [2]. Além
disso, mesmo na presenca da rede cristalina, pode-se tratar o sistema como
invariante translacional. Isso pode ser feito devido ao fato do comprimento
tipico dos pares de Cooper ser, em geral, muito maior do que o parametro

de rede, de modo que o meio supercondutor pode ser considerado uniforme.

2.3 Energia de Excitacoes num

Supercondutor

Consideremos a hamiltoniana efetiva de um sistema supercondutor onde
o potencial V descreve uma interacao de emparelhamento no espaco de
momento, ou seja, uma transi¢ao de um estado como (ka, —kf3) para outro

estado como (k'\, —k'p),

1
H = Zkzgk a a, + 3 %; Vagu(k, k) afkaa;;ak,ka_k,“, (2.20)
onde &, = % — ¢r € a energia medida a partir do nivel de Fermi. Os

+

operadores a,”

e a,, sao, respectivamente, os operadores fermionicos de
criacao e aniquilagdo de elétrons (ou quaseparticulas) com momento k e
spin . Para simplificar a analise, serd considerado um gas de Fermi com
superficie de Fermi esférica e serao ignorados efeitos de simetria da rede sobre

o espectro. A quantidade Vyg.,(k,k’), a qual denota o elemento de matriz
<_k7 Qs k7 ﬁ “7‘ - kla 13 kl) )\> 3

descreve uma interacao efetiva entre os elétrons que é atrativa numa estreita
faixa em torno da superficie de Fermi. Sua origem varia dependendo do
tipo de supercondutor analisado. Nos supercondutores convencionais, a
atragdo entre elétrons (que é mais intensa que sua repulsdo coulombiana
direta para [{x — &w| > wy, onde w, &~ wp e wp é frequéncia de Debye), é

devida a interagao entre os elétrons e as vibragoes da rede cristalina (fonons).
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Essa interagao gera um excesso de carga positiva ao redor do elétron. Ja
no caso do 3He superfluido, o emparelhamento é devido basicamente a
flutuagoes da magnetizacao do liquido (troca de paramagnons - vide Apéndice
C). Essa interagao é essencialmente anisotrépica, levando a formacgao de
pares com momento angular [ = 1. Como foi previamente mostrado, essa
interacao atrativa torna o gés de Fermi degenerado instavel (em geral a baixas
temperaturas, ou seja, kgT << Ep). Para calcular o espectro de excitagoes
elementares num supercondutor deve-se diagonalizar essa hamiltoniana. Vale
lembrar ainda que o elemento de matriz do potencial Vg \,(k, k") possui

algumas simetrias, a saber
Vasoru(k K) = —Viaru(—k, K') = —Vagn(k, = k') = Vi sa (k' k). (2.21)

Essas relacoes podem ser demonstradas utilizando-se as propriedades de
antissimetria da estatistica fermionica.

Tanto os metais supercondutores metélicos como o *He sdo descritos em
sua fase normal como liquidos de Fermi fortemente interagentes e seus estados
de baixa energia sao descritos em termos de quaseparticulas de Landau, ao
invés de serem tratados como particulas reais. Pode-se descrever a funcao de
onda do par de Cooper na fase supercondutora como uma combinacao linear
de estados de quaseparticulas de Landau. Estima-se que a extensao espacial
de uma quasiparticula seja um pouco maior do que alguns parametros de
rede, porém muito menor do que o comprimento tipico de um par de
Cooper. E razodvel entdo, para analisar a formacao de pares, assinalar
as quasiparticulas coordenadas espaciais, exatamente como particulas reais.
Consequéntemente, todas as equagoes até agora derivadas continuam validas,
contanto que em todas as elas a massa m da particulas seja substituida pela
massa efetiva m*.

A propriedade de instabilidade do gas de Fermi degenerado descrita por
essa hamiltoniana foi levada em conta pela teoria BCS expressando-se o

estado fundamental supercondutor da seguinte forma [22]
U =[] (uk + viayaty) 0) (2.22)
k

As amplitudes vk e ux correspondem, respectivamente, as amplitudes de
probabilidade do estado do par (k T,—k |) estar ou nao ocupado. Além

disso, essas amplitudes satisfazem a seguinte condicao de normalizagao:

luxe|® + ok = 1. (2.23)
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Pode-se mostrar, utilizando-se o principio variacional diretamente [22], que a
energia do estado condensado descrito pela Eq. (2.22) é, de fato, mais baixa
do que a energia do estado normal. Como a funcao do estado supercondutor
¢ uma combinacgao linear de estados com numero variavel de particulas
(diferente nimero de pares de Cooper), a probabilidade de ocupagao de
qualquer estado k ¢ finita. Isso nao chega a constituir nenhum absurdo devido
ao fato do sistema supercondutor nao ser isolado, podendo seus elétrons
migrarem para dentro e para fora do mesmo constantemente [21]. No entanto,
verifica-se que se decompusermos a funcao de onda do par em uma base Wy

de estados com nimero fixo de particulas,

U=> )0,

onde
\Ijn - A QO(I'l - r2)X1,2--~90(rn—1 - rn)Xn—l,n

(A denota o operador de antisimetrizagao), verifica-se que os coeficientes da
expansao sao fungoes de N com um pico bastante concentrado num valor
médio N* [22].

Uma das conseqiiéncias dessa forma de construcao da funcao de onda do
estado fundamental supercondutor é que as médias anomalas Fx o3 nao sao
nulas:

Fe = (Y] aga_y [¥) # 0, (2.24)
RS = (Tlaty af |0) #0. (2.25)

As médias anomalas podem também ser definidas a temperaturas arbitrarias

utilizando-se, além da média quantica, uma média térmica,

Fy op = (aka0_xp) = M. (2.26)

’ tr[e—(BH)]
A funcao Fy s possui propriedades bastante similares a fun¢ao de onda do
problema de Cooper descrito na Secao 2.1. Logo, ela tem o significado de
uma espécie de funcao de onda dos pares de Cooper. Por exemplo, para o

caso singleto, a transformada inversa de Fourier de Fy é dada por

tker A ﬁE iker
F(r):Zerk :Z§tanh7kek .
Kk k k

Pode-se mostrar que essa funcao comporta-se de forma bastante parecida

com a funcdo de onda de Cooper no caso singleto [21].
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Para diagonalizar a hamiltoniana na aproximacao de campo médio
supomos que
+ _+ +
a0 yp — I, <<1

. , + . .
e substituimos ay,a_xg na hamiltoniana por

Flj,_aﬂ + (a35,07 35 — F;raﬁ).

Negligenciando essas flutuagoes em ordens superiores a O(1), podemos

reescrever a hamiltoniana da seguinte forma:

ka8 K A\p ka8 ka —kpu k' ap —ka kg

1

H = i, 8 Y Va0 (<2 By 4B 0 V0
k KK/

(2.27)

Definimos entao uma funcao de campo médio, usualmente chamada funcgao

do gap, pelas expressoes

Ak,aﬁ = - Z Vaﬂ,)\u(ka k/)Fk,’/\H, (228)
k/

+ +
Ak,/\u - - %: Vaﬁ,u)\(k/a k)Fk/,aﬁ' (229)
Substituindo as fungoes Ayg,g na hamiltoniana podemos reescreve-la
novamente como

1 1
H = 5 ka(ai_aaka - a—kaaj_ka> + 5 Z gk
k k

1
+3 ;{: Vapu(k, k) (Aagay o’ + AL opa  a, + AiapF(2.80)

Como a funcao Fx,g possui as mesmas simetrias da funcao de onda do
par, temos obviamente que Fyx,3 = —F_kgo. Utilizando as propriedades
de simetria do potencial [Eq. (2.21)], concluimos que a funcao Ay ,s, assim
como Fy o8, também ¢é antissimétrica perante a permuta dos dois elétrons:
Ao == > Viaru(=KK) Fiony =D Vagaulk k) Fioy = —Akap,
K/ K/

o que pode ser escrito, utilizando notacao matricial, como
A(k) = —AT(—k). (2.31)

Pela Eq. (2.28) verificamos que para um potencial de interacao e uma funcao

Fx s pares no espago de momento, ou seja,

ka,a,B = Fk,aﬁ

+

).
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Va,@’,)\,u(ka k/) = Va,b’,)\u(ka _k/)v

a funcao Ag.s deve também ser par. Esse caso corresponde ao
emparelhamento no estado singleto, que pode ser descrito por tnica funcgao
par g(k):

Axap = Ag(k)[ioylag, (2.32)

onde escolhemos a fungdo A = A(T) de modo que g(k) seja normalizada

como

d§)
4—|g(k)|2 =1
T

Repare, naturalmente, que a matriz é antissimétrica.

No caso de uma interagao impar, as funcoes Fy o3 € Akqg sao também
impares e descrevem o emparelhamento tipo tripleto. A funcao gap pode
ser convenientemente expressa nesse caso pela notacao vetorial de Balian e

Werthamer [18] como

Ay op = iA[(d(k) - 0)0oylas: (2.33)
onde, da mesma forma,
ds?
Sl =1
s

Utilizando uma notacao mais compacta através de operadores vetoriais

+ — (Tt
Ak,i - (akT’ akl’ afkT’ a—kl)’ (234)
podemos reescrever novamente a hamiltoniana da seguinte maneira,
1 n 1 N
H=3 > AkckijAkg + 3 Y (Gt ArasFy,), (2.35)
k k

onde a matriz ey ;; ¢ dada por

¢kbap  Akap

€k,ij —
Akas —Exbap

Para diagonalizar essa hamiltoniana devemos utilizar uma transformacgao
unitaria canonica de Bogoliubov, a qual nao afeta as propriedades de
anticomutacao, ou seja, transforma operadores fermionicos em novos
operadores fermionicos:

Ay = UijBy, (2.36)
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onde

Uk,o8 Vk,o8
Uij =

* *
U—k,a,@ u—k,a/o’

Bij = (b, bty bxep, boxey)-

O significado fisico das transformacoes de Bogoliubov é o seguinte:
os operadores (b; e by) estdo associados a excitagoes elementares
aproximadamente independentes e o estado fundamental do sistema
supercondutor age como o vacuo para essas quaseparticulas [2].

As matrizes Ag,s podem ser classificadas em dois tipos distintos: a
matriz Ay op é unitdria quando o produto (AAT),5 X 84p; caso contrario,
ela é denominada nao-unitaria. As matrizes Ay o referentes aos estados tipo

tripleto podem ser nao-unitérias,
AAT = (AP (Jd* 60+ q - 6) (2.37)

onde

q=1i(d x d").

Repare que o valor de q é finito apenas quando d(k) nao é invariante por
reversao temporal. Isso ocorre porque a atuacao do operador K de reversao
temporal [que no caso do vetor d(k) corresponde meramente a operagao de
conjugagao complexa| sobre estados que nao quebram essa simetria equivale
a multiplicacao por uma fase global. Repare que essa condicao para nao-
unitariedade é apenas necessaria e nao suficiente. A fase A (definida na

préxima sec¢ao) por exemplo, cujo vetor d(k) é dado por
d(k) ~ 2(k, +ik,),

nao possui simetria de reversao temporal, ou seja, f(d(k) # ¢d(k), mas
é unitaria, ou seja, d x d* = 0. Além disso, é facil se mostrar que o valor

esperado do spin do par é dado por
" dS)
S =i |A\2/ (k) x d (k) (2.38)
T

No entanto, S nao é necessariamente finito sempre que q o for. Em geral,
estados nao-unitarios podem ser classificados em dois tipos: estados bipolares
e nao-bipolares. Nos estados bipolares, as partes imaginaria e real sao

descritas por fungoes orbitais distintas e a média dada pela Eq. (2.38) na
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superficie de Fermi se anula. J& nos estados nao-bipolares, ambas as partes
possuem a mesma dependéncia orbital e a média na superficie de Fermi é
nao nula. O estado

d(k) = 2k, + gik,,

por exemplo, é nao-bipolar e possui (d(k) x d*(k)) = —2*2. Como o

momento magnético macroscépico médio de spin é dado por
(m) ~ (id(k) x d*(k)),

estados nao-bipolares possuem uma magnetizacao global nao nula, ou seja,
nesses estados os numeros de elétrons com projecoes de spin opostas sao
diferentes.

Para diagonalizar a hamiltoniana no caso unitario devemos escolher os

coeficientes uk o3 € vk op da seguinte forma,

(Ex + £k)dag

Uk,aB = = UKl ap (2.39)
V(B + &2 + A}
e
Ak af
Vk,ap = — : = —V_k,Bas (2.40)
VBt 62 + A
onde

By =/& + AL

e A2 = %trAAT. Como resultado, podemos reescrever o primeiro termo da

hamiltoniana:
ZA;Z Ek,z’j Ak,j = ZBI—:% Ek,ij Bk,j? (241)
k k
onde
Eyx 6, 0
Byy=| <7 . (2.42)
0 —FEx bap

No estado unitédrio, pode-se facilmente verificar que o vetor d(k) deve ser um
vetor real a menos de uma fase que depende de k. Dessa forma, podemos
associar a ele uma unica direcao no espacgo de spin para cada k. Se a funcao

de onda do par de Cooper é dada pela Eq. (2.14), a seguinte relagao é valida,
d(k)- S, =0, (2.43)

ou seja, em estados unitarios os pares em qualquer ponto da superficie de
Fermi sao condensados em um estado de spin que é autoestado da projecao

do spin ao longo de d(k) com autovalor zero.
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A escolha dos coeficientes uk o3 € vk g DO caso nao-unitario é bastante
mais complicada. Sua forma exata nao é tao importante no presente contexto.

No entanto, no caso nao-unitario, a degenerescéncia da energia é quebrada,

i = & +|Ad (k) > + A2 |q(k)]. (2.44)

Logo, existem duas superficies de Fermi (uma para cada dire¢ao de spin) e,
conseqiientemente, dois gaps no espectro de energia das excitacoes. KEssa
separacao, que ¢ usual para materiais magnéticos tradicionais, pode ser
entendida como conseqiiéncia da quebra de simetria de reversao temporal
(local, ou seja, para cada direcao de k). O gap do segundo ramo Ey _(que
corresponde aos elétrons de spin para cima) é menor do que no primeiro
ramo Ey 4, e pode se anular sobre toda superficie de Fermi, dando origem a
uma alta e finita densidade de estados mesmo na fase supercondutora. Em
alguns casos, aproximadamente metade do sistema (metade dos elétrons)
pode encontrar-se sem gap, ou seja, na superficie de Fermi dos elétrons com
spin para cima ou para baixo, pode nao haver gap formado, o que deixaria o
sistema em parte normal. De fato, pode-se demonstrar [23] que, para alguns
parametros de ordem nao-unitarios, o coeficiente v da parte linear do calor
especifico (que é proporcional a densidade de estados na superficie de Fermi)

na fase supercondura e na fase normal relacionam-se da seguinte forma:

,y:f}/—N
S 2

[sso demonstra que metade dos elétrons do sistema mantém-se sem gap.
Utilizando os coeficientes dados pelas Eq. (2.39) e (2.40) podemos obter a

dependéncia com a temperatura da funcao gap . Para isso, basta escrevermos

+

aka

e ax, em funcao de b:a e by, e calcularmos a média andémala utilizando

as seguintes relagoes,

—ka = Ia —-kB8/) —
<b bkﬁ> <b b+> 0

(Babis) = Sap — (bigbia) = frbas,

onde
1

e=-mm 1 1 (2.45)

ou seja, fx é a funcao distribuigdo para excitagbes (quaseparticulas) com

energia Fy. O resultado expresso na ultima equacao pode ser obtido
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minimizando-se a energia livre F' com respeito aos coeficientes uk o € vk s €
com respeito a fi [22]. A fungao gap é escrita entdao da seguinte forma [vide
Egs. (2.26) e (2.28)],

1—2f0
Ak,ozﬂ = - Z Vaﬁ,/\u(ku k/) L A+

. 2.46
- 2By Ko (2.46)

Essa equacao é valida no entanto apenas para estados unitarios. Para o caso
nao-unitario a expressao é bastante mais complexa e no presente trabalho
nao ¢ suficientemente relevante [24].

Para o caso de emparelhamento tipo singleto, a Eq. (2.46) assume a
forma

g(k'). (2.47)

! 1-— 2fk’
(k) = - Y V(kK)
! ; 21/62 + A?|g(K/)?

Para temperaturas préoximas de T. o gap do espectro torna-se praticamente

nulo, o que nos permite linearizar a equacgao. Dessa forma, todas as

combinagoes de Y;,,, com dado | [Eq. (2.13)] sdo solu¢oes da mesma:

1—2fw

Q- alm}/}m(l;/) = O,
2 [&k|

3 amYim(k) + >V (k,K)

m
ou seja,

R 1—2fw
amYim(k) + > V(k, k') 1-2)
Kk’ 2 ‘§k|

Dessa forma, todos os estados supercondutores que correspondam a

aimYim (k') = 0.

mesma representagao irredutivel (nesse caso, representagoes irredutiveis sao
caracterizadas pelo autovalor /) possuem a mesma temperatura critica T, que

pode ser obtida através da Eq. (2.47),

€l €]
tanh 2T, |
1 — NOV,/CMM — NV, <ln ol ) — /deﬁ, (2.48)
€] 2T, cosh” z
0 0
ou seja
Tc — 2—75‘[ e_ﬁvl’
T

onde foi utilizado

€l

1
/d:Jc n:g zlnl
] cosh” x 4~

O valor de In~ é aproximadamente 0.577.
A funcao gap para estados com emparelhamento tipo tripleto no caso

unitario assume a seguinte forma:

dk) = - V(kX) e 1

d(k). (2.49)
W 2,/€2 + A2 [d(k')[?
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Assim como no caso singleto, solugoes d(k’) com mesmo momento angular
[ conduzem a uma mesma temperatura critica 7.. A Eq. (2.48) também é
valida neste caso.

Para temperaturas proximas de 7., a Eq. (2.46) linearizada para um

potencial genérico pode ser escrita como

VAK s = — (Vagru(k, k') A:w)’ (2.50)
onde
4
21— In(1.148.2.)

. % tanh
v = No/ds—
/ e(k)

e (...); denota a média sobre a superficie de Fermi com densidade de estados
Ny. Esta é uma equacao de autovalores para Ag,3. O maior autovalor v
define T, e a forma do estado, Ay 3.

No entanto, para determinar a solucao exata da Eq. (2.50) para qualquer
forma do potencial V (k, k') é necessario o conhecimento da forma precisa do
mesmo. Ainda assim, pode-se obter informagoes relevantes sobre as solugoes
Ay op através de uma andlise das propriedades de simetria da Eq. (2.50)
[que correspondem as propriedades de simetria da hamiltoniana (2.20) do

sistema]. Isto serd feito com detalhes no Capitulo 3.

2.4 Propriedades de Supercondutores

Em geral, a densidade de estados de excitagoes de quaseparticulas é definida
por

plw) = 36w — By, (2.51)

onde Fy esta definida pela Eq. (2.40). Consideremos alguns exemplos. Num
supercondutor convencional completamente isotropico podemos escrever a

Eq. (2.51) como

) = N () [dgo (v 2+ 23).

onde foi utilizada a mesma mudanga de coordenadas da Eq. (2.7). Fazendo

uma nova mudanca de varidveis, obtemos finalmente

plw) = N<0>\/%A%/d§ b (6= o= a3) + o (6 o - a3)]

w
w

Jo g

= 2N(0) (2.52)
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Repare que essa equacao é valida apenas para w > Ag. Para w < Ag o
argumento da func¢ao ¢ nunca se anula, de modo que p(w) = 0. Pode-se

calcular o respectivo calor especifico utilizando-se
9 fx
Cs=) Ex——, 2.53
s o5

onde fx é dada pela Eq. (2.45). No caso do supercondutor tipo onda s, a
Eq. (2.52) nos fornece

— 2 2
Cs = QN(O)_.O/O deyeE+a oT <e ETA/T | 1) ' (2.54)

AO/T - Outro exemplo

No limite 7" — 0 nao é dificil mostrar que Cy ~ e~
importante sao os estados tipo onda-p no espaco rotacionalmente simétrico.
No caso do 2He, duas dessas fases ocorrem para diferentes pressdes. A
pressoes mais baixas o estado de menor energia do sistema é denominado
estado Balian-Werthamer (BW) e a fase é denominada B. Neste caso o vetor
d(k) é dado por

d(k) x k. (2.55)

A funcao gap nesse caso é dada por

St iby, s

R (2.56)
k. ka + ik,

Ak ap X

e o produto AAT & 1. Dessa forma, conclui-se que a forma da densidade

de estados é idéntica a do caso anterior. Conseqiientemente, as propriedades

termodinamicas de equilibrio do estado BW e do estado tipo onda s sao
idénticas.

A pressoes mais altas, a superfluidez do *He se manifesta através da fase

A descrita pelo estado Anderson-Brinkman-Morel (ABM), que possui nos

no gap em 6 = 0 e w. Nesse caso vetor d(k) é dado por
d(k) o (kg + iky,0,0) (2.57)
e a funcao gap é dada por

—ky — ik, 0

. (2.58)
0 ky + iky

Akﬂ/j XX

35


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024925/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0024925/CA

Neste caso, podemos escrever a parte angular da Eq. (2.51) como (Ag é a

constante de proporcionalidade)

1

1
—/d(cosﬁ)é(w—\/§2+A%sin29> = —— - ,
J Ay fe2 + AZ — w?

onde a integral foi feita por substituicdo (u = Agsin #). Os limites da

integragao angular impoem restricoes aos limites da integral em &:
w > €&,
que corresponde a cos # =1 e

w < /€2 + A}

que corresponde a cos § = —1. Além disso, a integral em & depende da

relacao entre w e Ay. Para w < Ag a integral é dada por

() Now/ Nwl (Ao+w>
p\w) = §2+A2_w 2A . Ao—w

Para w > Aj a integral é

w

p(w):M / dé :N0w1n<Ao+w>.

AO \/2 N /§2+A(2)_w2 2A0 W—AO
Wiy

Para baixas energias essa funcao se comporta como w?. Além disso, possui

uma divergéncia em w = Aj. Pode-se mostrar que neste caso, o calor
especifico varia como T para T — 0. Mais genericamente, supercondutores
cujos gaps possuem nés em pontos isolados da superficie de Fermi apresentam
esse comportamente algébrico para o calor especifico a baixas temperaturas.

O terceiro caso usual de estado tipo onda-p é o estado polar. Seu

parametro de ordem é dado por
d(k) x (0,0, k), (2.59)

ou seja, d(k) possui linhas nodais no equador. A funcao gap é dada por

Ap.ap X (2.60)

k. 0
0 k.
O calculo da densidade de estados neste caso segue o mesmo roteiro do caso
anterior. Para w < Ay, p(w) é dada por

N07T w

p(w) = 5 Ay (2.61)
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e para w > Ag é dada por

A
plw) = Noiarcsin—o. (2.62)
AQ w

Logo, para baixas energias p(w) é linear.

O ponto mais importante dessa anélise é que a forma de p(w) para
baixas energias depende tnicamente da topologia dos nds do gap espectral.
Se sao linhas nodais, o comportamente é linear; para pontos nodais o
comportamente é quadratico. Como ja foi ilustrado, essa propriedade possui
conseqiiéncias importantes sobre o calor especifico do material.

Um outro caso que sera relevante nesse trabalho é o seguinte

d(k) = k.(mx +n2y), (2.63)

onde 77 e 12 sao nimeros complexos. Este estado é nao-unitéario e o respectivo

gap (elevado ao quadrado) é dado por

k2 (2] + [n3] =+ lmms — maml) - (2.64)

O gap é proporcional a k2. Se o termo que multiplica k. for nao-nulo, a

densidade de estados é idéntica ao ultimo caso.
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